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Upfesnéni Uvod 3
Kazda kuzelosec€ka v roviné je dana kvadratickou rovnici,

Ax2 4+ 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0. (1)
Pomoci matic pfedchozi rovnici piSeme takto

(x v 1).[/1; g g].[;]zo. (2

D E F) U

Leva strana je vycislenim kvadratické formy F : R® — R na vektoru x = (x, y, 1).

Vektor x = (x, y, 1) € R® pfedstavuje homogenni soufadnice bodu v roviné s
(afinnimi) soufadnicemi X = [x, y]. ..

. a nic nam nebrani rozsifit nade Gvahy do celé projektivni roviny.

Kazda kuzelosecka v projektivni roviné je dana kvadratickou formou na
zastupujicim vektorovém prostoru. . .

. @ nic nam nebrani rozsifit nase Gvahy do lib. dimenze.



Plan Ovod 4

> Algebra kvadratickych forem a symetrickych matic.
> Geometrie kuzelosecek a kvadrik, chytré pocitani.
» Obecné Uvahy, priklady, vybrané aplikace.

Nejdfiv ov§em jeden ukazkovy priklad, na kterém konfrontujeme predchozi



Ptiklad: opakovani Uvod 5

V prikladu 2 v souboru Ill jsme uvazovali kuzeloseCku uréenou rovnici
yi4xy—2x—2y—-1=0, (3)

kterou jsme uméli upravit do kanonického tvaru ve dvou krocich:

2 _ 1

y?-1x%-x -2=0,

PFitom vysledna transformace souradnic byla

7

X'=x+2, y'=Ix+y-1,

neboli
x=x"-2, y=-Ix"+y"+2 (5)



Ptiklad: opakovani Uvod 6
Z (4) umime rozpoznat, Ze se jedna
o hyperbolu.
Z (5) umime urcit soufadnice
nového pocatku (j. sttedu hyperboly),
0" =1[-2,2], (6)

a novych bazovych
vektor( (tj. smér( sdruzenych priimérd),

e/ =(1.-1). e=(01. @

Odtud a z koeficientl v (4) umime vydedukovat, Ze sméry asymptot jsou
n, =2ef +e; =(2,0), n,=2e/-e; =(2,-2). (8)

Odtud dale umime ur¢it sméry hlavnich primér(, a to pomoci os Uhl uréenych
asymptotami,

hy = V2n; —n; = (V2-1,1), hy=V2n, +n,=(V2+1,-1). (9)



Priklad: reformulace Uvod 7
Vzhledem k predchozim konvencim zapisujeme rovnici (3),

Y24+ xy-2x—-2y—-1=0, (3)

pomoci matic takto

0 1 -1 (x
x-Fx=(x y 1).[; 1 —1]~[y]:0. (10)

-1 -1 - 1

Ve stejném stylu piSeme predchozi transformaci soufadnic (5) jako
X 1 0 -2 X"
x=|y|=|-2 1 2| |y|=AX"
1 o 0 1 1
Pro kontrolu:

x"F-x=(A-x")"-F-(A-x)=x""-(AT-F-A)-x" =---

-1 0 0) (x
e 308
o o -1) (1

coz krasné souhlasi s (4).



Priklad: reformulace Ovod 8

Vektor x € V pfedstavuje homogenni soufadnice X = (x : y : 1) bodu v afinni
roviné A s afinnimi soufadnicemi X = [x, y]; F je matice kvadratické formy
-

F : V — R na trojrozmérném vektorovém prostoru V > A.

Obecny bod v projektivni roviné A= P(V) ma homogenni soufadnice
X=(x:y: ﬁ); dosazenim do (10) mame vyjadreni kvadratické formy F, tj.
homogenni verzi rovnice (3):

Y2+ Xy — 2xx% — 2yxg — x5 = 0. (11)



Ptiklad: regularnost/singularnost Uvod 9

(i) Hyperbola je regularni kuzelosec€ka; to souhlasi s poznatkem, Ze odpovidajici
kvadraticka forma s matici (10) je regularni:'

0o I -
detF=det| 7 1 -—1|=1=#0.
-1 -1 -1

"obecnosti na s. 20 a 22



Ptiklad: nevlastni body, asymptoty Uvod 10

(i) Asymptoty hyperboly ukazuji pravé na jeji nevlastni body; ty Ize urc€it jako
pranik kuzelosecky (11) s nevlastni pfimkou x, = 0:2

y2+xy=yly+x)=0.
Tato rovnice méa dvé feseni,
Ny=(1:0:0), No=(1:-1:0),

coz jsou pravé homogenni soufadnice smért z (8).
Reseni rovnice souvisi se znaménkem determinantu submatice

o 1
detE:det(l ?):—2—1<0.
2

Asymptoty jsou uréeny témito sméry a sttedem hyperboly.

2obecnosti na s. 41



Priklad: stfred

(iii) Stfed hyperboly (6) ma homogenni soufadnice O” = (-2 : 2 : 1); odtud je

patrné, Ze zastupujici vektor 0” je polarné sdruzen s vektory zastupujicimi
vSechny nevlastni body:3

Tedy stfed O” =

(x :y : xo) je FeSenim soustavy rovnic

1y-x =0,
IX+y-x=0.

Reseni soustavy souvisi s hodnosti submatice

):—};to.

—_. =

1

detF = det (O
2

Sobecnosti na s. 27 a 39

Uvod 11



Ptiklad: sdruzené sméry Uvod 12

(iv) Rovnice (4) je v diagonalnim tvaru; to znamena, Ze pfislusné vektory (7) tvori

. —
polarni bazi podprostoru A c V:*
LI 0 1
2 2
1« |1[=(1 -1 0)-|1]|=0.
* % 0 *

o

Pfitom koeficienty u x”, resp. y” v rovnici (4) jsou rovny

=
* NI=- O

nT 7
e/T-Fef=(1 -

e;/T.F.e;/:...:_J_w resp. e/2/T.F.e’2/:...:1.

Sméry e/ a e} jsou sméry polarné sdruzenych pramérd hyperboly.
Pro e} jsou v8echny polarné sdruzené vektory feSenim soustavy rovnic

3X+y=0,
XOZO.

“obecnosti na s. 28, 30 a dal



Ptiklad: hlavni sméry, osy Uvod

(v) Sméry os jsou tzv. hlavni sméry; to znamena, ze pfislusné vektory (9) tvofi
-
ortogonalni polarni bazi podprostoru A c V:°

0 3 =) (V2+1
h'-Fhy=(v2-1 1 0)-|F 1 #|-| -1 |=-=0,
* ok % 0
V241
hi"-hy=(v2-1 1 0)-| -1 [=0
0

Vektory hy a hy jsou charakteristickymi vektory matice formy F zGZené na 37() cV:

Charakteristicky polynom,

-A

1
2

| o=

1

1 2
/1‘:—/1(1—/1)—12/1 -1-;=0,

ma kofeny 1y = %5 al, =152

&

Sobecnosti na s. 47 az 50

13



Ptiklad: hlavni sméry, osy

Odpovidajici charakteristické vektory jsou feSenim soustavy
-Aix+ 3y =0,
Ix+(-4)y=0,
pro i = 1 a 2; po dosazeni vskutku dostavame

hy=(V2-1,1) a hy=(V2+1,-1).

A4

V odpovidajici normované bazi ma forma F|?l matici (0

0 ) jejiz determinant
Az
je A1+, = detF = —1.Znaménka 4; >0, <0a

‘= detF

=—_ =1
detF <0

ukazuji typ kuzeloseky (hyperbola) a navic pro velikosti jejich poloos plati®

_ 0 - _ 0 -
a_ﬁ1-0,910 a b= 2,197,

X

;

8podrobnosti a obecnosti na s. 59

Uvod

14



Ptiklad: obrazek”’ Ovod 15

7"POZOR: vektory hy a h; jsou omylem prohozeny



FAQ Uvod

Jak zavisi predchozi Uvahy na volbé ndsobku matice?
NIJAK: Pokud je F’ = k - F jina forma urujici tutéz kuzelosecku, potom

detF' = k®. detF, detF' =k?.detF, A =k-4 a A, =k-1,

Jak zavisi predchozi Gvahy na volbé soufadnic, resp. na
projektivnich/afinnich/shodnych transformacich?

JAK KDY: viz dale...

16



Kvadriky
Priklad
Cviceni
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*Bilinearni a kvadratické formy Kvadriky 18

Definice
Zobrazeni F : V — R vektorového prostoru V do télesa R se zove kvadratickou
formou, pokud plati
F(x) = f(x,x), prolib.xeV,
kde f : V x V — R je néjaka symetrickd bi-linearni forma.
Forma f je tzv. polarni forma kvadratické formy F.

Poznamka
Forma f je jednoznacné uréuje F a naopak:

f(xy) = 3(FO+y) - FO0) — F(y).



*Bilinearni a kvadratické formy Kvadriky 19

Z bilinearity f plyne souf. vyjadreni (vzhledem k bazi (eq, ey, ...))

f(x,¥) = x1yifi1 + X1 Yafio + XoY1for + XoYobor + -+ - =

fii f2 L. Y1
12
:(X1 X ) fr fo . |y (12)
kde X = x1€1 + Xo€2 + -+, Yy = y1€1 + Yoo +--- @ f,‘j = f(e,-,ej).
Ze symetriCnosti f plyne f; = f; pro vSechna i a j.
Rovnost (12) schematicky zapisujeme
f(x,y) =x"-F-y, (13)

kde F = (f;) zna&i matici formy f vzhledem k bazi (e, e, ... ).



*Regularni/singularni formy Kvadriy 20

Definice

Vektor u € V je singularnim vektorem bilinearni formy f : V x V — R, pokud
linearni forma f(u,-) : V — R je nulova.®

Bilinearni forma f je regularni, pokud jeji jediny singularni vektor je nulovy vektor;
v opaéném piipadeé je forma f singularni.

Singulérni vektory a regularita/sigularita kvadratické formy F : V — R jsou
odvozeny od jeji polarni formy f.

Poznamky
VS8echny singularni vektory tvofi vektorovy podprostor ve V.
Forma je regularni <= odpovidajici matice (vzhledem k lib. bazi) je regularni.

Skalarni soucin je ptikladem regularni bilinearni formy; odpovidajici kvadraticka
forma je norma vektoru.

8tzn. f(u,x) = O prolib. x € V



Kvadriky Kvadriky 21

Definice

Kvadrika K (dim n) v projektivnim prostoru £(V) (dim n + 1) je mnoZina v8ech
bodd, jejichz zastupujici vektory ve V (dim n + 1) jsou nulovymi vektory néjaké
(nenulové) kvadratické formy F : V — R, tzn.

K = (X eP(V) : F(x) = 0). (14)

Poznamky

Pokud se dvé kvadratické formy li§i o nenulovy nasobek (F’ = k - F), zadavaji
tutéz kvadriku.

1-rozmérné kvadriky jsou kuzelosecky, tedy elipsy, hyperboly, paraboly; dvojice
pfimek apod.

2-rozmérné kvadriky jsou sféry, elipsoidy, hyperboloidy, paraboloidy; kuzele,
vélce; dvojice rovin apod.

Prdanikem roviny s kteroukoli 2-rozmérnou kvadrikou je (zpravidla) néjaka
kuzelosecka.



Regularni/singularni kvadriky Kvadriky 22

Definice

Bod B € K je singuldrnim bodem kvadriky K c £(V), pokud zastupujici vektor
b € V je singularnim vektorem odpovidajici kvadratické formy F : V — R; bod
B € K, ktery neni singularni se zove regularni.

Kvadrika K je regularni, pokud sestava pouze z regularnich bodU; v opaéném
ptipadé je K singularni.

Poznamky

Kvadrika je regularni <= odpovidajici kvadraticka forma je regularni.
V8echny singularni body singularni kvadriky tvofi projektivni podprostor v £(V)
(bod, pfimku, ...).

V nasledujicim budeme vétsinu algebraickych pozorovani formulovat obecné,
vétSinu geometrickych pozorovani hlavné pro kuzeloseCky (n = 1).



O uréenosti kuzelosecky Kvadriky 23

Prvni ukazka uzite¢nosti sou¢asného pfistupu:

Kvadraticka forma F na vektorovém prostoru dimenze 3 je uréena 6 koeficienty
fi € R (koeficienty symetrické matice 3 x 3) a kuzelosecka je ur¢ena kvadratickou
formou az na nasobek, tedy:

Véta
KuZelosecka je jednoznacné uréena 5 body v ,dostate¢né obecné poloze*“.

Ddlkaz.

Dosazenim 5 bod( do obecné rovnice kuZelosetky dostavame soustavu 5
linearnich rovnic a 6 neznamych.

Pokud jsou ur€ujici body navzajem r(izné a zadné 4 nelezi na jedné piimce,
potom je feSeni této soustavy uréeno jednoznacné az na nasobek. .. O



Ptiklad
Predpokladejme, Ze kuZelosetka K c P (V) obsahuje body

Ai=(-2:1:1), A, =(-2:3:1), A3=(-1:0:2),
Ar=(1:-1:0), As=(1:0:0)

a odpovidajici kvadraticka forma je tvaru

ax? + 2bxy + cy® + 2dxxp + 2eyxp + x5 = 0.

Kvadriky

Po dosazeni dostavame soustavu rovnic:

da—-4b+c-4d+2e+f=0,
4a-12b+9c-4d+6e+f=0,

a-4d+4f =0,
a-2b+c=0,
a=0,

jejiz véechna feSenijsoua =0, b =lib., c=2b, d=e=f=-2b.
Kuzelosecka K je uréena napf. rovnici (pro b = 1):

xy + y% = 2xx — 2yxg — x5 = 0.

24



Cviceni A Kvadriky

(1) VyzkouSejte si, jak by vypadalo poéitani v pfedchozim pfikladé pro néjakou
singularni kuzelosecku.

(2) Pokud jste tak neucinili jiz dfive, uvédomte si, Ze kuZelosecka je singularni,
pokud pfislusny kvadraticky polynom Ize vyjadrit jako soucin dvou linearnich.

(8) V8echny vypocetni zavéry doprovod'te obrazky.

(4) V8imnéte si, Ze vSechny stranky oznacené * v nadpise jsou Cisté algebraické
povahy a lze je Cist nezavisle na ostatnim textu.

25



Projektivni vlastnosti
Pfiklad

Cviceni
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*Polarni sdruzenost Projektivni viastnosti 27

Definice
Vektory u, v € V jsou poldrné sdruZzené vzhledem k f, resp. F, pokud

f(u,v) = 0.

Baze (ey,ey,...) prostoru V se jmenuje polarni bazi vzhledem k f, resp. F,
pokud f(e;,e;) = 0 pro v8echna i # .

Poznamky
Matice f, resp. F vzhledem k polarni bazi je diagonalni.

V8echny vektory, které jsou polarné sdruzeny s danym vektorem u € V, tvofi
vektorovy podprostor U C V:

» pokud u je singularni, potom U =V,
» pokud u neni singularni, potom U je nadrovina ve V;
rovnicové vyjadreni této nadroviny je

U={xeV:f(ux)=0} (15)



*O pOlérrH, bazi Projektivni viastnosti 28

Véta
Kazda kvadraticka forma ma polarni bazi.

Dlkaz.

Pro F = 0 je kazda baze je polarni.

Pro F # 0 uvazujeme induktivné:

pro lib. u € V takovy, ze F(u) # 0, vezméme polarni dopInék (15), coz je
podprostor o dimenzi mensi. .. O

Polarnich bazi je nepreberné mnozstvi.

Pokud je f : V x V — R skalarni soucin, potom F je norma vektoru a pro kazdé
u # o plati F(u) > 0.

Tedy podminka F(u) # 0 v dikazu je splnéna automaticky, polarni doplnék je
pravé kolmy doplnék U = u* a polarni baze neni nic jiného nez ortogonalni baze.



*QO signature a setrvaénosti Projektivni viastnosti 29

Matice kvadratické formy F v polarni bazi (es, ez, ... ) je diagonalni, pfi¢emz na
diagondle jsou Cisla f; = f(e;,e;) = F(e;).

Ozn. p := pocet kladnych a q := pocet zapornych Cisel na diagonale.
Usporadana dvojice (p, q) se nazyva signaturou kvadratické formy F.

Je ziejmé, Ze p + g < dim V a navic tento soucet nezavisi na zvolené polarni
bazi (nebot p + g = hodnost matice formy F).

Navic, samotn4 &isla p a g na polarni bazi také nezavisi:

Véta
Signatura kvadratické formy nezavisi na zvolené polarni bazi.

Ddlkaz.

Ptedp. riizné polarni baze se signaturami (p,q) a (p’, q').

S odkazem na vétu o souctu a praniku vektorovych podprostort Ize ukazat, ze
p<p...

Obdobné taky p > p'.

Celkemtedy p = p’, aprototaké g =g (nebot p+gq=p' + q). O



Polarni sdruzenost Projektivni vlastnosti 30

Definice

Body A, B € P(V) jsou poldrné sdruZzené vzhledem ke kuzelosecce K, pokud
jsou jejich zastupujici vektory a, b € V polarné sdruzené vzhledem k odpovidajici
kvadratické formé F : V — R.

V&echny body, které jsou polarné sdruzeny s danym bodem B € (V) vzhledem
ke K, tvori projektivni podprostor p € P(V):

> pokud B je singularni, potom p = P(V),
> pokud B neni singularni, potom p je pfimka;
rovnicové vyjadreni této pfimky je

p={XeP(V):f(b,x) =0}, (16)

kde f: V x V — R je polarni bilinearni forma kvadratické formy F.

Pfimka p se nazyva poldrou bodu B a bod B se nazyva pélem ptimky p
vzhledem ke kuZeloseéce K.



Polarni sdruzenost Projektivni viastnosti 31

Jak souhlasi tyto definice s tim, co jsme provadeéli v souboru 11?7

Polarni sdruzenost je projektivni invariant, ...

... tedy pro regularni kuzelosecky staci ovéfit soulad definici pro obrazek vlevo:

Dukaz.
Velmi snadné! O

Poznamka

Obdobnym trikem Ize ukazat, Ze body na polare p bodu P jsou pravé takové body
R, které spolu s praseciky ptimky PR s kuzelosec¢kou K tvofi tzv.

harmonickou &tvefici.®

9tzn. dvojpomér této (spravné usporadané) Gtvefice je —1



Polarni sdruzenost Projektivni viastnosti 32

Pfimé ovéfeni téhoz Ize zaloZzit na nasledujicich pozorovanich:

Z definice polarni sdruzenosti vyplyva, ze

> bod A lezi na polafe bodu B < bod B lezi na polafe bodu A.

Z definice polarni sdruzenosti a singularniho bodu vyplyva, ze

> polara lib. bodu obsahuje v§echny singularni body kuzelosecky.

Z definice polarni sdruzenosti a regularniho bodu vyplyva, ze

> polara regularniho bodu B regularni kuzelosecky %K je teénou K v bodé B,

> polara regularniho bodu B singularni kuzelosecky K je tvofici pfimkou K
obsahujici bod K.



Priklad

Urcete te¢nu kuzelosecky

Xy + y? = 2xx — 2yxo — X5 = 0.
prochazejici bodem B = (2 : —1 : 0)

Projektivni vlastnosti

Polara p bodu B je v homogennich soufadnicich uréena rovnici (16):

0o 1 -1 (2
xT-F-b:(x y x0)~ 1 A -1|=-ix-x=0,
41

0
neboli x = —2x, (v afinnich soufadnicich x = -2).

Prasecéikem této pfimky s kuzeloseckou jsou body dotyku te¢en; ty obdrzime
feSenim rovnice

—2X0¥ + Y2 + 4x¢ — 2yxo — x¢ = y* — 4xoy + 3x¢ = 0.
Ta pro xo = 0 nema vyhovuijici feSeni; pro xo # 0 dostdvame

4+
LA i = bud 3, nebo 1.
Xo 2

33



Ptiklad: pokraCovani

Projektivni viastnosti 34

Body dotyku tedy jsou
Tiy=(-2:3:1) a T,=(-2:1:1).

Tecna v bodé T; je polarou tohoto bodu:

0o 3 -1 (-2
xT-F~t1:(x y xg)- I 1 13 |=ix+y-2x=0.
a1 1)

Podobné uréime te¢nu v bodé T...

Tecny kuzeloseCky prochazejici (nevlastnim) bodem B jsou v afinnich
soufadnicich uréeny rovnicemi'®

y=-ix+2 a y=-1x

"Osrovnejte zavéry s obrazkem na's. 6



Projektivni klasifikace

Projektivni viastnosti 35

Druhy kuzelose€ek podle seznamu na s. 41 v souboru Il nejsou projektivné

invariantni:

Pfi projektivnich zobrazenich mohou byt libovolné zaménovany vlastni a
nevlastni body, proto napf. elipsa, hyperbola a parabola jsou projektivné

nerozliSitelné, neboli ekvivalentni.

Véta

Kazda kuZelosecka v projektivni roviné je vzhledem k vhodné zvolené bazi
vyjadiena néekterou z nasledujicich rovnic:

X+yP+x2=0

X*+y?-x5=0

0 (imaginarni reguldrni kuZelosecka)

regularni kuZelosecka

dvé pfimky

bod (prisedik dvou imaginérnich pFimek)

y2_X2:0
Y +x2=0
y?=0

jedna pfimka (dvojnésobna)

Zde jsou kuzelosecky rozdéleny podle miry degenerovanosti:
regularni (hodnost 3), singularni hodnosti 2 a singularni hodnosti 1.



CViéeni B Projektivni vlastnosti 36

(1) Potrénuijte pfedchozi pocitani s pély a polarami na néjakych jinych pfikladech
(viz napf. nasledujici obrazek nebo cvieni C na s. 45).

(2) Osaheijte si na konkrétnich p¥ikladech projektivni ekvivalenci kuzelosecek (viz
napf. s. 34 v souboru lll), ...

(3) ... ato jak synteticky, tak analyticky.

PG




Afinni vlastnosti

Cviceni

37
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O stfedu Afinni viastnosti 38

Na s. 31 jsme operovali se sttedem kruznice a uvédomili jsme si, Ze to neni
projektivni invariant.

Stied kuzelose€ky (= jeji stted soumérnosti) je v8ak zachovan pfi afinnich
zobrazenich a vime, zZe

> stfed kuzelosecky je pélem nevlastni pfimky,

> pramér kuzelosecky je polarou néjakého nevlastniho bodu.

Poznamky

Regularni kuzelose¢ka ma prave jeden stied, singularni kuzelose¢ky mohou mit
stfedl vic."

Stredové kuzeloseCky maji (aspon jeden) viastni stfed, nestfedové nemaji
(Zadny) vlastni stred.

" zejména kazdy singularni bod je stfedem



O stfedu

Afinni vlastnosti
Uvazme kuzelosecku K uréenou rovnici

ax? + 2bxy + cy® + 2dxxy + 2eyx, + fx2 = 0, (17)

tzn. matice odpovidajici kvadratické formy je

a b d a b
F=|b ¢ e]|; ozn F::( ) (18)
= b c
d e f

Bod S = (x : y : %) je stfedem kuzelosecky K, pravé kdyz plati

a b dy (x
xT~F-s:(* * 0)- b ¢ e|-|ly|l=0,
d e f Xo

tedy, pravé kdyz je feSenim soustavy rovnic

e g).[xjoJ:(g). (19



O stfedu Afinni viastnosti 40

Véta
KuZelosecka K ma prave jeden vlastni stted < detF # 0.

Dikaz.

Stfed S je vlastni < x; # 0.

V takovém pfipadé ma soustava (19) jednoznaéné feSeni < determinant
matice soustavy je # 0. O

Poznamky

Pokud K nema vlastni stfed, potom nutné det F = 0.

Pokud det F = 0, potom K nema vlastni stfed (napf. parabola) nebo ma vlastnich
stfedl vic (napf. dvojice rovnobézek).



O nevlastnich bodech Afinni viastnosti 41

Nevlastni body kuzelosecky jsou jeji pruseciky s nevl. pfimkou xo = 0.
Tedy bod N = (x : y : 0) je nevlastnim bodem kuZelosecky (17), pravé kdyz plati

ax? 4+ 2bxy + cy® = 0. (20)

Véta

Kuzelosecka K ma

> Zadny nevlastni bod (dva komplexné sdruZené) < detF > 0,
> dva rizné nevlastni body <= detF <0,

> jeden nevlastni bod (dvojnasobny) <= detF = 0.

Ddlkaz.
NemlzZe byt soucasné x = 0 a y = 0; po déleni x, resp. y je (20) kvadratickou
rovnici vzhledem k § resp. § jejiz diskriminant je

D = 4b? — 4ac = -4 detF. O



Poznémky Afinni viastnosti 42

Pokud je F’ = k - F jina kvadraticka forma urcujici tutéz kuzelose¢ku, potom plati
detF" = k® detF a detF = k?. detF.

Zejména det F’ a det F maji stejna znaménka, takze predchozi diskuze vskutku
nezavisi na zastupujici kvadratické formé!

Te€na v nevlastnim bodé kuZzelosecky je jeji asymptotou.

Diky véem témto vymezenim se uréovani stfedd, primérd a asymptot nelisi od
uréovani poll, polar a tecen. .. 12

2konkrétni ukézky jsou v Gvodnim pfikladu na s. 9-12, viz téZ s. 33



Afinni klasifikace Afinni viastnosti 43

Afinni klasifikace kuzelosecek se nelisi od seznamu na s. 41 v souboru lll, akorat
konstanty a, b, p a k nemaji vySe uvedeny vyznam.

Xae;?la’ kuZelosecCka v afinni roviné je vzhledem k vhodné zvolené afinni soufadné
soustaveé vyjadrena nékterou z nasledujicich rovnic:
X*4+y2+1=0 O (imaginarni elipsa)
X*+y?-1=0 elipsa
xX2-y?-1=0 hyperbola
y2—2x=0 parabola

y2-x2=0 dvé riiznobézné primky
y?=1=0  dvé rovnobézné pfimky
Y24+ x2=0 bod (prisedik dvou imagindrnich riznobéZek)

y24+1=0 0 (prasesik dvou imaginarnich rovnobézek)

y2=0 jedna pfimka (dvojndsobna)



Afinni klasifikace Afinni viastnosti 44

Vzhledem ke znaceni a pozorovani na s. 39—41 mlzeme predchozi klasifikaci
zpfehlednit nasledovné:

detF £0 detF =0
detF >0 elipsa (re, im) bod
detF <0 hyperbola riiznobézky
detF =0 parabola rovnobézky (re, im, =)

Poznamka

Pfipady ,re“ a ,im“ znali existenci redlnych bodu (,im“ znamena 0).
Pfipad ,=" zna&i jednu dvojnasobnou pfimku; to je singularni kuzelosecka
hodnosti 1.

V klasifikaci neuvazujeme singularni kuzelosecky, jejichz tvofici pfimka je
nevlastni; takové kuzelosecky nelze vyjadfrit v afinnich soufadnicich.



Cviceni C Afinni viastnosti 45

(1) Podle pfedchozich navodi rozpoznejte kuzelose€ku uréenou rovnici
X2 4+2xy +y?+2x+y =0, resp. 8x%+4xy+5y?+ 16x + 4y = 28,

urCete nevlastni body a stred.

(2) VSechny vypocetni zavéry doprovod'te obrazky a porovnejte s cvicenim D ze
souboru Il

(3) Vyzkouseijte si, jak by vypadalo pfedchozi pocitani pro néjakou singularni
kuzelosecku.



Metrické vlastnosti
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*O kolmé pOIérni bazi Metrické vlastnosti 47

V eukleidovském vektorovém prostoru V, tj. ve vekt. prostoru se
skalarnim sou€inem .: VxV - R, ...

. uvazme kvadratickou formu F : V — R s polarni formou f: VxV - Ra
matici F.

Ptame se, zda existuje polarni baze vzhledem k F, ktera by byla sou¢asné
ortogonalni, neboli kolma?

Ptame se, zda nds mé predchozi otazka vlbec zajimat?

Odpovéd' na obé otazky zni ANO, viz vétu na s. 53.

Nejdfiv si vSak musime uvédomit nékolik véci. ..



*Hlavni vektory

Metrické vlastnosti 48

Vektory tvofici ortogonalni polarni bazi jsou tzv. hlavni vektory:

Definice

Vektor se nazyva hlavni, pokud je polarné sdruzen s kazdym vektorem, ktery je k
nému kolmy.

Jinak fec¢eno, vektor u € V je hlavni, pokud pro lib. x € V plati

u.x=0= f(u,x) =0. (21)



*SymetriCké zobrazeni Metrické viastnosti 49

Bilinearni forma f : V x V — R jednozna¢né urCuje linearni zobrazeni ¢ : V — V,
a to nasledujicim zplsobem:

f(x,y) =x.®d(y) prolib.x,y e V. (22)

Jak f, tak . jsou symetrické formy, proto pro lib. X,y € V plati:

X.P(y) = d(x).y. (23)
Definice
Linearni zobrazeni s vlastnosti (23) se nazyvaji samoadjungovand nebo prosté
symetricka.
Poznamka

PFedchozi rovnosti Ize vzhledem k lib. ortonormalini bazi vyjadfit's
xX"Fy=x"-(Fy)=(F-x)"-y=x"-F .y.

Tedy, zobrazeni ® je symetrické <= jeho matice F vzhledem k lib. ortonormalni
bazi je symetricka.

"Smatice skalarniho souginu vzhledem k ortonormalni bazi je jednotkova



*O hlavnich a charakteristickych vektorech Metrické viastnosti 50

Lemma
Vektor u je hlavnim vektorem formy f <= u je charakteristickym vektorem
zobrazeni ®.

Dukaz.

Obraz lib. vektoru u vzhledem k ® mtzeme vyjadfit jako ®(u) = cu + x pro
néjaké ce Rax € u*.

Pokud je u hlavnim vektorem formy f, potom plati:

0=f(ux)=®d(u).x=(cu+x).Xx=cCcu.X+X.X=X.X
Odtud plyne, Ze x = o, tedy ®(u) = cu; tzn. u je char. vektorem ®.
Naopak, pokud je u char. vektorem zobrazeni ®, potom pro lib. x plati:
flu,x) = ®(u) . x=Au.x = A(u.x)

pro néjaké A € R. Odtud plyne (21), tzn. vektor u je hlavni. O



*O SymetriCk)I/Ch zobrazenich Metrické viastnosti 51

Symetricka zobrazeni maji nékolik zajimavych vlastnosti, které obecna linearni
zobrazeni nemaji:

Lemma

Pro kaZzdé symetrické linedrni zobrazeni ® : V — V plati:

(a) kolmy doplnék invariantniho podprostoru je invariantni podprostor,
(b) vSechna charakteristicka Cisla jsou realna,

(c) char. vektory pfislusné riznym char. ¢isliim jsou navzajem kolmé,
()

d) char. vektory pfisluéné char. éislu s ndsobnosti k tvofi vektorovy podprostor

dimenze k.



*Dukaz véty o symetrickych zobrazenich Metrické viastnosti 52

(a) Predp. U C V je invariantni, tj. ®(u) € U pro lib. u € U.
Pro lib. v e U* plati
0=®(u).v=u.d(v).
Tzn. ®(v) € U+, tedy U* je taky invariantni.
(b) PFedp. ®(u) = Au pro n&jaké A € C. Potom pro lib. x plati'4

flux) =Au.x a f(u,x)=f(4,X)=A10.X.
Odtud dostavame
Au. 0 = f(u,d) = f(G,u) = AW.u, tedy (1-A)u.d=0.
Prou#ojeu.l>0,proto =1, neboli1cR.
(c) Predp. ®(u) = Au a ®(v) = «v. Potom plati
Au.v=f(uv)="f(v,u)=«v.u, tedy (1-«)u.v=0.
Z predpokladu A # « plyneu.v = 0.
(d) Plyne z (a) a (b).

4zde uvazujeme komplexni rozsiteni V, f, ...



*O kolmé pOIérni bazil Metrické vlastnosti 53

Nyni kone¢né odpoviddme na otazky ze s. 47:

Véta

Kazda kvadraticka forma F v eukleidovském vektorovém prostoru ma ortogonaini
polarni bazi, a ta je tvofena char. vektory matice F.

Pokud je tato baze normovana, potom matice formy F vzhledem k oné bazi je
diagonalini s char. isly matice F na diagonale.

Ddkaz.
Prvni ¢ast je bezprostfednim dusledkem tvrzeni na s. 50 a 51.
V druhé ¢asti si staéi pfipomenout, Ze pokud je ®(u) = Au, potom plati

F(u) = f(u,u) = ®(u).u=Au.u. mi

Pro obecnou kvadratickou formu je kolma polarni baze uréena jednoznaéné az
na nasobky hlavnich vektoru.

Véta o kolmé polarni bazi bude predstavovat nejucinnéjsi nastroj k hledani os
kuZelosecek (a kvadrik) véetné jejich velikosti. . .



Metrické vlastnosti Metrické viastnosti 54

S metrickymi zaleZitostmi jsme cely blok zahajovali, takze se nemusime pfilis
opakovat.

Zejména osy, hlavni priméry a jejich velikosti, excentricita, ohniska, fidici pfimky
apod. jsou vSechno pouze metrické invarianty.

Pro zajimavost doplfiujeme:
Véta
Ohnisko je pélem Fidici pfimky, Fidici pfimka je polarou ohniska.

Ddkaz.
Plyne z pfedchoziho popisu, viz téZ upfesnéni na s. 14 v souboru llI. .. O




Poznamky

Metrické vlastnosti

Ohnisko a fidici pfimka byly definovany pouze pro regularni kuzelosecky, a to

vztahem

|XF]| : |Xd| = konst.,

kde F je ohnisko, d fidici pfimka a X lib. bod na kuZelosecce.

Je zajimavé, ze v tomto duchu Ize charakterizovat také (nékteré) ostatni

kuzelosecky. ..

F¢d Fed
konst. < 1 elipsa (re) bod
konst. > 1 hyperbola riznobézky
konst. = 1 parabola rovnobézky (=)
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Metricka klasifikace Metrické vlastnosti 56
Metrickou klasifikaci zname jiz ze s. 41 v souboru Ill; pro pofadek zopakujeme:

Véta

Kazda kuzelosecka v eukleidovské roviné je vzhledem k vhodné zvolené

kartézské souFadngj soustavé vyjadrena nékterou z nasledujicich rovnic:

2

% + % +1=0 O (imaginérni elipsa)

X2 y2

= + i 1=0 elipsa, pfip. kruZnice (proa = b)
2 2

% - % 1= hyperbola

y-—-2px=0 parabola

y2—k®x2 =0 avé riiznobézné primky

y2—-k?®=0  dvé rovnobézné pFimky
y2+k3x2 =0 bod (priseéik dvou imaginarnich riznobéZek)
y2+k?=0 O (prusedik dvou imaginarnich rovnobézek)

y2=0 jedna pFimka (dvojndsobna)



Upfesnéni: charakteristicka ¢isla Metrické viastnosti 57

Hlavni vektory kuZelosecky jsou charakteristickymi vektory matice F, viz s. 50.

Charakteristicky polynom Ize vyjadfit takto'®
det(F — AE) = 22 —trF- 1+ detF = 0,

kde tr znaci stopu matice, tj. soucet ¢isel na diagonale.
Koreny, tzn. charakteristicka Cisla, oznacime Ay a A; tedy

detF=2;-2 a trE=21 + 1.

Zejména znaménko, pfip. nulovost det F souvisi se znaménky, pfip. nulovosti 2, a
A, viz dale.

"Sviz ptiklad na s. 13



Upfesnéni: klasifikace Metrické viastnosti 58

Vzhledem k dosavadnim znacenim a pozorovanim mdzeme predchozi klasifikaci
(s. 44) popsat nasledovné:

detF #0 detF =0
sgn Ay =sgn A, elipsa (re, im) bod
sgndy = —sgn A, hyperbola riiznobézky
Ay =0nebo A, =0 parabola rovnobézky (re, im, =)

Poznamky

Specialné, pokud plati 1; = A,, potom je kazdy smér hlavni, tzn. kazdy primér
uréuje osu soumeérnosti (napf. u kruznice).

Pokud je 11 = 0 nebo 1, = 0, potom odpovidajici smér ukazuje na nevlastni
stfed kuzelosecky (napf. u paraboly).



Upfesnéni: stfedové Metricks viastnosti 59

Jaky je vztah mezi charakteristickymi ¢isly matice F a ¢iselnymi charakteristikami
kuzeloseCky K?

Stfedova kuzeloseCka ma ve vhodné kartézské soufadné soustavé (tvofené
normovanymi hlavnimi vektory) rovnici

X2+ 2y2+€=0 prongjaké ¢ € R.

Pfi prechodu mezi ortonormalnimi bazemi se det F ani det F nezméni, tedy
detF = A4 '/lg»fadetE: Ay - Ao

QOdtud vidime, zZe

Porovnanim s kanonickymi tvary na s. 56 zjiStujeme, ze

A4

2

4
a® = '/1_| a b= resp. k%= . (24)
1




Upfesnéni: nestiedové Metricks viastnosti 60

Regularni nestfedova kuzeloseCka ma ve vhodné kartézské soufadné soustave
(tvofené normovanymi hlavnimi vektory) rovnici

Aoy? 4+ 2mx =0, pronéjaké meR.

P¥i pfechodu mezi ortonormalnimi bazemi se det F (ani det F = 0) nezméni, tedy

detF = Ao - ma.

Odtud muzeme vyjadfit m; porovnanim s kanonickym tvarem na s. 56 zjiStujeme,

ze

detF
B

2

(25)

Pro singularni nestfedové kuzelosecky je det F = det F = 0, tedy vztah mezi 1, a
k z kanonického tvaru neni zfejmy. ..




POZnémky Metrické viastnosti 61

Pokud je F’ = k - F jina kvadratickd forma uréujici tutéz kuzeloseéku, potom plati
detF' = k® detF, detF =k® detF, A =k-1; a A =k-l.

Tedy pfedchozi Uvahy a zejména zaveéry v (24) a (25) vskutku nezavisi na
zastupuijici kvadratické formé!



Cviceni D Metrické vlastnosti 62

(1) Podle pfedchozich navodl rozpozneijte kuzelosecku uréenou rovnici
X24+2xy+y*+2x+y=0, resp. 8x%+4xy+5y°+ 16x + 4y = 28,

urcete hlavni sméry (osy) a Ciselné charakteristiky kuzelosecky.

(2) VSechny vypocetni zavéry doprovodte obrazky a porovneijte s cvicenim D ze
souboru Il

(8) VyzkousSeijte si, jak by vypadalo pfedchozi pocitani pro néjakou singularni
kuzelosecku.

(4) Dokazte tvrzeni na s. 54.



Poznamky
Obecna dimenze
Uloha Apolléniova a pod.

Cviceni
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Analogie

Obecnou definici n-rozmérné kvadriky jsme uvedli na s. 21.

Poznamky 64

VétSina poznatkd, které jsme formulovali pro kuzelose€ky (n = 1), maji zfejma

zobecnéni:

> n-rozmérna kvadrika je jednozna¢né uréena 3(n -+ 4)(n+ 1) body v
dostate¢né obecné poloze;

> reguldrni/singularni body a kvadriky beze zmény;

(s. 23)
(s. 22)

» poldrni sdruZenost beze zmény, akorat misto polar mame poldrni nadroviny a

misto teCen te¢né nadroviny;

(s. 30)

> stfedy a priméry beze zmény, akorat misto asymptot mame asymptotické

nadroviny;
» osy, hlavni priméry a jejich velikosti beze zmény.

(s. 38)
(s. 59)

Podstatnéjsi rozdily pozorujeme pouze pfi klasifikacich — myslenky jsou stejné,

akorat se musime zorientovat ve vice moznostech.

Podrobnosti a ostatni zajimavosti Ize najit napt. v [S, JS]. ..



n = 2: klasifikace

Naznak afinni klasifikace 2-rozmérnych kvadrik je na nasledujicim obrazku:

'

Planes

Double Planes Intersecting Planes
/ \,
Elliptical Cyl.mrlers Parabullc Cylmrlers Hyperbullc Cylinders
Elliptical Paraboloids Cunes Hy‘perbuhc Parabulmrls

Ellipsoids i Zshee(i ids (1 sheet)

Poznamky 65



Uloha Apolléniova Poznamky 66

Ukolem obecné Apolléniovy tlohy je sestrojit kruznici (resp. cyklus),'® ktera se
dotyka tfi danych kruznic (resp. cyklG).

Stiedy cyklU, které se dotykaji dvou danych cykl( tvofi vzdy néjakou kuZelosecku
(k) — pro cykly a, b se stfedy A, B a poloméry r,, r, plati:

Véta

> Je-li|r, — r,| > |AB|, pak k je elipsa s ohnisky A, B a délkou hlavni osy |ry — rp|.

> Je-li|r, — ry| < |AB|, pak k je hyperbola s ohnisky A, B a délkou hlavni osy
|ra - rb|-

Zde uvazujeme r,, 1, € R jako orientované poloméry, tzn. znaménko r, odpovida
orientaci cyklu a.

Ve specialnich, resp. meznich pfipadech muiZze byt kuzelosecka k kruznici nebo
pfimkou. ..

"8cylkus = orientovana kruznice



Reseni pomoci pruniku kuzelosedek Poznamky

(1) Stredy cyklu, které se dotykaji tfi dvojic danych cykld, tvofi tfi kuzelosecky;
(2) stfedy hledanych cykld (M1 a M2) jsou spoleénymi body téchto tfi kuzeloseéek;

(3) dotykové body jsou na spojnicich stred.

67



Gergonovo feseni Poznamky

Jiné feseni Apolléniovy Ulohy je zalozeno na polarni sdruzenosti (vzhledem k
danym kruznicim).

Zdavodnéni nasledujici konstrukce plyne z téchto poznatku:
(a) spojnice (I;) dvojic dotykovych bodu na kazdém cyklu prochazi spoleénym
bodem (P), jeZ je potenénim stfedem danych tfi kruZnic;

(b) pdly (L;) téchto spojnic vzhledem k odpovidajicim kruZnicim leZi na jedné
pfimce (ch), jeZ je pravé chodralou dvou kruZnic feSeni;

(c) pfimka ch je osou podobnosti tfi danych cykld;"”

(d) protoZe L; € ch a L; je pdl I;, musi pél ch vzhledem ke kaZdé z danych kruZnic
leZet na odpovidajici pfimce ;.

'74j. spojnice t¥i stfed stejnolehlosti

68



Gergonovo feseni Poznamky

(
(
(
(

1
2
3
4

)
)
)
)

ch,

ekel

chap, chpe, chac jsou chordaly tfi dvojic danych kruznic, jez prochazi jejich potenénim stredem P;
Oab, Opc, Oac jsou stiedy stejnolehlosti tfi dvojic danych cykld, jez lezi na jejich ose podobnosti;
Pa, Py, Pc jsou pdly této pfimky vzhledem k danym kruznicim;

dotykové body jsou na spojnicich PP5, PPy, PPc.
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Lieova kvadrika

Poznamky

Jiné feSeni tlohy Apolléniovy je zaloZeno na identifikaci cykld v eukleidovské
roviné s body na 3-rozmérné tzv. Lieove kvadrice a polarni sdruzenosti
(vzhledem k této kvadrice):

Cyklus c se stfedem (C; : C, : 1) a polomérem r, uréuje bod ve 4-rozmérném
projektivnim prostoru

~

C:=(Ci:Coir,: C24+C2—12:1),

ktery navic lezi na 3-rozmérné kvadrice Q c (V) uréené kvadratickou formou
F : V — R s matici

10 0 0 O
01 0 0 ©
F=|0 0 -1 0 0
00 0 0 -}
00 0 -f 0

70



Lieova kvadrika Poznamky 71

Pritazeni
cyklus ¢ v eukleidovské roviné -  bod C na Lieové kvadrice
je injektivni;'® pfimym rozepsanim se pfimo ovéfi, ze

Véta
Cykly ¢ a d se dotykaji < body Cab jsou polarné sdruZené.

Tedy algebraické feseni tlohy Apolléniovy vypada takto:

Pro tii dané cyKly a, b, ¢'® uvazme odpovidajici body A, B, € na Lieové kvadrice Q c P(V);

(2) véechny body v P(V), které jsou polarné sdruzené k A, B, € vzhledem ke Q, tvofi piimku (fedeni
soustavy 3 linearnich rovnic);

tato pfimka protina kvadriku Q ve dvou bodech M, N (fedeni 1 kvadratické rovnice);

NG

tyto body odpovidaji dvéma hledanym cykldm m, n.

'8)ze rozsitit také pro body (r = 0) a pfimky (r = ), &im2 se z tohoto pfifazeni stane bijekce
9v dostate&né obecné poloze (ve spec. ptipadech miize byt fedeni vic nebo taky zadné)
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(1) S vyuzitim poznatkl tohoto kurzu zpracuijte jakykoli (va$ oblibeny) pfiklad, a to
nejlépe interaktivni formou.2°

(2) Zapétrejte v literatufe, pfip. ve vzpominkach, a najdéte dalsi aplikace
kuzelosecek a kvadrik.

20yiz napt. http://geogebra.org


http://geogebra.org

Uvod
Priklad
Kvadriky
Priklad
Cviceni
Projektivni vlastnosti
Priklad
Cviceni
Afinni vlastnosti
Cviceni
Metrické vlastnosti
Cviceni
Poznamky

Obecna dimenze

Uloha Apolléniova a pod.

Cviceni

Zdroje

17
24
25
26
33
36
37
45
46
62
63
64
66
72
73



Literatura

[JS] J. Janyska, A. Sekaninovd, Analytickd teorie kuZelosecek a kvadrik, MU,
1996, http://www.math.muni.cz/~janyska/LAKUZ.pdf

[R] K. Rektorys a kol., Pfehled uZité matematiky, SNTL, 1968
[S] M. Sekanina a kol., Geometrie | a Il, SPN, 1988
[S] Z. Sir, Recké matematické texty, OIKOYMENH, 2011

[Z] P ZlatoS§, Linearna algebra a geometria, Bratislava, 2011,
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf


http://www.math.muni.cz/~janyska/LAKUZ.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf

Obrazky

[S], 3
http://conicsectionjpg.blogspot.com/, 3
http://etc.usf.edu/clipart/, 3, 37
http://wikimedia.org/, 3, 66


http://conicsectionjpg.blogspot.com/
http://etc.usf.edu/clipart/
http://wikimedia.org/

	Úvod
	Príklad

	Kvadriky
	Príklad
	Cvicení

	Projektivní vlastnosti
	Príklad
	Cvicení

	Afinní vlastnosti
	Cvicení

	Metrické vlastnosti
	Cvicení

	Poznámky
	Obecná dimenze
	Úloha Apollóniova a pod.
	Cvicení

	Zdroje

