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Symetrie ze $iroka' Ovod
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Symetrie Gzeji® 3

Uvod 2
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http://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_in_mathematics

Symetrie pfesnéji Uvod 3

Symetrie objektu X vzhledem k néjaké strukture =

= automorfizmy oné struktury zachovavajici objekt X.

= bijekce zachovavajici onu strukturu a objekt X.

Symetrie (bez pfivlastku) ¢tverce = shodnost zobrazujici étverec na sebe.

Shodnost/afinita/projektivita = symetrie eukleidovské/afinni/projektivni roviny,
resp. prostoru.

Symetrie obecné mnoziny = obecné bijektivni zobrazeni (permutace).
Symetrie diferencialni rovnice = transformace zobrazujici feSeni na feSeni.
Apod.

Symetrie tvofi grupu ... viz akce grupy na mnozing.*

4ht'cp://is.muni .cz/el/1441/podzim2018/MAs01/um/


http://is.muni.cz/el/1441/podzim2018/MAs01/um/

Plan Ovod 4

Grupy symetrii

> konecCné/nekonecné,
» diskrétni/spojité,
> periodické/neperiodické.

VSe prevazné v eukleidovské roviné/prostoru.

Pfiklady, obecné Uvahy, vybrané klasifikace.



Cviceni A Ovod 5

Nutné:

1
2

(1) Popiste symetrie trojuhelniku, étverce, pravidelného n-thelniku.
@)
(3) Popiste symetrie svého oblibeného pravidelného mnohosténu.
(4)

Popiste symetrie pfimky, kruznice, elipsy, ...

4) V predchozich cviCenich popiste rozdily mezi
eukleidovskymi/afinnimi/projektivnimi symetriemi.
(5) Popiste symetrie celé eukleidovské/afinni/projektivni roviny.

. v dal§im budeme navazovat. . .

Doporucené:
(5) Pripomenite si znamé vztahy pro kofeny algebraické rovnice, které jsou
symetrické vzhledem k jejich permutacim.
(6) V této souvislosti si pfipomente diskriminant (aspon pro kvadratické rovnice).

X

(7) Popiste symetrie diferencialni rovnice y’ = -5

... symetrie jsou nejen hezké, ale taky uzite¢né!



Vesmés opakovani

Shodnosti v roviné



Zakladni véci Shodnosti v roving 7

Zakladni myslenkovy posun:®

» od shodnych Utvard v roviné ke shodnym transformacim celé roviny.

Zakladni vymezeni:

» shodné zobrazeni zachovava vzdalenosti bodu.

Zakladni dusledky:

> shodné zobrazeni zachovava kolinedrnost bodt, poméry trojic (Stvefic, ... )
bodd, rovnobéznost, odchylky, obsahy, . ..

Zakladni shodnost:

> osova soumeérnost. . .

5ht'cp ://is.muni.cz/el/1441/jaro2019/MAs@5/um/planimetrie/


http://is.muni.cz/el/1441/jaro2019/MAs05/um/planimetrie/

Klasifikace

Shodnosti v roving 8
Zakladni poznatek:

> KaZda shodnost v roviné je sloZenim nejvyse tfi osovych soumérnosti:

Zakladni klasifikace:

(a
(b
(c
(
(

identita = sloZzeni dvou os. soum. takovych, Zze 0y = 0,,
posunuti = slozeni dvou os. soum. takovych, ze 04|02,

otaceni = slozeni dvou os. soum. takovych, Ze 0y a 0, jsou rliznobézné,
d

e
(f

stfedova soumérnost = sloZeni dvou os. soum. takovych, ze 0; L 0o,
osova soumérnost = jedna os. soum.,

N BRI S RN )

posunuta soumérnost = slozeni tfi obecnych os. soum.



POZnémky Shodnosti v roving 9

Shodnost s pfimkou samodruznych bodu je pravé osova soumeérnost (e).

Shodnosti (a)—(d) jsou pfimé (zachovavaji orientaci),
shodnosti (e)—(f) jsou nepfimé (méni orientaci).

Pojmenovani (f) je odvozeno z mozného rozkladu na osovou soumérnost
a posunuti:

A3
o F o3



Vesmés opakovani

Analyticka vyjadreni

Cviceni

10
19



Analytické vyjadreni Analytioka vyjadeni 11

(Afinni) transformace v roviné je dana obrazem tfi bod( v obecné poloze;
k vyjadfeni obrazu obecného bodu uzivame matic .. .8

Shttp://www.geogebra.org/m/WpijCH4E


http://www.geogebra.org/m/WpijCH4E

Analytické vyjadreni Analyticka vyjadieni 12




Afinni obecné Analyticka vyjadieni 13
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Pozor: rozsiteny fadek mame jednou dole, jindy nahote!”

7Jednou mozna sjednotim. ..



Skladani Analyticka vyjadieni 14
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Zde hledame matici obecného zobrazeni ur¢eného obrazy bodli A, B, C pomoci
slozeni dvou jednodussich transformaci (a jedné inverze).



Skladani obecné Analyticka vyjadieni 15
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Dalsi dobry divod pro¢ uzivame rozsifenych matic je, Ze se do nich vlezou také
v8echna projektivni zobrazeni. ..



(Sub)matice shodnosti v roviné

Analyticka vyjadreni 16
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Pro kontrolu: determinant matice vlevo je 1 > 0, vpravo je -1 < 0.



(Sub)matice shodnosti obecné

Analyticka vyjadieni 17
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Typ zobrazeni je zakédovan v (sub)matici D; vektor C pfedstavuje dodatecné
(a neskodné) posunuti. ..



Klasifikace podle samodruznych prvk(®

Analyticka vyjadreni

Samodruiné
smery iﬁ dn)" Pravé dva Kﬁdi
modnriné . na sebe kolmé
body
N P
: - (10\x «’e) s e (e)
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Posunuta soum&most | Posunuti
,zfcosa. ~sine \d ’ -1 0 \ P
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e Soumémost podie
osy x
x=-x P
Kazdy .
ldentita

8viz té2 charakteristicka Gisla/vektory. ..

18



Cviceni B Analyticka vyjadieni 19

(1) Vyjadrete shodnost na s. 11 jako sloZeni osovych soumérnosti, a to jak
elementarné (konstrukéné), tak analyticky.

(2) UrCete samodruzné body a sméry této shodnosti.

(3) Dokazte, ze klasifikace na s. 8 je Uplna:
kfizenim druhd z uvedeného seznamu dostaneme opét druh z onoho
seznamu.

(4) Reste analyticky cvigeni (A.1-2) na s. 5.
(5) Uvédomte si, Ze pred chvili jsme analyticky vyresili ¢ast cviCeni (A.5) na s. 5.



Vesmés opakovani

Shodnosti v prostoru

Cviceni

20
21



Cviceni C Shodnosti v prostoru 21

(1) Uvédomte si, ktera z pfedchozich pozorovani jsou obecné platna a ktera se
tykaji dimenze 2.

(2) Pro pozorovani druhého typu najdéte analogie pro dimenzi 3 (pfip. obecné).

(3) Zejména si uvédomte, co je zakladni shodnost v prostoru (dimenze n).

(4) Konfrontujte svoje zavéry ze cviceni (A.3) na s. 5 s pfipadnymi analytickymi
vyjadrenimi.®

Shttp://www.geogebra.org/m/wnysmoyy


http://www.geogebra.org/m/wnysm9yy

Vesmeés nové

Znaceni

22



Znaceni a moudro Znageni 23

Eukleidovska rovina ... R?
Grupa véech shodnosti v roving ... E, := symR2
Podgrupa vSech posunuti (translaci) ... T, c E;

Podgrupa v§ech shodnosti zachovavajicich pocatek,
tj. stabilizator pocatku ... O, c E;

E,
R2

IR

T, = O5 ... polo-pfimy sougin'®

I

E,>/O; ... eukleidovské rovina = faktorova mnoZina'' grupy shodnosti

,Cela eukleidovska geometrie je uréena pravé grupou shodnosti.“1?

Ovizs. 15
"nikoli véak faktor-grupa (nebot Op c E, neni normalni)
2http://en.wikipedia.org/wiki/Erlangen_program


http://en.wikipedia.org/wiki/Erlangen_program

Znaceni a terminologie Znateni 24
Rovinny Gtvar ... X ¢ R2

Grupa symetrii Gtvaru X ... G :=sym X,
. G={geElg(X)=X|

Translaéni podgrupa Utvaru X ... T:=GnN T,
Bodova grupa dtvaru X ... O := {f € O, | ex. translace t € To tak, Ze tof e G}

O c O, ... podgrupa'
O* c O} ... podgrupa pfimych symetrii
O~ C O; ... nepfimé symetrie (netvofi podgrupu!)

G=TxO... polo-pfimy soucin

G = netrivialni, diskrétni ... X = vzor
T = {id} ... rozetovy vzor
T=2Z... frizovy vzor

T=ZXZ... tapetovy vzor
BPozor: O # GN Oy!




Vesmeés nové

Rozetové vzory

Cviceni

25
26



Cviceni D

Rozetové vzory

Vzpominka na cviCeni (A.1) na s. 5:

(1) Uvédomte si, Ze grupa pfimych symetrii pravidelného n-thelniku je izomorfni
cyklické grupé fadu n ... ozn. C,.

(2) Uvédomte si, Ze grupa v§ech symetrii pravidelného n-uhelniku je izomorfni tzv.

dihedralni grupé fadu n ... ozn. D, = C,, X Z,.
(3) Cyklické a dihedralni grupy jsou definovany také pro n = 1 a 2. Konfrontujte

s pfedchozimi pfedstavami a ukazte, ze

> Cy = {id} a Dy = Zy,

Co=ZraD, =7,
C3EZ33D3533,
apod.

vvyy

26



Leonardova véta Rozetové vzory 27

Véta
G = koneéna podgrupa E;, — G = C, nebo G = D,,.

Dukaz.
Plyne z klasifikace na s. 8:

Aby grupa G byla kone€na, nem(iZze obsahovat

> posunuti,

> posunutou soumérnost,

> dvé rotace s riznymi stfedy,'

> rotaci a osovou soumérnost s osou neprochazejici sttedem rotace.'®

Co nam vlastné zbylo?
Pouze rotace s jednim spole¢nym stfedem a osové soumérnosti s osou
prochazejici timto stfedem . .. O

*Pokud by ry, r, byla takova otageni, potom by ry o r; o r;" o r; " bylo posunuti.
"SPokud by r, resp. o byla takové rotace, resp. soumérnost, potom by r o 0 byla posunuta soumérnost.



Véta
Vzory s koneénymi grupami symetrii jsou pravé rozetové vzory.

Nékolik navzajem neizomorfnich typd mize vypadat takto:

Rozetové vzory 28



Vesmeés nové

Frizové vzory

Cviceni

29
30



CViéeni E Frizové vzory 30

(1) Co maji nasledujici vzory spole¢ného a v ¢em se li§i?
(2) Najdete dalsi priklady s neizomorfnimi grupami symetrii?




Znaceni a prvni krok Frizové vzory 31

Zakladni symetrie, kterou maji v§echny frizové vzory, je
» posunuti (nejkrats$i mozny vektor ozn. t),

t. T=<(t) ={kt| k € Z}.

Dal$i mozné symetrie musi byt kompatibilni s T (zejména musi zachovavat celou
frizu):

osova soumérnost podle vodorovné osy x (0zn. oy),'®

»

> osova soumeérnost podle svislé osy y (ozn. o),

> stfedova soumérnost se stfedem c na ose x (ozn. s;),
>

posunutad soumérnost s vektorem 7 kolinedrnim s t (ozn. g).

Zejména, O C (oy, 0y, S¢), kde ¢ = poCatek a x, y prochazi poCatkem.

Jednotlivé frizové grupy G = T = O budeme rozliSovat pravé pomoci
generatord. ..

6Pomocné osy volime tak, Ze t je ,vodorovny*.



Druhy krok: skladani Frizové vzory 32

S odkazem na predchozi znaéeni a klasifikaci shodnosti (s. 8) zjistujeme, ze'”

oy € G=> 0, € G, kde y’ = t“(y),
Sc € G—= sy € G, kde ¢’ = ¢ + kt,
g- € G= 7 =kt nebo T = £t,
0,€G = g €@,

0x,0p e G=5,€G, kdec=xny’,
0x,8c € G= 0, € G, kde y’ 3 ¢,
0,,5. € G,potomo, € G < cey.

vV VY VvV VY VY

oy,sceGac¢y=>g%eG.

Kromé t (ktery je vSude), sta¢i uvazovat jenom nasledujicich nékolik generator(:

Ox, Oy, S¢, (t.

Mame tedy nejvyse 2* = 16 moznosti do diskuze. ..

7P¥elozte si uvedené zhusténé zapisy do slugného jazyka.



Treti krok: generovani Frizové vzory 33

Probirdme moznosti, doplfiujeme generatory, uréujeme disledky, porovnavame
s predchozimi grupami. Nové vysledky zvyraznime a doplnime ilustraci:

> G=(t LLL, QQQ
> G=(t,00) = (1,0, g CCC, EEE
> G={(to0) AAA, VWV
> G=(lso) NNN, SSS
> G=(tgy) LrL
> G = (t,0x,0y) = (t,04,0y,5, 01 HHH, 000

> G = (t,0x,Sc) = (t, 0x, S, Oy, Or)
G =(.0r.g5) = (5.0x.9;)

v

(t,0y,Sc, 0x,Gr), PoOkudc ey
G =(t,04,8:) = {(t, 0y, Sc. gy, pokud ¢ ¢ y VAV

v

v

G =<(t.0,9;) =(t,0y,01,5c)
G=(ts:,91) = (t,8:,91,0y)
> Atd...18

v

8Ujistéte se, ze vas v ostatnich pFipadech uz nic neprekvapi.



Zaveér'®

Véta

Frizové vzory 34

Mezi vSemi fryzovymi vzory existuje pravé sedm typu s navzajem neizomorfnimi

grupami symetrii.

V8ech sedm typ0 je na nasledujicim obrazku:

O 2

B 2 o = o=
CERTEE e um |

/’«\VA\VA\‘/A\‘J

Callins anel S graming™ O 2. Honry 49

http://en.wikipedia.org/wiki/Frieze_group


http://en.wikipedia.org/wiki/Frieze_group

Vesmeés nové

Tapetové vzory
Cviceni

Cviceni

35
36
46



Cviceni F Tapetové vzory 36

(1) Co maji nasledujici vzory spoleéného a v éem se li§i?
(2) Najdete dalsi pfiklady s neizomorfnimi grupami symetrii?




Znaceni a plan Tapetové vzory 37

Zakladni symetrie, které maji vSechny tapetové vzory, jsou
> posunuti ve dvou smérech (nejkrat§i mozné nezavislé vektory ozn. u a v),

tj. T=(u,v)y={ku+Iv|k,lecZ)}.

Stejné jako na s. 31, transla¢ni grupa T ovliviiuje silné bodovou grupu O a

G=TxO.

Na rozdil od s. 31, rozbor moznosti bude o néco komplikovanéj$i; pomGzou nam
mfizky:
MFizka tapetového vzoru = orbita poc¢atku vzhledem k akci translaéni grupy, ozn.

L = T(0).

Rozli§ime nékolik malo typl mfizek a analyzou zakladni oblasti (ktera se pak
periodicky opakuje) rozlisime nékolik malo typl tapetovych vzord. . .



Prvni krok: mrizky

Tapetové vzory

Minimalni generujici vektory T Ize vybrat nékolika zplsoby; volme jednou pro
vzdy tak, aby

lul <livil a «(u,v) <90°

Potom plati:
llull < NviE < Hlu = vil < llu =+ vl

Podle rovnosti/nerovnosti mezi touto &tvefici velikosti vektorl rozlisujeme
nasledujici typy mfizek:

(@) < < < ... kosouhla

(b) < < = ... pravouhla

() < = = ... centrovana pravouhla
d = < . Ctvercova

(e) < . Sestithelnikova

() < < . nic nového®

9 < = = . neni mozné

() = = = ... nenimozné

200pét centrovana pravouhla, pouze jinak reprezentovana

38



Prvni krok: mrizky Tapetové vzory
° bﬂ o ° 5 IZD o °
° 1 ° ° ° : ° o
° ° ° ° ° o o o o o
Oblique Rectangular
a

Centred Rectangular

B I_JD o o . b o o
o o o o °
2
o ° L] o o o o o
s o o o o
Square

Hexagonal

39



Druhy krok: omezeni Tapetové vzory 40

Véta
Bodova grupa O ptisobi na mfizce L.
Pfipomindme, Zze L = T(0) = orbita poatku vzhledem k akci podgrupy T.
Ddlkaz.
Pro x € L a f € O chceme ukazat, ze f(x) € L:
f(x) = £(t(0)) pronéjaké te T
= f(t(f"(0))) nebot O je stabilizator 0
= (fotof")(0)eL nebot T jenormaini podgrupa v G

Pozor: tvrzeni obecné neplati pro celou grupu G?'

21viz posunuté soum&rnosti. ..



Druhy krok: omezeni Tapetové vzory 41

Mame jenom nékolik typl miizek (s. 38)
a vime, Ze bodova grupa zachovava mrizku (s. 40).

Odtud dostdvame nésledujici omezeni:

Véta
Pokud O obsahuje rotaci, potom jeji fad je 2, 3, 4, nebo 6
(tedy uhel otacenf je 180°, 120°, 90°, nebo 60°, a Zadny jiny).



Poznamka Tapetové vzory 42

Nezavisle na charakterizaci typl mfizek, Ize pfedchozi omezeni zddvodnit také
takto:

Pfedpokladejme, Ze u € T je nejkrat$i mozny vektor.
Pro lib. f € O patii koncovy bod vektoru f(u) do miizky, tedy f(u) € T.
> Pokud by f byla rotace fadu > 6, potom by Uhel otaéeni byl < 60°.

Pak by ov8em vekor f(u) — u € T byl krat$i nez u, coz je ve sporu s
predpokladem minimalnosti u.

falar—a .o _fd)

-a a

> Pokud by f byla rotace fadu 5, potom by Uhel otaCeni byl 72°.
Pak by ovéem vekor f2(u) + u € T byl krat§i nez u, coZ je tentyz spor.

foay frial + a

38
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Treti krok: generovani Tapetové vzory 43

Na zakladé pfedchozich omezeni, Ize nyni popsat véechny mozné tapetové
grupy (ve stejném duchu jako na s. 33):

Podle typu miizky doplfiujeme pfipustné symetrie, uréujeme dlsledky a
rozliSujeme neizomorfni pfipady. . .

Uplna diskuze je pochopitelné znaéné rozsahla . ........

22yiz napt. [A, kapitolu 26] nebo [M, kapitolu 11]



Zavér3
Véta

Tapetové vzory

Mezi vsemi tapetovymi vzory existuje pravé sedmndct typu s navzajem
neizomorfnimi grupami symetrii.

Zakladni oblasti se schematicky vyznaCenymi symetriemi vypadaji takto:

p2mm

pé4

A
/s 4
i A
p3

P/A
L

p6

Bnttp://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group

pami

S

pBmm

p31m

44


http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group

Zé.Vér Tapetové vzory

Nékolik skuteénych vzort z dilny M. C. Eschera®* (s vyznadenymi zakladnimi
oblastmi (se schematicky vyznacenymi symetriemi) rukou A. Pokorného??)
vypada takto:

24http ://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher
Snttp://is.muni.cz/th/fbb51

45
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Cviceni G Tapetové vzory 46

(1) Doplrite podrobnosti k né¢emu, co zde neni zpracovano Uplné.2

(2) Uvédomte si, Ze mnohé poznatky formulované v kapitole o tapetovych grupach
jsou obecné platng, ...%"

(3) ...pro¢ jsme o nich nepotiebovali mluvit v kapitole o frizovych grupéch, ...

(4) ...ajaké je asijejich uplatnéni v trojrozmérnych analogiich, tedy v klasifikaci
tzv. krystalografickych grup.?®

2viz napt. poznamky po &arou na s. 23, 24, 27, 32, 33, 38, 40, 43
27viz napf. pojem miizky nebo vétu na s. 40
2nttp://en.wikipedia.org/wiki/Space_group
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