BUDOVANI POJMU V MATEMATICE

Pojmy a jejich vlastnosti

Pojem je obecna ptedstava (osob, predmétl, jeva, déju), jejiz obsah je uréen souhrnem
podstatnych vlastnosti.

Matematicky pojem budeme chépat jako jednu z forem védeckého poznani, kterd odrazi v
mysleni podstatné vlastnosti zkoumanych objektii a vztaht.

Kazdy pojem ma urcity obsah a rozsah.

Obsah pojmu — souhrn vSech znakd, které jsou pro dany pojem charakteristické.
Rozsah pojmu — mnozina vSech objektt, které maji vlastnosti stanovené obsahem.
Obsah je urcen pomoci definic, rozsah urc¢ujeme pomoci klasifikace.

Piiklad: rovnobéznik

Obsah pojmu: je to ¢tyithelnik, jehoz protéjsi dvojice stran jsou rovnob&zné.

Rozsah pojmu: tvoii vS§echny rovnobézniky (Etverec, kosoctverec, obdélnik, kosodélnik).
Jestlize roz§itime obsah tohoto pojmu, napt. ptipojime shodnost sousednich stran, do rozsahu
pojmu patii jen Ctverce a kosoctverce.

Jestlize se rozsiii obsah pojmu, z(zi se jeho rozsah a naopak.

Tridéni pojmii

Podle charakteru mizeme rozliSovat pojmy:

Individualni pojem je tvofen pouze jednim objektem, napi. prazdnd mnozina, euklidovsky
prostor.

Obecny pojem obsahuje vice nez jeden objekt, napt. trojuhelnik, kruznice, krychle aj.

Dale rozliSujeme pojmy konkrétni a abstraktni.

Konkrétni pojmy odrazeji konkrétni objekty, napt. krychle, kvadr, koule.

Abstraktni pojmy vznikaji jako objekty mySleni, napt. pfimka, mnozina, ¢islo aj.

Klasifikace pojmu
Klasifikace pojmil musi spliiovat v§echny atributy rozkladu mnoziny na tfidy:
* Ttidéni je nutno provadét vzdy podle téhoz znaku.
e Tiidéni musi byt vyCerpavajici a uplné — musi zahrnovat vSechny prvky pfisluSné
mnoziny (rozsahu pojmu).
e Ttidéni musi byt provedeno tak, aby jednotlivi tfidy byly disjunktni — kazdy prvek
tfidéné mnoziny je zafazen praveé do jedné tiidy.

Ukoly:
Proved’te klasifikaci trojahelnika podle velikosti jejich stran.

Proved’te klasifikaci vzajemné polohy dvou ptimek v prostoru.

Zavadéni pojmu v matematice

Logické (axiomatickd) vystavba matematiky je zaloZena na ¢tyfech kategoriich logickych
pojm, kterymi jsou



axiomy — matematické definice — matematické véty — dikazy matematickych vét.

AXIOMY
jsou véty, jejichz kritériem pravdivosti je praxe (tvrzeni, které se pfedem povazuje za platné).
Nedokazuji se, protoze tvoii zaklad dan¢ discipliny a neni ¢im jejich pravdivost dokazat.

Axiomaticka soustava musi byt:

uplna (aby ze soustavy bylo mozné odvodit a dokazat vSechny dals§i potiebné véty dané
discipliny),

bezesporna (na zéklad¢ axiomt dané soustavy nelze dokazat vétu a soucasné jeji negaci),
nezavislost axiomi (Zadny z axidomi dané soustavy neni mozné z ostatnich axiomti odvodit).

MATEMATICKA DEFINICE

je gramaticka véta, kterd pfesné vymezujeme vyznam matematického pojmu. Dalsi, odvozené
pojmy, se zavadi pomoci definic.

Definice nominalni - zavadi se nazev definovaného pojmu

Napt. Ctyiihelnik, jehoZ prot&jsi dvojice stran jsou rovnobézné, se nazyva rovnobéznik.
Definice konstruktivni — zavadi se zptisob konstrukce nového pojmu

Napft. Je dan bod S a nezaporné realné Cislo ». KruZnice je mnozina bodl v roviné, které maji
od bodu § vzdalenost r.

Je pochopitelné, ze nékteré pojmy lze definovat riznymi zptsoby.

Napt. pojem trojuhelnik mizeme definovat takto:

D 1. Jsou dény tfi rizné body A, B, C, které nelezi v jedné ptimce. Trojuhelnik ABC je prunik
(spolecna ¢ast) polorovin ABC, ACB, BCA.

D 2. Jsou dany tii rizné body A, B, C, které nelezi v jedné ptfimce. Trojuhelnik ABC je
mnozina vSech bodii X v roving, které nalezi usecce AY a zaroven bod Y nalezi tiseCce BC.

D 3. Jsou dany tii rizné body A, B, C, které nelezi v jedné ptimce. Trojuhelnik ABC je
uzaviena lomena ¢ara ABC sjednocena se svoji vnitini oblasti.

Chybné definice
1. Rovnobéznik je ¢tyruhelnik, jehoZ protéjSi dvojice stran jsou rovnobéZné a
shodné.
2. KruZnice je mnoZina bodu, které maji od daného pevného bodu stejnou
vzdalenost.
3. Ctverec je pravouhly étyiihelnik, jehoZ kaZda strana ma délku 4 cm.
4. Cislo je délitelné dvéma, je-li sudé. Sudé &islo je &islo, které je délitelné dvéma.

5. Dva geometrické utvary jsou podobné, kdyZ se podobaji.



Klasifikace chybnych definic

1. Definice nadbyteéna — obsahuje vice znakii definovaného pojmu, nez je nutné.

2. Definice Siroka — obsahuje mén¢ znaki, nez je potieba k definovani pojmu. Mnozina
které piislusi definici pfesné.

3. Definice uzka — obsahuje vice znakll, neZ je potieba k definovani pojmu. Mnozina
objektl, které nalezi takto definovanému pojmu je uz$i, neZ mnozina objekti
ptisluSejicich definici presné.

4. Definice kruhem — prvni pojem se definuje pomoci pojmu druhého a vzapéti se druhy
pojem definuje pomoci pojmu prvniho.

5. Definice tautologii — pojem se definuje pomoci sebe sama, i kdyZ v jiném vyjadieni.

MATEMATICKA VETA

uvadi vlastnosti pojmu. Pravdivy vyrok s konkrétnim matematickym obsahem.

Priklady

JestliZe je piirozené ¢islo n délitelné tfremi, pak jeho ciferny soucet je délitelny tfemi.

Jestlize v trojuhelniku plati @’ + b” = ¢°, pak tento trojuhelnik je pravouhly s odvésnami a, b a
pieponou c.

Matematické véty maji zpravidla tvar implikace vyrokovych forem o jedné nebo vice
proménnych. Pro jednu proménnou miizeme matematickou vétu zapsat symbolicky:
(UxUD)[A(x) = B(x)],
kde D je defini¢ni obor vyrokovych forem, A(x) se nazyvé predpoklad, B(x) tvrzeni.

Druhy vét:  a) zdkladni (UxUD)[A(x) = B(x)]
b) obracena (UxUD)[B(x) = A(x)] (zaménime piedpoklad a tvrzeni)
¢) obménéna (UxUD)[B'(x) = 4'(x)]

DUKAZY MATEMATICKYCH VET

V matematice pozivame zakladni typy dikazi: dikaz ptimy,

dikaz neptimy,

diikkaz sporem,

dikaz matematickou indukci.
Tyto diikkazy uvadime zejména pro praci ucitele, maji nejvetsi vyznam.

* Diikaz pfimy



Ptimy dikaz véty A(x) = B(x) spoc¢iva v tom, Ze vychazime z toho, Ze ptedpoklad plati a
vytvoiime fetézec implikaci, které na sebe navazuji.

A(x) plati

A(x) = Ai(x), Ai(x) =>Axx) ... Au(x) = B(x)

Priklad:
Dokazte, Ze pro Ya € R plati:
3- 2a+3 -2 2a+2 + 2a+4 — 2a+5

* Dikaz nepfimy

Neptimy dikaz véty A(x) = B(x) spociva v tom, Ze nejprve vytvoiime obménénou implikaci
B’(x)= A’(x) a tu pak dokazeme diikazem piimym.

Priklad:
Dokazte, ze pro kazdé n € N plati: 5/n? => 5/n.

* Diikaz sporem

Duikaz sporem je zaloZen na skute¢nosti, Ze nemtze platit soucasné néjaka véta a zaroven jeji
negace. Pfedpokladame, ze véta A(x) = B(x) neplati, ze plati jeji negace (A(x) = B(x))’.

Priklad:
2
Dokazte, ze pro kazdé x,y R plati: Xy y_2 >1+
X

X <

¢ Dikaz matematickou indukei

Podkladem dikazu matematickou indukei je jeden zPeanovych axioml aritmetiky
ptirozenych ¢isel. Princip ditkazu spociva ve dvou krocich:



1. Dokézeme, ze véta plati pro prvni prvek.
2. Predpokladame, Ze véta plati pro néjaké &, a dokdzeme, ze véta plati pro k + 1.

Priklad:
Dokazte, 7e pro kazdé nON plati 1 +3+...+(Q2n—1)=n’.



