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Abstrakt

Algebra patfi k neoblibenym ¢astem $kolské matematiky. Zakiim dé&la problém
piechod od aritmetického zplisobu uvazovani, ktery pouzivaji vétSinu skolni dochazky.
Jednou z moZnosti, jak u Zakl nastartovat algebraické zpiisoby mysleni, je zadavani tloh
rovnicového charakteru. Jedna se o slovni tlohy, které mohou reSit jiz Zaci prvniho stupné.
Je pritom nutné sledovat strategie, které Zaci pri reSeni pouzivaji - ty mohou napovédét,
zda se zak nachdazi vice na aritmetické nebo algebraické drovni uvazZovani. Studie se
pokusila nahlédnout do uvazovani nadanych z4ki 1. stupné ZS. O nadanych Zacich se ¢asto
soudi, Ze jim jde ve Skole vSechno snaz. Pozorujeme, zda to plati i v pripadé uloh
rovnicového charakteru, nebo zda i nadani Zaci potiebuji v této oblasti uvédomélé vedeni.
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Abstract

One of the unpopular parts of school mathematics is algebra. Students struggle to
change the way of their arithmetical thinking, which they are used to using at school. One
of the possibilities how to help students to start using algebraic thinking is to introduce
word problems that lead to equations. These word problems can be introduced even at
the primary level of education. It is very important to pay attention to the strategies that
the students are using to solve the word problems as it may indicate whether they are
using arithmetical or algebraic way of thinking. The following study aims to look into the
way of thinking of talented students at the primary level of education. It is generally
believed that talented students don’t have problems at school. We observe if this is the
truth for word problems that lead to equations, or if talented students need conscious
guidance.
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Uvod

ZAci zakladnich $kol se dlouhodobé potykaji s pfechodem od aritmetiky k algebie,
ke kterému u nas dochazi vétSinou v 8. ro¢niku, kdy se Zaci zacinaji zabyvat algebraickymi
vyrazy. V 6. a 7. ro¢niku predchazeji néktera algebraicka témata, jako je napft. prima
a neprima ameérnost, jsou ale probirdna cisté aritmeticky.

Jednim z algebraickych témat zdkladni Skoly jsou rovnice. Je zndmo, Ze Zaci jsou
schopni fesit rovnice na nejjednodussi drovni, avsak jak se zvySuje narocnost, klesa
schopnost zaki efektivné rovnice resit. Problematické je také pouziti rovnic ve slovnich
ulohach.

V ¢lanku sledujeme rtizné piistupy nadanych zaki 1. stupné ZS k tiloham, které se
v budoucnu res$i pomoci rovnic. Pozorujeme, zda Zaci pouzivaji aritmetické postupy, ¢i
jednodussi strategie reSeni.

Rovnost, rovnice, ulohy rovnicového typu

Rovnost je ,bindrni relace a urcujeme, zda dand dvojice do relace patri, nebo nepatri,
tedy zjistujeme pravdivost vyroku a = b pro dand cisla“ (Malinov4, 1983:s.96). Je to relace,
ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni. Jedna se tedy o relaci ekvivalence. Priklady
rovnosti jsou napt. 12 —8 =4,7-5+5 =4-10,143 = 122 — 1.

Rovnici rozumime ,tilohu najit v§echna takovd x z dané mnoZiny D, pro kterd z dané
vyrokové formy A(x) dostaneme pravdivy vyrok. Resit rovnici, kterd je ddna vyrokovou
formou A(x), znamend ulohu zapsat mnoZinu vSech hledanych x € D vyctem prvkii nebo
jinou jednodussi charakteristickou vlastnosti”“ (Malinova, 1983: s. 96). Pri reSeni rovnice
vyuzivame kroky, které neméni mnoZinu reSeni. V pripadé linearni rovnice ax + b = cx +
d se jedna o ekvivalentni upravy, kterymi jsou pticteni téhoz cisla k obéma strandm
rovnice a vynasobeni ¢i vydéleni obou stran rovnice tymz nenulovym ¢islem (Malinov3,
1983: s. 97). Naptf. rovnici 2x + 3 = 25 reSime ve dvou krocich. Nejdiive od obou stran
rovnice odecteme 3, tj. dostaneme 2x = 22, v druhém kroku obé strany rovnice vydélime
dvéma, tj. x = 11. Dosazenim nalezené hodnoty do zadani ziskame rovnost: 211 + 3 =
25.

Ulohami rovnicového typu (¢i charakteru) rozumime riizné tilohy, které je mozno
resit pomoci rovnice. Hejny (1990: s. 192) rozliSuje tlohy rovnicového charakteru podle
formy zadani na slovni a schematické ¢i obrazkové.

Ulohu rovnicového charakteru je mozno fesit pretransformovanim do jazyka rovnic,
ale takeé jinymi metodami - grafickym znazornénim, aritmeticky ¢i experimentalné. Proto
je mohou resiti zaci, kteri neznaji aparat rovnic. U tloh typu 9 - [J + 10 = 100 mohou Zaci
postupovat dosazovanim riznych cisel misto ctverecku, mohou ale také uvaZzovat
implikacné: jestliZe na levou stranu umistim urcité ¢islo, pak na pravé strané musim
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dostat 100. Prvni zptlisob je experimentalni a ¢isté aritmeticky, druhy zptisob jiz zahrnuje
urcité vztahy, avSak jesté nekoresponduje srfeSenim rovnic, na které je zapotrebi
ekvivalentni pojeti.

Ulohy typu ,myslim si &islo“ mizZe 73k rozdélit do jednotlivych krokd, které
ziretézuje. Zaci se ve vyuce matematiky postupné setkavaji s tilohami charakterizovanymi
vztahem ,,0 n méné“, ,o n vice, pozdéji ,n-krat vice“, ,n-krat méné“, apod. (viz Blazkova
akol, 2002: s. 18-33). Zak postupné ziskava tyto jednotlivé poznatky a jejich spojenim
miiZe u komplexnéjsich tloh postupovat od konce.

Metoda zietézeni souvisi s implika¢nim pojetim - Zak postupuje v reSeni jednim
smérem, snazi se dostat z jedné strany na druhou. Rovnice je vSak ekvivalence, pfi jejim
reSeni se nelze ubirat z jedné strany na druhou.

ZAci rizného véku jsou schopni k Feseni tiloh rovnicového charakteru pouZivat
rizné metody. Nejdrive Zaci pristupuji k FeSeni Cisté aritmeticky, napi. metodou pokusu
a omylu. Pozdéji jsou schopni zahrnovat implika¢ni avahy. K tomuto posunu u mnoha
zakl dochazi jiz v priibéhu 1. stupné. Pro skutecné feSeni rovnic je nezbytné, aby se zak
dostal na droven ekvivalentniho pojeti.

Teoreticky ramec

Na prvnim stupni jsou predkladany ulohy typu doplnénti ¢i prikaz k vypoctu, napf.
4 +5 = ]nebo[_]+5 = 9. Timto zplisobem Zak ziskava poznatek, Ze symbol ,rovna se“
znamena ,spocitej“ spiSe nez ,je ekvivalentni“ (Booker, 1987; Booth, 1988). Zatimco
v aritmetice miizeme znak rovnosti skutecné povazovat za propojeni problému s jeho
vysledkem, v algebie ma rovnost a ekvivalence velmi specificky vyznam, coZ nemusi byt
zjevné, kdyZ se pro oboji pouZiva stejny znak (Booker, 1987). Zaci prvniho i druhého

stupné ZS ¢asto véri, Ze znak ,rovna se“ pouze reprezentuje jednosmérny operator, ktery
vytvari vystup na pravé strané ze vstuptli na levé strané (napft. Vergnaud, 1985).

Zapis 2 + 3 = 5 Cte zak prvniho stupné zleva doprava, a vnima ho tak implikacné:
Jestlize ke dvéma prictu tri, musim dostat pét. Pokud by zak postupoval zprava doleva,
uvazoval by jinak: Cislo 5 mohu napsatjako 2 + 3 (jsou dal$i ti'i moZznosti, jak ¢islo 5 zapsat
jako soucet prirozenych cisel). NahliZeni na priklad zleva doprava a zprava doleva tedy
neni symetrické. Podobné je to u tiloh doéitacich. Ulohu typu[_]+3 = 5 Zak 1. stupné zleva
doprava cte napf. takto: Kolik musim pfticist ke tifem, abych dostal pét? Zprava doleva si
zak predstavi vSechny rozklady, které miize mit ¢islo 5.

Uvedené predstavy se u Zaka fixuji predevsim v prvnich dvou letech prvniho stupné.
Nejcastéji si zaci zafixuji postup zleva doprava a tuto predstavu si prenaseji do dalsich let,
coZ jim komplikuje pochopeni ekvivalentniho charakteru rovnic. Dale mliZze u nékterych
zakl vzniknout presvédceni, Ze prazdna pozice Ci pismeno zastupuji vZdy jednociferné
¢islo.
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Jednim z nejpatrnéjsich rozdild mezi aritmetikou a algebrou je pouZzivani pismen
zastupujicich uréitou hodnotu. Zaci jsou ¢asto vyskytem pismen zmateni, nechapou, co
presné znamenaji, zda a jak s nimi maji pocitat. Mnoho vyzkumi nedavné minulosti
indikovalo, Ze pro zaky je ptijatelnéjsi nez zadavani rovnice obvyklym zptsobem x + 3 =
5 spiSe navozeni slovniho problému, nebo alespon nahrazeni neznamé jinymi zptsoby,
napf. _ +3 =5.

Kalchman a Koedinger (2005) popsali jednu tlohu zadanou tfemi rtiznymi zptisoby:
ptribéhem, pomoci matematického modelu a rovnici.

e Uloha zadana ptibéhem: KdyZ se Tod vratil ze svého zaméstnani ¢i$nika,
vynasobil si svoji hodinovou mzdu poctem 6 hodin, které ten den odpracoval. Kdyz
k tomu ptidal 66 dolar(, které si vydélal na spropitném, zjistil, Ze celkem to déla
81,90 dolart. Kolik Tod dostava za hodinu?

¢ Slovné zadany matematicky model situace: Myslim si ¢islo. KdyZ ho vynasobim

7 vr

Sesti a pak priCtu 66, dostanu 81,9. Jaké Cislo jsem si myslel?
¢ Rovnice: Najdi x, jestlize x - 6 + 66 = 81,90.

Z vyzkumu vyplynulo, Ze Zaci byli nejispé$néjsi pii tloze zadané pribéhem. Zaci
k feSeni slovnich uloh nevyuZivali rovnic, ale zcela jinych strategii - pokusu a omylu,
strategii reSeni ,,0d konce“ (zacali kone¢nou hodnotou 81,9, odecCetli 66 a vysledek
vydélili 6) apod. Zaci dosahli v priiméru 66 % tspésnosti v tiloze zadané piibéhem, 62 %
ve slovné zadané dloze a43 % u rovnice. Vneseni casové dimenze do problému v pripadé
piibéhu patrné méni nadc¢asovost rovnice na sled specifickych déji v konkrétni situaci,
coz navadi Zaka na strategie opirajici se o vyplyvani (implika¢ni vnimani), které jsou
vzdaleny rovnicovému reSeni. Nesmi se vSak jednat o piibéh sriiznymi Casovymi
hladinami, jak uvidime pozdéji.

Pii resSeni uloh se vSak setkdvame s dalsim fenoménem - neschopnosti zaki Cist
matematicky text s porozuménim. PfestoZe jednoducha slovni tloha mliZze mnoha zakiim
pomoci najit v matematickych operacich smysl, neschopnost analyzovat matematicky text
jim brani vuspésném reSeni. Hejny a Stehlikovad (1999) uvadéji: ,Schopnost Ccist
s porozuménim matematicky text je bytostné zavisld na schopnosti Zdka cist s porozuménim
béZny text - tr'eba pohddku. Bez této schopnosti neni snaha naucit Zdka cist matematicky
text s porozuménim nadéjnd” (Hejny, Stehlikova, 1999: s. 39). Dale Hejny a Stehlikova
upozornuji, Ze pro nékteré zaky je cteni matematického textu s porozuménim ukol
mnohem naroc¢néjsi neZ pro jiné, avsak i tito Zaci se mohou v dané zaleZitosti vytrénovat.

Ucitel by mél od 1. ro¢niku dbat na to, aby Zaci spravné rozuméli matematickému
zadani. Je potfeba s Zaky rozebirat to, jak zadani interpretuji a zda mu spravné rozumi.
Velmi problematické jsou pro zaky formulace typu , 0 n vétsi nez“, ,0 n mensi nez", ,n-krat
veétsi nez”, ,n-krat mensi nez“ (viz Blazkova, 2009). Rozvoj verbalné symbolické
komunikace je pro reSeni slovnich dloh stéZejni.

Hejny a Stehlikova (1999) se zabyvaji procesem uchopovani slovni tlohy.
Zjednodusené lze rici, Ze reSitel si nejdrive vytvari predstavu toho, ¢eho se tloha tyka,
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zapiSe Ci zakresli, co je dano a co se ma najit, hleda vztahy mezi objekty a voli strategii
reSeni (vice viz Hejny, Stehlikova, 1999: s. 40).

Prevedenti slovni ulohy do ulohy matematické nazyvame matematizace. U slovnich
tiloh na 1. stupni ZS nejéastéji ¢islo udava pocet prvki, &islo je v pozici kardinalniho ¢&isla
konec¢nych mnozin. Matematizace pak spociva v tom, uvédomit si, které pocty jsou znamy
a které je nutno urcit (viz Malinova, 1983:s. 102).

Cislo miiZe jiz na 1. stupni vystupovat v tiloze i v jiném kontextu neZ jako pocet
prvki. Hejny a Stehlikova (1999) udavaji nasledujici tridéni Ciselnych predstav (Hejny,
Stehlikova, 1999: s. 100): identifikator (napft. dobéhl na 5. misté), mnohost (pocet nebo
veli¢ina), operator (aditivni nebo multiplikativni). Operator lze dale rozdélit na
porovnani (David je o dva roky starsi nez Jakub, Eva je dvakrat starsi nez Sona) a zménu
(pribral 2 kg, je dvakrat vyssi neZ pred péti lety). Hejny (2014) upozornuje, Ze prace
dalsi ¢isla: na stav pred zménou a stav po zméné. Tyto udaje nejsou pro reSeni nezbytné
potirebné, Zak je vsak miize postradat. Obdobné operator porovnani v sobé obsahuje dalsi
dvé Cisla, napt. vék obou déti, ktery ale nemusi byt udan (Hejny, 2014: s. 159).

Vergnaud (2009) uvadi schematické znazornéni aritmetické ulohy, které mize
Zaklm pomoci uchopovat nejdrive aritmetické ulohy, pozdéji ilohy s neznamou. Jedna se
o nasledujici dlohu: ,John vyhrdl 7 kulicek pri hi'e s Meredith, nyni md 11 kulic¢ek. Kolik
kulicek mél pred hrou?” (Vergnaud, 2009: s. 86). Uloha je pro ZaKy 1. stupné naro¢na ze
dvou davodu: obsahuje aditivni operator zmény (vyhral 7 kuli¢ek). Dale se jedna o tlohu
s antisignalem, coZ je slovo ,vyhral“. Toto slovo mnoho Zakii navede na pricitani, tj.
vypocet 11 + 7. Schematické znazornéni situace mlize zakim pomoci se uvedené chybé

G0

11
_

@

Obrazek 1. Sipkovy diagram

vyhnout.

V diagramu lze sledovat pocatecni stav P (neznamy), koncovy stav K (11), pfimou
transformaci T (+7), nepfimou transformaci T-1 (-7). Symbolicky lze zapsat takto: JestliZe
T(P) = K, potom T~Y(K) = P. Zde jiz vnimame algebraickou reprezentaci.

Obé reprezentace (diagram a algebraicka) ukazuji, Ze existuje kontrast mezi
zplisoby symbolizace objektli a vztahl. Pro déti na 1. stupni neni vhodnda algebraicka
reprezentace, nicméné Sipkovy diagram jim miiZe znazornit vyznam postupu tam a zpét.
Zaci se dle Vergnauda (2009) maji setkavat s réiznymi ptiklady, na nichZ vidi inverzni
charakter operaci scitani a od¢itani.
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Aritmetika, nebo algebra?

Béhem prvnich let primarniho vzdélavani ziskavaji Zaci aritmetické dovednosti. U¢i
se ¢isla s¢itat, od¢itat, nasobit a délit. Zaci by méli pochopit vztah mezi operaci danou a k ni
inverzni (sc¢itani-odcitani, nasobeni-déleni). Pozdéji pracuji s vice operacemi soucasné,
pro pamétné nasobeni a déleni vyuzivaji zakont, jako je distributivni ¢i asociativni, musi
pochopit, Ze zatimco sc¢itani a odc¢itani jsou operace komutativni, inverzni operace nejsou.
Tim, Ze je napf. nasobeni komutativni, a déleni nikoli, je pro Zaka jednodussi pochopit
vztah mezi danymi operacemi ve sméru od nasobeni k déleni nezli naopak. Dale se Zaci
uci délit se zbytkem.

Také se uci ze slovniho problému vytvorit matematickou ulohu a tu vyresit - napft.:
Na stole bylo deset zdkuski, tii déti nékolik zdkuskii snédly, na stole ziistal jeden zdkusek.
Kolik snédlo kaZdé dite, pokud snédlo kaZdé stejny poclet zdkuskii? Dité ma sestavit a vyresit
matematicky problém (10 — 1):3 = 3.

Dilezitad je soubézna priprava na pozdéjsi nastup algebry. Kilpatrick et al. (2001)
uvadi, Ze Zaci mohou vyuzit reSeni problémi k rozvoji dovednosti, které budou pozdéji
potiebovat v algebraickych avahach. ,Pri reseni problému jako ,Pricteme tri k soucinu péti
s urcitym cislem, soucet je 38. Které je nezndmé Cislo?" Zdci mohou vychdzet ze svych
aritmetickych poznatkii a postupovat tak, Ze od 38 odectou 3 a rozdil vydéli péti. Postupuji
tedy v opacném poradi, neZ je uvedeno v zaddni a pouZivaji inverzni operace” (Kilpatrick et
al,, 2001:s. 262).

Pii zadavani uvedené tulohy je tfeba mit na paméti, Ze Zaci budou mit sklony
k implika¢nimu pojeti. Z4k se snaZi ilohu vytesit ve stejném sméru, jako ji éte. Tento smér
je ,proslapany” a ucitel mize predpokladat, Ze opacny postup je zakovi ziejmy. Nemusi
vSak tomu tak byt. Implikacni pojeti je do jisté miry slozitéjsi, neni-li chybéjici ¢islo na
jedné strané samostatné. Kdyz se nyni vratime k tiloze s vyhranymi kulickami, miizeme si
uvédomit, Ze ,zpétna cesta“ by zakiim opét mohla byt priblizena Sipkovym diagramem.
Tentokrat je ale tieba postupovat ve dvou krocich.

O ©

38
«— «—

© ©

JestliZe je v algebre zadana rovnice 5x + 3 = 38, Zaci potrebuji k vyreSeni stejnou

dovednost jako pti reSeni uvedeného problému - od 38 odecist 3 a rozdil vydélit péti.
Uvedeny Sipkovy diagram je mezikrokem mezi implika¢nim pojetim a ekvivalentnim
pojetim, které je potreba k reSeni rovnic.

Zaci tesici tlohy v ramci aritmetiky se soustfedi na po¢itani (hledani vysledku) spise
neZ na vztahovy aspekt operace. Kieran (2004) uvadi, Ze pri rozvoji algebraického
zplsobu mysleni je Ucelné: zamérit se na vztahy, a ne na pouhé vypocty a hledani
vysledku; zamérit se na operace stejné tak jako na jejich inverze; zamérit se na vytvareni
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i feSeni problémi, ne pouze na reSeni zadanych problémi; zamérit se na pismena i ¢isla,
a ne jen na Cisla; nahliZet jinak na znak rovnosti.

Nedavné vyzkumy (napft. Carraher et al., 2006) ukazaly, Ze dokonce déti v prvnich
dvou letech zdkladni skoly jsou schopny pouzivat proménné k tomu, aby vyrtesily slovné
zadany matematicky model situace nebo rovnici. Déti vSak musi byt s pojmem nezndmé
seznamovany takovym zptlisobem, aby mu porozumeély (Carraher et al., 2006). Zda se byt
logické, Ze komplexnéjsi a abstraktnéjsi algebra navazuje na poznatky aritmetiky, tak jako
tomu bylo i v historii. Existuji presvédcivé diivody pro to, aby ptiprava na algebru byla
soucasti elementarni matematiky (Carraher et al., 2006).

V historii se reSily slovni ulohy jinymi metodami nez rovnicemi. Napr. v Rhindové
papyru, pochazejiciho ze starovékého Egypta priblizné z doby 1650 pf. n. 1., se mlizZeme
setkat s nasledujici tlohou (Becvar et al., 2003): Hromada a jeji ¢tvrtina ddvaji dohromady
15. Vpapyru je tloha Ffesena metodou chybného predpokladu. Resitel nejprve
predpoklada, Ze hledané mnozZstvi je rovno Ctyfem, protoZe ze Ctyr urci jednodusSe
¢tvrtinu. Dostava 4 + i -4 = 5, tedy tretinovy vysledek. Hledané ¢islo musi byt proto
trikrat vétsi, tj. 12.

Stejnou metodu chybného predpokladu pouzil také indicky matematik Bhaskara,
Zijici ve 12. stoleti, pro feSeni nasledujici ulohy: Ze svazku Cistych lotosti byly jedna tretina,
pétina, resp. Sestina postupné obétovdny bohiim Sivovi, Visnovi & Surjovi a ¢tvrtina byla
obétovdna Bhavanimu. Zbyvajicich sest bylo darovdno vysoce vdZenému hodnostdri. Rychle
mi rekni, kolik bylo lotosti? Bhaskara za pocet lotost voli ¢islo 60, coZ je nejmensi spolecny
nasobek ¢isel 3, 4, 5, 6. Pii dosazeni tohoto ¢isla do zadani zbyvaji tfi lotosy, a ne 6, proto
je reSenim ulohy c¢islo 120.

Uvedena metoda vyuziva aritmetického postupu. Historicky se algebra objevila az
po aritmetice, a to jako jeji zobecnéni. Historicky pohled je ¢asto predlohou pro vytvareni
Skolniho kurikula. V pripadé algebry je vSak vhodny jiny pristup, protoZe neni jasné, kde
kondi aritmetika a zac¢ina algebra (Carraher et al., 2006).

Strategie pouzivané pri reSeni tloh vedoucich na rovnice

Linsell (2008) uvadi vzriistajici komplexnost rovnic:
e rovnice typu x — 3 = 12, kjejimuz vyreSeni je potieba jeden krok a obsahuje mala
Cisla;
e rovnice typu x + 46 = 113, kjejimuZ vyreSenti je potfeba jeden krok;
e rovnice typu 3x — 8 = 19, kjejimuz vyieSeni je potireba dvou krok;

e rovnice typu 5x — 2 = 3x + 6, kterd obsahuje nezndmou na obou stranach;
2x + 17

5 )
e (isté symbolicka rovnice, napr. vyjadrit a z rovnice v = u + at.

e komplexni rovnice, napf. 2x — 3 =
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Linsell (2008) vytvoril Klasifikaci reSeni rovnic, ve které uvadi pristupy zaki

k FeSeni rovnic, zaloZenou na ptvodni praci Carolyn Kieran (1992). Klasifikace neni
hierarchicka a rovnéZ neni vycerpavajici. Napr. chybi strategie vychazejici z pochopeni
vlastnosti Cisel nebo vlastnosti operaci.

0. Neschopen zodpovédét otazku

la. Znama zakladni fakta

1b. Pocitaci techniky

1c. Inverzni operace (v pripadé rovnic s jednim krokem)

2. Metoda pokusu a omylu

3a. Reeni od konce (v piipadé rovnic s vice kroky)

3b. Redeni od konce, poté znama fakta

3c. Reseni od konce, poté metoda pokusu a omylu

4. Formalni operace

VétsSina téchto strategii vychazi z chapani rovnice jako procesu misto objektu
(ekvivalence). Zaci zpo¢atku chapou rovnici jako popis aritmetického procesu. Dokonce
vice sofistikovand metoda feSeni od konce muze byt vysledkem chapani rovnice jako
procesu (Linsell, 2008).

Podle miry sofistikovanosti Linsell (2009) seradil strategie nasledujicim zptsobem:
metoda pokusu a omylu, pocitaci strategie / znama zakladni fakta, inverzni operace,
feSeni od konce a poté metoda pokusu a omylu, feSeni od konce a poté znama fakta, reSeni
od konce, formalni operace.

Schopni studenti obvykle pouZivali vice sofistikované strategie pro jednodussi ulohy
metodu pokusu a omylu u jednodussich dloh, zatimco sloZitéjsi tilohy nebyli schopni resit
Zadnou strategii (Linsell, 2009). Jednodussi byly rovnice s jednim krokem.

VyzKkumné Seti‘eni s nadanymi Zaky

Na Pedagogické fakulté Masarykovy univerzity (PdF MU) jsme ve spolupraci
s Fakultou socialnich studii Masarykovy univerzity (FSS MU) vedli matematicky krouzek
na zakladnich $kolach, ktery byl primarné uréen pro nadané Zaky 4. a 5. ro¢niku. Zaci
navstévovali krouzek ve své Skole jedenkrat tydné po dobu 8 tydnl. Naplni bylo
samostatné feseni tiloh v pracovnim listu. Uloh bylo vzdy 8 a tykaly se v§ech ¢asti §kolské
matematiky. Po skonceni hodiny Zaci spoletné debatovali s ucitelem a rozebirali sva
reSeni. Ucitelé byli pozadani, aby zapisovali, jak Zaci ulohy resili, zda pokladali dopliujici
dotazy, zapisovali délku reseni. Nékteri, ne vSichni, uCitelé tomuto poZadavku vyhovéli.
Poté byla feSeni podrobné analyzovana na katedie matematiky PdF MU.
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Krouzku se mohli ucastnit Zaci nadani, a to jak vSeobecné, tak matematicky, ale
rovnéz Zaci nenadani - z nich néktefi byli bystri, nékteri se projevovali jako nadani, avSak
nebyli diagnostikovani, néktefi byli priimérni azZ podpriimérni, ale na krouZek se vzdy
tésili a radi resili ulohy. Nadani Zaci byli identifikovani v riznych pedagogicko-
psychologickych poradnéch na zakladé standardizovanych test.

Nadani je obtizné definovatelny pojem. V priibéhu historie se definice nadani ménila
podle toho, jak dochazelo k proménam v chapani pojmu. Nékteré piistupy chapou nadani
jako projev vynikajictho, nadprimérného vykonu, jiné jako potencial podavat
nadprimérny vykon v jakékoli hodnotné oblasti, pripadné jako potencial rozvijet svou
kreativitu (Havigerova, 2011). Velmi Casta je 1Q definice, ktera jako nadaného oznacuje
kazdého, kdo ma nadpriimérnou hodnotu inteligen¢niho kvocientu, obvykle IQ > 130
(Havigerova, 2011). Tento pristup je vyhodny z pohledu méritelnosti a také srovnani
vykonl nadanych jedinct. Inteligence je diilezitym ptredpokladem pro vykon v urcitych
oborech. Inteligence je vrozena kvalita kaZdého jedince. Experti se dnes shoduji na tom,
Ze vedle gent je stejné diilezité prostiedi, ve kterém se jedinec nachazi. Aby geny mohly
byt Uspésné vyuZity, je potieba podnétného prostredi, umoznujictho spravny vyvoj
(Dweck, 2006: s. 5).

Pro ucitele matematiky nemusi byt 1Q pojeti prili§ vypovidajici, nebot nerozlisSuje
obor, ve kterém jedinec vynika. Také nezohledniuje motivaci jedince a zajem
o matematiku.

Nadale budeme nadani chapat jako ,dispozici k projeveni nadpriimérnych vykonti
v jakékoli hodnotné oblasti lidského snaZeni” (Havigerova, Krovacovg, a kol.,, 2011: s. 5).
Cilem vyuky matematiky pritom je tento potencial objevit a rozvijet jej tak, aby z néj dité
vytézilo maximum.

Podle vysSe inteligencniho kvocientu lze odvozovat rtzné stupné nadani.
Inteligen¢ni kvocient vyjadiuje hodnotu vykonu urcitého jedince na stupnici, v niZ ¢islo
100 znamena pravé primérny vykon. Cisla mensi neZ 100 znadi rizné stupné
podpriamérnych vykont a ¢isla vétsi nez 100 znaci riizné stupné nadpriimérnych vykont
(Havigerova, 2011). Vykon Ize rozdélit do urcitych interval. Ve vyzkumech (napf.
Nordby, cit. dle Havigerova, 2011; Fortik, Fortikova, 2007) jsou standardné uZivany tyto
intervaly a oznacent:

IQ Oznaceni urovné Kognitivnich schopnosti | Vyskyt v populaci
jedince

115-129 | Bystry jedinec 14,0 %

130-144 | Nadprimérné nadany 2,0 %

145-159 | Vysoce nadany 0,1%

Tabulka 1. Jeden ze zpiisobti rozdéleni vykonu do intervalii

Laznibatova (2001) uvadi, Ze rozdily v pasmech intelektu nad 140 jsou velké
avyrazné. ,Nad hranici 130 - a to kaZdych 15 bodi, jde o jiny typ inteligence. ... Vykony déti
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s1Q 145 oproti détem s IQ 130 jsou asi takové, jako kdyZ porovndme vykon déti s 1Q 130

Vv

a 115" (Laznibatova, 2001: s. 32). Je-li IQ vys$Si nez 180, mluvime obvykle o genialité.

Pri praci se skutecnymi détmi je tfeba upozornit na fakt, Ze samotné 1Q nemusi byt
pro projevy zaka priliS vypovidajici. Hranice IQ 130 je jen velmi orientacni, nebot najednu
stranu nékteri Zaci s certifikaitem mohou mit vykony bystrého zaka, a na druhou stranu
jsou Zaci vysoce nadani, ktefi neciti potrebu ziskat certifikat, avSak presto se ve vyuce
projevuji velice specificky.

Pro vykony v matematice je dale urcujici typ inteligence. VSeobecna inteligence,
ktera je casto identifikovana IQ testem, nemusi zcela korespondovat s matematickymi
schopnostmi zaka. Gardner (2006) rozdéluje inteligenci na sedm druhi. Matematické
schopnosti mohou byt ovliviiovany verbalni inteligenci (fecové schopnosti, diky nimz
Zaci mohou dobfe analyzovat slovni ulohy), logicko-matematickou inteligenci
(schopnost rozpoznat, v ¢em spociva problém a vyresit jej) a prostorovou inteligenci
(uplatiiujici se nejvice v geometrii).

Pro pochopeni matematického nadani je diilezité uvédomit si, ¢im se vlastné lisi
matematicky nadané déti od ostatnich skupin déti. Psychologové se v této souvislosti
zabyvali fenoménem zobectiovdni a pokouseli se propojit schopnost zobecriovat
s hladinou inteligence (Sternberg, 1979) a s komplexni schopnosti reSit problémy
(Frensch, Sternberg, 1992). Greenes (1981) tvrdil, Ze matematicky nadané déti se liSily od
ostatnich skupin déti schopnosti spontdnné formulovat problémy, pruzné organizovat
data a schopnosti abstrakce a zobectiovani (viz Sriraman, 2008).

0 matematicky nadanych Zacich se Casto soudi, Ze maji organizované zapisy. Je vSak
tfeba upozornit, Ze pro zaka s vysokou matematickou inteligenci miize byt vytreSeni
problému tak trividlni, Ze viibec nevi, jak by sdélil ¢i zapsal sviij postup. Proto mnohdy
zapis matematicky nadaného Zaka spociva v zapsani vysledku. Jindy zase matematicky
nadany zak postup uvede, avSak symbolice a zpilisobu uvazovani nerozumi nikdo jiny nez
on sam. S obéma projevy je ve vyuce nutné bojovat a kultivovat Zakovu dovednost
vyjadrovat své myslenky.

Hranice mezi nadanym a bystrym Zakem je v redlné vyuce téZko vymezitelna. Na
nadani nelze usuzovat z vysledku testu, ale dlouhodobym pozorovanim Zaka. Pod pojmem
matematicky nadany zZak proto budeme nadale rozumét zaka, ktery dlouhodobé vykazuje
znaky logicko-matematické inteligence, ktera podle mého nazoru uzce souvisi se
schopnosti zobeciovat a resit problémy s lehkosti a vhledem.

Zaci, ktefi se ti¢astnili naseho vyzkumného $etteni, vypliiovali v osmi vyucovacich
hodinach pracovni listy, které jsme chystali na PAF MU (Blazkova, Budinova, 2014). Zaci
pracovali samostatné. Po odevzdani pracovnich listi probéhla spolecna diskuse zakl
a vyucujiciho.

KrouZek probihal ve dvou bézich, v kazdém béhu se ucastnily jiné skoly a jini Zaci.
Prvniho béhu se ucastnilo celkem 55 Zakd a druhého béhu 80 zakil. Pocty zaka jsou
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uvedeny v tabulce 2. Pocty zaki reSicich dané tlohy se mohou lisit, nebot néktefi zaci byli
nemocni nebo se neudcastnili krouzku v daném tydnu z jiného diivodu.

1. béh 2.béh
4. ro¢nik 5. ro¢nik 4. roc¢nik 5. ro¢nik
Nadani 17 15 22 16
Ostatni 14 9 21 21

Tabulka 2. Pocty zakii ucastnicich se matematického krouzku

Nadani zakd bylo diagnostikovano pedagogicko-psychologickou poradnou.
V pripadé vsSeobecného nadani mohly byt matematické projevy zakd aZz primeérné.
V pripadé matematického nadani byly velmi pokrocilé nékteré schopnosti souvisejici
s matematikou, napt. kvantitativni usuzovani.

Zptisoby reseni tloh zaky

V nasledujicim textu se zaméiim na nékteré z tloh rovnicového typu, které byly
obsaZzeny v pracovnich listech. Ulohy, které tesili Zaci, byly bud’ slovni tlohy, nebo
matematicky model. To znamend, Ze nesleduji jen feSeni rovnice (pokud byla viibec
sestavena), ale také schopnost vyresit komplexnéjsi matematicky problém. Tento pristup
jsem zvolila proto, Ze pravé matematické modely a jednoduché slovni dlohy jsou chapany
jako most mezi aritmetikou a algebrou.

Zaci dostali pokyn, aby zapisovali postup fe$eni, nikoli jen vysledek. Dale byli Zaci
pozadani, aby ohodnotili, jak se jim tloha libila jednim ze symboli © © ®.

Uloha 1: Doplri do ¢tverecku Cislo tak, aby platila naznacend rovnost!:
9-00+10 =100

Souhrnné vysledky jsou uvedeny v tabulce 3:

Pocet zakii Procentualni uspésnost?
Celkem | 4.roc¢nik | 5.roc¢nik | Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 32 17 15 97 100 93
Ostatni 20 13 7 100 100 100

Tabulka 3. Uspésnost, Uloha 1

Uvedena uloha byla pro zaky velmi snadng, a to jak pro nadané, tak pro ostatni.
Pouze jeden nadany Zak patého ro¢niku napsal do prazdného okénka kiiZek, tj. Ze ulohu

1 Zak prvniho stupné se nesetkd s pojmem rovnost. Aviak uvedeny zapis je zakiim velmi dobfe znamy,
tudiz chapali, co se od nich oc¢ekava.

2\V/zhledem k po&tu zaki neni procentualni vyjadieni piili§ vhodné. Je zde uvedeno jen pro rychlou kontrolu
uspésnosti v jednotlivych skupinach.
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nelze reSit. Vysokd mira uUspéSnosti reSeni ukazuje, Ze uloha svoji narocnosti
neodpovidala nadpriimérnosti zakd. Uloha byla zaiazena imyslné, aby byl zaznamenan
ptripadny rozdil mezi Ulohami, které vyresi vSichni Zaci, tlohami, které vytesi vice
nadanych zakd, a ulohami, které nevyiesi ani nadani Zaci.

Jeji obliba byla vysoka - drtiva vétSina zak ji uvedla jako tlohu, ktera se jim libila.
Nékteré déti uvedly, Ze tlohu hodnoti jako velmi jednoduchou. Z tohoto divodu se
nékterym nadanym détem nelibila. Naopak slabsi Zaci, ktefi méli problémy s naro¢néjsimi
ulohami, méli radost, Ze tlohu zvladli.

© S ®

Nadani 15 1 0
4. rocnik

Nadani 12 2 1
5. ro¢nik

Ostatni 8 3 1
4. ro¢nik

Ostatni 6 1 1
5. ro¢nik

Tabulka 4. Obliba Ulohy 1
Pri reSeni ulohy staci, aby Zaci vyuZivali svych aritmetickych znalosti. PfestoZe zapis
jiz miize pripominat zapis rovnicovy, je mu velice vzdalen, nebot nevyzaduje znalost
algebry. Zaci pocitali v podstaté dvojim zpiisobem:
1. Dosazovali do okénka z hlavy metodou pokus-omyl ¢isla, aZ jim vyslo
9-10+ 10 = 100.

2. 0d 100 pamétné odecetli 10 a pak hledali ¢islo, diky kterému po vynasobeni deviti
dostaneme 90.

V obou pripadech se jedna o uplatnéni aritmetickych dovednosti. Kvalitativné se
feSeni nadanych Zakl neodliSovalo od ostatnich zakd.

Uloha 2: Myslim si ¢islo. KdyZ je vyndsobim 5 a odectu 25, dostanu 100. Které ¢islo si myslim?

Pokud bychom zadani prevedli do rovnice, dostaneme 5x — 25 = 100. Jedna se
o rovnici, ktera by byla reSena ve dvou krocich:

5x =100+ 25 /:5
x =25
Nejcastéji zaci reSili ulohu zpaméti (zapsali pouze vysledek), nebo uUsudkem
_ +5—-25=100, tedy 25-5—25=100. U tohoto reSeni neni zcela jasné, jak zak
postupoval. Bud' mohl volit metodu pokusu a omylu, nebo také reSeni od konce, které vsak
nezapsal. Obcas se objevilo také reseni od konce, tj. tvaha 100 + 25 = 125,125:5 = 25.

Uspésnost zaki v tloze 2 je uvedena v tabulce 5:
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Pocet zakii Procentualni aspésnost
Celkem | 4.roc¢nik | 5.ro¢nik | Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 28 13 15 79 69 87
Ostatni 20 13 7 85 85 86

Tabulka 5. Uspésnost, Uloha 2

Rlzné strategie reSeni, které zaci pouzivali, jsou uvedeny v tabulce 6:

Nadani Ostatni
4.ro¢nik | 5.ro¢nik | 4.ro¢nik | 5.roc¢nik

Usudkem  -5-25= 7 3 5 5
100

Spravné, od konce 0 4 1 1
Spravné, pies x 0 1 0 0
Spravné, bez uvedeni 2 5 5 0
postupu

NereSeno 2 1 2 1
Chybna uvaha 2 1 0 0

Tabulka 6. Rlizné strategie ieseni, Uloha 2

Nejcastéji pouzité reseni usudkem v sobé miize skryvat dal$i metody - pokus-omyl,
ale také resSeni od konce. V téchto pripadech neni tedy zcela jasné, jak presné zak
postupoval.

Z tabulky vidime, Ze jeden nadany zak 5. ro¢niku resil ilohu ptes x, tedy jako rovnici
5x — 25 = 100. To znamena, Ze se nékde (napf. pfi rozhovoru s rodici nebo pfi ¢teni
matematické knihy) setkal s algebraickym reSenim a to pouzil. Rogers a Novotna (2003)
uvadi Ctyfi stupné prechodu od aritmetického k algebraickému zptlisobu vyuzivani
pismen v pisemném zaznamu zadanych informaci:

1) Resitel pouziva jedno pismeno k oznaceni vice neznamych, pismeno je pro néj

oznaceni jakékoli obecné neznamé.

2) Resitel pouZiva jedno nebo vice pismen ve fazi kédovani textu, ale nepracuje s nimi
ve fazi transformace, neznama je pouzita pouze jako oznaceni néceho, co se ma
hledat. Re$enf je aritmetické.

3) Resitel védomé pouZiva pismena pro oznacovani hledanych hodnot a pro popis
zadanych vztaht, avsak stale jsou pro néj dulezité aritmetické modely, proto je
pouzito aritmetické reSeni.

4) Resitel pouzivd pismena koznaceni hodnot, uplatiiuje algebraické operace.
V tomto piipadé jsou splnény podminky pro spravné pouzivani algebraickych
metod.
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Jestlize zak prvniho stupné pouZziva pismena k reSeni problému, neni zcela jisté, na
kterém stupni se nachazi. Pokud se jedna o umélé urychleni poznavaciho procesu (napf.
zak zapisu nerozumi, ale libi se mu, Ze ho pouZiva mezi vrstevniky pouze on), vznika riziko
upevnéni nespravnych predstav o algebraickych metodach.

Opét neni patrny markantni rozdil v pristupu k reseni mezi nadanymi a ostatnimi
Zaky. Jako nejvice sofistikovana metoda je zde postup od konce. U tohoto postupu mtizeme
sledovat, Ze mirné prevazuji pocty nadanych patakl nad ostatnimi skupinami.

Bylo by zajimavé analyzovat, s jakymi typy uloh se Zaci setkavaji ve Skole. Pokud
nadany Zak nedostava podnétné ulohy, nerozviji se jeho potencial a v tom pripadé mize
predvadét podobné vykony jako zak bez nadani. Takova analyza bohuZel neprobéhla.

Uloha byla mezi zaky velmi obliben4, jak vidime v tabulce 7.

© S ®

Nadani 10 2 1
4. roc¢nik

Nadani 11 3 1
5. ro¢nik

Ostatni 9 2 1
4. ro¢nik

Ostatni 5 1 2
5. ro¢nik

Tabulka 7. Obliba, Uloha 2

V tabulce 7 vidime, Ze iloha méla pomérné vysokou oblibu, a to jak u zakd nadanych,
tak u zaka ostatnich. V druhém béhu jsem proto na ulohu zareagovala tlohou analogickou,

vivs

Uloha 3: Myslim si Cislo. Jestlize k nému pri¢tu 7, tento soucet vydélim tiemi, a nakonec
vyndsobim péti, dostanu 45. Které cislo si myslim?

Uvedend tloha by vedla na rovnici [(x + 7): 3] - 5 = 45. Pomoci formalnich operaci
by se rovnice resila ve trech krocich:

[(x +7):3] =45:5
(x+7)=9-3
x=27-7
ZAci vsak mohli k vyteseni vyuZit také zcela jednoduchou tivahu. Hleddm neznamé &islo,
pro které plati [(_ + 7): 3] -5 =45. Zamérim se na cislo 45, které mohu napsat

v soucinovém tvaru jako 9 - 5 = 45. V hranaté zavorce je tedy ¢islo 9, které ziskam, kdyz
27 vydélim tfemi. Neznamé cislo tedy musi byt 20. Tuto pocitaci metodu Linsell (2009)
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oznacil jako méné sofistikovanou strategii nez reSeni od konce. Zrejmé proto, Ze metoda
reSeni od konce nejvice koresponduje s transformacemi potfebnymi pro algebraicky
postup. Pro zaky vSak je dovednost vnimat ¢isla v sou¢inovém ¢i souctovém tvaru
podstatna a pri feSeni rovnic mlize usnadnovat vypocty.

Souhrnné vysledky tispéSnosti jsou uvedeny v tabulce 8:

Pocet zakii Procentualni uspésnost
Celkem | 4. rocnik | 5.ro¢nik | Celkem | 4. roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 36 21 15 89 81 100
Ostatni 37 18 19 76 78 74

Tabulka 8. Uspésnost, Uloha 3

JelikoZ se v pripadé této ulohy mirné lisi vysledky nadanych a ostatnich Zakd,
sledovala jsem jesSté to, jak byli UspésSni matematicky nadani Zaci. Téch bylo 8 a vSichni
ulohu resili spravné. Nejcastéji postupovali od konce ¢i ivahou, vjednom pripadé se
objevilo také feseni pomoci neznamé x.

PouZivané strategie jsou uvedeny v tabulce 9:

Nadani Ostatni
4.rocnik | 5.roc¢nik | 4. ro¢nik | 5. ro¢nik

Uvahou [(__+7):3]-5= 4 1 5 3

45

Od konce 45:5,9-3,27 — 7 12 6 8

7

Spravné, pres x 0 1 0 0
Spravné, bez popisu 6 1 3 3
Chybné 4 0 4 5

Tabulka 9. Rtizné strategie reSeni, Uloha 3

NejcastéjSim postupem byl postup od konce, ktery lze zde vnimat jako nejvice
sofistikovany. Nejvice ho pouzivali nadani Zaci 5. ro¢niku.

/T s y o ) 5> "
) >>“./ ‘/‘.\A/-‘A T @

Obrazek 2. Zak postupuje od konce.

Casto se také objevovalo uvedeni vysledku bez postupu a Fe$eni pomoci tivahy. V tomto
piipadé vsak neni prikazné, jak zZak vlastné postupoval. Mohlo to byt metodou pokusu
aomylu, kdy za neznamé cislo postupné dosazoval, ivahou uvedenou vyse, ale také
postupem od konce, ktery v§ak nebyl zapsan. Jednotlivé mozZnosti se podstatné lisi svoji
sofistikovanosti.
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Na obrazku 3 vidime reSeni ivahou a lze si vSimnout, Ze zapis neobsahuje zavorky,
ale Zakyné postupuje tak, jako by tam byly. Nezvladnuta gramatika zapisu je vSak zcela
pochopitelna, nebot 1. stuperti ZS se nevénuje pirednosti nasobeni pied s¢itanim a zapistim
se zavorkami.

@1:3;{:4{,
//

Obrazek 3. Zakyné vyuziva tvahu - dopliiuje prazdnou pozici.

Jeden nadany Zak 5. ro¢niku reSil ulohu algebraicky, pomoci x. Na obrazku 4 vidime,
Ze 7ak provedl vSechny operace v jednom kroku. Je otazkou, zda nemél pouze sStésti, kdyz
se dopracoval ke spravnému vysledku. Napiiklad neni ze zapisu priikazné, zda zvazoval
prednost jednotlivych operaci, protoZe zapis opét neobsahuje zavorky. Nicméné
schopnost zZaka 5.ro¢niku oznacit pismenem neznamou hodnotu, vytvorit a vyresit
rovnici naznacuje na 4. bod charakteristiky Rogerse a Novotné (2003) - feSitel pouziva
pismena k oznaceni hodnot, uplatiiuje algebraické operace.

b S T T O
(5 gy

Obrazek 4. Algebraické reSeni ilohy 3 nadanym zakem

Vuloze 3 byli vyrazné uspéSni matematicky nadani Zaci. AvSak velmi dobie si
v uloze vedli také nenadanti Zaci, kteri chodi do tridy s rozsifenou vyukou matematiky ve
Skole s daltonskym planem. Tito Zaci jsou zvykli na samostatné feSeni slovnich tloh, coz
podle mého nazoru vede k ispésnosti u typi tloh, které jsou Zaci zvykli resit.

Uloha patftila k velmi oblibenym, jak je patrné z nasledujici tabulky:

© S ®

Nadani 15 3 0
4. rocnik

Nadani 12 2 1
5. roc¢nik

Ostatni 14 2 2
4. roc¢nik

Ostatni 14 2 1
5. ro¢nik

Tabulka 10. Obliba, Uloha 3

Uloha 4: Roman fikd: ,Aby mi bylo sto let, musel bych Zit jesté devétkrdt tak dlouho, nez
jsem doposud Zil, a jesté 10 rokil.” Kolik je mu rokii?
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Uloha 4 je modifikaci tlohy 1. Matematicky model je zde formulovan do piibéhu.
Hejny (2003: s. 3) nazyva ,slovni tilohu dynamickou nebo pribéhem, prdvé kdyZ se odehravad
ve dvou nebo vice ¢asovych hladindch, poptipadé kdyZ pracuje s tekoucim ¢asem. Ulohu, ve
které cas nehraje diileZitou tllohu, nazyva statickou nebo situaci. Podle Hejného (2003)
reSeni dynamickych uloh je zapomenuti na casové hladiny, c¢ehoZz disledkem je
neuchopeni vztahi.

Soucasni Zaci maji dale problémy sporozuménim textu, a ackoli je uloha
formulovana kratce a srozumitelné, sniZilo pravdépodobné také slovni zadani tspéSnost
ulohy.

DalS$im ztéZujicim faktem pro tuto ulohu je pouZiti kondicionalu (nerealné
podminky), ktera je pro Zaky daného véku narocna. Kaslova et al. (2007) uvadi moznost
védomého pouzivani podminky od 5. ro¢niku ZS a rozliSuje podminky realné (kdyZ ano,
kdyZ ne) a nerealné (kdyby ano, kdyby ne). V tloze je pouzita podminka nerealna - sta let
se doZije velmi malo lidi.

Pocet zaki Procentualni aspésnost
Celkem | 4.ro¢nik | 5.ro¢nik | Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 32 17 15 53 47 60
Ostatni 20 14 6 55 71 17

Tabulka 11. Uspésnost, Uloha 4

vvvvvv

nenadani Zaci 4. ro¢niku. U slovnich uloh se setkavame s fenoménem, Ze mladsi Zaci (od
1. do 4. ro¢niku) maji velkou ochotu a schopnost resit ilohy zadané pribéhem, ale pokud
tato schopnost neni rozvijena, postupné se sniZuje.

Mezi nadanymi Zaky bylo 7 déti matematicky nadanych, z nichZ 5 déti reSilo ulohu
spravne.

Nejcastéji jsme se setkavali s chybnym feSenim, vychazejicim z nespravné avahy.
V pripadé reSeni od konce vidime, Ze je nepouZil Zadny nenadany zak.

Nadani Ostatni
4.rocnik | 5.roc¢nik | 4.ro¢nik | 5. ro¢nik
Usudkem 9-10+ 10 =3 3 6 0
100
Spravné, od konce 2 3 0 0
Spravné, bez postupu 3 3 4 1
Numericka chyba 0 0 0 1
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NereSeno 1 2 0
Chybné 8 4 4 4

Tabulka 12. Riizné strategie reSeni, Uloha 4

V pripadé spravnych reSeni byla nejcastéjsi, podobné jako u ulohy 1, tvaha
9-10 =90,90 + 10 = 100, ke které miize vést metoda pokus-omyl, ale také vhled ci
pocitaci techniky, dale zapsani vysledku bez postupu reSeni, a Freseni od konce

(100 — 10 = 90,90:9 = 10).

Obrazek 5. Zak zapisuje postupny vypocet. Miizeme sledovat, Ze pro zaka je
symbol ,=“ jen pokynem k pocitani, nechape jej jako ekvivalenci (10 - 9 na levé
strané neni rovno 100 na pravé strané).

7. Roman fikd: Aby mi bylo sto let, musel bych Zit jesté devétkrat tak dlouho,
nez jsem doposud Zil, a je§té 10 rokl. Kolik je mi roki?

7. Roman fika: Aby mi bylo sto let, musel bych Zit jesté devétkrat tak dlouho,
nez Jsem doposud Zil, a jesté 10 rokda. Kohk Je mi rokt?
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Obrazek 6. Matematicky nadany zak popisuje slovné strategii reSeni od konce.
VSimnéme si hrubky ve slové ,vydélime*.

Na nésledujicim obrazku je ukdzan postup vysoce nadaného Zaka, ktery rikal, Ze
z matematiky ma nejradéji priklady na ,krat a déleno”. I vtomto pripadé vidime, Ze
uplatiiuje nejdirive déleni a poté scitani, avSak ne spravné. Vysledek nezkontroloval
zkouSkou. V Zépise opét mﬁieme sledovat chépéni symbolu ,,=“ jakoito pokynu k pocitani,

nékteré Zaky nemusi byt snadné a snaZi se jej nahrazovat jinymi postupy.

7. Roman fika: Aby mi bylo sto let, musel bych zit jest¢ devétkrat tak dlouho,
nez jsem doposud Zil, a je§té 10 rokd. Kolik je mi rokl?

Obrazek 7. Vysoce nadany Zak bere Cisla ze zadani a provadi s nimi aritmetické
operace.
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Uloha byla u Zakd oblibens, jak ukazuje nasledujici tabulka. Podobné jako
v predchozi Uloze se jedna o ,pocitaci” ulohu, ve které lze uplatnit aritmetické operace,
a tyto dlohy maji Zaci radi.

© S ®

Nadani 11 5 1
4. roc¢nik

Nadani 10 3 1
5. ro¢nik

Ostatni 9 4 0
4. roc¢nik

Ostatni 2 4 1
5. ro¢nik

Tabulka 13. Obliba, Uloha 4

Uloha 5: Mamince a tatinkovi je dohromady 80 rokii. Tatinek je o 4 roky starsi nez
maminka. Kolik rokii je mamince a kolik tatinkovi?

Uloha vede na rovnici3 x + (x + 4) = 80, kde nezndma x je vék maminky. V zadani
je obsaZen operator porovnani, pficemZ nezndme vék ani jednoho z rodi¢i. Tim je tloha
pro Zaky 1. stupné netypicka a narocna.

Reseni ulohy aparatem rovnic by probéhlo ve dvou krocich. Uspé$nost ulohy je
uvedena v tabulce 14.

Pocet zakii Procentualni uspésnost
Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik | Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 37 21 16 89 81 100
Ostatni 42 21 21 43 43 43

Tabulka 14. Uspé$nost, Uloha 5

Mezi nadanymi zaky 4. i 5. ro¢niku bylo 8 Zzakli matematicky nadanych.
Zkontrolovala jsem 1i jejich vysledky a vSichni ulohu reSili spravné. U téchto zaki
prevazovalo vice sofistikované reSeni usudkem.

V této dloze mnoho Zakid neuvedlo postup FeSeni, a to zejména zakl 4. rocniku.

Neuvedeny postup mize mit v podstaté tii vysvétleni:

a) zakresil aritmeticky metodou pokus-omyl,

3 Lze také sestavit soustavu rovnic x +y = 80,y = x + 4, kde x zna¢i vék maminky a y vék tatinka.
Soustavy rovnic jsou probirany na 2. stupni ZS.
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b) Zak si vypocet zapisoval bokem a do pracovniho listu napsal jen vysledek,
c) zakvyresil ulohu zpaméti.

Mnoho nenadanych zaki (plati to zejména pro Zaky 5. ro¢niku) uvedlo nespravny
postup, kdy 80 vydélili dvéma a pak od 40 jednou odecetli 4 a podruhé pricetli 4. Dostali
pak vysledek 36 a 44, jak ukazuje nasledujici obrazek. Uvedeny postup miiZe souviset
s nezvladnutim aritmetického priiméru, kdy zak nechape, Ze pokud vytvoii aritmeticky
primér obou vékil (80: 2 = 40), je potreba také rozdil vékia vydélit dvéma.

Zaci neprovedli zkousku slovni tilohy, nebo provedli jen zkousku jedné z podminek,
36 + 44 = 80, nepoznali tedy, Ze vysledek neni spravny.

2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 roki. Tatinek je o 4 roky star$i nez maminka.

Kolik rokti je mamince a kolik tatinkovi? )
1.9 — L. 7 4 — 7/ 7
002 =40 +e=¢4 A

Obrazek 8. Zak 5. ro¢niku udélal chybu v ivaze.

V pripadé spravného reSeni se objevily dvé uivahy:
1) 80:2=40,40—-2=138,40+2 =42,
2) 80—4=176,76:2 =38,38+4 = 42.

v

ResSeni jsou ukdzana na nasledujicich obrazcich:

2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 rokti. Tatinek je o 4 roky star$i neZ maminka.

Kolik rokti je mamince a kolik tatinkovi? -
g - L LA L NG BU s L=l i x 4 . :

2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 roki. Tatinek je o 4 roky star$i neZ maminka.

Kolik rokt je mamince a kolik tatinkovi? d 9 —p / Z f .
9= 7 ‘-43*
° f N /:5:9 Sy

7
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Obrazek 9. Dva zpitisoby spravného reseni ulohy 5

Nékdy zaci zvolili zcela nespravnou uvahu. Jeden z pripadi je demonstrovan na
nasledujicim obrazku:
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2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 roku. Tatinek je o 4 roky star$i neZ maminka.
Kolik rokt je mamince a kolik tatinkovi?

Obrazek 10. Nespravné vyireSena uloha 5

Rlzné strategie reSeni jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Nadani Ostatni
4.rocnik | 5. ro¢nik | 4.ro¢nik | 5. ro¢nik

Uvahou 80: 2 = 40, 4 7 2 3

40 — 2,40 + 2

Uvahou (80 —4):2 = 2 4 1 4

38

Spravné, bez postupu 11 5 6 2
Chybné: 36 a 44 1 0 5 10
Chybné 1 0 7 2
NereSeno 2 0 0 0

Tabulka 15. Riizné strategie rreSeni, Uloha 5

Zda se, ze uloha pomérné dobie odliSuje nadané déti od ostatnich. Zatimco nékteri
nadani uvedli, Ze dloha pro né byla velmi jednoduchd, mnoho nenadanych déti se v zadani
ztracelo. V tabulce mizeme zejména vidét, Zze mnoho nenadanych déti udélalo chybu
v uvaze, kdy jim nedoslo, Ze kdyz déli dvéma soucet let (80: 2), musi také vydélit dvéma
rozdil let (4: 2).

Je Skoda, Ze mnoho zaki resilo tulohu zpaméti. Lze vsak ziejmé usuzovat, Ze pokud
je zak schopen ulohu resit mentalné, resi ji vhledem.

Uloha se zakiim libila, jak ukazuje nasledujici tabulka:

Svét nadani 2./V.
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Nadani 16 1 4
4. rocnik

Nadani 11 4 0
5. roc¢nik

Ostatni 20 1 0
4. roc¢nik

Ostatni 19 2 0
5. ro¢nik
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Tabulka 16. Obliba, Uloha 5

s vs

Uloha 6: Kapr vdzi 2 kilogramy a jesté piil kapra. Kolik kilogramii vdzi cely kapr?

Uvedena uloha se radi do problémovych dloh. Na zakladnich Skolach je zpravidla
zvykem zadavat zakiim standardni tlohy, pro néz se Zaci uc¢i postupy reseni. Vétsina zaka
totiz vyZaduje od ucitele uvést postup feSeni a ten potom uplatiiuje. Zaci jsou proto
nastaveni tak, Ze se snazi v uloze aplikovat zndmy algoritmus, a pokud ho nenajdou, tlohu
opusti bez feSeni nebo ji ,néjak” vyresi, bez ohledu na logiku. S timto fenoménem jsme se
setkali u vysledki dlohy 6. Nékolik zakl (a to i nadanych) napsalo, Ze je dloha nejasné
zadana. V zadani jim mohla vadit formulace ,kapr a pil kapra“, kdy nemame jistotu, zda
se jedna o polovinu téhoZ kapra. V tom pripadé vSak méli mozZnost se ucitele zeptat, jak je
zadani mysleno, coz se nestalo. Proto spisSe predpokladam, Ze zadani neporozuméli.

Celkové vysledky uspéSnosti jsou uvedeny v tabulce 17:

Pocet zaki Procentualni aspésnost
Celkem | 4.ro¢nik | 5.ro¢nik | Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 27 12 15 26 25 27
Ostatni 20 11 9 10 9 11

Tabulka 17. Uspésnost, Uloha 6
Nejcastéji se objevovala nespravna tivaha: cely kapr vazi 2 kg, polovina kapra tedy
vazi 1 kg a dohromady jsou to 3 kg. Postup je demonstrovan na nasledujicim obrazku.

Kapr vaZi 2 kilogramy a jesté€ pul kapra. Kolik kilogrami vazi cely kapr?

/ - ’ .’
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Obrazek 11. Zakyné resi tulohu nespravnou uvahou.
Casto se objevovaly i jiné chybné vysledKy, ale u nich t&Zko odhadovat, jak k nim Zaci
dospéli. KdyZ byl uveden napft. vysledek 68 kg, vypadalo to spiSe na recesi.

Nékolik 7zakl bylo schopno ke spravnému vysledku dospét uvahou, jak je
znazornéno na obrazku 12.
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Obrazek 12. Zakyné popisuje tvahu, kterou dospéla ke spravnému vysledKu.

Dva zaci se kvysledku dopracovali tak, Ze si znazornili rovnoramennou vahu.
Z nizkého poctu zaka vyuzivajicich obrazek vyplyva, ze zaci nejsou zvykli pouzivat ve
svych reSenich grafickd znazornéni, ktera by radé znich mohla pomoci se v uloze
orientovat.

Obrazek 13. Zakyné si pomohla znazornénim vah.

PouZité metody reSeni jsou uvedeny v tabulce 18.

Nadani Ostatni
4.rocnik | 5.ro¢nik | 4. ro¢nik | 5. ro¢nik

Spravné, uvahou 2 2 0 1
Spravné, vahy 0 1 1 0
Spravné, bez 0 1 0 0
postupu

Chybné: 3 kg 5 7 6 2
Chybné 3 4 3 5
NereSeno 1 0 1 1

Tabulka 18. Riizné strategie feseni, Uloha 6

Uloha pattila k méné oblibenym. Nepatii do kategorie ,pocitacich” tloh, jedna se
o ulohu logickou, opirajici se mimo jiné o schopnost tvorit predstavy. Tyto ulohy jsou ve
vyuce zastoupeny zridka. Nékterym zaktim vSak prisla zabavng, prestoZze ji neuméli fesit.
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Nadani 4. 9 1 1
roc¢nik

Nadani 5. 8 4 3
ro¢nik

Ostatni 4. 8 1 0
ro¢nik

Ostatni 5. 3 1 4
roc¢nik

Tabulka 19. Obliba, Uloha 6

Uspésnost feseni byla nizka jak pro zaky nenadané, tak pro zaky nadané a ani
matematicky nadani Zaci, kterych bylo 5, nebyli prili§ dspésni - pouze 2 z nich dokazali
ulohu spravné resit. Je zirejmé, Ze s podobnym typem problémové tlohy se Zaci ve Skolach
nesetkavaji. Uloha je velmi naro¢na na tvahu, navic se v ni vyskytuje &islo v roli veli¢iny
a operatoru, coZ je nezvyklé pro tlohy na 1. stupni ZS.

Ve druhém béhu byla zadana analogie ulohy 6:
Uloha 7: Cihla vdzi 1 kilogram a piil cihly. Kolik kilogramii vaZi cihla?

Z ulohy 6 se zdalo, Ze obrazek zakiim pomohl se v situaci zorientovat a snaze najit
spravné reSeni. Proto byl nyni u zadani doplnén dodatek, ktery Zaky pobizel, aby si situaci
zkusili znazornit.

Uloha je opét problémova a pro Z4Ky neni snadné se v zadani zorientovat. Mnoho
zakl se nechalo zmdast dvojim zaddnim hmotnosti cihly - jednou pomoci kilogrami
a podruhé pomoci ¢asti cihly. Uloha se jim pak jevila nesmysIné zadana. Po pfevedeni na

rovnici dostavame x = 1 + Sxa jedna se o rovnici s nezndmou na obou stranach.

! =1
X 2x—

x=2

Souhrnné vysledky jsou v tabulce 20:

Pocet zaki Procentualni aspésnost
Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik | Celkem | 4.roc¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 37 22 15 21 18 27
Ostatni 38 19 19 21 11 32
Tabulka 20. Uspésnost, Uloha 7
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Matematicky nadanych zaka bylo 8, z nich 3 resili ilohu spravné. Riizné strategie feseni,
které Zaci pouzivali, vidime vtabulce 21. Vysledky jsou velmi podobné vysledkiim
predchozi tlohy. Mirné se zvysil pocet Zaki, ktefi si situaci graficky znazornili a ilohu

v Vv

spravné resili.

Nadani Ostatni
4.rocnik | 5.ro¢nik | 4. roc¢nik | 5. ro¢nik

Spravné, ivahou 0 1 0 1
Spravné, obrazek 4 3 1 3
Spravné, bez 0 1 1 2
postupu

Chybné: 1,5 kg 12 4 7 8
Chybné 3 3 5 3
NereSeno 3 3 4 2

Tabulka 21. Riizné strategie reSeni, Uloha 7

Nejvice zakl se nechalo zmast zadanim a uvedlo vysledek 1,5 kg. U tloh 6 a 7 je
evidentni, Ze nékterym zakim déla problém role cisla v kombinaci operator-veli¢ina. To
je také jednim z diivoddi, pro¢ Zaci nedokaZou spravné zakreslit obrazek. Cislo 1 je ve

, v ] NPT O , . ] .
vyznamu veli€iny (zakreslim 1 kg), ¢islo > Je ve vyznamu operatoru (zakreslim polovinu
cihly). To mize byt pro zaky zcela nepochopitelné.

7. Cihla véazi 1 kilogram a pil cihly. Kolik kilogrami véazi cihla? Pokus se situaci znazornit

obrazkem. (W il

:2*;/5//9/ %

7. Cihla vazi 1 kilogram a pul cihly. Kolik kilogramt véazi cihla? Pokus se situaci znazornit

BWGIE PUL My

A000+500=1590 6="15%eg’

obrazkem.

VR4

Obrazek 14. Nékteri Zaci sice obrazek zakreslili, ale v FeSeni jim nepomohl.

Zakresleni obrazku, ktery znazoriiuje zadani, je dovednost, kterd se musi rozvijet.
To plati dvojnasobné u problémovych uloh. Pokud Zaci nejsou v hodinach matematiky
vedeni k tomu, aby si znazornovali matematické situace, maji s tim potom problémy.
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Presto se domnivam, Ze instrukce o nakresleni obrazku zvysila pocet zaka, kteii
obrazek zakreslili, a nékterym s reSenim skutecné pomohla.

Obrazek 15. Zakyné si znazornila situaci a spravné vyresila tlohu.
Zatimco u dlohy 6 byly lepsi vysledky nadanych Zakl oproti nenadanym, v tloze 7
byly lepsi vysledky zaki 5. ro¢niku oproti 4. ro¢niku. U matematicky nadanych zakt byly
vysledky opét slabé. Uloha patftila k nejméné oblibenym.

© S ®

Nadani 11 8 3
4. roc¢nik

Nadani 5 3 6
5. ro¢nik

Ostatni 4 5 5
4. roc¢nik

Ostatni 6 8 4
5. roc¢nik

Tabulka 22. Obliba, Uloha 7

Diskuse a zavéry

Z testovani vyplynulo nékolik zavéra, které dle mého nazoru pres maly pocet
testovanych zaka do znacné miry odpovidaji realité.

Naddni je potencidl pro projeveni nadpriimérnych vykonti

Z literatury je ziejmé, Ze pohledy na nadani se rtzni (napt. Havigerova, 2011).
Osobné vnimadm matematické nadani a nadani obecné jako potencial pro podavani
vybornych vykonii. Pokud tento potencial neni rozvijen, mize se nadany Zak pohybovat
hluboce pod vlastnim potencialem. Mize mit z matematiky jednicku, presto nemusi byt
jeho matematicky rozvoj dostatecny.

Vseobecné naddni nemusi byt predpokladem nadpriimérnych vysledkii v matematice

Pfi vyhodnocovani jsem se zamérovala na vysledky matematicky nadanych zaki. Ve
vétsSiné pripadi jsou jejich vysledky lepsi neZ u vSeobecné nadanych zaku. To odpovida
teoretickému pohledu, ktery matematické nadani vnima jako zcela specificky druh nadani
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(napt. Greens, 1981, Gardner, 2006). V realné vyuce se vSak od vSeobecné nadaného Zaka
ocekavaji vyborné vysledky ve vSech predmétech. Pokud ma takovy Zak v matematice
problémy, miiZe se citit frustrovan, protoZe nedosahuje takovych vykont, jak se od néj
ocekava.

Nékteré typy uloh neodlisi nadané v matematice a nenadané Zdky

Vidéli jsme, Ze u nékterych uloh byly vysledky nadanych a nenadanych zaku
srovnatelné, v nékterych dokonce nenadani Zaci dopadli 1épe.

Uloha 1 je jednokrokova rovnice s malymi ¢isly a byla trivialni pro zaky nadané i
nenadané. Naproti tomu velmi naro¢né byly i pro nadané zZaky tlohy 4, 6 a 7. U ulohy 4 se
jedna o pribéh s plynoucim ¢asem, tlohy 6 a 7 jsou problémové dlohy s kombinaci ¢isla
v roli veli¢iny a operatoru.

Nejvice odliSovaly nadané a nenadané Zaky uloha 3 a tloha 5. V obou pripadech se
jedna o matematicky model situace, ktery v sobé obsahuje vicekrokovou rovnici.

O postoji kteseni tiloh rozhodovala vice motivace nezli nadani. Zaci, ktefi se
dobrovolné ucastnili matematického krouzku, méli nejspiSe k matematice kladny vztah.
Nékteri z nich se na krouZek prihlasili proto, Ze se chtéli zlepSit v matematice. Na feSenich
bylo patrné, Ze i nenadani Zaci, ktefi méli radost z feSeni dloh, mohli dopadnout daleko
lépe nez demotivovani nadani Zaci. Motivace je tedy dal$im dulezitym predpokladem
rozvoje nadanti.

Ulohy s plynutim &asu jsou pro Zdky ndrocné

Jak upozorniuje Hejny (2003), tlohy s nékolika ¢asovymi hladinami jsou pro zaky
problematické. To se projevilo u zadani uloh 1 a 4, ve kterych se méla resit taZ rovnice,
avs$ak pribéh s plynoucim casem meél slabsi vysledky.

U uloh zadanych pribéhem se domnivam, Ze dale hraje roli celkova nizka ctenarska
gramotnost zaku a jejich mala schopnost prevést slovni tlohu do matematického zapisu.
Dovednost orientovat se v matematickém textu by méla byt rozvijena po celou dobu
Skolni dochazky.

Je vsak tieba zminit, Ze v tomto piipadé se jednalo o velmi jednoduchou rovnici. Jina
situace by zrejmé nastala, pokud by rovnice byla slozitd a nebylo by moZno ji reSit
metodou pokusu a omylu.

PouZivané strategie

U uloh vedoucich na jednokrokové rovnice s malymi cisly jsme se ve shodé
uloh s vice sofistikovanou metodou feseni od konce. V feSenich pomoci ivahy se mohou
skryvat jesté dalsi pristupy (napft. feseni pomoci rozkladl na soucin, aj.), které osobné
pokladam za jedno ze sofistikovanéjsich reSeni, avSak zak mohl pouZivat i nékteré méné
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sofistikované metody. Drtiva vétSina reSeni byla aritmetickd, pokud se v ojedinélych
pripadech objevilo algebraické reSeni pres x, nemohli jsme si byt jisti, zda zak skutecné
ovlada kroky postupnych tprav rovnice.

Zdci nezapisovali jen vysledky

Velmi potéSujicim faktem je to, Ze nadani i nenadani Zaci byli ve vétSiné pripada
schopni zapsat postup reSeni. Nékdy byl postup velmi chaoticky nebo nepiehledny, nékdy
byl prili$ stru¢ny, ale ¢asto byl postup dostatecny k pochopeni toho, jak Zak uvazoval. To
zcela nekoresponduje s vSeobecné uznavanym faktem, podle néhoz nadani Zaci neuvadéji
postupy. Nadani Zaci maji tendence k velké Gspornosti vyjadiovani a ve vyuce skutecné
mnohdy zapisuji pouze vysledek. Z naSich vysledkl se vsak jevi, Ze jestliZe jsou Zzaci
dostatecné ddrazné pozadani, aby postup zapisovali, jsou toho schopni. To je velmi
dllezité v matematickych soutézich, jako je Matematicka olympiada, kde pouhé zapsani
vysledku neni akceptovano jako spravna odpovéd.

Zaci vsak neprovadéli zkousku spravnosti svych vypotéti. Z toho déivodu mnohdy
neodhalili chybu, které se dopustili. Z vysledkl je patrné, Ze Zaci nejsou vedeni ke
kontrolovani svych postupt a vyuzivani metakognitivnich procesti.

Vyzkumna sonda ukazala fadu zajimavych fenoménd, avsak je tfeba poznamenat, ze
zplisob provedeni vyzkumu mél za nasledek nékterd omezeni. Pro pristé proto z této
zkuSenosti vyplyvaji doporuceni, jako napf. Ze po odevzdani testu by mél
ucitel/vyzkumnik provést rozhovor s zZaky, aby se zjistilo, pro¢ nékteré ulohy nevyresili,
jak uvaZovali u dloh, ke kterym napsali pouze vysledek, nebo u tiloh, u kterych neni zfejmy
postup. Dale by bylo vhodné zaznamenavat rychlost reseni, ktera mize byt vysoka, kdyz
se jedna o reSeni vhledem.
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Ve své praci se snazim hledat zplisoby, jak pracovat ve vyuce matematiky s zaky
podle jejich individualnich moZnosti. Pfi praci s nadanymi détmi jsem si uvédomila, jak
jsou jejich projevy specifické. Proto se v poslednich péti letech pokousim mapovat, jak se
nadani Zaci projevuji ve vyuce matematiky, zda s nimi ucitelé dokazou efektivné pracovat
a podporovat jejich potencial, zda je pravda, Ze nadanym zakim jde matematika l1épe nez
ostatnim a nepotrebuji v ni Zddnou pomoc.

Kontaktni udaje:

Katedra matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity v Brné, Porici 31,
603 00 Brno,

email: irena.budinova@seznam.cz

Svét nadani 2./V. Stranka 42



