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MAZ2: Resené piiklady—Funkce vice proménnych: D(f), graf, limita

o L o 20 — 2 — g2
1. Najdéte a nacrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = .

In(y)
2In(z)
Najdéte a nacrtnéte jeji hladiny konstantnosti pro hodnoty ¢ = 0, j:i, j:%, +1, £2.

2. Najdéte a nacrtnéte definiéni obor funkce f(z,y) =

3. Najdéte a nacrtnéte definiéni obor funkce f(z,y) =3 — /4 — 22 — y2.
Urcete tvar jejiho grafu a nacrtnéte jej.
2

T x4y
4. Spocitejte limity funkce f(z,y) = 2107 v bodech (1,2) a (0,0).
23 4P
5. Spocitejte limity funkce f(z,y) = ———5 v bodech (1,1), (1,-1) a (0,0).
o=y

Reseni:

1. Podminky pro existenci jsou 2z — 22 — 42 > 0ax —y # 0.

Prvni podminka iik4 22 — 22 + y? < 0. Jaky objekt popisuje?

Zkusenost nam fika, ze podminku lze prepsat na standardni rovnici kruznice pomoci doplnéni na
¢tverec. Vypada to takto: 22 —2-1-2+ 12 +3y2 <1, tedy (z —1)2 + 4% < 1, coZ popisuje kruznici
o poloméru 1 se stfedem (1,0) véetné obvodu.

Podminka y — x # 0 znamend, ze vynechavame pfimku y = x. Definicnim oborem je tedy kruh
bez prislusného tseku oné primky.

D(f) ={(z.y) e R* (x—1)"+y* <lay#a}

y

2. Zde jsou t¥i podminky existence: y > 0, z > 0 a In(z) # 0. Posledni podminka dava x # 1.
Dostavame tedy defini¢ni obor
D(f) ={(z,y) € R* z,y >0axz#1}.
Toto je prvni kvadrant (bez hranice) s odstranénou pfimkou x = 1 (viz obréazek nize).
Hladiny konstantnosti: Zkusime to nejprve obecné: f(z,y) = ¢ znamena

In(y) _
21In(x)
Dostavame tedy

. 1
c: —2 -1 | -1 ] -

2c

— In(y) =2cln(z) =In(2**) = y==x

0

e
=
N[

hladina: y:a:%l yzx% yzi y:\% y=1lly=+vz|ly=z|y=2%|y==x

Obrazek defini¢cniho oboru a hladin konstantnosti tedy vypada takto:
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3. Podminka existence je 4 — 22 — %2 > 0. To znamend 22 + y? < 4, definiénim oborem je tedy
kruh se stredem v pocatku a polomérem 2:
D(f) = {(z,y) € R* 2* +y* < 4}.

Graf f je néjaky povrch dany rovnici z = f(x,y). Kdyz dosadime, dostaneme z = 3—4/4 — 22 — y?
neboli 22 + y? + (2 — 3)? = 22. Tato rovnice popisuje sféru s polomérem 2 a stiedem (0, 0, 3).
Kazda funkce ma ale jen jednu hodnotu v kazdém bodé defini¢niho oboru, coz znamena, zZe musime
rozhodnout, zda bereme vrchni ¢i spodni polovinu sféry. Protoze hodnoty nasi funkce dostavame
odecitanim néceho kladného od 3, zajima nas ¢ast sféry lezici pod 3, grafem je tedy dolni polosféra:

4. Vizdy zac¢iname definiénim oborem. Je dan podminkou 2%+ 2y? # 0, coz znamena (z, ) # (0,0).
Mame proto
D(f) = R* - {(0,0)}.
a) Limita v bodé (1,2).
Tento bod lezi v defini¢nim oboru, tudiz staci dosadit.
. 2y 2
lim <ﬁ> = —.
(z,y)—(1,2) \ 2% + 2y 9
b) Limita v bodé (0,0). Tento bod nelezi v D(f), ale lezi na jeho hranici, limita ma smysl. Po
dosazeni dostavame
() L
(z,y)—(0,0) \x? + 212
Neurcity vyraz a zadny I’Hospital pro funkce vice proménnych.
Tradi¢ni pfistup vola po zjednoduSeni situace, zkusime se k bodu (0,0) blizit po jednoduchych
kiivkach. Nejjednodussi je jit po primkach rovnobéznych s osami. Nejprve tedy rovnobézné s osou
y, coz udélame tak, Ze pevné zafixujeme hodnotu x = 0, body typu (0,y) pak nechdme blizit k

(0,0), tedy vlastné délame y — 0.
%y 0
I <—) = li <—> — 1im (0) = 0.
(o) (0.0) \ &2 + 2y Zo\y2 b0
=0
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Neurcity vyraz nevznikl, protoze se nejprve dosazuje x = 0, pak se to upravi algebrou a teprve pak
se déla limita y — 0.
Ted rovnobézné s osou x, tedy zvolime y = 0.

. 2%y .

0.0 <:c2 + 23/2) =m0 =0

y=0
Vyslo to stejné, ale to se stava i u limit, které ve skutecnosti neexistuji, sméry podél os byvaji ¢asto
vyjimeéné dobré. Zkusime proto jit do (0,0) po pfimkach obecnych, se smérnici k, to je takovy
tradi¢ni pristup. Pokud se body (x,y) blizi k (0,0) po pfimce se smérnici k, pak splituji rovnici
y = kx. Po dosazeni dostavame

lim (ﬂ) — lim <k—$3> _ lim< kx ) —0
(z,9)—(0,0) \&? + 232 z—0\x2 4+ 2k2x2 20\ 1 + 2k2
y=kzx

Méame ted podezieni, Ze by limita mohla byt 0, ale bohuzel toto jako diikaz nestaci, protoze k
pocatku je mozné se blizit i jinymi cestami. Popularni jsou tieba paraboly y = kz?, ale i po nich
se dostavame s limitou do nuly (zkuste).

Je zfejmé, ze neni mozné vyzkouset takto postupné vSechny mozné cesty k pocatku, tudiz je tieba
jiny nadpad. Danou funkci nelze dost dobte prepsat v jiny vyraz, ¢imz pada dalsi popularni trik. Zo
zbyva? Zkusme se podivat, co se vlastné v limité déje. Ptame se, co se stane, kdyz (x,y) — (0,0).
To podle definice znamena, Ze ||(z,y)|| — 0. Jeden z moznych pfistupi je porovnat ¢asti zlomku s
normou bodu.

Ve jmenovateli to je jasné: 22452 < 22 +2y? < 2224292, tedy ||(z, %)% < 22 +24% < V2| (2, %)%
Jak je tomu v citateli? Dolni odhad normou dost rozumné nejde, i pro body s relativné velkou
normou miize byt vyraz x?y velice maly (sta¢i dat tfeba z = 0). Naopak to ale jde, je-li norma
malda, musi byt i vyraz maly:

|22y = 22y < (2% + ¥*) V2 < (@2 + ) Va2 +y2 = | (z,y)|P.

Mizeme tedy odhadovat

22 + 221 2% +2y? 7 |[(z,y)[ ’
Pokud tedy posleme ||(z,y)| — 0, pak podle véty o srovnani musi mfjng — 0. Zavér:

2

lim (—y> —0
(z,y)—(0,0) \x2 + 292

5. Defini¢ni obor je dan podminkou z2 — y? # 0, mame

D(f) ={(z,y) € R* |z # |y[}.
Z roviny tedy vyjimame diagonalni primky.
a) Limita v bodé (1,1). Tento bod nelezi v D(f), ale lezi na jeho hranici, limita ma smysl. Po
dosazeni dostavame

3 3 2
lim <x2 + y2) o diverguje.

(zy)—1,1)\T* — Y
Je mozné, aby limita divergovala, ale porad existovala, tedy aby byla co ¢i —oo? To zalezi na
znaménku té 0 ve jmenovateli. Zde je ale jasné, ze kdyz se bod (x,y) blizi v roviné k bodu (1,1),
tak to lze dé€lat tak, aby bylo x > y > 1, pak mame ve zlomku 0i+ = 00, je ale také snadné jit k

bodu (1,1) tak, aby bylo 1 < = < y, pak mame ve zlomku Oi, = —00. Zavér:

lim
(w,y)—(1,1)

b) Limita v bodé (1,—1). Tento bod nelezi v D(f), ale lezi na jeho hranici, limita ma smysl. Po

<x3+y3

o y2> neexistuje.

3
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dosazeni dostavame
3 3 0
x =
()= (1, - \x* — Y
Neur¢ity vyraz, zkusime proto tradiéni pfistup a budeme se k bodu (1,—1) blizit po pfimkach,
nejprve rovnobéznych s osami. Zacneme s x =1 a y — —1.

i 2 +yP\ ’ 1+y%\ 3 i 3y i (YY) _3
m  Grme) = e () o Jim (5) = i, (55) = 5
(z,9)—(1,—1) \x?% — y y——1\1—y I'H y——1\—2y y——1\—2 2
r=1
Ted rovnobézné s osou z, tedy zvolime y = —1.
. z3 4 3 ) -1\ ¢ 322 . 3x 3
i (50) < (570) () - (%) -
(z,y)—(1,—-1) \T Y r—1\x 1/ rH z—1\ 2g z—1\ 2 2
y=-—1

Vyslo to stejné, ale uz vime, Ze to nemusi nic znamenat. Zkusime proto jit do (1, —1) po pfimkach
obecnych, se smérnici k. Vsimnéte si, Ze se muzeme s body (x,y) blizit jen skrz defini¢ni obor,
proto nelze pouzit pfimku se smérnici k = —1. Pokud se body (x,y) blizi k (1,—1) po pfimce N
se smérnici k, pak spliiuji rovnici y — (—1) = k(z — 1). Uvazujme tedy situaci, kdy x — 1 a bereme
body (x,y) = (z,kx — k — 1) pro k # —1. Po dosazeni dostavame

. 2o\ (ke — (k1))

lim < > = hm( )

(wy)—(1,—1) \z? — y? 22 — (kx — (k +1))2
(xvy)eNk

r—1

lim (a:?’ + k323 — 3k%22%(k + 1) + 3ka(k +1)2 — (k + 1)3>
2ol 2?2 — k222 — (k+1)2 + 2kx(k + 1)
1+ K -BR*(A+ 1) +3k(k+1)* - (k+1)° §
B 1—k%2—(k+1)2+2k(k+1) o
Tak nic, zamyslime se, jestli by to neslo jinak. Nepomohla by algebra? Citatel i jmenovatel piece
umime rozlozit.
3 3 2 _ 2
(D)L gy (@ my
(@y)—1,-)\z? —y (@y)—(1,-1) (z+y)(z—y) (@y—-1-D\  T—yY
Takze tato limita konverguje.

xQ—:I:eryQ) 3
=2

c¢) Limita v bodé (0,0). Tento bod nelezi v D(f), ale lezi na jeho hranici, limita ma smysl. Po
dosazeni dostavame

3 3 0
lim (m ty ) =7
(@y)— (0,0 \z? — y?
Zase neurcity vyraz. Pomuze zkraceni jako vyse?
, z® 4y : z? —ay+y°\ §
Y Cata i B (R
(z,y)—(0,0) \T* — Y (z,y)—(0,0) r—Y
Takze nic. Zkusime tradi¢ni pfistup, k pocatku (0,0) se budeme blizit po pfimkach. Pokud se
body (x,y) blizi k (0,0) po pfimce se smérnici k, pak spliuji rovnici y = kx. VSimnéte si, ze
se mizeme s body (z,y) blizit jen skrz defini¢ni obor, proto nelze pouzit pfimky se smérnicemi
k = +1. Po dosazeni dostavame
. 3 +y3 .2+ (kx)? . P (1+ k%) . 1+ k3
lim <—> = lim (—) = lim (—) = lim (m—) =0.
(z,y)—(0,0) 2 — y2 r—0\ g2 — (kl‘)z x—0 1'2(1 — k52) -0\ 1— k2
Méme podezteni, ze by limita mohla byt 0, ale bohuzel toto jako diikaz nestaci, protoze k pocatku
je mozné se blizit i jinymi cestami. Populdrni jsou tfeba paraboly y = kx?, ale i po nich se
dostavame do nuly (zkuste).
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Slo by si limitu piepsat jesté jinak?

. z3 +y3 . 22— xy + 92 . (x —y)% + 2y
e IR W (Gt 2
(z,y)—=(0,0) \x* — Y (z,y)—(0,0) r—y (z,y)—(0,0) r—=y
= lim (:c —y+ i ) = lim (z—y)+ lim ( Y )
(z,9)—(0,0) r—Yy (z,y)—(0,0) (z,9)—=(0,0) \T — Y

=0+ dm ()= fm (- )i?
(z,y)—(0,00\T — Y (z,y)—=(0,0) \T — Y

Zatim mame podezfeni, Ze by limita mohla byt nula. Opravdu plati, Ze kdyz se body (z,y) blizi
k pocatku, tak se vyraz ry zmensuje rychleji nez vyraz x — y? Vlastné ani ne. Na to je ale tfeba
trochu pouzit piistup z definice. Reknéme, Ze se omezime na body z néjakého d-okoli pocéatku, tedy
II(x,y)|| < d. Pak soufadnice z,y mohou byt relativné velké, napiiklad pro body blizko diagonale je
x,y blizké \%5 , pak i jejich soucin je relativné velky, jmenovité okolo %52, zatimco pro rozdil z —y
zadné omezeni nemame, muzeme jej udélat libovolné maly (a cely zlomek pak libovolné velky) tim,
ze bereme body velice blizké diagonéle, nedokézeme tomu zabranit zddnou podminkou typu ,af
je bod blizko pocatku“. Vypada to tedy, ze i kdyz se omezime na malé okoli pocatku, tak stejné
dokazeme zlomek nechat ,,vybouchnout “.

Takze moznd limita neexistuje. Abychom to vidéli, je tfeba vymyslet drahu, ktera by se cestou
k pocatku vyrazné priblizovala k diagonale, pokud mozno rychleji, nez se blizime k pocatku. Po
experimentovani je mozné piijit napiiklad s kiivkou y = z + kx?, tedy y — x se k nule blizi vyrazné
rychleji, nez x a y samotné. Zkusime to.

. 3 4+ 93 . 3+ (z + kx?)3 . 23 + a3 + 3ka* + 3k22° + k326
lim (—) = hm< > = 11m< )
(2,9)—(0,0) \ 22 — 12 z—0\x? — (z + ka?)? z—0 22 — 22 — 2kx3 — k224
y=z+kx2
. <2x3 + 3kx?* + 3k225 + k3x6> ’ (2 + 3kx + 3k222 + k3a:3> 1
= 111m = lim = ——,
x—0 —2k.733 — k233'4 x—0 —2k — k2$ k

x3_|_y3
Vysledek zavisi na k, tudiz limita  lim (572
(e)—(00)\ 72 — y

Mimochodem, zajimavéa volba je kiivka y = = + 23, kdy se y — = k nule blizi jesté rychleji. Pak

) nemuze existovat.

) x3 4+ 93 . (234 (o4 23)3 o33+ 32 + 327 +2°
lim ( > = hm( > = hm( )
(2,y)—(0,0) \ 22 — 12 z—0\z2 — (z + x3)>2 z—0 22 — 12 — 2% — 26
y=x+x3
. /223 + 325 + 327 + 2f . /2434323 +a®\ 2 L
= lim = lim — neexistuje.
z—0 —2z4 — 26 z—0 —2z — a3



