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Uvod

Rozhodovani za neurcitosti:
@ rozhodovani: volime jednu z alespon dvou moznosti
@ neurcitost: nelze presné ur€it dusledky rozhodnuti
@ rozhodovani sleduje zadané cile
@ snaha minimalizovat neurcitost
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Rozhodovani za neurcitosti:
@ rozhodovani: volime jednu z alespon dvou moznosti
@ neurcitost: nelze presné ur€it dusledky rozhodnuti
@ rozhodovani sleduje zadané cile
@ snaha minimalizovat neurcitost

Reprezentace neurcitosti:
@ pravdépodobnost
@ fuzzy modely
@ nepresné pravdépodobnosti
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Bayesovské teorie
@ normativni teorie rozhodovani za neurcitosti
@ axiomatické zaklady
@ racionalni v jasné definovaném smyslu



Uvod

Bayesovské teorie
@ normativni teorie rozhodovani za neurcitosti
@ axiomatické zaklady
@ racionalni v jasné definovaném smyslu

Z&kladni principy:
@ neznamé veliCiny povazovany za nahodné
@ neurcitost reprezentovana pomoci pravdépodobnosti
@ cile popsany ztratovou funkci
@ minimalizace stfedni hodnoty ztratové funkce



Vychozi my$lenka: NEZNAME = NAHODNE

DA



Uvod

Vychozi myslenka: NEZNAME = NAHODNE

Pocatky:
@ Thomas Bayes
@ Pierre-Simon Laplace
@ konec 18. stoleti



Uvod

Vychozi myslenka: NEZNAME = NAHODNE

Pocatky:
@ Thomas Bayes
@ Pierre-Simon Laplace
@ konec 18. stoleti

Priklad: hod minci
@ deterministicky proces

@ nezname poc. podminky, parametry, neumime dost pfesné
pocitat

@ dokonaly ndhodny pokus

@ nahoda v bézném smyslu je dlisledek nedostatku znalosti,
schopnosti



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

Bayesovska statistika se opira o nékolik zakladnich vztah( z
teorie pravdépodobnosti.

Néhodné jevy A, B, C; P(A) > 0,P(B) > 0,P(C) > 0.
@ Podminéna pravdépodobnost:

P(AN B)

PAIB) = “5i)

Odtud plyne
P(An B) = P(A|B)P(B).
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Bayesovska statistika se opira o nékolik zakladnich vztah( z
teorie pravdépodobnosti.

Néhodné jevy A, B, C; P(A) > 0,P(B) > 0,P(C) > 0.
@ Podminéna pravdépodobnost:

P(AN B)

PAIB) = “5i)

Odtud plyne
P(An B) = P(A|B)P(B).

@ Retézové pravidlo:

P(AN BN C) = P(ABN C)P(B|C)P(C)



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

@ Nezavislost: A a B jsou nezavislé, pravé kdyz
P(AN B) = P(A)(B).
Odtud pro nezavislé jevy plyne

P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B).



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

@ Nezavislost: A a B jsou nezavislé, pravé kdyz
P(AN B) = P(A)(B).
Odtud pro nezavislé jevy plyne

P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B).

@ Podminéna nezavislost: A a B jsou podminéné nezavislé
za podminky, ze nastal jev C, prave kdyz plati

P(AN B|C) = P(AIC)P(B|C).
Odtud pro podminéné nezavislé jevy plyne

_ P(ANBNC) _ P(AIC)P(BIC)P(C)
PIAIBNC) = —pErey — — piicpic)  — (AIC):




Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

By, B, ..., By - Uplny systém vzajemné disjunktnich nahodnych
jevu. Pak plati:
@ Véta o Uplné pravdépodobnosti:

P(A) = an P(AIB)P(B)=> P(ANB,).
i=1



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

By, B, ..., By - Uplny systém vzajemné disjunktnich nahodnych
jevu. Pak plati:
@ Véta o Uplné pravdépodobnosti:

P(A) = an P(AIB)P(B)=> P(ANB,).
i=1

@ Bayesova veéta:

AB)P(B))  P(AIB)P(B)
P(A) YL PAB)P(B)

PIA) =



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

X, Y,Z - nahodné veliCiny se sdruzenou hustotou
pravdépodobnosti fx y z(x, y, 2), fx y.z(x,y,z) >0

@ Marginalizace:

fx(X)Z/fx,Y(X,}’)dY-



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

X, Y,Z - nahodné veliCiny se sdruzenou hustotou
pravdépodobnosti fx y z(x, y, 2), fx y.z(x,y,z) >0

@ Marginalizace:

fx(X)Z/fx,Y(X,}’)dY-

@ Podminéna hustota pravdépodobnosti nahodné veliciny X
za podminky Y = y:

f
fxy(x|y) =
Odtud plyne

fx.y(X,¥) = v (x|y)fy(y).



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

@ Retézové pravidlo:

fx,v.z(X,y,2) = fxy z(X|y, 2)fy|z(y|2)fz(2)



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

@ Retézové pravidlo:

fx,v.z(X,y,2) = fxy z(X|y, 2)fy|z(y|2)fz(2)

@ Nezavislost: Nahodné veli€iny X a Y jsou nezavislé, prave
kdyz
fx v (x,y) = fx(xX)fy (y).

Odtud pro nezavislé veliCiny plyne

iy (x1y) = fx(x).



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

@ Nahodné veliiny X a Y jsou podminéné nezavislé za
podminky Z = z, pravé kdyz plati

fx v\1z(X, ¥|2) = fx1z(x|2)fy z(y|2).
Odtud pro podminéné nezavislé veliiny plyne

fxiv,z(X]y, z) = fxz(x|2).



Zakladni pojmy a vztahy z teorie pravdépodobnosti

@ Nahodné veliiny X a Y jsou podminéné nezavislé za
podminky Z = z, pravé kdyz plati

fx v\1z(X, ¥|2) = fx1z(x|2)fy z(y|2).
Odtud pro podminéné nezavislé veliiny plyne

fxiv,z(X]y, z) = fxz(x|2).

@ Bayesuv vzorec:

frx (VX)) Fyx(y1X)fx(x)
(y) [ x(Ix)f(x)dx’

fxiv(Xly) =



Bayesovska rozhodovaci uloha

Model, apriorni hustota, aposteriorni hustota

Neznamé veliCiny v Uloze jsou povazovany za nahodné.
@ Systém popsany nahodnymi veliCinami x, 6
@ x ...pozorovatelna veliCina, data
e 0 ...neznamy parametr
@ Pravdépodobnostni model f(x|0)

@ zavislost x na nezndmém parametru 6
@ podminéna hustota pravdépodobnosti

@ Apriorni hustota pravdépodobnosti f(6)
e informace o parametru 6 dostupné predem

@ Aposteriorni hustota pravdépodobnosti f(6|x)

f(x|0)(6)  F(x|0)F(0)

O = =705~ = Trixi)i0)do

e celkova informace o ¢ (apriorni + inf. z dat)



Poznamky

Model, parametr

@ Model:
@ nejen bézné statistické modely
e obecné slozity, napf. hierarchicky
o Casto vyuziva podminénych nezavislosti
@ VeliCiny x, 0:
e obecné vektorove
o slozky zavislé
o velikd dimenze
@ Parametr  muze mit jakykoliv vyznam:
e parametr statistického modelu
e nepozorované fyzikalni veliCiny
o ...



Poznamky

Apriorni hustota

@ explicitné vyjadrena apriorni informace
@ charakteristicky prvek bayesovskych metod

@ zdroj apriorni informace:
o teoretické modely, napt. fyzikalni
e expertni zkuSenost
e podobné ulohy
e omezeni
@ technicky obtizné, neni-li vhodna informace k dispozici
e neinformativni apriorni hustoty

@ Nemame-li apriorni informaci, nemam problém!



Poznamky

Aposteriorni hustota

@ vyjadfuje celkovou informaci o parametru
@ zjednodus$eny zapis

£(0]x) o< F(x|0)F(0),

o znaci umeérnost az na normlizacni ¢len
@ normalizaéni ¢len uréen podminkou [ f(6|x)df = 1
@ Bayeslv vzorec predstavuje mechanizmus uceni.



Poznamky

Aposteriorni hustota

Predpokladejme:
@ X =(X1,...,Xt)
@ Xi,...,X; nezavisla pozorovani

@ index (1) ...Cas
aposteriorni hustota v Case 7:

f(x- \ (O)X1, .y Xr1)

PO X0) = o 0) Ot s Xe 1)

Aposteriorni hustota z pfedchoziho ¢asu (7 — 1) slouzi v ase 7
jako apriorni. Uceni probiha sekvencné.



Bayesovska rozhodovaci uloha

Ztratova funkce

Cile rozhodovani popséany ztratovou funkci.
@ mnozina moznych rozhodnuti: A
@ mnozina hodnot parametru: ©
Ztratova funkce je libovolna funkce

L:Ax© — R'.

Rozhodnuti pfifazuje hodnotu ve smyslu ztraty, kterou toto
rozhodnuti zpUsobi v zavislosti na hodnoté parametru 6.

Priklad: kvadraticka ztratova funkce

L(a,0) = (a—0)>



Bayesovska rozhodovaci uloha

Optimalni rozhodnuti

Za optimalni rozhodnuti a°f! pak povazujeme rozhodnuti, které
minimalizuje stfedni hodnotu ztratové funkce vzhledem k
aposteriornimu rozdéleni, {j.

a%®t ¢ Argmin/L(a, 0)f(0|x)d6. (1)
acA



Bayesovska rozhodovaci uloha
Shrnuti

@ Pro dany problém specifikujeme
o statisticky model: f(x|6),
e apriorni hustotu pravdépodobnosti: f(9),
@ mnozinu rozhodnuti: A,
e ztratovou funkci: L : A x © — RT.

@ Optimalni rozhodnuti a%! ¢ A hledame tak, aby spliiovalo
podminku

a’®' ¢ Argmin/L(a,H)f(9|X)d9,
acA

kde
f(x16)f(0)

= Trdoodr



Bayesovska rozhodovaci uloha

@ uvedend formulace pro statické ulohy

vvvvvv

@ vyhody bayesovského pfistupu:
e jednoducha formulace i pro slozité tlohy
e explicitné reprezentovana apriorni informace
@ nevyhody bayesovského pfistupu: vSechny dil¢i kroky
mohou byt technicky obtizné

e tvar aposteriorni hustoty
e dimenze Ulohy
e optimalizace rozhodovaci strategie

@ Casto vyuzivana numericka a suboptimalni reSeni



