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Uvod

Polynomy jsou jednim ze zakladnich kament matematiky a diky svému Sirokému
uplatnéni se snimi setkavaji lidé skoro kazdodenné. Kdyz pomineme zékladni
polynomické rovnice, které fesi snad kazdy z nds v riznych situacich (tfeba kdyz si
chceme spocitat cenu svého ndkupu), tak bez polynomt by se neobesli napiiklad stavebni
inzenyii pii konstrukci budov, cest ¢i tieba horskych drah. Dulezité uplatnéni vSak nalezly
i pfi modelovani riznych situaci, napiiklad pro odhad ekonomického ristu nebo pro
simulaci dopravy. Polynomy jako ucebni latka je pfedmétem zakd jiz na zakladnich
Skolach (pfi vypocétech jednoduchych polynomickych rovnic), ale v celé §ifi jsou zajmem
hlavné¢ studentt technicky zamétenych vysokych Skol.

Jelikoz je velké procento zaki, ktefi se s polynomy a konkrétné také s feSenim
polynomickych rovnic setkaji, vznikla tato bakalarské prace, jejimz cilem bylo
prozkoumat oblast polynomt, shrnout zakladni pojmy a vybrat nékolik metod pro
vypodet polynomickych rovnic, tyto metody popsat, naimplementovat! a porovnat jejich
rychlost a u¢innost.

Vse bylo realizovano ve tfech kapitolach, které nesou nazvy podle svého obsahu.
V prvni kapitole ,,Polynomy* jsou shrnuty zakladni definice a pojmy z oblasti polynomd,
mnohdy doplnéné o vzorové piiklady. Ctenai zde tedy miize najit napiiklad, co je to
stupen polynomu, derivace polynomu ¢i vysvétlené metody jako je Hornerovo schéma.

Druhé kapitola se vénuje vybranym numerickym metodam, které jsou zde
vysvétleny, popsany a jejich fungovani ukédzano na vzorovém piikladé.

Posledni kapitola vysvétluje fungovani programi vytvofenych pro vypocet
jednotlivych numerickych metod a také skrze sérii nékolika piikladti porovnava
a vyhodnocuje t¢innost téchto metod.

Bakalatfska prace byla tedy pojata tak, aby pomohla studentim matematiky (¢i

jinych obori) ve studiu polynomil a usnadnila jim praci pti feSeni polynomickych rovnic.

! naprogramovat



1. POLYNOMY

Pro pocitani s polynomickymi rovnicemi je nutno nejdiive definovat zakladni pojmy
Z oblasti polynomu, které jsou uvedeny V nasledujicich podkapitolach. Text je rovnéz
obohacen ukazkovymi piiklady, které slouzi k lepsi ilustraci latky. Material k napsani této
kapitoly je cerpan z knih: (Horak, 1977), (Rosicky, 2000), (Budinova, 2013), ¢astecné

také z prednasek predmétu Algebra 3 ¢i vyukovych internetovych zdroji.

1.1 Zakladni pojmy

Na polynomy miiZzeme nahliZzet dvojim zplsobem. Miizeme je brat jako funkce jedné

proménné x nebo je definovat jako posloupnost.

Definice 1: Polynomem stupné n rozumime funkci tvaru

P,(x) = apx™ + a,_1x" 1+ -+ ax + ag, kde ag,a,, ... a, €R,a, # 0.

Prvky ag, ai, ... a, se nazyvaji koeficienty polynomu. Clen a,, nazyvame fidicim
koeficientem polynomu a koeficient a, absolutnim ¢lenem? polynomu. Polynom, jehoz
vSechny ¢leny jsou rovny nule, nazyvame nulovym polynomem a znacime jej
0 = (0,0, ...,0). Polynomu, jehoz absolutni ¢len je roven jedné a ostatni rovny nule,

fikdme jednotkovy polynom a znac¢ime jej j = (1,0, ...,0).

Poznamka: Nabizi se také varianta definovat polynomy pomoci posloupnosti jejich
koeficientt. Naptiklad polynom f(x) = 3x* —2x%2+ 15 je mozné ztotonit
s posloupnosti (15, 0, 2, 0, 3) nebo polynom g(x) = 2x3 + x? — 2x + 1 s posloupnosti
(1,—2,1,2). Misto konecnych posloupnosti riznych délek vSak muizeme uvaZovat
nekonecné posloupnosti o kone¢ném poctu nenulovych ¢leni. Mnozinu takovych to
posloupnosti, které jsou prvky t&lesa® T ozna¢ime T[x] a tuto mnoZzinu, pak budeme

nazyvat mnozinou polynomu nad télesem T.

Na zékladni definici polynomu jiZ miZeme stavét dalsi duleZité pojmy, jednim

z nich je stupen polynomu.

2 Clen, jenz je pouhym koeficientem, neobsahuje z4dné proménné.
3Ciselnym télesem rozumime uspofadanou trojici (T, +,"), kde T je podmnoZina mnoZiny komplexnich
Cisel C takova, ze 0 € T, 1 € T a plati:
1. Vx,y€T:x+y €T Ax-y €T (je uzaviena vzhledem k operacim s¢itani a nasobeni)
2. Vx €T:(—1)-x €T (je uzaviena pro opacné prvky)
VxeT:x+0= i € T (je uzavieny na pfevracené hodnoty nenulovych prvki)
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Definice 2: Necht f je nenulovy polynom nad télesem T. Pak nejvétsi nenulové ptirozené
¢islo n v exponentu promeénné X S€ nazyva stupenl polynomu, znac¢ime st(f), kdyz

f=apx™+ an_x™ 1+ -+ ax + ag, a, # 0.

Polynomy, jez maji stupen mensi nez jedna (nulovy polynom a polynom stupné
nula), se obvykle nazyvaji konstantnimi polynomy. Polynomy stupné jedna nazveme
polynomy linearnimi, stupné dva kvadratickymi a stupn¢ tfi kubickymi. Vyssi stupné

polynomu jiz nemaji své specifické nazvy.

Piiklad 1: Urete stupné polynomd f; (x) = x3 + 3x2 — 2x, fo(x) = 12x a f3(x) = 0.
Reseni: Polynom f; = x3 + 3x2 — 2x je stupné 3, protoZe nejvyssi mocnina, ktera se
v polynomu vyskytuje je u x3, piseme tedy st(f;) = 3. Polynom f, = 12x ma nejvyssi
mocninu jedna, proto st(f,) = 1. U posledniho polynomu f; = 0, je nevy$si mocninou

nula, proto se jedna o nulovy polynom a piseme st(f3) = 0.

1.2 Operace na mnoZiné polynomii

Uz tedy vime, jak polynom vypada, dale pro n&j budeme definovat zakladni operace.

Zacneme s operacemi s¢itani a nasobeni.

Definice 3: Necht' f = (ag, a4, --.), g = (bg, by, ...) € T[x]. Pak:
Soucet f + g definujeme: f + g = (ag + by a; + by, ...),
Soucin fg dEfanjeme fg = (Co, C1) Cz,...), kde Co = aobo; 1 = albo +a0 bll

Cz = azbo + a1 bl + ao bz a.td

Priklad 2: Jsou dany polynomy f(x) = x3 + 2x — 4 a g(x) = 2x3 + 5, jaky je jejich
soucet a soucin?
Reseni:
frg=0@3+2x—4)+2x3+5)=x3+2x3+2x—4+5=3x3+2x+ 1
frg=03+2x—4)-(2x3+5) =

=x3-2x3+x3-5+ 2x-2x3+2x-5—-4-2x3—4-5=

=2x% 4+ 5x3 + 4x* + 10x — 8x3 — 20 =

=2x% + 4x* — 3x3 + 10x — 20

Z vyse uvedené definice je ziejmé, ze f + g a f - g bude taktéz polynom. Z tohoto

zjisténi plyne Véta 1.



Véta 1: (T[x], +,) je oborem integrity *pro kazdé téleso T.

Definice souctu a sou¢inu nam umoziiuji divat se na mnozinu polynomu jako na

vektorovy prostor.

Véta 2: Necht T, [x] je mnozinou vSech polynomi s takto definovanymi operacemi

s¢itani a nasoben, pak (T;,[x], +,-) tvofi vektorovy prostor dimenze n + 1.

Ze zékladnich operaci jesté chybi definovat déleni. NiZe je uvedena definice pro

déleni dvou polynomii.

Definice 4: Necht' f, g € T[x]. Rikame, Ze polynom g dé&li polynom f, piseme g|f,
jestlize existuje polynom h, takovy, ze:
f=gh

V opacném ptipadé fikame, ze polynom g nedéli polynom f a piSeme g 1 f.
Z této definice pak plynou nasledujici vlastnosti.

Véta 3: Necht' f, g € T[x], f # 0,g # 0. Pak plati:

1 fIf.
2) Pro vSechna u,v € T[x] a vSechna f;, f, € T[x] plati: jestlize g|f; A glfs, pak

také g|(fiu + fov).
3) Necht' h € T[x], pak plati: jestlize h|g A g|f, pak také h|f.

4) g|f =>stg<stf.
5 glf ANflg & existuje takovy nenulovy prvek ¢ € T, Ze plati g = cf.

Je vSak zfejmé, Ze déleni neni vzdy celociselné, je tedy potieba definovat déleni

polynomu se zbytkem.

4 Oborem integrity je takova struktura (T[x], +,*), pro kterou plati:
1) (T[x],+) je komutativni grupa, coZ znamena, ze:
- je uzavrena k operaci s¢itani: Vx,y € T[x] : x + y €T
- plati zde asociativni zdkon Vx,y,z € T[x]: (x + y) + z=x + (y + 2)
- obsahuje neutralni prvek (v nasem pfipadé 0): In € T[x]:n+x =nAx +n =n,Vx € T[x]
- existuji v ni prvky inverzni Vx € T[x]: x + (—x) = 0
- plati komutativni zakon: Vx,y,z € T[x]:x xy = y * x
2) (T[x], +) je komutativni monoid, jez je uzavieny k operaci nasobeni, plati zde asociativni
zakon, obsahuje neutralni prvek (zde je to 1) a je komutativni
3) Plati distributivni zakony:
Vx,y,ZzETx:x - (y+2) =y +x-2DAY+x) z=U"2)+(x2)
4) V (T[x],+,) neexistuji netrivialni délitelé nuly: Vx,y € T[x]: x,y # 0,pak x-y # 0
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Definice 5: Necht f, g € T[x]. V T[x] lze provést déleni se zbytkem polynomu f
polynomem g, jestlize existuji polynomy q, r € T[x], takové, ze:

W f=gq+r

(2) st (r) <st(g)
Polynom g se pak nazyva podil a polynom r zbytek tohoto déleni.

Z této definice vyplyva, Ze pro g = 0 nelze provést déleni se zbytkem, protoze
podminka (2) nebude splnéna. Mohou tedy nastat situace, kdy déleni se zbytkem provést
nelze, nebo podil a zbytek nejsou jednoznacné urceny. Aby byla definice Gplna doplnime

ji 0 dv¢ dodatecné véty.

Véta 4: Necht' f, g € T[x]. Je-li vedouci koeficient u polynomu g jednotkou télesa T,

pak v T[x] Ize provést déleni se zbytkem polynomu f polynomem g.

Véta 5: Necht' T je téleso a g € T[x] je polynom, jehoZ vedouci koeficient je rizny od
nuly. Pak pro libovolné f € T[x] existuje nejvyse jedna dvojce polynomii g, r tak, ze
f=g-q+r; st(r) < st(g).

Jak vypada déleni dvou polynomu je ukédzano na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 3: Jsou dany polynomy: f(x) = 8x® + 16x° +3x3 —7; g(x) = 4x3 + 3,
urcete jejich podil.

Reseni:

3x3-10

8 4 37y . 4 9.4
(Bx®+10x*+3x° =7)+~ (4x*+3) =2x*+1+ s

—(8x8% + 6x*)
4x* +3x3 -7
—(4x* + 3)
3x3 —10

Postup déleni je podobny jako u déleni celych &isel: vydélime 8x8 + 4x* = 2x*, poté
zpétné nasobime, 2x* - 4x* = 8x8, 2x* - 3 = 6x*, vysledny soucin 8x® + 6x* nasledné
odecteme od d€lence a postupujeme stejnym zpiisobem, dokud neni stupeni délitele vétsi
neZ stupett délence (polynom 3x3 — 10 je stupné 3 a stupeni délence st(g) = 4). Tento
polynom je pak zbytkem.
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1.3 Hodnota a koven polynomu

Pro praci s polynomy jsou dulezitymi pojmy hodnota a kei'en polynomu.

Definice 6: Necht R je okruh a f = a,x"™ + a,_;x" 1 +--a;x + a, je polynom
z R[x], pak f(c) je hodnota polynomu f v bodé c € R jestlize:
anc™ + a1 ¢+ +ac+ay €ER

Je-li f(c) = 0, pak se prvek c nazyva koten polynomu f.

Poznamka: Z toho plyne, ze kazdy prvek c € R je kofenem nulového polynomu,

a naopak nenulovy polynom stupné nula nema zadny kofen.
Pro hodnotu polynomu plati nasledujici vztahy.

Véta 6: Necht' R je okruh, f, g € R[x] ac € R. Pak plati:
(1) Kdyz f = g, paki f(c) = g(c)
@) (f £9)() = f(c) £ g(c)
B) (f-9)(c) = f(c)-g(c)

Piiklad 4: Urcete hodnotu polynomu f(x) = x* —2x3+3x —5proc; =lac, = 2.

ReSeni: Pocitame-li hodnotu pro ¢; = 1, tak v polynomu f jednoduse dosadime za x

hodnotu 1. Vysledek je tedy —3. Pro ¢, = 2 postupujeme analogicky a vysledek je 1.
fH)=1*-2-13+31-5=-3
f2)=2*-2-22+3-2-5=1

S pojmem hodnoty polynomu se vaze nasledujici véta.

Véta 7: Necht' R je okruh, pak ¢ € R je kofenem polynomu f € R[x] prave kdyZ polynom
x—-0olf.

Tato véta pak dava prostor pro definici nasobnosti kofene.

Definice 7: Necht' R je okruh, f € R[x] a ¢ je kofenem polynomu f, pak ptirozené ¢islo
k se nazyva nasobnost kotene c, kdyz plati:

L) x—o*If

@ (x—o)tt f

Pro k = 1 tikdme kotenu jednoduchy.
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Napftiklad polynom f(x) = x3—6x?+ 12x —8 lze rozlozit na soucin
f(x) =(x—2)(x—2)(x —2), z cehoz plyne, Ze tento polynom ma trojnasobny koten
x = 2.

Podivame-li se podrobné¢ na jednotlivé struktury, zjistime, Ze mnozina
racionalnich ¢isel Q je télesem, ale ne vSechny polynomické rovnice v nich maji feSeni.
Naptiklad polynom f = x2 + 1 ma kofeny k = +i, coz jsou kofeny, které patii az do
télesa komplexnich ¢isel. Hledame-li strukturu, v niz ma kazda polynomicka rovnice

feSeni, musime definovat algebraicky uzaviené téleso.

Definice 8: T¢leso T je algebraicky uzaviené pravé tehdy, kdyz kazdy polynom f € T[x]

stupné alespon 1 ma v télese T alespoii jeden koten.

Z tohoto zjisténi plyne zakladni véta algebry. Ta ma né€kolik znéni, které jsou
svym vyznamem ekvivalentni. Nize je uvedeno jedno jeji znéni a ostatni véty jsou

vyvozovany jako jeji disledky.

Véta 8: (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom s komplexnimi koeficienty, jehoZz
stupen je alespon 1, ma alespon 1 komplexni koten, tj. Vf € C[x] 3c € C: f(c) = 0.

Jinymi slovy: Téleso komplexnich &isel je algebraicky uzaviené (Cechova, 2013).

Véta 9: Necht' T je téleso a nenulovy polynom f € T|[x], pak ma tento polynom nejvyse

n = st(f) kofent, pocita-li se i s jejich nasobnosti (Cechova, 2013).

Véta 10: Libovolny polynom stupné n = 1 s komplexnimi koeficienty Ize rozlozit na

souéin linearnich polynomi v C[x] (Cechova, 2013).

Véta 11: Necht C je té€leso komplexnich ¢isel, polynom f(x) € C[x] je stupné n a jeho
kofeny jsou Xq, X5, ..., X,. Pak lze tento polynom vyjadfit jako soucin normovanych®
polynomti a nenulové konstanty a € C: f(x) = a(x — x1)(x — x3) ... (x — x;,), kde

a = a,, je vedouci koeficient polynomu f(x) (Cechova, 2013).

® Polynom nazyvame normovanym, kdyz se jedn o polynom nenulovy a jeho vedouci koeficient se rovna
jedné.
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1.4 RozloZitelnost, nejvétsi spolecny délitel

Pro praci s polynomy je také dilezity pojem rozloZitelnost, resp. nerozloZitelnost neboli

reducibilita resp. ireducibilita polynomu.

Definice 9: Polynom f € T[x] je reducibilni nad télesem T, pravé kdyz existuji

polynomy g, h € T[x] tak, ze plati f = g - h,st(g) = 1,st(h) = 1.

Definice 10: Polynom f € T[x] nazyvame ireducibilni nad télesem T, pravé kdyz

st(f) = laneexistuji polynomy g, h € T[x], tak aby f = g - h,st(g) = 1,st(h) = 1.

Véta 12: Kazdy nekonstantni polynom f lze nad télesem T rozlozit na soucin konstanty

a normovanych ireducibilnich polynomt.

Napiiklad polynom f(x) = 3x3 — 18x2 + 36x — 24 bychom mohli rozlozit na
f(x)=3-(x—=2)(x—2)(x — 2).

O reducibilité¢ nemusime nutné¢ uvazovat nad télesem, ale i nad jednodus$imi
strukturami. Napiiklad polynom f(x) = x% — 6x + 9 je rozlozitelny jiz na mnozing
celych &isel. Jeho rozklad vypada f(x) = (x — 3)(x — 3) a kofeny tohoto polynomu by
byl jeden dvojnasobny kotfen x = 3, ktery patii do oboru celych ¢isel. Naopak polynom
g(x) = x? + 2 je rozlozitelny az nad télesem komplexnich &isel. Jeho rozklad je
g (x) = (x —V2i)(x + V/2i) a koteny X1 = ++/2i € C.

Vyse uvedené poznatky nam ted’ umoznuji definovat jak spole¢ného délitele, tak

i nejvétSiho spole¢ného délitele dvou polynomu.

Definice 11: Polynom h € T[x] je spole¢ny délitel polynomu f, g € T[x] pravé tehdy,
kdyz plati h|g A h|f.

Definice 12: Necht' f, g,d € T[x]. Rikame, Ze d je nejvétsi spoleény délitel polynomi
f, g (zna¢ime NSD(f, g)), kdyz plati:

1. d|f Adlg.

2. Pro vSechny polynomy h € T[x] plati: jestlize h|f A h|g, pak h|d.

Pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele jsou nize uvedeny dvé metody, jednou

v

Z nich (tou Cast¢jsi) je Eukleidiiv algoritmus.
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Véta 13 (Eukleidiv algoritmus): Necht f, g € T[x] a plati st(f) = st(g) > 0.
Oznaéme g = gy, d€lenim f <+ g vytvotfime posloupnost:
f=a-9g+9g1,  st(gs) <st(go)
9=Gq2°91% 92  st(gz) <st(gs)
91 =43 92 + gs st(g3) < st(gz)

In-3 = Gn-1"Gn-2 + gn-1, 5t(gn-1) < st(gn-2)
In-2 = qn " In-1t gn, st(gn) < st(gn-1),
40,91, - qn € R
Postupujeme dokud g, = 0. Nejvétsim spole¢nym d¢litelem polynomu f, g je
pak ¢len g,_,, tedy NSD(f,g) nalezneme jako posledni nenulovy zbytek v této

posloupnosti déleni polynomii.

Diikaz: Z posledni rovnice je ziejmé, Ze g,_1|gn—2, Z predposledni rovnice zase, Ze
In-1l9n-3- Takto postupujeme, az z prvnich dvou rovnic dostaneme vztahy g,_1|g
a gn_1|f,coz znamena, ze polynom g,,_4 je spole€nym délitelem polynomt f a g. Zbyva
dokazat, ze polynom g,,_; je nejvétsim spoleénym délitelem f a g. Zvolme tedy d jako
spole¢ny délitel obou polynomu, Z prvni rovnice je pak ziejmé, ze d|g,, tim padem d|g,
a tak dale, dokud nedojdeme ke vztahu d|g,,_;. Jelikoz kazdy spole¢ny délitel déli g,,_1,

je tento polynom nejvétsim spolecnym délitelem f a g.
Pouziti této metody je ukazano na nasledujicim ptikladu.

Priklad 4: Najdéte nejvétsiho spole¢ného délitele f(x) = x* —2x3 —2x2 +7x—6
ag(x) =2x3—4x?> —x + 2.

ReSeni: Podle definice vydélime polynom f(x) polynomem g(x), protoze st(f) = 4
a st(g) = 3, coz znamena, ze st(f) > st(g). Pro nasledné lepsi pocitani s polynomy
vynasobime f(x) - 2.

—3x%+12x — 12
2x3 —4x2 —x+2

(2x* —4x3 —4x? +14x —12) + (2x3 —4x?> —x +2) = x +

—(2x* — 4x3 — x% + 2x)
—3x%2+12x — 12

Z toho plyne, Ze q;(x) = x, g, (x) = —3x% + 12x — 12, tento polynom miizeme
normovat na polynom g, (x) = x% — 4x + 4, podle definice pokracujeme délenim g (x)

polynomem g, (x).
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(2x% — 4x? —x+2)+ (x*—4x+4) = 2x+4+%
—(2x3 — 8x* 4 8x)
4x% — 9x + 2
—(4x% — 16x + 16)

7x — 14

Pokracujeme analogicky q,(x) = 2x + 4, g,(x) = 7x — 14. Délime g,(x)
normovanym polynomem g, (x).
(X2 —4x+4)+(x—-2)=x—2
—(x? = 2x)

—2x +4

—(=2x +4)

0

g3(x) =0, nejvétsim spoleénym délitelem je tedy polynom g,(x) =x— 2.
NSD(f,g) =c-(x—2),kdec € R.

Poznamka: Polynomy g, (x), g,(x), ... g, (x) normujeme, abychom ptedesli zbyte¢ném
pocitanim se zlomky, v ¢emZ se Casto chybuje. Nejvétsi spolecny délitel je proto uréen

jednoznaéné, az na vynasobeni polynomu cislem c z télesa T.

Nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomt je moZno také spocitat pomoci

rozkladt jednotlivych polynomt na soucin, k tomu vyuzijeme Hornerovo schéma.

Véta 14 (Hornerovo schéma): Necht ¢ €T je libovolné a f(x),g(x) € R[x],
st(f) =n =1, jsou tvaru:
f(x) =apx™+an_x™ 1+ -+ a;x+ ay, kde a; € R,a, # 0,
g=x-—c.
Pak existuje polynom q, st(q) = n —1, q(x) = bp_1x"" 1 + b,_,x™""2 + --- + by, a plati
ApX™ + A X"+t ag = (x — ) (b x™ 1+ -+ by) + f(€)
(Fi8narova, 2008).

Tuto situaci vepisujeme do tabulky:

a, An_1 e a; ao

¢ bn—l bn—2 bO f(C)

Tabulka 1: Tabulka pro Hornerovo schéma
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Diikaz: Roznasobenim pravych stran vysSe uvedenych rovnic a jejich Upravami
dostaneme nasledujici vztahy:
an = bp_4
Ap-1 =Dbp —Cbp1 = by = cbyp_1 +an_

An_3 =bp_3—Cby_3 > by_3=cby_r+ay_,

a, = f(c) —cby = f(c) =cby + qa,
Dosadime-li je za jednotlivé ¢leny a,, a,_1, Gn_3, ..., @, dostaneme:
ApX"™ + A X"+ -+ ag = bp_1x + (bp—z — chbp_)x™ 1 + -+ f(c) — ch,
Cleny na pravé strané roznasobime b,,_1x + b,_3x™ ! — ch,_,x" 1 + -+ + f(c) — cbh,
a nasledné¢ vytkneme x—c¢ = (x —¢)(bp_1x™ 1+ byx™ ) + -+ f(c), coz
dokazuje, Ze apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ay = (x — ¢)(bp_1 X" + - + by) + f(c) plati.
Jak vypada prace s Hornerovym schématem v praxi, ukazeme na nasledujicim

ptikladu.

Piiklad 5: Urgete nejvétsiho spole¢ného délitele polynomit f(x) = x* + 5x3 + 7x? +
S5x+6ag(x)=x*—1.

Reseni: Polynomy se snazime rozlozit na sou¢in polynomi niz$iho stupné (nejlépe

stupné jedna):
fx) =x*+5x3+7x2+5x+6
1=aqa, 5=a3 7T=a, S5=a 6=aq
-2 1=b; 3=b, 1=b, 3=b, 0=1f(-2)
-3 1=d, 0=d, 1=4d, 0=f(-3)

Tabulka 2: Vypocet korenu polynomu f(x) = x* + 5x3 + 7x? + 5x + 6 pomoci Hornerova schématu

V Hornerové schématu vychazime z nami vyjadienych vztaht, které jsou uvedeny
vySe. Prvni koeficient a, (v tomto piipadé 1) opisujeme a, = bs. Poté nami zvolené ¢islo
¢ = —2 vynasobime S b3 a secteme S koeficientem a; = 5, ¢imz dostaneme ¢len b, = 3,
takto postupujeme s dalsimi koeficienty. Pokud c - by, + a, = 0, pak dané ¢islo c = —2
je kotenem polynom f(x) a ten Ize proto rozloZit na sou¢in polynomi (x + 2)( x3 +
3x2 + x + 2).

Dalsi kofeny nalezneme stejnym zpiisobem, vstupni vektor koeficientu nového
Hornerova schématu vSak tvoff polynom f;(x) = x3 + 3x% + x + 2, tj. hodnoty

b,_1,bn_>, ..., bg, které jsme pravé ziskali v predeslém kroku. Polynom stupné dvé
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urCeny koeficienty d,, dq, dy obsahuje komplexni kofeny, proto je miizeme vypocitat
pomoci Vietovych vztahii® ¢i vzorce pro vypocet kvadratické rovnice’. Rozklad f(x)
pak ma tvar f(x) = (x + 2)(x + 3)(x? + 1). Vietovy vztahy & vzorec pro kvadratické
rovnice lze pouzit vzdy, kdyZ se jedna o polynom stupné dva bez ohledu na to, jedna-li
se o kofeny komplexni ¢i nikoli. Vypocet je mnohdy rychlejsi, protoze nemusime hledat
¢islo c.

Analogicky pokracujeme s druhym polynomem:

g) =x"—1
Rozklad podle Hornerova schématu:
1 0 0 0 -1
1 1 1 1 1 0
-1 1 0 1 0

Tabulka 3: Hleddni koreny polynomu g(x) = x* — 1 pomoci Hornerova schématu

V tomto piipadé Ize polynom rozlozit také pomoci algebraickych vzorca®. Jeho
rozklad vypada. g(x) = (x + 1)(x — 1)(x? + 1). Nejvétsim spoleénym délitelem je pak
sou¢in viech polynomii, které maji oba polynomy totozné, coz je (x? + 1). Tento
polynom je uréen jednoznacné az na nasobek realnym ¢islem.

NSD(f,g) =c-(x*+1),ceR

Poznamka: Hornerovo schéma lze také vyuzit k hledani koeficienti Taylorova

rozvoje’, kdyz zvolime ¢ = 1.

Napiiklad pro polynom f(x) = x3 — 2x + 1 vypada rozklad podle Hornerova

schématu nasledovneé:

® Ptedpokladame, Ze polynom je ve tvaru ax?® + bx + c. Vietovy vztahy pak vypadaji:
b c
X, +x, = o X1 Xy = p (Hasek, 2018)

7 Ptedpokladame, Ze polynom je ve tvaru ax® + bx + ¢ kofeny se poté vypocitaji pomoci vzorce pro
kvadratické rovnice

—b + Vb2 — 4ac
x12 =
’ 2a

8 Mezi zékladni algebraické vzorce patii: (A + B)? = A% + 2AB + B2, (A — B)? = A> — 2AB + B?,

A2 —B2=(A-B)-(A+B)

% Necht’ f(x) € R[x]; ¢ € R. TaylorGv polynom o stiedu ¢ polynomu f ma pak tvar:
f)=a,(x—c)"++ay(x—c)+a,(x—c)+a,

A necht f € R[x], st(f) =n = 1; necht ¢ € R. Pak existuje pravé jeden Taylortiv polynom o stiedu ¢

polynomu f, a sice:

f™()

n!

fx) =f(®+%(x—c)+¥(x_c)2+...+

(x ="
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1 0 -2 1
1 1 1 -1 0
1 1 2 1
1 1 3
1 1

Tabulka 4: Vztah mezi Taylorovym rozvojem a Hornerovym schématem pro polynom f(x) = x3 — 2x + 1
c =x, acisla0,1,3 a1 jsou koeficienty Taylorova rozvoje, ktery ma tvar:

f=x-1+3x—-1)>+(x-1)3

1.5 Derivace polynomu

Proto, aby bylo moZzné vyuzit nami zvolené numerické metody pro vypocet
polynomickych rovnic, je dtlezité definovat derivaci polynomu. Tu vyuzijeme nasledné

VvV Newtonové metodé.

Definice 13: Necht f € R[x], kde f = a,x™ + a,_1x" +...4+a,x + ao. Derivaci
polynomu f je pak polynom f’ € R[x] definovan vztahem:

(1) Kdyz st(f) =0,pak f' =0

(2) Kdyzst(f) > 0,pak f' =n-a, - x™ 1+ -+ 2a,x* + a,

Pro polynomy a jejich derivace pak plati nasledujici vztahy

Véta 15: Necht' f, g € T[x], pak:
(1) st(f)=n=1,pakst(f)=n—-1
@t =f1yg
@) it +f) =A++f
GG =f9+f 49
G) - i) =Afarw St o+ fir fior fi
® (Y =k-f-f*YkeN

Nize jsou uvedeny vztahy mezi kotfeny polynomu f a kofeny derivovaného polynomu
f'

Véta 16: Necht' f € T[x],c € T a k € N pficemz k > 2. Je-li ¢ k-nasobnym koienem
polynomu f, pak vpolynomu f' je ¢ (k — 1)-nasobnym kofenem. Pokud je ¢

jednoduchym kofenem v polynomu f, pak neni kofenem v polynomu f'.
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Dikaz: Necht f je polynom stupné k a c je k-nasobnym kotenem polynomu f, pak podle
vztahu (5) ve vété 15 miizeme derivaci toho polynomu zapsat jako:

[(x —x)(x —x)"2 .. (x — x)r (x — ©)F]' =

k-(x—x)h(x—x)2 . (x—x)r(x =) 1+ 1 - (x —x) 7 (x — xy)l2 ..

(x—x)r(x—)f+ 1, - (x—x)Dv(x —x)27 L (x — x,) o (x — ©)F + -

+1 - (x —x)(x — x)2 o (0 — x, ) (x — o)k,

Zavorku (x — c)*! lze vytknout ze viech ¢&lentl, ale zavorku (x — c)* uz

vytknout nelze. Tedy c je (k — 1)-ndsobnym kofenem polynomu f’. Tuto vétu je mozno

vyuzit pti hledani ndsobnych kotfent polynomu.

Piiklad 6: V polynomu f = x°> — ax? — ax + 1 urcete a tak, aby &islo ¢ = —1 bylo
alespon dvojnasobnym kofenem (Budinova, 2013).
ReSeni: Nejdiive polynom zderivujeme f'(x) = 5x* —2ax —a a uréime hodnoty
v bodé x = —1 polynomu f a f"'.
f(-)=—-1-a+a+1=0
f'(-1)=54+2a—a=5+a
Nyni fesime rovnice: 0 = 0 a 5+ a = 0, z druhé rovnice nam plyne, Zze a = =5, coz
znamend, Ze hledany polynom ma tvar f = x° + 5x2 + 5x + 1. Spravnost miizeme
ovéfit tak, ze polynom f = x° + 5x2 + 5x + 1 vydélime polynomem (x + 1)?2, coZ se
rovna x3 — 2x% 4+ 3x + 1 a zbytek je nula, proto je ¢ = —1 dvojndsobnym koienem

polynomu f = x5 + 5x2 + 5x + 1.

Véta 17: Necht f € R[x], st(f) = 1af’ € R[x] je derivaci polynomu f, pak g € R[x]
je polynom, pro ktery plati:
f=NSD(f,f") g

Kofeny polynomu g a polynomu f jsou tedy totozné, ale polynom g obsahuje
pouze kofeny jednoduché. To znamenad, vydélime-li polynom f nejvétsim spolecnym
délitelem f a f' dostaneme polynom g, jenz skyta stejné kofeny jako f, ale pouze
nasobnosti 1, coz je velmi uZzitecné pro hledani kofenli polynomickych rovnic, jak je

ukdzano na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 7: Najdéte koteny polynomu f = 16x* — 64x3 + 120x2 — 112x + 49.
Reseni: Nejdiive spo¢itame derivaci polynomu f.

f' = 64x3 —192x% + 240x — 112
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Nasledné spoc¢itame NSD (f, f) pomoci Eukleidova algoritmu:
(16x* — 64x° + 120x2 — 112x + 49) + ( 64x> — 192x% + 240x — 112) = x — =+

4 12x% — 24x + 21
64x3 — 192x2 + 240x — 112

—(16x* — 48x3 + 60x% — 28x)
—16x3 + 60x? — 84x + 49
—(—=16x3 + 48x% — 60x + 28)
12x% — 24x + 21

Nové vznikly polynom p; = 12x? — 24x + 21 miZeme normovat na polynom
p1 = 4x? — 8x + 7 a pokradujeme:
(64x3 —192x% + 240x — 112) =+ (4x* —8x + 7) = 16x — 16
—(64x3 — 128x% + 112x)
—64x% + 128x — 112
—(—64x? + 128x — 112)
0

Nejvétsim spoleénym délitelem f a f’ je tedy polynom g; = 4x? — 8x + 7.
NSD(f,f") = ¢+ (4x* — 8x + 7). Timto polynomem vyd&lime polynom f.
(16x* — 64x3 + 120x% — 112x +49) = (4x%> —8x+7) = 4x*> —8x + 7
—(1l6x* — 32x3 + 28x?)
—32x% +92x% — 112x + 49
—(—32x3 + 64x% — 56x)
28x2% — 56x + 49
—(—28x?% — 56x + 49)
0

Polynom g = 4x? —8x + 7 ma tedy stejné kofeny jako polynom f jenom
nasobnosti 1. Vypocitame tedy kofeny polynomu g a to bud’ pomoci Vietovych vztahii

nebo vzorcem pro vypocet kvadratické rovnice.

=1+i V3
Xip=1ti-=
Kofeny ptivodniho polynomu f jsou tedy dva komplexné sdruzené dvojnasobné koteny

. 3 . 3
xllz = 1+l'\/2__aX3‘4= 1—l§
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1.6 Polynomické rovnice

Veskera predchozi teorie ndm umoziuje prejit k jadru bakalarské prace,

polynomickych rovnic.

Definice 14 (Algebraicka rovnice): Necht B,(x) = a,x" + a,_x" 1 +
je polynom stupné n, kde a,, # 0. Algebraickou rovnici stupné¢ n rozum

tvaru B,(x) = 0,tj. apx™ + ap_x" 1+ -+ a;x+ ay, = 0.

a tim je feSeni

-+ a.x +ag

ime rovnici ve

Resit algebraické (neboli polynomické) rovnice znamena hledat jejich koteny &;.

Pfi¢emz v rovnici je tolik kofend, jaky je stupen polynomu B, (x), po¢itame-li s jejich

nasobnosti (Véta 9). Kofeny polynomickych rovnic mohou byt jak realné, tak komplexni,

pficemz kdyz jsou vSechny a; redlna, tak jsou komplexni kofeny vzdy komplexné

sdruzena ¢isla &y = a+ biaé, = a — bi.

Hledame-li pouze raciondlni kofeny, muzeme pouzit Hornerovo schéma

(Véta 14), pticemz za ¢ dosazujeme nasledujici ¢isla.
Véta 18: Necht polynom f(x) € T[x] je tvaru f = a,x™ + a,_x" 1 +
c= S je racionalnim kotenem, tak ze p € Z Ap # 0,q € N a plati:

(1) Cisla p a q jsou nesoudélna.

(2) pla, a qlay.

Piiklad 8: Najdéte kofeny polynomu f(x) = 6x3 + 7x% — x — 2.
ReSeni: Hledame &isla p a g, tedy takova, Ze p|2 a q|6.

-+ ax + agp,

p=+1; £2 q=1; 2;3;6
Kofeny rovnice pak mohou byt ¢isla ¢ = s:
TP S A
c=x ;_21_31_61_ r_3
Zdali jsou tato ¢isla kofeny rovnice oveétime pomoci Hornerova schématu.
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6 7 -1 -2 6 7 -1 -2
1 1
1 | 6 | 13| 12 | 10 e A B T R
6 3 18
-1 6 1 -2 0 —1 6 6 -2 —E
6 3
- 6 10 4 0 2 6 19 37 72
1
—— 6 4 -3 -3 -2 6 =5 9 —20
[ P N AP N P RV I R
3 3 3 3 9
N s | _8)_10 A 3 | -3 0
3 3 9 3
Tabulka 5: Hornerovo schéma pro vypocet korenii polynomu f(x) = 6x3 + 7x% —x — 2
Zjistili jsme, Ze kofeny rovnice 6x3 + 7x> —x —2 =0jsoux; = —1,x, = %,x3 = —g.

Ve vyjimecénych ptipadech Ize k nalezeni kofent polynomu pouzit i algebraické
vzorce ¢i Vietovy vztahy (viz Piiklad 5). Mezi dal$si mozné metody, které jesté v této
kapitole nebyly zminény, jsou vzorce pro kubické a kvartické rovnice (rovnice 3. a 4.
stupné). Pro rovnice vyssiho fadu, nez je &tyfi, zadny univerzalni vzorec neexistuje'’.
Vzorce jsou vsak jiz docela slozité a uzivaji se jen ziidka, proto je zde uveden pouze

vzorce pro vypocet kubickych rovnic, které vyuzivaji tzv. Cardanovych vzorcu.

Véta 19: Necht a,b,c € R a x3 + ax? + bx + ¢ = 0 je kubicka rovnice, pro vypocet
jejich kotfent nejdtive zavedeme substituci x = y — g , rovnice vypada:
1) ¥ +py+q=0

b . o . , .
79a . Predpokladejme, ze p # 0. Déle zavedeme neznamé

2 3_
kdep=b—%aq=c+2a2

u, v splilyjici podminky u + v = y. Dosazenim podminky do ptivodni rovnice nam
vznikne:

2 u+v*+QCuw+pu+v)+q=0

a abychom anulovali zavorku (3uv + p), zavedeme 3uv + p = 0. Dostaneme tak vztah

3
uv = — g. Tento vztah umocnime na tieti u3 - v3 = Z—7 aspolu s upravenym vztahem (2)

10 Neexistenci obecného vzorce pro feleni libovolné rovnice stupné vyssiho nez 4 dokazal Niels Henrik
Abel ve svém dile ,,0 algebraickych rovnicich* vydaného roku 1824.
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u3 + v® = —¢ na né miZeme nahlizet jako na Vietovy vzorce pro kofeny u3,v3

kvadratické rovnice.

S —
z“+qz 27
Kofeny se budou rovnat:
q, |[9* P° q, |9 P°
3=__+ £ £ 3=__+ £ 5
3w 2T a2ty &7 2T (2737

2 3
Diskriminantem rovnice oznaéime hodnotu D, = - + & Rovnice tak budou mit devét
37 4 27

feseni, ale kofeny jsou pouze ta, ktera vyhovuji podmince v = — 3%. Kazda ze tii hodnot

u tedy odpovida jedné hodnoté v.

Necht ¢isla &4, £, jsou komplexné sdruzené kofeny rovnice x3 — 1 = 0, pak se rovnaji

-1++3
81,2 :T

Kofeny rovnice (1) tak miZzeme zapsat:
4 yi=u+v

B) ya=gu+egv

6) y3s=¢&u+e&v

Po dosazeni u, v do vySe uvedenych vztahii dostaneme:

q, |q* q

3 2 3 3 2 3

q |q9* p q |9 p

—e |24 LB S I Y
Y2 =& T E [ptop e moT It og
3 2 3 3 2 3

q ¢ p q (¢ p

S . R K S I Y
Ys=& |moE gty ta T T It

(Slovak, Panak, Bulant, Navrat, & Vesely, 2013)
Priklad 9: Urcete feSeni rovnice x3 — 9x2 + 36x — 28 = 0 (Pav, 2010).
Reseni: Nejdiive chceme rovnici upravit do tvaru y3 + py + g = 0, proto zavedeme

substituci x =y — % V zadani se a = —9 , takze substituce ma tvar x = y + 3.

(y+3)2-9-(y+3)2+36-(y+3)—28=0
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y3 +9y2 + 27y 4+ 27 —9y? — 54y — 81 + 36y + 108 —28 = 0
y34+9y+26=0

Ted’ si vyjadiime u a v podle vztahu (3):

| 26 262 93 s 3

u= —7+ T+ﬁ= \/—13+\/132 + 33 = \/—13+\/196= V=13 +14 =
-1

Za u si muzeme zvolit pfimo Cislo 1 a odpovidajici v poté dostaneme dosazenim do

’ _ _bp.
podminky v = -

:——:—3
VT3

Kofeny rovnice y3 + 9y + 26 = 0 se tedy rovnaji (podle vztahii (4)-(6)):
yy=1-3=-2

9

y, =& —3&, =1+ 2iV3
ys =1, —3¢; = 1 — 2iV/3
Mame-li kofeny nami upravené rovnice, dosadime do substituce x = y + 3 a ziskame
kofeny nasi pivodni rovnice x3 — 9x2 + 36x — 28 = 0.
X =-2+3=1
x, =1+2iV3+3=4+2iV3
x5 =1-2iV3+3=4-2iV3

Muzeme si povSimnout, ze komplexni kofeny jsou vzdy komplexné sdruZena ¢isla.

I ptresto, ze jsme zde uvedli jiz fadu metod pro vypocet polynomickych rovnic,
stale je jeSt€ mnoho piipadi, kdy nemizeme kofeny urcit, jednim z nich je nésledujici

ptiklad.

Piiklad 10: Je dan polynom f(x) = x® + x> + 4x* + 3x3 + 5x? + 2x + 2. Naleznéte
jeho koteny.

ReSeni: Nejdiive zkusime uréit, zdali ma polynom né&jaké nasobné kofeny (viz Piiklad
7). Po provedeni Eukleidova algoritmu dospéjeme k zavéru, ze nejveétSim spolecnym
délitelem polynomu f = x® + x> + 4x* + 3x3 +5x2+2x +2 a jeho derivace
f'=6x5+5x*+16x3 +9x% + 10x je jedna, NSD(f,f') =1, coz znamend, Ze
polynom nemda Zzadné nasobné koteny. Déle zkusime najit raciondlni kofeny tohoto

polynomu, pomoci Hornerova schématu (Véta 18).
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1 1 4 3 5 2 2
-1 1 -1 5 -2 7 -5 7
1 1 1 5 8 13 15 17
-2 1 -2 8 -13 31 -60 122
2 1 2 8 19 43 88 178

Tabulka 6: Hornerovo schéma pro vypocet korenii polynomu f(x) = x° + x> + 4x* + 3x3 + 5x% + 2x + 2

Z tabulky je zfejmé, ze polynom neobsahuje zadné racionalni kotfeny, takze
kotfeny daného polynomu jsou iracionalni nebo komplexni ¢isla. Jelikoz je dany polynom
stupné 6, nelze na néj uplatnit ani Zadny vzorec, protoze existuji vzorce maximalné pro

rovnice 4. stupné. Pro vypocet kofenti tedy musime pouzit numerické metody, které jsou

rozebrany v nasledujici kapitole.
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2. NUMERICKE METODY

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim polynomickych rovnic, které casto
nedokazeme vypocitat zadnym jinym zplsobem. Zabyvejme se vSak nejprve uvahami,
které naleznou realné koteny dané polynomické rovnice. Ne vzdy je nalezeni (zejména
iracionalnich) kotfend jednoduché a casto dokdzeme urcit pouze jejich pribliznou
hodnotu, je proto duleZité nejdiive stanovit, v jakém intervalu se kofeny nachazi (hledame
pravé jeden kofen v daném intervalu). Tento proces se nazyva separace koreni rovnice.

Pti hledéani jednotlivych kofeni je uzite¢na nasledujici véta.

Véta 20: Je-li funkce f spojitaltna intervalu (a, b), lezi v tomto intervalu alespon jeden
koten rovnice f(x) = 0, kdyz plati:
f(@)-f(b) <O0.

Tato véta piedpoklada, ze funk¢ni hodnoty v krajnich bodech daného intervalu
maji opacna znaménka, z ¢ehoz plyne, ze kiivka, kterd je grafem levé strany rovnice
f(x) = 0, nékde protina osu x. Jinymi slovy, hodnota n&jakého prvku se rovna 0 a jak je
zminéno v ptedchozi kapitole, kofenem rovnice je prvek c pravé tehdy, kdyz f(c) = 0.
Tato véta vSak nezarucuje nalezeni vSech kotentl a jejich intervald. Interval nemusi byt
totiz vzdy zvolen vhodné, a i kdyZ véta nebude platit, mize se v daném intervalu kotfen

(¢ vice kofent) nachazet, jak je vidét na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 11: Naleznéte kofeny polynomu f(x) = x? — 1.
Reseni: Najit tyto kofeny znamena vyfesit rovnici x2 — 1 = 0. Je ziejmé, e polynom
bude mit dva kofeny (Véta 9), ¢i jeden dvojnasobny kofen, protoze st(f) = 2. Kofeny
bychom mohli najit rozkladem na soucin pomoci algebraickych vzorci.
x2-1=0
x—1Dkxx+1)=0

Kofeny daného polynomu jsou x; = 1,x, = —1.

Kdybychom se vsak fidili pfedchozi vétou a zvolili interval I = (—2, 2), vyslo by
f(=2) =3 a f(2) = 3. Jejich soucin 3 -3 > 0. Také dvojnasobné kofeny se vymykaji

pravdivosti této véty. Napiiklad graf polynomu g(x) = x? + 2x + 1 se osy x pouze

1 Funkee f(x) je spojita v bod¢ a, kdyz lim f(x) = f(a). Funkce je spojita na intervalu I, pravé tehdy
x—-a
kdyz je spojita v kazdém bodé¢ tohoto intervalu (Spojitost funkce, 2018).
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dotkne, ale nenabyva nikde zapornych hodnot, tudiz f(a) - f(b) = 0,Va,b € R. TO je
ilustraci faktu, ze podminka f(a) - f(b) < 0 je u polynomu dostate¢na, nikoli nutna pro
existenci kofene polynomu f na intervalu (a, b).

Dalsim dulezitym voditkem pro nalezeni feSeni polynomickych rovnic je tedy
zakladni znalost vlastnosti funkci a zejména nakresleny graf. Kdybychom uplatnili tento
postup na predchozi piiklad (Pfiklad 11) a nejdiive nakreslili graf funkce f = x% — 1
(Obréazek 1), bylo by zfejmé, ze ndmi zvoleny interval I = (—2, 2) je prilis velky. Navic
bychom v tomto piikladu mohli kofeny rovnice urcit z grafu rovnou (graf totiz protina

osu x v bodech —1 a 1).

BNV

Obrazek 1: Graf funkce f = x2 — 1

V nékterych ptipadech je mozné si tlohu upravit na tvar f;(x) = f,(x), kde f;
a f, jsou funkce a feSeni ulohy je v misté, kde se grafy obou funkci protnou. Tento piipad

je zndzornén na prikladu niZe.

Piiklad 12: Najd&te feseni polynomické rovnice x°> — x2 — 1 = 0.

5 coz znamena, ze fi(x) =x2+1

ReSeni: Rovnici si upravime na tvar x? +1 = x
a f,(x) = x°. Nakreslime jejich grafy (Obrazek 2). Z grafu vyplyv4, Ze feSenim je x-ova
soutadnice praseciku grafii obou funkci, tedy x € (1,2).

Stakto pfipravenym teoretickym zakladem jiz muzeme pfistoupit k popisu
jednotlivych numerickych metod. Pro tuto bakalafskou praci jsou vybrany tfi, jmenovité:
metoda puleni intervalu, Newtonova metoda a metoda prosté iterace. Kazdé zvlast
je nize vénovana jedna podkapitola. Material pro tuto kapitolu je ¢erpan z u¢ebniho
materialu doktora Fajmona a magistry Ruzickové (2003), knihy Ivany Horové (1999)
a knihy Canale a Chapra (2010).

27



Obrazek 2: Grafy funkei f,(x) = x? + 1 (zelené) a f,(x) = x5(modre)

2.1. Metoda piileni intervalu

Této metod¢ se také Casto prezdiva bisekce a je pomérné jednoducha. Nejdiive volime
interval (a, b), pro n&jz je dana funkce f(x) spojita a musi platit, ze f(a) - f(b) < 0, coz
znamena, ze obsahuje kofen. Pfitom v tomto intervalu musi lezet pouze jeden kofen dané

funkce. Tento vychozi interval ozna¢me jako (a, by) a ,,rozpulime* jej. Ziskame tak bod

aop+b , ;o r . , sy ;
Xo = % Poté vybirdme jednu z nasledujicich podminek:

(1) Je-li f(ap) " f(xy) <0, lezi kofen v intervalu (ay, x,) a polozime a; = a,
a by = x,. Pro tento interval {(a;, b;) postup opakujeme.

(2) Je-li f(xg) - f(by) <0, lezi kofen v intervalu (x,, b,) a polozime a, = x,
a by = b,. Postup opakujeme pro interval (a;, b;).

(3) Je-li f(xg) = 0, je x, kofenem rovnice.

Metoda bisekce je znazornéna na Obrazku 3. Timto zplsobem nadm vznikne
posloupnost intervali: (ay, by) 2 (a, by) ... 2 {a,, b,) ..., kde, jak je uvedeno vyse, plati
f(an) f(by) <0ané€N,.

V puleni pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na koten rovnice f(x,) =0
nebo se dostatecné nepfibliZime toleranci € a to tak, Ze pro n¢jaké k plati:

b, —ay < 2¢
Ptibliznou hodnotou nami hledaného kotene je stied posledniho nalezeného intervalu.

ak+bk
X = >
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Koften se tak bude nachézet v poslednim intervalu a bude se lisit od své piesné hodnoty
nejvyse o polovinu své délky
|l — &l < e.
Metoda pileni intervalu je velmi spolehliva a lze ji pouzit vzdy. Jedinym
problémem mtize byt Spatné urceni intervalu, protoze nachazi-li se v ném vice kotend,
nalezneme pouze jeden z nich. Nutno také dodat, Ze je tato metoda velmi pomala, a proto

se Casto vyuziva pouze k zizeni intervalu. Pouziti je ukazano na nasledujicim ptikladu.

/

y=f(=z)
lﬂ-{] I ! S by
a1 bg bl
2

Obrdzek 3: Ukdzka metody piileni intervalu
Piiklad 13: Metodou bisekce najdéte kofen funkce f(x) = x®> —x? — 1 s piesnosti
e=0,01.
ReSeni: Tento piiklad jsme fesili jiz vyse (Piiklad 12) a uréili jsme, Ze kofen se nachazi
vintervalu I € (1; 2), mame tedy poc¢ateéni interval (ay, by). Vypocitame ted’ stied x,
tohoto intervalu.

ay + by
x0= 2

1+2
x0=T$x0=1,5

Poté spocitame funk¢éni hodnoty v bodech ay, b, a x,.

f(ag) = =1,f(bo) = 27, f(x0) = 4,34375
Ted musime ovétit, kterd z podminek (1) — (3) plati. Z uvedenych hodnot vyplyva, ze se
jedna o podminku (1) ato f(ay)* f(xx) < 0. Polozime tedy a; = 1 a b; = 1,5 a dale
pocitame s intervalem (1;1,5). Jelikoz mame zvolenou piesnost vysledku, musime
zkontrolovat, zda plati podminka b, — a; < 2¢&, coz po dosazeni hodnot zjistime, Ze
neplati 1 > 0,02, proto pokracujeme dale. Interval (1; 1,5) opét rozpulime a postupujeme

stejnym zptisobem. Pro ptehlednost miizeme feSeni vepisovat do tabulky. Jelikoz neni
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urcujici presna funkéni hodnota v jednotlivych bodech, stac¢i pro lepsi prehled psat pouze

znaménka + a —.

k Ak by Xk f(ar) f () f ()
0 1 2 15 —~ + +

1 1 15 1,25 —~ . +

2 1 1,25 1,125 —~ + —

3 1,125 1,25 1,1875 —~ + —

4 11875 | 1,25 121875 | - . +

5 1,1875  |1,21875 |1,203125 | — - +

6 1,1875 | 1,203125 | 1,1953125

Tabulka 7: Hleddni korene polynomu f(x) = x5 — x? — 1 metodou piileni intervalu

Takto pokracujeme az k = 6,kde uz by —ag < 2 - €, tedy 1,203125 — 1,1875 < 0,02.

Kofenem je pak x, = 1,195.

2.2. Metoda prosté iterace

Itera¢ni metody jsou zalozeny na feSeni ekvivalentni ulohy x = g(x).Funkce g se

nazyva iteracni funkce a misto kofenti ptivodni rovnice hledame pevny bod funkce g.

Definujme tedy, co je to pevny bod.

Definice 15: Cislo £ se nazyva pevny bod funkce g(x), jestlize plati g(&) = ¢, tj. bod

ktery funkce g(x) zobrazi sama na sebe. Tento bod je pak fesenim rovnice g(x) = x.

f(z)

g(z)

Obrazek 4: Graf funket f(x) = 2x —2ag(x) =x

Z definice vyplyva, ze pevny bod funkce y = g(x) je prusecikem grafu funkce

s pfimkou y = x. Napftiklad funkce f(x) = 2x — 2 se protne s pfimkou y = x Vv bod¢
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& = 2 (Obrazek 4), ktery je tim padem pevnym bodem funkce y = 2x — 2. Plati tedy
podminka g(&) = & a funkéni hodnota v bod¢ & = 2 serovna 2, f(2) = 2, bod se zobrazi
sdm na sebe.

Itera¢ni metoda vSak muze Casto divergovat a K pevnému bodu nemusime vibec
., , V . v s . 5 YT
dojit (Obrazek 5, napt. pro itera¢ni funkci g(x) = SX— 2 apocatecni bod x, = 1,8). Aby

tedy itera¢ni funkce g(x) konvergovala, musi platit Banachova véta o pevném bodé.

# — ! (: }
f{TQ) | Y o
I
C Sy=x
|
[f@ ),
fmo)

Obrdzek 5: Priklad divergence iteracni funkce

Véta 21 (Banachova véta o pevném bodé€): Necht' g(x) je funkce na uzavieném
intervalu (a, b), ktera:

(1) zobrazuje interval (a, b) do sebe

(2) je diferencovatelna'? na intervalu (a,b) a spliiuje zde pro né&jakou realnou

konstantu L € (0,1) nerovnost |g'(x)| < L

Pak ma funkce g(x) na intervalu (a, b) jediny pevny bod ¢. Je-li x, libovolny bod
intervalu (a, b) a definujeme-li posloupnost {x;}.-, vztahem x,,; = g(x;), pak tato
posloupnost konverguje k pevnému bodu x,. Odhad chyby pii aproximaci bodu ¢ pomoci

¢lent posloupnosti je

ka+1 - gl < 1—1L |xk+1 - xkl (Maf‘ik,ZOlZa)

12 Diferencovatelna funkce je takové funkce, kterda ma v daném bodé koneénou derivaci (Barta, Prazak
a kol., 2010)
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Aplikuje-li se Banachova véta k-krat na funkci g(x), nazyvame vysledek k-ta
iterace funkce g. Napiiklad g(g(x)) je druha iterace funkce g.

Protoze nalezeni L a ovéfeni podminky mtize byt nékdy obtizné, omezuje se ¢asto
funkce na urcity pocet kroktli a z dosazenych vysledku se pak urcéuje konvergence funkce.
K zastaveni iterace se pouziva podminka |x,,; — xi| < &, kde & je nami zadana

tolerance. Fungovani metody prosté iterace si ukazeme na nasledujicim prikladu.

Piiklad 14: Metodou prosté iterace najdéte kofen funkce f(x) = x° + x? — 3 s presnosti
e=0,01.

Reseni: Z grafu funkce f(x) = x5 + x? — 3 (Obrazek 6) vyplyva, ze kofen bude lezet
vintervalu I € (1; 2) nebo piesnéji I € (1; 1,2). Hleddme proto vhodnou itera¢ni funkci.

Moznosti, jak zvolit iteracni funkci je nekone¢né mnoho, naptiklad:
5
x5 =3—x?>x =43 —x2

x2=3—x5:>x=i-m
My budeme pogitat hned s prvnim vztahem, g(x) = Y3 — x2 . Aby byla zajisténa
konvergence funkce, pottebujeme nejdiive ovefit podminky z Banachovy véty. Zacneme
podminkou (2). Funkci g(x) zderivujeme a hleddme maximum |g'(x)| na intervalu
1 =(1;1,2).

g = 12 9GO = i —

(3 - 225 (3—x2)5
Abychom nasli maximum, funkci jesté jednou zderivujeme a polozime ji rovnou nule.

Tak najdeme body podezielé z extrému (stacionarni body).

5 AV 16x?
2-/(B—x2) +—5_5\/m

5 G-

Resenim této rovnice jsou komplexni kofeny (x; , = +iV/5), proto funkce |g’(x)| neméa

lg" ()| = =0

lokalni extrémy. Na intervalu I = (1; 1,2) je funkce spojita, tim padem svého maxima
nabyva v jednom z krajich bodd intervalu (Weierstrassova véta'®). Dosazenim krajnich
bodu do ptedpisu funkce |g'(x)| a porovnanim téchto funk¢nich hodnot zjistime, Ze je

funkce na tomto intervalu rostouci, tj. hledané maximum se nachazi v bodé x = 1,2.

13 Necht funkce f(x) je spojita na uzavieném intervalu (a, b). Potom je na tomto intervalu ohrani¢ena
a nabyva zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji éisla x5, x, € (a, b) s vlastnosti f(x;) < f(x) <
f(x,), pro viechna x € (a, b). (Maiik, 2012b)
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1 21 , 1 212
= 02297 < |g'(L2)|=g———= 03363

(3-12)5 > (3-1,22)5
Podminka (2) tak plati napi. pro L = 0,4.

lg' (D] =

Déle ovéfime Podminku (1). Funkéni hodnoty v krajich bodech jsou
g(1) =1,148698 a dale g(1,2) = 1,093012. Tedy samotna funkce g(x) je klesajici
a krajni hodnoty se zobrazi do intervalu (1; 1,2), tudiz tato funkce do tohoto intervalu
zobrazuje jakoukoli hodnotu z tohoto intervalu. Celkové Banachova véta plati pro funkci
g(x) naintervalu I = (1; 1,2) pro jakékoli x, € (1;1,2). Budeme tedy aproximovat podle
predpisu g(x) = Y3 —xZ a zvolime x, = 1. V dal§im kroku dosadime podéatecni
aproximaci do piedpisu a vypocitame x;, x; = V3 — 12 = 1,148698355.

x, = /3 — 1,148698355 = x, = 1,109397785

x3 = /3 —1,1093977852 = x; = 1,120874995

x, = \/3—1,1208749952 = x; = 1,117612697
Vypocet jiz miZeme zastavit, protoze je splnéna podminka |x;, — x,_q1| < &, tedy

|1,117612697 — 1,120874995| < 0,01. Hledanym kotfenem je x, = 1,1176.

12 T

1 9(z)

™
081 A
06
y=2a ',

041 :
0.2 |

0 02 04 06 08 14 16 ‘ 18

Obrazek 6: Graf funkci f(x) = x5+ x2 =3, g(x) =V3—xZay=x
Podivame-li se se na grafy funkei g(x) = Y3 — x2 a y = x (Obrazek 6), je vidét, Ze
nami nalezeny bod x, = 1,1176 odpovida v grafu bodu A, proto se opravdu jedna

o pevny bod funkce.
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2.3. Newtonova metoda (metoda tecen)

Jelikoz je mnohdy tézké urcit spravnou iteracni funkci, zavedla se Newtonova metoda,
kterd je specialnim piipadem iteracni metody a pro svoji ucelnost se stala jednou

Z nejrozsifenéjSich a nejpouzivanéjSich numerickych metod.

Definice 16: Necht’ f je itera¢ni funkce a rovnice f(x) = 0 ma jednoduchy kofen &, tj.
f'(&) # 0. Pak pro funkci

g(x) =x - O]
f')
je & pevnym bodem a itera¢ni metoda urcena touto funkci ve tvaru
f (%)

Xp41 = X — ) f'(x*)#0,k=0,1,..

se nazyva Newtonova metoda.

Newtonovu metodu mizeme rovnéz popsat graficky, diky ¢emuz mizeme tuto

metodu nazvat také metodou te¢em (Obrazek 7). Nejdiive si zvolime pocate¢ni

Obrazek T7: Newtonova metoda
aproximaci kofene x, a bodem [x,, f(x,)] vedeme te¢nu ke grafu funkce f. Pruseéik
dané te¢ny s 0S0U x ozna¢ime x; a timto bodem [x;, f(x;)] opét vedeme teénu ke grafu
funkce f, ¢imz vznikne prisecik x,. Postup opakujeme, dokud neni splnéna podminka

|xx — xp—1| < €. Kotenem ¢ je pak bod x;,_;.
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Newtonovu metodu mizeme také odvodit pomoci Taylorova rozvoje (vic nize),
ktery nam zaroven ptiblizi, jakym tempem metoda konverguje.

fOrr) = f Q) + O (g — xp) + fz—(,f) (X1 — X)),

kde ¢ lezi v intervalu od x;, do xj,;. Ukon¢ime-li rozvoj po prvni derivaci dostaneme
rovnici
f(res1) = fOa) + G (e — 1)
V priseciku s osou x se bude f(x,;1) = 0, rovnici tak ptepiSeme a nasledné upravime
do jiz zndmého tvaru:
Q) + f1Oa) (err — ) = 0
£

Xk+1 = X — .
£ ()
Tayloriiv rozvoj miiZze byt rovnéZz pouzit pro odhad chyby k-t¢ aproximace kotene

ziskaného Newtonovou metodou.

Véta 22: Necht x, € I A& € I a funkce f(x) ma na tomto intervalu I druhou derivaci,

pak
M )
(D) [§—x| < o (k= Xk-1)

M
@ 1§=xl <5 —50)?,
kde M = max |f"(x)] am = min |f'(x)| pro x € I.

Stejné jako iteracni metody 1 Newtonova metoda nemusi vzdy konvergovat.

e 1

podminky, které zajist'uji konvergenci metody.

Véta 23 (Fourierova podminka): Necht' ma rovnice f(x) = 0 v intervalu {a, b) jediny
realny kofen a necht f’, f'' maji spojité derivace, které na intervalu (a, b) neméni
znaménko, pifiemz f'(x) # 0,Vx € (a, b). PoCate¢ni aproximace x, je tedy ten
z krajnich bod a, b, ve kterém je znaménko funkce stejné jako znaménko f'’ na intervalu

(a, b). Newtonova metoda pak bude konvergovat.

Piiklad 15: Newtonovou metodou najdéte kofen funkce f(x) = x> — x? — 1 s presnosti

e =0,01.
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ReSeni: Jiz vime, e kofen funkce bude lezet v intervalu I € (1,2) (Ptiklad 12). Ted je
tieba spravné zvolit po€atecni aproximaci x,. Ovétime tedy Fourierovu podminku (Véta
23). Nejdrive urcime, jaka jsou znaménka v krajnich bodech intervalu.

f=1"-12-1 > f1)=-1

f2)=25-22-1 > f(2) =27
Dale potfebujeme znaménka porovnat s druhou derivaci funkce f(x), proto funkci
dvakrat zderivujeme.

f'(x) =5x* — 2x
f"(x) = 20x3 -2

Nésledné opét dosadime krajni body intervalu a porovname ziskana znaménka.

') =20-13-2 = f"(1) =18

f'(2=20-22-2 = f"(2) =158
Za pocatecni aproximaci x, zvolime bod x = 2, protoZe znaménka jsou v obou ptipadech
kladna a funkce je na intervalu I € (1,2) konvexni. Nyni jiz mizeme zadit pocitat, predpis
tedy vypada (Definice 16).
X’ —x2—1
Xk+1 = Xk — W
Dosadime prvni aproximaci x, = 2 a pak pokracujeme, dokud neni splnéna podminka
X — xpe—1| < &
25-22-1
5-2t-2-2
1,644737° — 1,644737% — 1

X, =2— X, = 1,644737

Y = LO4S — o a7t — 2 1644737 2 T 1394561
1,3945615 — 1,3945612 — 1
3 = 1395 — o oase1r — 2 1304561 0 1200053
1,2500535 — 1,2500532 — 1
Xa = 1250 = 5 500537 — 2 1250053 <+ 199008
1,1996085 — 1,1996082 — 1
s = 12— 507906087 — 2 1,199608 X5 - 1193926

Jelikoz |1,199608 — 1,193926]| < 0,01 kofenem je x5 = 1,1939.

Newtonovu metodu mizeme rovné€Z pouZit pro vypocet rovnic s komplexnimi
koteny f(z) = 0. Je v8ak nutné zvolit po€ate¢ni aproximaci z, komplexni, abychom
dosli ke komplexnimu kotfenu. K jakému kotenu dojdeme, zélezi na pocatecni aproximaci

Zy. Obarvenim komplexni roviny podle zadané pocate¢ni aproximace (toutéz barvou
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obarvime ty, jez vedou k nalezeni stejného kotene) se vytvoii fraktal**(Obrazek 8 a 9
(Tisnovsky, 20006)).

Obrazek 8: Newtonova fraktalni mnozina polynomu Obrdazek 9: Newtonova fraktalni mnozina polynomu
B3-1=0 z28—-1=0

Na konci prvni kapitoly byl zminén piiklad (Pfiklad 10), jeZ jsme s dosavadni
znalosti metod nedokézali vypocitat. Ted’ vSak by nalezeni jeho kofeni nemél byt

problém.

Priklad 17: Naleznéte kofeny polynomu f(x) = x° + x> + 4x* + 3x3 + 5x2 + 2x + 2
S ptesnosti € = 0,01.
Reseni: Jiz vime, Ze tento polynom nema 7adné racionélni kofeny, takZe se bude jednat
bud'to o kotfeny iracionalni nebo komplexni. Pfedpokladejme, Ze ndmi hledany koten je
komplexni ¢islo, pouzijeme proto Newtonovu metodu.
Nejdiive polynom zderivujeme.

f'(x) = 6x5+ 5x* + 16x3 + 9x2 + 10x + 2
Ptedpis pro k-tou aproximaci vypada:

xk6 + xks + 4xk4 + 3xk3 + 5xk2 + Zxk + 2
6xk5 + Sxk4 + 16xk3 + 9xk2 + 10xk + 2

Xk+1 = Xk —

Déle ur¢ime pocatecni aproximaci x, = 1 + i. Dalsi aproximace jsou tedy:
A+ D°+ A+ +4Q+D*+30+DP+50+D)*+2(1 + i) +2
6(1+D)5+5(1+D*+16(1+i)3+9(1+D)2+10(1+i)+2
x1 = 0,698813 + 0,924332i
x, = 0,435852 + 0,892621i
x3 = 0,219409 + 0,905221i
x4 = 0,071556 + 0,948134i

14 Fraktal je geometricky utvar, ve kterém se stale opakuje uréity motiv &i tvar.
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x5 = 0,00809 + 0,987446i

x¢ = —0,00008 + 0,99549i
Zde zastavime vypocet, protoze |xg — x5| < 0,01, tudiz kofenem je x = i. Protoze
komplexni kofeny jsou vzdy komplexn¢ sdruzena Cisla, je ztejmé, ze druhy koten se bude
rovnat x, = —i.

Dalsi kofeny je mozné najit riznymi zpisoby. Mizeme napiiklad opét pouzit
Newtonovu metodu, avSak pro jinou pocatecni aproximaci. Napiiklad pii zadani
xo = 1++/2i dostaneme, Ze dal§imi kofeny jsou opét komplexnd sdruZzena &isla
X34 = ++/2i. Poté opét mizeme pokradovat Newtonovou metodou nebo vydélime
polynom f(x) vySe vypocitanymi kotfeny a dostaneme:

(X 4+ x5 +4x* +3x3 +5x2 +2x+2) + [(x*+ 1) - (x?+2) ] =x*+x+ 1
Tento polynom stupné 2 jiz lehce spocitdime pomoci vzorce pro vypocet kotfent

kvadratické rovnice.

—14+V1i—4-1-1 1 3 1 V3
oS T TRt NRT Ty

S pomoci numerickych metod tedy dokazeme vypocitat kofeny jakéhokoli polynomu.
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3. PROGRAMY A VYSLEDKY

Pro programovani numerickych metod existuje né¢kolik moznosti, jako je naptiklad
MATLAB, jazyk S ¢&i jazyk R. MATLAB® je programovaci prostiedi uréeno vétsinou
pro akademickou sféru, programuje se v ném ve stejnojmenném jazyce MATLAB. Tento
nazev vznikl zkracenim slov matrix laboratory (,,maticova laboratoi) a je zalozen na
maticich. MATLAB tak dokaze pocitat s maticemi, vykreslit 2D ¢i 3D grafy funkci,
vytvofit poc¢itaCovou simulaci, analyzovat a interpretovat data ¢i vytvaret nové aplikace.
Nejdtive byl vyuzivan pouze pro matematické vypocty, dnes je vsak rozsifenym jazykem,
ktery se uplatiiuje v mnoha sférach.

Naproti tomu je jazyk S statisticky jazyk. Byl vyvinut v Bellovych laboratofich
Johnem Chambersem v roce 1976 (Becker, 1994). Jazyk S je i pies nékolik svych
aktualizaci dnes jiz zastaraly a malo pouzivany. Vyvinul se z n&j vSak jazyk R, jez je
urceny zejména pro analyzu dat a jejich grafické vykresleni. V zékladni sestaveé obsahuje
mnoho statistickych funkei, ale mize byt pouzit i k feSeni systému linearnich rovnic,
maticovych vypoctl ¢i psani vlastnich funkei a skriptd. Vidime, Ze jazyk R a MATLAB
jsou si v mnoha ohledech podobné, avsak na rozdil od MATLABu je jazyk R volné
dostupny, a proto byl pouzit pro tuto bakalaiskou praci. Programy jsou psany v aplikaci

RStudio, jez slouzi jako grafické vyvojové prostiedi pro jazyk R.

3.1. Piedstaveni programii

V nésledujicich podkapitolach jsou popsany programy pro vypocet numerickych metod
uvedenych v Kapitole 2. Jedna se o programy: ,Puleni intervalu®, ,,Metoda prosté
iterace®, ,,Newtonova metoda pro realné kofeny* a ,,Newtonova metoda pro komplexni

kofeny*. Kody vSech programu jsou vlozeny do ptiloh.

3.1.1. Metoda pileni intervalu

Kod pro tuto metodu se sklada z nékolika ¢asti. Ve funkci polynom_vzor (Obrazek 10) je
vlozen ukazkovy polynom. Ten je zde jako ptiklad pro uzivatele, ktery se seznamuje
s fungovanim programu. Jeho definovani pfimo ve zdrojovém koédu programu usnadiiuje
volani funkce, protoze staci zadat pozadovany interval (staci do konzole napsat naptiklad

puleni (1, 2) a program provede ptleni vzorového polynomu v intervalu I = (1,2)).
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3 #vzorovy polynom, poéitdme v intervalu I=<8,1>»
4 <- function(x) {

5 return(x * 3 + - 1)

A ]

Obrazek 10: Kod vzorového polynomu

Nasleduje funkce puleni, ktera implementuje algoritmus metody ptleni intervalu.
Pti zadavani je mozno vyuzit vzorového polynomu, nebo zadat sviij vlastni. Ten
zadavame napiiklad ve tvaru: puleni (-2, 0, polynom = x * 3 + x - 1). Metodu rovnéz
muzeme ohraniéit na ur€ity pocet kroki (Obrazek 11 a 12), pfi nastaveni i_max = 0, je
pocet krokti zanedban a program skonéi, az dosahne zadané (¢i preddefinované) piesnosti

€ (v programu oznaceno jako e).

75 #ovéfeni, zdali jsme dosdhli uréeného poltu krokd

76 <- + 1

77 if( > 8 && > {

78 paste(sep = "", "Kofen s danou pfesnosti nenalezen™,
79 ", pocet krokl=", - 1))

3] break

81 T

Obrazek 11: Zastaveni priubéhu metody piileni intervalu po urcitém poctu krokii a ignorovani krokii pri nastaveni
i_max=0

= puleni(0, 1, i_max = 4)

[1] "0: s=0,5"

[1] "1: s=0,75"

[1] "2: s=0,625"

[1] "3: s=0,6B75"

[1] "4: s=0,65625"

[1] "Kofen s danou pfesnosti nenalezen, pofet kroki=4"
=

Obrazek 12: Piileni intervalu, priklad na omezeny pocet krokii

Funkce pak kontroluje né€kolik podminek, nez dojde k samotnému ptleni.
Nejdiive zkontroluje, zdali je interval zadan vzestupné, neni-li tomu tak, hodnoty
v intervalech vyméni (Obrazek 13 a 14). Dale ovétuje, zdali se v intervalu nachazi koten
daného polynomu (Obrazek 15 a 16) a také, zda neni jeden z krajnich bodt kofenem
polynomu (Obrazek 17 a 18).

L
&

#ovdFeni. zda e interval zaddn v

, Zda je interval zada rzestupne
31 if(a > b) {
32 Tt <-a
33 a <-b
34 b <- t
35 I

Obrazek 13: Kontrola vzestupnosti krajnich bodu v intervalu
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> puleni{l, O, i_max = 4)

[1] "o: s=0,5"

[1] "1: s=0,75"

[1] "2: s=0,625"

[1] "3: s=0,6875"

[1] "4: s=D,65625"

[1] "Kofen s danou pfesnosti nenalezen, polet kroki=4"
=

Obrazek 14: Ukdzka kontroly a iiprava intervalu pro polynom f(x) = x3+x—1

42 #ovéreni, Ze v daném intervalu se nachdzi kofen

43 if(f a *fb>»0){

44 print(paste(sep="", "Mate Zpatné zadany interval: ",
45 "f(", n2s(a), ")}=", n2s(f_a), ", f(", n2s(b), ")=",
46 n2s(f_b)))

47 return(NA)

ik }

Obrazek 15: Kontrola, zdali je koren polynomu v daném intervalu

> puleni{l,2)

[1] "mate Spatné zadany interval: f({1)=1, f({2)=9"

[1] ma

Obrdzek 16: Kontrola, zda se v intervalu I = (1,2) polynomu f(x) = x3 + x — 1 nachdzi koren
49 #ovéreni, zdali je jeden z krajich bodi intervalu kofenem polynomu
58 if(abs a) <= e) {

51 print(paste(sep = "", "Kofenem je ", n2s{a)))

52 return{a)

53 1

54 if(abs(f b) <= 2) {

55 print({paste(sep = "", "Kofenem je ", n2s{b)}))

56 return{b)

57 1

Obrazek 17: Kontrola, zda je krajni bod intervalu korenem polynomu

> puleni{0, 1, polynom = x & 3 + 2 * x A 2 - x - 2]

[1] "Korenem je 1™

111

=
Obrdazek 18: Polynom f(x) = x3 + 2x% — x — 2 ma v krajnim bodé x = 1 intervalu I = (0, 1) koren

Poté uz program provede algoritmus pileni (Obrazek 19 a 20). Ten je realizovan
cyklem while a provadi puleni, dokud neni dosazeno ptesnosti € nebo uréeného poctu
krokd, jak je zminéno vySe. Program je také ukoncen, kdyz je kofen nalezen piesné, tj.
jeho funkéni hodnota je rovnad nule. To se stdvd pouze ve vyjimecnych piipadech,
programy totiz maji problém vypocitat absolutni nulu. Jednim z piikladu, kdy se tato
podminka vyuziva, je pii hledani kotfenti polynomi nalezenych hned po jednom
aproxima¢nim kroku (napf. u polynomu f(x) = 2x vintervalu I = (—1,1)). V téchto
ptipadech neni dosazeno zadané piesnosti € ani poétu krokl (pokud neni nastaveno

i_max =1).
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n b | | R—— A 7| i b A R g = P |
63 #cyklus, kRtery provddi pulen dokud neni dosaZeno pFesnosti e

Bd while(abs(a - b) > ) {

65 f a <- pol(a)
66 f b <- pol(b)
&7 s <- (a+b) /2
&8 f s <- pol(s)

Obrazek 19: Algoritmus puleni 1. cast

B9 #ov

ovéreni, s jakym intervalem budeme naddle poditat
98 if(f a * £ 5 <8) {
91 b <- s
92 I3
93 else {
94 a <- s
95 I3

Obrazek 20: Algoritmus piileni 2. ¢ast
Hodnoty jsou poté vypsany, jak piimo v konzoli, tak i v samostatném souboru

pomoci funkce write (Obrazek 21 a 22). Vypisovani do souboru poskytuje lepsi prehled

a umoziuje pracovat s vysledky i po opusténi konzole.

59 #vytvoreni souboru, kde se uloZi vypolitdné hodnoty, a pojmenovdni hodnot
68 soubor <- file("Puleni_tabulka.csv", "w")
bl write("krok;a;b;s;f(a);f(b);f(s)", soubor)

Obrazek 21: Funkce write - 1.¢ast

78 #ukldddni hodnot do souboru

71 write(paste(sep = "", i, ";", n2s{a), ";", n2s{b), ";", n2s(s),
72 ", n2s{f_a), ";", n2s{f_b), ";", n2s(f_s)), soubor)
73 print(paste(sep = ", i, ": ", "s=", n2s(s)))

Obrazek 22: Funkce write - 2.¢ast

Jelikoz je soubor ukladan s koncovkou .csv, ktery je kompatibilni napiiklad
i saplikaci Excel od firmy Microsoft, bylo nutné ptidat do programu jesté funkci n2s
(number to string) (Obrazek 23), protoze jazyk R oddéluje desetinna ¢isla pomoci tecky
a ne &arky, jak je zvykem v Ceské republice. Cisla se tak mnohdy pievadéla automaticky
na data (1.5 — 1. kvétna).

18  #prevedeni telfky u desetinnych &isel na &drku
19 n2s <- function(n) {

28 tformat(n, decimal.mark = ",")

21}

Obrazek 23: Funkce n2s
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3.1.2. Metoda prosté iterace

Stejné jako pro metodu pileni intervalu, tak také v programu pro metodu prosté iterace
je uveden vzorovy polynom (Obrazek 24), kde je vsak jiz vepsana iteracni funkce

k danému polynomu f(x) = x3 + x — 1.

Forraraowuy ol vhaom e T, “mi hodnota ¥ =3
#Furzorouvy l = i il F £

(W N)

polLynom, pocCarecnit aanotTa . =, 2

¢- function(x) {

return( {1 - =) ~ (1 / 3))

oy T 5 =

}
Obrdzek 24: Kéd vzorové iteracni funkce

Jelikoz jsou podminky pro ovétovani spravnosti intervalu pro tuto metodu docela
slozité a vyzadovaly by mnoho vstupti od uzivatele, nejsou v programu ovérovany.
Dilezité pro tuto metodu je tedy uréeni maximalniho poctu krokt (Obrazek 11), po
kterém se program zastavi a uzivatel mize z dosazenych vysledkti rozhodnout, zdali
posloupnost aproximaci diverguje (Obrazek 25) ¢i konverguje (Obrazek 26). V programu
je taktéz mozné pocitat bez uréeného poctu kroku, pii nastaveni i_max = 0, v takovémto
ptipadé by si mél byt uzivatel jisty, Ze funkce je konvergentni, jinak se program zacykli.

> iterace(l,i_max=6)

[1] "=x_0: 1

[1] "x_1: Q"

[1] "x_2: 1"

[1] "x_3: Q"

[1] "=x_4: 1"

[1] "x_5: 0"

[1] "x_&: 1"

[1] "Kofen s danou pfesnosti nenalezen, polet krokd=6"

Obrazek 25: Ukdzka divergence posloupnosti aproximaci funkce g(x) = V1 — x pii zaddni xq = 0

= iterace(0.5, i_max = @)
[1] "x_0: 0,5"
[1] "=_1: 0Q,7937005"

X

[1] "x_2: 0,5908801"

[1] "x_3: 0,7423639"

[1] "x_4: 0,6363102"

[1] "x_5: 0,7138008"

[1] "x_6: 0,6590061"

[1] "kKofen s danou presnosti nenalezen, pofet krokui=6"
=

Obrizek 26: Ukdzka konvergence posloupnosti aproximaci funkce g(x) = N1 — x pFi zaddni x, = 0,5
Aproximace kofene je provadéna opét pomoci cyklu while ve funkci iterace, ve

které na rozdil od puleni zadavame pifimo pocate¢ni aproximaci x,. Jelikoz program

nepodporuje odmocniny ze zdpornych hodnot, je metoda prosté iterace urcena pouze pro

realné koteny (Obrazek 27).
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= iterace(2, i_max = &)

[1] "=_0O: 2"

[1] "=_1: mMan"

Error in while (abs{(x_k - x) = e) { :
missing value where TRUE/FALSE needed

=

Obrazek 27: Ukdzka, jak se metoda chovda pri zadani x, = 2, kdy jako dalsi aproximace vychazi komplexni ¢islo

Vysledky jsou stejné jako u predchozi metody vypsany do konzole i ulozeny do

souboru pomoci funkce write.

3.1.3. Newtonova metoda

Pro Newtonovu metodu jsou vytvofeny dva programy, pro redlné¢ a komplexni kofeny.
Program ,,Newtonova metoda pro realné kofeny” ma podobné prvky jako piedchozi
programy. Jak i ostatni, i tento umoziuje pocitat se vzorovym polynomem (Obrazek 10)
a rovnéz ovétuje nékteré podminky: zdali je interval zadan vzestupné (Obrazek 13 a 14),
zdali je interval zadan spravné (Obrazek 15 a 16) a jestli nejsou krajni hodnoty kofeny
polynomu (Obrazek 17 a 18).

Princip metody je popsan ve funkci prubeh. Potfebna derivace se pocita
automaticky pomoci funkce D (vyjma piipadu, kdy se jedna o vzorovy polynom, zde je
jiz derivace zadana) (Obrazek 28). Zadany polynom vSak musi obsahovat proménnou X,
protoze funkce D derivuje prave podle této proménné.

#uvvpocet derivace ol yvnomuy a prevedent TaTI aleird TN 4|

else {

]

e ent vyrazu

]

[ N D W W Ry W ¥ )
O oa

<- function (x) {}
body(pol) <- exp

[
L3 L

< -

18}

xp, "x")

S NN R W

<- function (x) {}

body(der) <-

[
=] o LA

-I.
]

Obrazek 28: Derivace polynomu

Télo programu opét tvori cyklus while, a abychom nemuseli rozliSovat, zda se
jedna o funkci rostouci nebo klesajici, prevede program funkci automaticky na funkci

rostouci (Obrazek 29) a poté zahaji cyklus.
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Obrazek 29: Prevedeni na rostouci funkci

Pro ukonc¢eni programu je mozno vyuzit pozadované piesnosti € (je na uZzivateli,
zda se rozhodne vyuzit preddefinovanou piesnost € = 0,001 nebo svou vlastni) ¢i metodu
ohranicit na uréity pocet krokt (automaticky je nastaveno i_max = 1000).

Hodnoty se jako i u pfedchozich programii vypisuji ptimo do konzole a také do
souboru Newton_tabulka.csv.

Program ,,Newtonova metoda pro komplexni kofeny* je téméf totozny jako pro

kofeny realné, jsou zde v§ak vynechany ovéfovaci podminky, protoze v komplexni roving
budeme tézko uvazovat interval, na némz bychom podminky ovéfovali. Do programu

tedy zadavame pfimo pocate¢ni aproximaci x,.

3.2.  Porovnani programii a piiklady

Cilem této podkapitoly je porovnat vlastnosti jednotlivych programi (a tim padem i jimi
urcenych numerickych metod). Pozor bude vénovan rychlosti metod (kolik je potteba na
ur¢eni kotene kroki), zdali se metody ve vysledcich shoduji, popfipadé jak se 1isi od
»skuteéného kofene* (Ize zkoumat, jedna-li se 0 racionalni kofeny) a jak se s metodou

pracuje (je tézké najit interval ¢i pocatecni aproximaci ¢i nikoli).

Piiklad 18: Urcete kofen polynomu f(x) = x3 4+ x — 1 s piesnosti € = 0,001.
Diskuze: Pro programy ,,Metoda puleni intervalu™ a ,,Newtonova metoda“ byl kofen
pocitan v intervalu I = (0, 1), pro program ,,Metoda prosté iterace” bylo nutné nejdiive
zvolit vhodnou itera¢ni funkci a K ni pocatecni aproximaci. Jako iteracni funkce byla
zvolena g(x) = Y1 — x s pocate¢ni aproximaci x, = 0,5.

Metoda  prosté iterace  vypocitala  ptiklad v devatendcti  krocich,
X190 = 0,682626670619523, metoda piileni intervalu dosla k vysledku v deviti krocich
X9 = 0,6826171875 a Newtonové metodé staCily na vypocet Ctyii kroky
x, = 0,682327803946513. Piehled jednotlivych intervali a kofenti je ukéazan

v nasledujici tabulce.
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Polynom Interval nebo Pocet
] Kofen
fX)=x3+x-1 po¢. aproximace | krokil
Metoda pileni intervalu 1=(0,1) 9 0,6826171875
Xg = 0,5 19
Metoda prosté iterace 0,682626670619523
X9 = 0,6 16
1=(0,1) 4 0,682327803946513
Newtonova metoda Xo =1 5 —0,341164 + 1,161541i
Xo = —1 5 —0,341164 — 1,161541i

Tabulka 8: Koveny polynomu f(x) = x> +x — 1

Polynom f(x) = x3+ x — 1 nema racionalni kofeny, proto nelze uvaZovat
odchylku od ,,skute¢ného® feseni. Je vSak vidét, Ze metody se s vysledkem shoduji.
Nejpomalejsi a také nejpracnéj$i byla metoda prosté iterace. I pfes to, ze upravime
pocate¢ni aproximaci na x, = 0,6 metoda stale potiebuje na vypocet kofene Sestnact
krok, coz ji i v tomhle pfipadé ¢ini nejpomalejsi.

K vypoctu dalsich kofenti miizeme vyuZzit pouze program ,,Newtonova metoda
pro komplexni koteny*, protoze se jedna o komplexni kofeny. S pocatec¢ni aproximaci
xo = i dosp&jeme ke kotenu v patém kroku xs = —0,341164 + 1,161541i, poslednim
kotfenem tedy bude k nému komplexné sdruzené ¢islo x5 = —0,341164 — 1,161541i,

ke kterému v metod€ dojdeme opét po péti krocich pti zadani x, = —i.

Piiklad 19: Urcete koten polynomu f(x) = x> — x3 + x — 2 s presnosti € = 0,001.
Diskuze: Pro metodu puleni intervalu a Newtonovu metodu budeme pocitat v intervalu
I = (1,2), pro metodu prosté iterace je zvolena iteraéni funkce g(x) = Vx3 —x + 2
a pocatecni aproximace x, = 0,5.

V tomto piiklad€ metoda prosté iterace fungovala rychleji a v poctu krokt si miize
podat ruce s Newtonovu metodou. Puleni intervalu je zde zdlouhavéjsi. Je zajimavé si
povsimnout, Ze pii zvétSeni intervalu I = (—10, 10) se pocet krokti Newtonovy metody
zvétSina 13 a pileni intervalu na 14, pii jesté vétsim rozpéti I = (—20, 20) metoda ptleni
intervalu pfedbéhne Newtonovu metodu o jeden krok, ptleni ma 15 krokt, Newtonova
metoda 16. Naopak pii zmenseni intervalu I = (1;1,3) dospéje Newtonova metoda
k vysledku za 3 kroky a putleni intervalu za 8. Iteratni metoda pfi zmenseni intervalu

dospégje k vysledku v 5 krocich. | v tomto pfipadé je vSak docela obtizné najit iteracni
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funkci a zbylé kotfeny je mozno opét dopocitat pouze Newtonovou metodou, protoze se

jedna o kofeny komplexni.

Polynom Interval nebo Pocet
. Kofen
f(x) =x%>—x3+x—2 | poc. aproximace | kroki
1=(1,2) 9
I =(1;1,3) 8
Metoda piileni intervalu 1,206055
I =(-10,10) 14
I =(=20,20) 15
Xg = 0,5 6
Metoda prosté iterace 1,20526034969988
xXo=1 5
1 =(1,2) 6
I=(1;1,3) 3
1,205569

[ =(-10,10) 13
[ =(-20,20) 16

Newtonova metoda

X =i 7 0,5 + 0,8660254i

Xp = —i 7 0,5 — 0,8660254i
xp=—1+i 5 —1,102785 + 0,665457i
xp=—-1—1i 5 —1,102785 — 0,665457i

Tabulka 9: Koieny polynomu f(x) = x> —x3 + x — 2

Piiklad 20: Urcete viechny kofeny polynomu f(x) = 2x* — 11x? + 5.

Diskuze: Tento polynom ma vSechny kofeny realné a racionalni, proto se budeme snazit

urcit jejich pfesnou hodnotu. Z grafu (Obrazek 30) i vzorce je vidét, Ze funkce je suda,

bude tedy stacit najit pouze dva kofeny a zbyl¢ dva se budou liSit pouze o znaménko.
Nejdiive budeme pocitat v intervalu I =(0,5; 1), pro Newtonovu metodu

a metodu puleni intervalu. Pro Newtonovu metodu totiz nemizeme stanovit interval

I = (0, 1), protoZe pak bychom ve vypoctu délili nulou’®, coz nelze. Pro metodu prosté

2x%+5
11

iterace budeme pocitat s iteracni funkci g(x) = a pocatecni aproximaci

15 Z grafu funkce je ziejmé, Ze dana funkce bude na intervalu klesat, proto jako po¢ate¢ni aproximaci
volime ¢islo 0, x, = 0. Dosadime-li do ptedpisu Newtonovy metody pro tento polynom, jistime, ze
rovnice nema feseni.

2x —11x2 +5

Mert = T g s o,
2:0-11:045
= 8-0-22-0
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xo = 0,5. Vtomto piipad¢ chceme dojit k presnému vysledku, proto jsme nastavili
€ = 0,000000001. Nemuzeme vsak nastavit € = 0, protoZe programy maji problém

nalézt absolutni nulu a mnohdy se mohou i zacyklit.

—2

—10

Obrazek 30: Graf funkce f(x) = 2x* —11x%2 + 5
Vypocty pro druhy kofen jsou uvedeny v tabulce, pro metodu prosté iterace vSak

, e g v 4[11x2%2-5
musela byt zvolena jina itera¢ni funkce g(x) = —

Polynom Interval nebo
f(x)=x>—x3+x—2 | po&. aproximace Potet kroku Vysledek
Metoda pileni intervalu I =(0,5; 1) 22 0,7071068
I =(1; 3) 24 2,236068
Metoda prosté iterace X9 =05 10 0,7071068
Xo=1 29 2,236068
Newtonova metoda 1 =05 1) 4 0,7071068
I =(1; 3) 6 2,236068

Tabulka 10: Koreny polynomu f(x) = x5 — x3 + x — 2

Vsechny koteny daného polynomu budou tedy x; = 0,7071068, x, = —0,7071068,
x3 = 2,236068, x, = —2,236068.
Priklad 21: Urcete kofeny polynomu f(x) = x* + 3x3 + 4x? + 3x + 1.
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Diskuze: Z Obrazku 32 je vidét, ze nikdy graf funkce neprotne osu x a tim padem neni
splnéna podminka f(a)- f(b) < O0; Va,b € R, ktera je pro programy numerickych
metod klicovd. Nemiize zde tedy pouzit programy ,,Metodu puleni intervalu® a ani

,Newtonova metoda pro realné kofeny*, protoze nesplnéni podminky programy zastavi.

-2 -1 ]

Obrazek 31: Graf funkce f(x) = x* 4+ 3x3 + 4x? + 3x + 1

Je tak u¢inéno z divodu, Ze uzivatel miize mnohdy Spatné urcit interval a program by se
pokazdé zacyklil. Mzeme vSak vyuzit program ,,Newtonova metoda pro komplexni

koteny*, ktery tuto podminku neobsahuje a rovnou pocitd se zadanou pocatecni

aproximaci.
Polynom Poc. Pocet
) Vysledek
f(x) =x*+3x3+4x? + 3x + 1 | aproximace | kroki
Xo=0 15 —1,000081
Newtonova metoda Xg =1 7 —0,5+ 0,8660254i
Xo = —1 7 —0,5—-0,8660254i

Tabulka 11: Kofeny polynomu f(x) = x* 4+ 3x3 + 4x* + 3x + 1

Na priklad by slo vSak nahlizet i jinym zptsobem. Vime, ze tento polynom
obsahuje bud” komplexni nebo nasobné kofeny. S nasobnosti kofenti by si poradily
metody popsané v Kapitole 1, napi. Hornerovo schéma nebo by bylo mozné pouzit Vétu
17 a vydélit polynom NSD(f, f'). V nasem ptipadé NSD(f,f') = (x + 1), polynom
proto miZeme rozlozit na sou¢in f(x) = (x3+2x%2+2x+1)(x+1) a graf
fo(x) = x3 4+ 2x? + 2x + 1 uz protind osu X. Pro tento polynom jiz mlizeme vyuZit
numerickych metod. Pocitani vSak muizeme jest¢ zjednodusit, jelikoz z piedchoziho
feseni je ziejmé, ze polynom obsahuje dvojnasobny koten x = —1, polynom f,(x) tak

Ize vydélit jesté jednou vyrazem (x + 1) arozlozit tak na f(x) = (x? + x + 1) (x + 1)2.
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Z toho rozkladu je ziejmé, Zze f3(x) = x? + x + 1 ma komplexni kofeny, které poté
dokazeme urcit Newtonovou metodou. Vysledkem budou komplexné sdruzené koieny

X34 = —0,5 4 0,8660254i.

Piiklad 22: Najdéte koteny polynomu f(x) = 147x* + 84x3 — 40x? — 28x — 3.
Diskuze: Zkusime hledat koteny v intervalech I = (—1,0) a I = (0, 1) pro Newtonovu

metodu a metodu ptileni intervalu. Pro metodu prosté iterace budeme pocitat s iteracni

funkci g(x) = ‘:/_84x3+4104x72+28x+3 a pocatecni aproximaci x, = 0.
Polynom
Interval nebo Pocet
flx) = _ Kofen
poc¢. aproximace | krokd
147x* + 84x3 — 40x? — 28x — 3
[ =(-1,0) 22 —0,5773503
Metoda pileni intervalu
I =(-0,8; 0) 22 —0,1428571
1=0,1) 22 0,5773503
Metoda prosté iterace X9 =0 7 0,5773503
[ =(-1,0) 7 —0,5773503
Newtonova metoda
[ =(-0,8; 0) 5 —0,5773503
1=0,1) 6 0,5773503

Tabulka 12: Koreny polynomu f(x) = 147x* + 84x3 — 40x% — 28x — 3

Z vypocétu je ziejmé, Ze v intervalu I = (—1, 0) leZi vice kofent, protoze ziZzenim
intervalu nalezneme pro metodu ptleni intervalu vzdy jiny kofen. Naopak zuzovanim ¢i
zvétSovanim intervalu u Newtonovy metody dostaneme vzdy stejny kofen. Spravné
intervaly, vkterych bychom méli kofeny hledat jsou tedy I, =(—1; —0,5),
I, = (—0,5; —0,35), I3 = (—0,35; 0). Hodnoty intervalu musime volit pravé timto
zpusobem, protoze Newtonova metoda pii zadani nékterych intervalll (napft.
I = (—0,5; —0,3)) najde kofen Gplné¢ mimo dany interval (napi x = 0,5773503). Nize

je upravena tabulka pro metodu ptileni intervalu a Newtonovu metodu.
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Polynom
Pocet
f(x) = Interval Kofen
kroku
147x* + 84x3 — 40x? — 28x — 3
I, =(—1; —0,5) 21 —0,5773503
Metoda pileni intervalu I, =(-0,5; —0,35) 18 —0,4285714
I; = (—0,35; 0) 18 —0,1428571
I, =(0,1) 22 0,5773503
I; =(—1; —0,5) 7 —0,5773503
Newtonova metoda I, =(-0,5; —0,35) 4 —0,4285714
I; = (—0,35; 0) 4 —0,1428571
I, =(0,1) 6 0,5773503

Tabulka 13: Koreny polynomu f(x) = 147x* + 84x3 — 40x? — 28x — 3

3.3.  Shrnuti a doporuceni

Z vyse uvedenych prikladii mizeme vyvodit nékteré vlastnosti jednotlivych numerickych
metod. Nejrychlejsi metodou (metodou s nejmensim poctem krokti) byla skoro ve vSech
ptipadech Newtonova metoda. Jeji i€innost v§ak docela rapidné klesala se zvétSujicim se
intervalem. Také je nutno dodat, Ze v Pfikladé 20 a 22 byl problém najit interval,
ve kterém bychom mohli kofen hledat, protoze pro nékteré intervaly nebyla splnéna
Fourierova podminka a v intervalu I = (—0,5; 0,5) pocitala metoda ,,Spatné*“ kofeny.
Napf. pro I = (0,1; 1) nasla kofen x = 2,236068, ktery do toho intervalu viibec nepatii
a podobné. U Newtonovy metody je proto dulezité dbat na spravny vybér intervalu. Co
vSak stavi Newtonovu metodu, v tomto ptipadé Iépe feCeno program ,,Newtonova metoda
pro komplexni kofeny*, pfed vSechny ostatni je vypocet komplexnich kotent.

Velkou vyhodou metody ptileni intervalu bylo jeji vSestranné vyuziti. Bylo mozno
Ji vyuzit vzdy, nehledé na vybrany intervalu. Jedinym ,,zadrhelem* jsou nasobné koteny.
Metoda si poradi, 1 kdyz se v intervalu nachazi vice kofent, ale v takovémto piipadé najde
pouze jeden z nich. Kazdopadné bychom se méli vyhnout pocitani vice kofenti v jednom
intervalu a méli bychom byt schopni vzdy najit interval, kde je kofen pravé jeden.
Nejvétsi nevyhodou metody je jeji zdlouhavost. Nékdy se oproti ostatnim metodam lisila
az o 15 kroku (Ptiklad 22), coz by pfi ru¢nim pocitani urcité zabralo néjaky ¢as. Nejveétsi
prodleva byla pozorovatelnd na velmi malych intervalech, naopak metoda dobie
fungovala ve velkych rozpétich intervalu. V Ptiklad¢ 19 byla metoda ptleni intervalu

dokonce rychlejsi nez Newtonova metoda.
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Nejvice nevyvazenou metodou ze vsech byla metoda prosté iterace. V nékterych
ptikladech se v rychlosti rovnala Newtonové metod¢ (Ptiklad 19), jindy zaostavala i za
metodou puleni intervalu (Ptiklad 18). Celkové by se vSak dala zafadit mezi rychlejsi
metody vypoctu. Nejvétsim problémem u této metody bylo urCovani iteracnich funkci
a pocatecnich aproximaci. Nékdy jsme funkci naSli hned na prvni pokus, jindy bylo
Newtonova byla rychlejsi a snadnéjsi pro praci se vsak dalo predpokladat, jelikoz
Newtonova metoda je specialnim pfipadem itera¢ni metody.

Kdybychom chtéli shrnout nejefektivnéjsi feSeni polynomickych rovnic, urcité
bychom zacali s nakreslenim grafu, ktery uzivateli ledacos napovi a ukdze mu, jaky
interval pro vypocet kofent zvolit. Doporu¢enim, jak si tuto praci usnadnit je graficky
kalkulator Geogebra (Hohenwarter, 2002), ktery byl v této bakalaiské praci pouzit
K ilustraci vSech grafi.

Jak je zminéno vySe, z grafu se da ledacos odhadnout. Vidime-li, ze graf neprotina
osu x (Ptiklad 21) odhadujeme, Ze koteny polynomu jsou bud’to nasobné nebo komplexni.
Vyse je zminéno, jakym zplsobem se da takovyto ptipad vyftesit. Pro snadnéjsi vypocet
vSak miizeme vyuzit volné dostupnych programti na webovych strankach. Derivaci je
mozné vypocitat v programu ,,.Derivace polynomu‘ (je piiloZzen v Ptilohach), jehoz
princip je ekvivalentni S derivaci pouzitou Vv programu ,,Newtonova metoda pro realné
kofeny* a ,,Newtonova metoda pro komplexni kofeny“ a je rovnéZ naimplementovan
Vjazyce R. Nejvétsi spolecny délitel polynomu a jeho derivace pak miizeme byt
jednoduse spocitan na webové strance zabyvajici se online kalkulackami (Anton,
Polynomial Greatest Common Divisor, 2018). Stranka je sice v angli¢ting, ale velmi
dobfe zpracovana, takze by nemél byt problém se na ni spravné orientovat. Jedinym
problémem by mohlo byt zaddvani polynomu, ktery je zde vyobrazen jako posloupnost,
napi. polynom f(x) = x3 — 2x2 + 1 bychom zadali jako (1 —2 0 1).

V dal$im kroku délime polynom nejvétsim spole¢nym délitelem polynomu a jeho
derivace. K tomu mtzeme opét vyuzit voln¢ dostupnych programii. Na internetovych
strankach jich existuje celd fada, v této bakalaiské praci jsou uvedeny dva. Jeden se
nachazi jiz na vySe zminéné strance (Anton, Polynomial division, 2018). Uzivatel si mtize
vybrat, chce-li pocitat déleni presné nebo mu staci pouze zaokrouhleny vysledek. Stranka
taktéz zobrazuje vSechny kroky déleni, které jsou doprovazeny slovnim popisem. Co vSak

tuto online kalkulacku stavi nad ostatni je moznost pracovat i s komplexnimi ¢isly.
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Druhu strankou je (Wolfram Research, 2018), i tato stranka nabizi piehled
jednotlivych krokl déleni, a navic se polynomy zadavaji klasicky, ne jako posloupnosti.
Déleni komplexnimi ¢isly vSak neni mozné provést.

Zbavime-li se nasobnych kofenti, zbyva vyuzit dostupnych numerickych metod.
Nejjednodussi cestou se jevi pouziti metody pileni intervalu na zuzeni intervalu a poté
pouziti Newtonovy metody. Tim by mélo byt dosdhnuto vysledku s nejmensim moznym
poctem kroki.

Pro komplexni kofeny zbyva pouzit pouze Newtonovu metodu (program
»Newtonova metoda pro komplexni koteny*). Kdybychom vSak chtéli vyuzit znalosti

z Kapitoly 1, je mozno najit komplexni kofeny i pomoci Hornerova schématu.
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Zavér
Tato bakalaiska prace prozkoumala oblast polynomu a k feSeni polynomickych rovnic
popsala tfi numerické metody, a t0 metodu puleni intervalu, metodu prosté iterace
a Newtonovu metodu. Tyto metody byly naprogramovany ve voln¢ dostupném jazyce R
a fungovani jednotlivych ¢asti programi bylo vysvétleno v posledni kapitole. Jakykoli
uzivatel by tedy po piecteni této bakalaiské prace nemeél mit problém s pouzivanim téchto
programdi.

Posledni kapitola také uvadi 5 ptikladd (Ptiklad 18-23), které pomadhaji
k naslednému porovnavani vybranych numerickych metod a tim poukazuje na jejich
svétlé 1 stinné stranky. V této kapitole jsou rovnéz popsany nékteré volné dostupné
webové aplikace, které usnadnuji vypolty potiebné k urCeni spravného vysledku.
Napriklad je zde uvedena webova stranka Geogebra, kterd pomaha urcit spravny interval,
ve kterém lezi kotfeny dané polynomické rovnice, nebo riizné online kalkulacky, které
pomahaji fesit problém s nasobnymi kofeny polynomt, na néz jsou nékteré numerické
metody kratké.

Tato bakalarské prace tak mize pomoci studentim k lepSimu pochopeni latky
polynomt a s pomoci programi by si méli poradit s jakoukoli polynomickou rovnici.

Myslim si, Ze 1 kdyZ jsou polynomy a numerické metody pfedmétem jiz mnoha
bakalarskych ¢i diplomovych praci, kazdd z nich vrha svétlo pouze na kousek
problematiky a tim, Ze kazda prace uchopi tuto latku jinak, je stale jesté dost prostoru pro
budouci prace pfijit s né¢im novym a unikatnim. Studentiim, ktefi by tedy chtéli na tuto
bakalarskou praci navazat, bych doporucila pokracovat ve vytvofeni programd, které by
mohly vice objasnit a usnadnit dal§i vypocCty. Zejména bych uvitala program na vypocet
Hornerova schématu, pomoci kterého je mozné fesit n€které polynomické rovnice a
zejména pro celociselné koteny jsou mnohdy lepsi volbou nez vySe zminéné numerické
metody. Velmi uzite¢né by bylo i naprogramovani napf. déleni polynomu ¢i Eukleiduv
algoritmus pro hledani nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomd, aby se student

nemusel spoléhat na webové stranky.
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Piilohy
Program ,,Ptleni intervalu‘

#Puleni intervalu

#vzorovy polynom, pocCitame v intervalu I=<0,1>
polynom vzor <- function(x) {

return(x ~ 3 + x - 1)
}
#prevedeni tecky u desetinnych ¢isel na c¢éarku
n2s <- function(n) {

format (n, decimal.mark = ",")
}
#funkce, kde (a,b) = interval, e = presnost, polynom = nami
#zadany polynom, i max = maximdlni pocet krokl, pfi zadéni
#i max = 0, nekone¢né mnoho kroku

puleni <- function(a, b, e = 0.001, polynom = NULL,
i max = 1000) {

#prevedeni zadaného polynomu na vyraz (expresssion)
exp <- substitute (polynom)

#kdyZz neni zadan z&dny polynom, program politd se vzorovym
#polynomem
if(is.null (exp)) {

pol <- polynom vzor

}

#prevedeni vyrazu na funkci
else {
pol <= function (x) {}
body (pol) <- exp
}

#ovéreni, zda Jje interval zadan vzestupné
if(a > b) {

t <- a
a <-b
b <- t

}

#vypocet funkcénich hodnot
f a <- pol(a)

f b <- pol(b)

i <=0

#ovéreni, Ze v daném intervalu se nachdzi kotren
if(f a * £ b>0) {

print (paste (sep="", "Mate 3patné zadany interval: ",
"t(", nZs(a), ")=", nZ2s(f_a), ", £(", nZs(b),
")=", n2s(f_b)))

return (NA)
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#ovéreni, zdali je jeden z krajich bodl intervalu kotenem

#polynomu
if(abs(f_a) <= e) {
print (paste(sep = "", "Kofenem je ", n2s(a)))

return (a)

}

if(abs(f b) <= e)
print (paste(sep = "", "Kotrenem je ", n2Z2s(b)))
return (b)

—

}

#vytvoreni souboru, kde se uloZi vypocitané hodnoty,
#a pojmenovani hodnot

soubor <- file("Puleni tabulka.csv", "w")

write ("krok;a;b;s;f(a);f£(b);£f(s)", soubor)

#cyklus, ktery provadi puleni, dokud neni dosazeno presnosti e
while (abs(a - b) > e) {

f a <- pol(a)

f b <- pol(b)

s <- (a + b) /2

f s <= pol(s)

#ukliddani hodnot do souboru

write (paste(sep = "", 1, ";", n2s(a), ";", n2s(b), ";",
nZ2s(s), ";", n2s(f_a), ";", nZs(f b), ";", nZs(f_s)),
soubor)

print (paste(sep = "", i, ": ", "s=", n2s(s)))

#ovétreni, zdali jsme dosdhli urceného poc¢tu kroku
i<-1+ 1
if(i max > 0 && 1 > i max) {
print (paste(sep = "", "Kofren s danou presnosti nenalezen",
", pocet kroku=", 1 - 1))
break

}

fovéreni, zda Jsem nalezli kotren presné

1f(f s == 0) {
print (paste(sep = "", "Korenem je ", n2s(s)))
break

}

#ovéreni, s jakym intervalem budeme nadale pocitat
if(f a * £ s < 0) {

b <- s
}
else {

a <- s

}
}

close (soubor)

60



Program ,,Metoda prost¢ iterace*

#Metoda prosté iterace

#vzorovy polynom, poc¢édte¢ni hodnota x 0=0,5
polynom vzor <- function(x) {

return((l1 - x) ~ (1 / 3))
}

#prevedeni tecky u desetinnych ¢isel na c¢arku
n2s <- function(n) {

format (n, decimal.mark = ",")
}
#funkce, kde x = pocatecni aproximace, e = presnost,
#polynom = nami zadany polynom, 1 max = maximdlni pocet krokt,
#pri zadani i max = 0, nekone&né mnoho kroku

iterace <- function(x, e = 0.001, polynom = NULL, i max = 1000)
{

#prevedeni zadaného polynomu na vyraz (expresssion)
exp <- substitute (polynom)

#kdyZz neni zadan zadny polynom, program politd se vzorovym
#polynomem
if(is.null (exp)) {

pol <- polynom vzor

}

#prevedeni vyrazu na funkci
else {
pol <= function (x) {}
body (pol) <- exp
}

#vytvoreni souboru, kde se ulozi hodnoty, a pojmenovani hodnot
soubor <- file("Iterace tabulka.csv", "w")

write ("krok;x", soubor)

write(paste(sep = "", "0;", nZ2s(x)), soubor)

print(paste(sep = "", "x 0: ", nZs(x)))

x k <= pol(x)

write(paste(sep = "", "1;", nZ2s(x_k)), soubor)
print(paste(sep = "", "x 1: ", n2s(x_k)))
i <=2

#cyklus, ktery provadi aproximaci korene, dokud neni dosazZeno
fpfesnosti e
while (abs(x k - x) > e) {

x <= x k

x k <= pol(x)

#ukladédni hodnot do souboru
write(paste(sep = "", i, ";", nZ2s(x_k)), soubor)
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print(paste(sep = "", "x ",i,": ", nZ2s(x _k)))
#ovéreni, zdali jsem dosédhli pozZadovaného poc¢tu krokt
i <-1i+1
if (i max > 0 && 1 > 1 max) |
print (paste(sep = "", "Koren s danou presnosti nenalezen",
", pocet kroku=", 1 - 1))
break
}
}
close (soubor)

}

Program ,,Newtonova metoda pro realné koteny*

#Newtonova metoda pro readlné kotreny

#vzorovy polynom, pocCitadme v intervalu I=<0,1>
polynom vzor <- function(x) {
return(x ~ 3 + x - 1)

}

#derivace vzorového polynomu

derivace vzor <- function(x) {
return(3 * x ~ 2 + 1)

1

#princip Newtonovy metody
prubeh <- function(x, pol, der) {
return(x - pol(x) / der(x))

}

#prevedeni tecky u desetinnych ¢isel na c¢éarku
nz2s <- function(n) {
format (n, decimal.mark = ",")

}

#funkce, kde <a,b> je interval, e = presnost, polynom = zadany
#polynom, i max = maximédlni pocet krokd, pf¥i zadani i max = 0,
#nekonecné mnoho kroku

newton <- function(a, b, e = 0.001, polynom = NULL,

1 max = 1000) {

#prevedeni zadaného polynomu na vyraz (expresssion)
exp <- substitute (polynom)

#kdyZz neni zadan za&dny polynom, program pocitd se vzorovym
#polynomem a Jjeho derivaci
if(is.null (exp)) {

pol <- polynom vzor

der <- derivace vzor

}

#vypocet derivace polynomu a prevedeni vyrazu na funkci
else {
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pol <= function (x) {}
body (pol) <- exp

derBody <- D (exp, "x")

der <- function (x) {}
body (der) <- derBody

}

#ovéreni, zda Jje interval zadan vzestupné

if(a > b) {
t <- a
a <- b
b <- t

}

#vypocet funkénich hodnot
f a <- pol(a)

f b <- pol(b)

i <=2

#prevedeni na rostouci funkci
if(f a > £ b) {

v <- a
a <-b
b <- v

#vytvoreni souboru, kde se ulozi vypocitané hodnoty,
#a pojmenovani hodnot

soubor <- file("Newton tabulka.csv", "w")

write ("krok;x", soubor)

#ovéreni, zdali jeden z krajich bodd intervalu neni kotenem

#polynomu
if (abs(f_a) <= e) {
print (paste(sep = "", "Kofenem je ", n2s(a)))

return (a)

}

if (abs(f b) <= e)
print (paste(sep = "", "Korenem Jje ", n2s(b)))
return (b)

—_

}

#ovéreni, Ze v daném intervalu se nachéazi kotren
if(fa* £b>0) {

print (paste (sep="", "Mate 3Spatné zadany interval: ",
"t(", n2s(a), ")=", nzs(f_a), ", £(", nZs(b),
")=", n2s(f_b)))

return (NA)
}

#ukladdéni hodnot do souboru
write(paste(sep = "", 0, ";", n2s (b)), soubor)
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mn A
4

print (paste (sep = x 0: ", nZs(b)))
x <- prubeh (b, pol, der)
write (paste(sep = "", 1, ";", n2s(x)), soubor)
print(paste(sep = "", "x 1: ", nZ2s(x)))
#cyklus, ktery provadi aproximaci korene, dokud neni dosazeno
#pfesnosti e
while (abs(x - b) > e) {

b <- x

x <- prubeh (b, pol, der)

#ukladani hodnot do souboru
write (paste(sep = "", 1, ";", n2s(x)), soubor)
print(paste(sep = "", "x ", i, ": ", n2s(x)))
#ovéreni, zdali jsem doséhli pozadovaného poctu krokl
i<-1+4+1
if(i max > 0 && 1 > i max) {
print (paste(sep = "", "Koren s danou presnosti
nenalezen",", pocet krokt=", 1 - 1))
break
}
}

close (soubor)

}

Program ,,Newtonova metoda pro komplexni koteny*

#Newtonova metoda pro komplexni koreny

#vzorovy polynom, poc¢itame pro pocatec¢ni aproximaxi x 0 = 1+11i
polynom vzor <- function (x) {
return(x ~ 6 + x ~ 5+ 4 * x "~ 4+ 3 *F x 3 +5*Fx "2+ 2%
x + 2)
}

#derivace vzorového polynomu
derivace vzor <- function(x) {
return(e * x ~ 5 +5 *x ~ 4 + 16 * x ~ 3+ 9 *x "~ 2+ 10 * x
+ 2)

}

#princip Newtonovy metody
prubeh <- function(x, pol, der) {
return(x - pol(x) / der(x))

}

#prevedeni tecky u desetinnych ¢isel na c¢arku
n2s <- function (n) {
format (n, decimal.mark = ",")

}
#funkce, kde x je pocCatec¢ni aproximace, e = presnost,

#polynom = #zadany polynom, i max = maximalni pocet krokl, pri
#zadani 1 max = 0, nekonec¢né mnoho krokil
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newton complex <- function(a, e = 0.001, polynom = NULL,
i max = 1000) {

#prevedeni zadaného polynomu na vyraz (expresssion)
exp <- substitute (polynom)

#kdyZz neni zadan zadny polynom, program politd se vzorovym
#polynomem a jeho derivaci
if(is.null (exp)) {

pol <- polynom vzor

der <- derivace_ vzor

}

fvypocet derivace polynomu a prevedeni vyrazu na funkci
else {

pol <- function (x) {}
body (pol) <- exp

derBody <- D (exp, "x")

der <- function (x) {}
body (der) <- derBody

}

f_a <- pOl (a)
i <=2

#vytvoreni souboru, kde se ulozi vypocitané hodnoty,
#a pojmenovani hodnot

soubor <- file("Newton komplex tabulka.csv", "w")
write ("krok;x", soubor)

fovéreni, zdali je pocatecni aproximace korenem polynomu
if (abs(f_a) <= e) {

print (paste(sep = "", "Kofenem je ", nZs(a)))

return (a)

}

#ukladdéni hodnot do souboru

write (paste(sep = "", 0, ";", n2s(a)), soubor)
print(paste(sep = "", "x 0: ", nZs(a)))

x <- prubeh(a, pol, der)

write (paste(sep = "", 1, ";", n2s(x)), soubor)
print(paste(sep = "", "x 1: ", nZs(x)))

#cyklus, ktery provadi aproximaci korene, dokud neni dosazeno
#pfresnosti e
while (abs(x - a) > e) {

a <- x

x <- prubeh(a, pol, der)

#ukladéni hodnot do souboru
write (paste(sep = "", i, ";", n2s(x)), soubor)
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print(paste(sep = "", "x ", 1, ": ", n2s(x)))
#ovéreni, zdali jsem dosédhli pozZadovaného poc¢tu krokt
i <-1i+1
1if(i max > 0 && 1 > 1 max) {
print (paste(sep = "", "Kofren s danou presnosti nenalezen",
", pocet kroku=", 1 - 1))
break
}
}

close (soubor)

}

Program ,,Derivace polynomu*

#Derivace polynomu
derivace <- function (polynom) {

exp <- substitute (polynom)
derBody <- D (exp, "x")

der <- function (x) {}
body (der) <- derBody

return (der)
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