MASARYKOVA UNIVERZITA

PEDAGOGICKA FAKULTA

Katedra matematiky

o® %%

Q“"..l\/-

9&
8, d
BUnensis ®

<

& \a
MasaAry R

ReSeni nékterych algebraickych rovnic

Bakalarska prace

Brno 2018

Vedouci bakalaiské prace: Vypracovala:

RNDr. Bfetislav Fajmon, Ph.D. Tereza Komprsova



Bibliograficky zaznam

KOMPRSOVA, Tereza. ReSeni nékterych algebraickych rovnic: bakaldiskd prdace. Brmo:
Masarykova univerzita, Fakulta pedagogicka, Katedra matematiky, 2018, 80 s. Vedouci

bakalaiské prace Bretislav Fajmon.

Anotace

Bakalaiska prace ,,ReSeni nékterych algebraickych rovnic* shromazd’uje teoretické
poznatky o polynomech a algebraickych rovnicich, které¢ jsou nezbytnou soucasti pii
feSeni jednotlivych typt rovnic. Prace se pfevazné zabyva Ctyimi typy algebraickych
rovnic, a to linearnimi, kvadratickymi, binomickymi a reciprokymi, a ¢tenafe seznamuje
i s jejich grafickym feSenim. Prace je obohacena o fadu feSenych uloh a nazornych

prikladd.
Abstract

The bachelor’s thesis ,,Solution of some algebraic equations* collects theoretical
knowledge about polynomials and algebraic equations, which is necessary for equation
solving. The thesis is mostly based on four types of algebraic equations: linear, quadratic
binomial and reciprocal. The work introduces also graphical solutions and contains many
solved tasks and illustrative examples.

Klicova slova

Polynomy, algebraické rovnice, linearni rovnice, kvadratické rovnice, binomickeé rovnice,

reciproké rovnice, soustavy linearnich rovnic, grafické feseni
Keywords

Polynomials, algebraic equations, linear equations, quadratic equations, binomial

equations, reciprocal equations, system of linear equations , graphical solution



Prohlaseni

»Prohlasuji, ze jsem zavere¢nou bakalaifkou praci vypracovala samostatné, s vyuzitim
pouze citovanych prament, dalSich informaci a zdrojti v souladu s Disciplinarnim fadem
pro studenty Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity a se zakonem ¢. 121/2000 Sh.
o pravu autorském, o pravech souvisejicich s pravem autorskym a 0 znéni nékterych

zakont (autorsky zakon), ve znéni pozdéjsich predpist.*

Brno, 30. bfezna 2018

Tereza Komprsova



Podékovani

Na tomto misté bych rada pod¢kovala v prvni fadé RNDr. Btetislavu Fajmonovi, Ph.D.
za jeho odborné vedeni, cenné piipominky, inspiraci, pfijemnou spolupréci a vstiicny
pfistup pfi konzultacich a vedeni prace. Velké diky patii i mé rodiné a prateltim, ktefi

mne po celou dobu studia a pti vypracovani prace podporovali.



(0107 ] o T TSP OUTO PO PPTOPRRPRRRPRPRN 5
UVOU ..ttt s s ettt e s et ettt et n et ettt et s et et e s s st ea et et en s anaeee 6
1. Zakladni pojednani o polynomech jedné promeénné...........cccveeiriiiiiiiiiieee e 7
=1 4= Yo LTI o Lo =T Lo o PR 7
1.2 DIENT POIYNOMU ...ueiieiiieiie ettt ettt e e et e e e tbe e s abe e e beeesabeesbeeetbeesabeeenareas 12
R e Y=Y a T o] V7 Vo o o 11 1R 14
1.4 Rozklad na kofenové Cinitele pomoci Hornerova schématu .........ccccevvcieeeeiciieeniciieennnns 19
2. AlZEDIAICKE FOVNICE .. iiiiiiiiee ittt et e e e e s bee e e e s ee e e e s beee s enabaeeeenarees 21
3. LINEAINT FOVNICE ettt st ettt b e bt e sbe e et e et e et e e sbeesaeesane e 25
I 4= F- Lo [T o Yo [T [ = o | T 25
3.2 Grafické reSeni INeArNich roVNIC ......c.eiiiiiiiiee e 27
4, KVAdratiCKE FOVNICE......uii ittt ettt et sttt e st e s b e sabe e snteesbeeeaeeas 30
4.1 Nelplnd KvadratiCkd FOVNICE ........eiiieiiiie ettt et e e eare e e e e 30
4.2 Obecnd kvadratiCkd rOVNICE......c.uiiiieeeieetee ettt st s e 35
4.3 Vztahy koten( a koeficientl kvadratické rovnice........ccoeeeveeeieieceicecee e 38
4.4 Nékteré dUsledky vztahl mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice...........ccecuu.e.. 41
4.5 Grafické FfeSeni kvadratickych rovNicC .......oocvveie i 43
5. BINOMICKE MOVNICE e ettt ettt b e s bttt e et e b e saeesane e 46
5.1 ReZeni biNOMICKE FOVNICE .....c.cvveeieiicveveticeecaeae ettt ettt ae s 46
5.2 Redeni nékterych dalsich binomMickyCh FOVNIC ....ucvivieieiiiiecceececeeeeee e 52
6. RECIPIOKE MOVINICE ..uvviiiieiiiee ittt ettt e e s et e e e sbae e e e abae e s e sabeee e eenbaeesenareeeeennrees 56
6.1 KOFeNY reCiProk@ FOVNICE .....eiiiciiieeiciiiee ettt ettt e e e a e e s ta e e e s saae e e s saeeessanneeees 56
6.2 ReZeNi reCIPrOKYCR FOVNIC .....veieiececeeeeeeeeeee ettt sttt et nsanas 57
7. Systém linedrnich rovnic o dvou nezndmych a praktické vyuZiti na ZS ........ccccvevveieeeernnns 66
2 SV =1 4 T (o 1Y 1 TSR 66
7.2 Metody FeSeni SOUSTAV FOVNIC......ciiiciiieieciiieecitie e eitee e et e e stre e e s etr e e s ssnaaeesssnsaeeessnnaees 67
7.3 Grafické feseni soustav dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych........ccccceeevvveeeicnnenn. 70
7.4 Slovni Ulohy vedouci na soustavu rovnic FESENE Na ZS........ccooueeeuieeeeieeeeieeeeeeeeeeeeesnas 74
1V SO OO U UUTOUPTOPROPRRRTRRRIO 77



Uvod

Bakalatska prace se bude zabyvat problematikou vybranych typa algebraickych rovnic.
Ctenafi by neméla poskytnout pouze jednotlivé kroky k feseni rtiznych typi rovnic, ale
hlavné umoznit danou latku pochopit od zdkladu a vyhnout se tak mechanickému
pocitani, které je dle mého na Skolach velmi oblibené. Dochdzi pak k tomu, Ze zaci umi
dany ptiklad pomoci né&jakého, predem urceného algoritmu dobfe vypocitat, avsak pro¢

postupuji, jak postupuji, jiz nevédi.

Mym cilem proto bude vytvofit préci, ktera by mimo fadu fesenych a ndzornych ptikladi,
které danou problematiku demonstruji, obsahovala i odvozeni, dikazy a jednotlivé

kricky ke vzorciim a postuptim, jez pfti feSeni jednotlivych typd rovnic vyuzivame.

Prace bude rozdélena do sedmi hlavnich kapitol. V kazdé z nich budou zminéné potiebné
teoretické poznatky a par vzorovych ptikladd. V préci se téz budu zabyvat geometrickym
fesenim, které bude ilustrovano na grafech vytvofenych v programu GeoGebra. Pokusim

se o srovnani jednotlivych metod feseni a dovolim si ¢tenafi nabidnout tu schidné;jsi.

Prvni dvé kapitoly spolu s reciprokymi rovnicemi budou ptevazné Cerpat ze studia
odborné literatury probirané na vysoké skole. Kvadratické a binomické rovnice vychazi
ze studia stfedoSkolské literatury a linedrni rovnice spolu se soustavami jsou

problematikou skol zékladnich.

Na prvni pohled se miize vybér jednotlivych typl rovnic zdat dosti netradicni, avSak
pomoci linearnich rovnic se daji vyjadiit dilezité vztahy v pfirod¢ a technice. Na feSeni
kvadratickych rovnic lze spoustu riiznych typti rovnic pfevést. ReSeni binomickych
rovnic probihd v oboru komplexnich ¢isel, jez jsou jejich tstfednim problémem, ktery
¢ini studenttim velké potize. V praci jiz predpokladam urcitou znalost komplexnich ¢isel,
avSak jednotlivé piiklady se snazim ditkladnéji popsat. Poslednim typem rovnic jsou
rovnice reciproké, se kterymi jsem se setkala poprvé az na vysoké Skole v kurzu
Algebra 3, a proto jsem si je do vybéru zvolila, nebot’ jsem se 0 nich chtéla dozveédét co

nejvice.



1. Zakladni pojednani o polynomech jedné proménné

1.1 Zakladni pojednani

Definice 1.1 Algebraicka definice polynomu

M¢jme okruh R1. Polynomem jedné proménné nad okruhem R nazyvame kazdou
nekone¢nou posloupnost prvka okruhu R

f = (ao, al’az’ s ), (1)
kde a; € R,i = 0,1,2 ..., V niz je nejvySe koneéné mnoho ¢lenti nenulovych.

Mnozinu vSech polynomi nad okruhem R oznaéujeme R[x].

Poznamka

Polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou rovny nule, tzn. o = (0,0, ..., 0), nazyvame

polynomem nulovym.

V nasledujicim odstavci se pokusime polynom zapsany pomoci posloupnosti (1) pfevést
na bézn¢ znamé oznaceni. Pred tim si zde jeSt€é musime, pro vEétsi pochopeni, uvést

definici souc¢inu dvou polynomi a stupn¢ polynomu.

Definice 1.2 Nasobeni polynomi

M¢jme polynom f = (ag,a1a; ...), g = (bg, b1 by ...) € R[x]. Soucinem f-g
rozumime

fg = (coC1,Cz ),

kde Co = aobo, 1= a1b0 + aobl, v, Cp = akbo + ak_1b1 + -+ aobk.

Definice 1.3 Stupeii polynomu

Necht’ polynom (1) je nenulovy nad R a necht’ je n celé nezaporné Cislo takové, Ze
a, #0,a, =0prok >n,tj.
f = (ao, al, ey an, 0, O, ),

potom Fekneme, Ze polynom f je stupné n, coz oznacujeme st(f) = n.

1 Ciselnym okruhem rozumime komutativni okruh s jednitkou, tedy mnoZinu se dvéma bindrnimi
operacemi (R, +,"), kde plati (R, +) je komutativni grupa, (R,") je komutativni pologrupa s jednickou,
nasobeni je distributivni vzhledem ke séitani, tzn. a- (b + ¢) = ab + ac, pro libovolné a,b,c € R.
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Konstrukce 1.1

M¢gjme polynom f = (ag,a;a, ...) a prvek r €R, tedy konstantni polynom

r= (r,0,0,...). Z definice sou¢inu polynomu plyne nésledujici pravidlo:
r-f=(00,..)" (ao, a, a ) = (r "Qo, T AT Ay, )

Dale polynom (0,1, 0,0, ...) ozna¢me né&jakym libovolnym pevnym symbolem, napf. x.
Opét z definice nasobeni plyne, ze x2 = x-x = (0,0,1,0,...), x> = (0,0,0,1,0,...)
atd.

Necht' polynom f = (ay,a;a,, ...) je polynomem stupné¢ mensiho nebo rovného n.

Vynasobime-li postupné polynomy 1, x, x2, ... x™ prvky ag, a; a, ..., a,, ziskime
(ao,0,0, ) =dap- 1= Ao
(0,a,,0,..) = a;x

(O, 0,a,,0, ) = a, x?

(0, ...,0,a,,0,..) = a,x™

Seétenim pravych stran vySe uvedeného schématu dostaneme (ao, a,a, ..., Ay, ) =

=ay+a; x+a, x*+--+a,-x", tedy velmi znAmy tvar
f=ap+ax+a,x*+ -+ ax™

Nyni uz mtizeme piejit k obecnému vyjadieni znamé analytické definice polynomu jedné

proménné, kterd chape polynom jako redlnou funkei.

Definice 1.4 Polynom jedné proménné

Funkci tvaru

p(x) = a,x™ + ap_x™ 1+ -+ ax + a,, (2)
kde ay, a4, ..., a, jsou realna Cisla a n je celé nezaporné Cislo, nazveme polynomem nebo
téZ mnohoclenem proménné x.

Cisla ay, a4, ..., a, nazveme koeficienty polynomu, ¢islo ay absolutnim ¢lenem, ¢islo a,,

nejvyssim koeficientem polynomu.




Poznamka

(@) Polynom, ktery ma za koeficienty a,, a4, ..., a, realna Cisla, se nazyva polynom
realny, pokud koeficienty budou komplexni ¢isla, tento polynom nazyvame

komplexnim.
My se budeme zabyvat oborem reédlnych ¢isel, tedy polynomy redlnymi.

(b) Je-li a, # 0, fekneme, Ze vyraz p(x) je polynomem n-tého stupné a ¢islo
n oznacujeme stupném polynomu p(x).

(c) Je-li a,, = 1, potom tento polynom nazyvame normovanym polynomem nebo téz
polynomem v normovaném tvaru. Kazdy libovolny polynom stupné¢ n muzeme
vydélenim koeficientu a,, # 0 pfevést na normovany tvar.

(d) Je-li a, = a,_; =+ =ay =0, fekneme, ze polynom p(x) vymizi identicky

a nazveme ho nulovym polynomem.

Dulezité je si uvédomit rozdil mezi polynomem nulovym a polynomem nultého stupné,

tedy polynomem, ktery je konstantni nenulovou funkci, a nezaménovat je mezi sebou.

Priklad
- p(x)=0 je nulovy polynom
- p(x)=ay#0 je polynom nultého stupné

Z algebraického hlediska ma nulovy polynom posloupnost (0,0, 0, ...), kdezto polynom
nultého stupné (a, 0,0, ...), kde a # 0.

Piiklad

Polynom x7 + 5x* —12x3+ 6x? —4x+1 mlZeme ztotoznit s posloupnosti

(1,—4,6,—12,5,0,0,1).

(e) Polynomy budeme struéné oznacovat symboly f(x), g(x), h(x), P(x), Q(x) atd.

Symbolem f(x,) rozumime hodnotu funkce f(x) v bodé x = x,.

Definice 1.5 Stupeii polynomu

Stupném polynomu p(x) rozumime nejvyssi exponent x, U né¢hoz je nenulovy koeficient.

Znadime jej st p(x) = n.




Poznamka
Z konstrukce 1.1 plyne, Ze definice 1.3 a 1.5 stupné polynomu jsou ekvivalentni.

Priklady stupné polynomu:

- p(x)=6x+1(0br. 1) je polynom 1. stupné
- p(x) = 4x* + 6x — 3 (Obr. 2) je polynom 2. stupné
- p(x) = x3 + 2x? + 3x (Obr. 3) je polynom 3. stupné

- p(x) = 3x* + 4x3 + 5x + 2 (Obr. 4) je polynom 4. stupné

Polynomy prvniho, druhého, tfettho a ctvrtého stupné nazyvame také linedrnimi,

kvadratickymi, kubickymi a kvartickymi.

Nyni se podivame, jak vypadaji grafy polynomi riznych stupnd.

-

w

pix)=6x+1 Plx) =4x*+6x-3

[

Obr. 1 Obr. 2

P (x) = x* + 2x* + 3x

Plx) = 3x% - 4" #x -2

Obr. 3 o Obr. 4
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Definice 1.6 Rovnost dvou polynomu

Dva polynomy p(x), q(x) jsou si rovny, coz vyjadiujeme rovnici p(x) = q(x), jestlize
se jejich stejnolehlé koeficienty, tzn. koeficienty pfi tychz mocnindch proménné x,

rovnaji.

Priklad
- p(x)=5x+2 q(x) =5x+2
Koeficienty u stejnych mocnin jsou si rovny, proto se i zadamé polynomy rovnaji.
- p(x)=3x2-2x+1 qgix) =3x2-2x—1
Polynomy se nerovnaji, nebot’ absolutni ¢leny u obou polynomt se znaménkove¢ lisi.

To, Ze se naSe zadané polynomy nerovnaji, mizeme vy¢ist i z grafu (Obr. 5). Aby se dva

polynomy rovnaly, musi jejich grafy splynout. Grafy polynomil jsou dvé rlizné paraboly

s vrcholy? V, = E,ﬂ Vg = E, - g], tedy posunuté o 2.

P(x)/=3x2 - 2x +1

q(x) =3x-2x -1

Obr. 5

2 Vrcholy snaze uréime pomoci derivace funkce, zndmé z matematické analyzy, nebot vrchol paraboly
chapeme jako bod, ve kterém ma dana kvadraticka funkce lokalni extrém. Ma-li obecné funkce f v bodé
X, lokalni extrém a existuje-li vtomto bodé derivace f” (x,), potom plati f* (xy) = 0.

Derivujeme-li p(x), dostaneme p’(x) = 6x — 2, tedy x = %, dosadime-li do p(x), ziskdme y = %, potom
v, = E,%] Derivujeme-li g(x), dostaneme q’(x) = 6x — 2, tedy x = ;, dosadime-li do q(x), ziskame

=~ b =[£,~1]

11



1.2 Déleni polynomu

Definice 1.7 O déleni polynomii

Mgjme dva polynomy p(x), q(x). Existuje-li polynom h(x) takovy, ze plati
p(x) = q(x) - h(x),
pak fekneme, Ze polynom q(x) déli polynom p(x), coz zna¢ime q(x)|p(x).

V opacném piipadé fekneme, Ze q(x) nedéli p(x).

Déleni polynomi by nam nemélo délat vétsi obtize, nebot’ jeho algoritmus je velmi
podobny algoritmu déleni celych cCisel. Jedna se totiz 0 podobné struktury v takovém

smyslu, ze (Z, +,”) je okruh a (R[x], +,") je také okruh.

Tak jako u dé€leni celych ¢isel muze byt vysledkem &islo beze zbytku, ¢i se zbytkem, tak

i u déleni polynomu ziskame bud’ polynom beze zbytku, ¢i tzv. ¢astecny podil a zbytek.

Véta 1.1 O déleni polynomii se zbytkem

M¢éjme dva nenulové polynomy p(x),q(x) stupiitt m,n a necht m > n. Pti déleni
polynomu p(x) polynomem q(x) dostavame n&jaky polynom r(x) a polynom z(x), coz
je vyjadifeno vztahem

p(x) = q(x) " r(x) + z(x),

pficemz plati, Ze stupeni polynomu z(x) je mensi nez stupenn polynomu q(x).

Poznamka

(a) Polynom r(x), resp. polynom z(x) poté nazyvame podilem, resp. zbytkem tohoto
déleni.

(b) Z vyse uvedeného lze usoudit, ze pro g(x) = 0 déleni se zbytkem nelze provést,
nebot’ dle podminky stupen z(x) neni mensi nez stupen polynomu q(x).

(c) V ptipadg, ze polynom z(x) je roven nule, potom plati vztah p(x) = q(x) - r(x)

Z definice 1.7.

12



Uloha: Délte polynom p(x) polynomem q(x), mame-li
p(x) =4x3 +x% 4+ 7x + 2, q(x) = 2x% — 1.

(4x3+x2+7x+2)+~(2x2-1) = 2x+l+9x—+g
. - 2 (4x3+x2+7x+2)

—(4x3 — 2x)
x% 4+ 9x + 2
-(* =)
9x +§

Vzhledem k vyse uvedenému zapisu a oznaceni ve vété 1.1 plati
p(x) = q(x) - r(x) + z(x), kde

r(x) =2x + %, z(x) =9x + %, tedy
(4x3 +x2 +7x +2) = 2x2 — 1) (Zx +2)+ (9x +3).

Déleni polynoml budeme dale vyuZzivat pti hledani kofenti polynoml a nasledné
algebraickych rovnic. Nékdy vSak mtize byt déleni zbytecné zdlouhavym procesem, pii
némz se mohou naskytnout numerické chyby, a proto v oddile 1.4 uvedeme metodu
zvanou Hornerovo schéma. Nejprve se ovSem musime seznamit s pojmy hodnota

polynomu v bod¢ ¢ a koten polynomu.

13



1.3 Kofen polynomu

Definice 1.8 Hodnota polynomu

Hodnotou polynomu p(x) = a,x™ + ap,_x™ !+ -+ a;x + ay v bodé ¢ rozumime

realné Cislo, které ziskame dosazenim za proménnou x do uvedeného polynomu

p(c) = auc™ + a,_1c™t+ -+ asc+ ap, kde c € R.

Poznamka

Zajimavym ptipadem déleni je déleni polynomu p(x) linearnim polynomem (x — c¢),

kde c je libovolné ¢islo.

Mg¢jme libovolné ¢islo c¢. Déleni se zbytkem daného polynomu p(x) linedrnim

polynomem (x — c¢) vyjadiime rovnici
p(x) = (x —c) -r(x) + z(x),

kde st z(x) < st(x — c¢) = 1. Potom tedy plati, ze st z(x) = 0 nebo z(x) = 0. V obou

pfedchozich pifipadech je zbytkem konstanta Z a z nasledujici rovnice
pc)=(—c) r(x)+Z=Z
vyplyva, Ze konstanta Z je rovna p(c).
Vyse uvedeny poznatek mizeme shrnout do nasledujici véty, jez je disledkem véty 1.1.

Véta 1.2 O déleni polynomu linearnim polynomem

Zbytek po déleni polynomu p(x) linearnim polynomem (x — c), kde ¢ je libovolné

Cislo, je konstanta rovna p(c).

Definice 1.9 Koi‘en polynomu

Korenem polynomu p(x) se nazyva ¢islo ¢, pravé kdyz plati p(c) = 0.

Poznamka

(@) Z predchozich dvou definic jednozna¢né vyplyva, ze nulovy polynom ma za

koten kazdy prvek z C a polynom stupné nula Zadny kofen nema.

14



(b) Geometricky kofen polynomu chapeme jako prusecik grafu zadaného polynomu

se soufadnicovou osou x.
Z véty 1.2 bezprosttedné plyne nasledujici véta.

Véta 1.3 Bezoutova véta

Cislo ¢ je kofenem polynomu p(x) pravé tehdy, kdyz polynom (x — ¢) déli polynom

p(x), coz je vyjadieno vztahem (x — ¢)| p(x).

Diikaz: Véta je tvaru ekvivalence, proto musime dikaz provést obéma sméry.

=

Piedpokladejme, Ze kofenem polynomu p(x) je ¢islo c, tedy p(c) = 0. Potom z(x) = 0
nebo st z(x) < st(x — c) = 1, tzn., Ze z(x) je polynom konstantni. Dle pifedpokladu je
0=p(c)=(c—c) r(c)+z(c), kde z(c) = 0 a musi tedy platit, Zze z(x) = 0. Potom
polynom (x — c) déli polynom p(x).

=

Piedpokladejme, ze (x — c¢) déli polynom p(x). Potom p(x) = (x —c)-h, kde h €
R[x]. Odtud plyne, ze p(c) = (c — ¢) - h(c) = 0. Kofenem polynomu p(x) je tedy ¢islo

C.

Definice 1.10 Koi‘enovy ¢initel polynomu

Je-li ¢islo ¢ kotenem polynomu p(x), potom linearni polynom (x —c) nazyvame

korenovym cinitelem polynomu p(x) (ptislusnym kofenu c).

Poznamka

Je-li ¢ kofenem polynomu p(x), potom dle véty 1.3 plati (x — c)| p(x). Mize se
ovSem stat, Ze polynom p(x) je délitelny n¢kterou vyssi mocninou polynomu (x — c).

Z toho duvodu zde musime zminit dalsi definici.

Definice 1.11 K-nasobny koi'en polynomu p(x)

Cislo ¢ polynomu p(x) nazyvame k-ndsobnym korenem polynomu, jestlize (x — c)¥

déli p(x) a (x — ¢)*** nedéli p(x).
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Poznamka
(@) Je-li k =1, pak kofen ¢ budeme misto jednondsobny kofen nazyvat kotfen
jednoduchy.

(b) Ma-li polynom nasobné koteny, pak ma v daném bodé¢ te¢nu na ose x.
Priklad

- Graf polynomu p(x) = x3 —x% —4x + 4, jenz ma tii realné kofeny x; =

_z,xz = 1,X3 = 2

3 2 1 0 2 3
P(x)
1

Obr. 6

- Graf polynomu p(x) =x3+x2—x+2 se dvéma komplexné sdruzenymi

kofeny a jednim redlnym kotenem x; = —2.

Obr. 7
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- Graf polynomu p(x) = x* — 3x2 4+ 4 s jednim dvojnasobnym x; , = 2 a jednim

jednoduchym kotfenem x; = —1.

Pix)

Obr. 8

- Graf polynomu p(x) = x®*—3x%+3x—1 s jednim trojndsobnym kofenem

X123 = 1.

-2 -1 o /—1 2 3

, Obr. 9

Zaver: Mé-1i polynom tfi rizné realné kotfeny, graf daného polynomu protind osu x ve
ttech riznych bodech, které jsou potom koteny dané¢ho polynomu, poptipadé algebraické
rovnice. Ma-li polynom dvojnasobny kofen, potom osa x je te¢nou ke grafu polynomu.
Komplexné sdruzené koteny se neprojevi protnutim realné osy na grafu polynomu pro

x € R.
Uloha: Urete, jaké nasobnosti kofene je ¢islo 1 pro polynom
p(x) = x* — 2x3 — 3x% + + 8x — 4.

Ulohu budeme fesit postupnym délenim polynomu jeho kofenovym Einitelem. Po

dosazeni napft. ¢isla 1 zjistujeme, Ze je kofenem, a proto polynom vydélime (x — 1).
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(x*—2x3—-3x?+8x—-4)+(x—1)=x3—-x2—-4x+4
—(x* = x%)
—x3—3x2+8x—4
—(—x3 4+ x?)
—4x% +8x — 4

—(—4x? + 4x)

4x — 4
Budeme dale pokracovat v déleni kofenovym ¢initelem. Opét zjistujeme, ze Cislo 1 je

kofenem polynomu x3 — x% — 4x + 4.
(3 —x?—4x+4)+(x—1)=x*>—-4
—(x* —x%)
—4x +4
—(—4x + 4)

Casteény podil x? — 4 jiz nemusime nadale délit, nebot’ se jedna o vzorec na soucinovy

rozklad (x — 2) - (x + 2). Mzeme tedy napsat
(x*—2x3=3x2+8x—4) =(x—-Dx—-Dx—-2)(x+2).

Kofeny zadané¢ho polynomu jsou x;, = 1, x3 = 2,x4 = —2. Cislo 1 je tedy kofenem

nasobnosti 2 a graf zadaného polynomu vypada néasledovné:

~

p(x)

Obr. 10
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1.4 Rozklad na korenové Cinitele pomoci Hornerova schématu
V nésledujici podkapitole budeme urcovat kofeny pomoci Hornerova schématu.
M¢jme polynom

p(x) = apx™ + a1 x" 1+ -+ a;x +ag (3)
stupné n > 1, kde a,, # 0 a libovolné ¢islo ¢ € C.
Podle véty 1. 1 mizeme psat

p(x) = (x —c) r(x) +b, (4)
kde b € R a plati b = p(c).
Dale st r(x) = n — 1, tzn. r(x) je polynom tvaru r(x) = b,_;x™"" 1 + .-+ b;x + b,.

Po dosazeni za r (x) do (4) a porovnanim koeficienttii u stejnych mocnin x v (3) dostavame

an = b1 — bp-1 = ay

Apn_q1 =bp_3 —C by b =c¢C-by_q+a,_4
>—

a1=b0_C'b1 b0=C'b1+a1

a0=b—C'b0 b=C'b0+a0

Posloupnost jsme si nasledné piepsali, nebot’ nas zajima Cislo b,, neboli hodnota daného

polynomu v bodé c.

Mizeme usoudit, Ze koeficienty podilu r(x) i zbytek b = p (¢) lze jednoduse vypocitat.

Danou situaci pii vypoctu budeme zapisovat do piehledného schématu, tzv. Hornerova

schématu.
an An-1 a aq Qo
c a, c by_1+a,_4 . C*by+a, c b;+ay c by +a
— — — — —
bp—1 bp— by bo b =p(c)
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Do horniho fadku budeme zapisovat v§echny koeficienty polynomu p(x), tedy i ptipadné
koeficienty nulové, do spodniho budeme postupné zapisovat vypocitané koeficienty

podilu r(x) a zbytek b = p(c).
Poznamky
(@) Je-li b = 0, potom c je kofenem polynomu p(x).

(b) Je-li b # 0, potom ¢ neni kofenem polynomu p(x) a b je hodnota zbytku po
déleni (x — b).

(c) Je-li S € Q kotfenem polynomu p(x), potom p|a, A qla,.
Pro pochopeni si Hornerovo schéma demonstrujeme na nasledujicim prikladu.
Uloha: Piedchozi ilohu feste pomoci Hornerova schématu
p(x) = x* — 2x3 — 3x% + 8x — 4.

Do horniho fadku zapiSeme postupné vSechny koeficienty a postupujeme dle uvedeného

algoritmu.
Na zakladé vyse uvedené poznamky (C) by potencialnim feSenim mohla byt ¢isla is =
+o, 42,4
1 1 1
Pro vétsi pochopeni napiSeme prvni fadek krok po kroku.

1 -2 -3 8

1 |1 1-1-2=-1 1-(-1)-3=-4 1-(-4)+8=4 1-4 =0

1 |1 0 -4 0

2 |1 2 0

-2 1 0
(x*—2x3—3x2+8x—4) = (x — 1D?(x — 2)(x + 2)

Kofeny zadaného polynomu jsou x;, = 1, x3 = 2, x, = —2.

Zaver: Zvyse uvedenych vypocti z predchozich dvou tloh mizeme usoudit, ze pii
hledani kofent polynomu je feseni pomoci Hornerova schématu nejen rychlejsi, ale také

piehlednéjsi nez feSeni pomoci déleni linedrnich Ciniteld.
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2. Algebraické rovnice

vvvvvv

Vv matematice. V této praci se budeme zabyvat rovnicemi algebraickymi, tedy rovnicemi,

které se daji vyjadtit pomoci polynomu n-té¢ho stupné.

Definice 2.1 Algebraicka rovnice

Méjme polynom p(x) = apx"™ + ap_1x" 1+ -+ a;x +a, stupné n =1, kde
realnd ¢isla ay, ..., aq, ag, a, # 0 nazyvadme koeficienty. Potom zapis
apx" + A x4+ tax+ag=0 (5)

budeme nazyvat algebraickou rovnici stupné n.

Poznamka

(@) Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze koeficient a, = 1, nebot’

polynom
Apx" + a1 x4+ ax + ag
a polynom

an-1_ ,_ a; Qo
X" ——x" =+ —

a, a, a,
maji stejné koteny. Diky tomu se miizeme omezit na rovnici tvaru
x" + ap_x™ 1+t ax+ay =0, (6)
jiz vyuzijeme ve formulacich a dikazech u vét 2.3, 2.4.
(b) Leva strana rovnice (5) vyjadiuje vztah mezi neznamou x a danymi konstantami.
Poznamka
(@) Jestlize symbol p(x)znacil polynom, pak fesit rovnici ve tvaru
p(x) =0 (7)

znamena nalézt takové hodnoty x = x, z definiéniho oboru, pro néz plati p(x,) = 0.
Vzhledem k definici 1.5 jsou ty hodnoty x,, které jsou feSenim rovnice (5), soucasné i

koteny polynomu p(x).
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(b) Rovnici (5) budeme nékdy zapisovat ve vySe uvedeném tvaru (7), a proto si
musime uvédomit, Ze ani jeden ze zapisi neznamena rovnost dvou polynomd, ale
ptikaz k vyhledani v§ech kofent polynomu p(x).

(c) Pojem rovnice muZzeme chapat ve dvojim slova smyslu. Tim prvnim jsou rovnice
identickeé, kde rovnost levé a pravé strany plati pro kazdé ¢islo. Pro nés to jsou

znamé vzorce na rozklad mnohoclenu.

Priklad
(a + b)? = a® + 2ab + b? nebo
a? — b%? = (a— b) - (a + b) jsou platné pro kazdé z komplexnich &isel a, b.

Naproti tomu rovnice wurcovaci, napt. x? + 5x + 6 = 0, jsou platné jen pro uréité
specialni hodnoty neznamé x. V nasem piipad¢ je mnozina feSeni dvouprvkova neboli

pro obor pravdivosti rovnice P na mnozing realnych Cisel plati, ze P = {3,2}.

V naSich dosavadnich tvahach a vypoctech jsme vzdy predpokladali, Ze kofeny dané
algebraické rovnice existuji. To nas vede k otazce, zda ma kazda algebraicka rovnice
s komplexnimi koeficienty v oboru komplexnich ¢isel kofen? Odpovéd nachazime
Vv jedné z nejznaméjSich algebraickych vét, v tzv. Zdkladni (nebo téz fundamentalni) veté

algebry.

Véta 2.1 Zakladni véta algebry

Kazda algebraicka rovnice s komplexnimi koeficienty stupné n =1 ma v oboru

komplexnich ¢isel alesponi jeden kofen.

Poznamka

(@) Je-1i n¢jaka rovnice s realnymi koeficienty, které nevyhovuje zadné realné cislo,
podle zakladni véty algebry musi mit alespoii jedno feSeni v oboru komplexnich
Cisel.

(b) Zakladni véta algebry nas ovSem seznamuje pouze s existenci jednoho kofene
algebraické rovnice n-tého stupné, o po¢tu navzajem ruznych feSeni nam jiz nic

nerika.
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Tak napiiklad kvadratické rovnici x? — 4x + 4 = 0 (Obr. 11) vyhovuje jediné ¢&islo x =
2, kdezto kvadraticka rovnice x? — 4 = 0 (Obr. 12) ma rovnou dva riizné koieny, a to

x1 = Z,XZ = _2

@

Gl

2 P x)

’ Obr. 11

Obr. 12

Véta 2.2

M¢jme Cisla ay, ..., aq,aq,jez jsou koeficienty rovnice (5). Jestlize jsou vSechny

koeficienty v rovnici (5) nezaporné, potom rovnice (5) nema zadny kofen kladny.

Diikaz: Jsou-li a, =0, ...,a; = 0,a, = 0 a kofen x > 0, potom musi platit, ze a,x™ +

+ ap_1x" 1+ -+ a;x + ay > 0. Tim padem x nemiiZze byt kofenem rovnice (5).
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Véta 2.3

Necht n > 1. Cislo a je kofenem rovnice (6) tehdy a jen tehdy, kdyz rovnici (6)
muzeme zapsat v nasledujicim tvaru

(x—a)(x™ T+ x™ 2+ -+ cp_px + cpq) = 0.

Priklad
Méjme rovnici x> — x* — 8x3 + 4x2 — 5x + 10 = 0, jejiz jeden kofen je x; = 2. Potom

rovnici mizeme, dle véty 2.3, zapsat do tvaru
(x —2)(x*+3x3—2x%2-5)=0.

Véta 2.4

M¢éjme navzajem ruzna Cisla xq, x5, -+, x, € C. Ma-li rovnice (6) za kofeny ¢isla x4,
X, , Xn, POtom rovnici (6) mizeme psat ve tvaru

(x = x)(x = x2) =+ (x = x,) = 0.

Piiklad
Mé&me  rovnici  x* +2x3 — 15x% + 4x + 20, jejiz  koteny jsou  &isla
x, = —1,x, = 2,x3 = 2,x4 = —5. Potom rovnici mizeme, dle véty 2.4, zapsat do tvaru

x+Dx—-2)(x—2)(x+5)=0.

Uz ze zakladni Skoly vime, Ze line4rni rovnice ma vzdy jen jeden kofen, kvadraticka
rovnice muze mit dva rizné kofeny. To nas vede k nutnosti formulovat zakladni vétu

algebry ve tvaru, ktery fika néco o poctu feSeni dané algebraické rovnice.

Véta 2.3 (Zakladni véta algebry v jiném tvaru — O po¢tu rFeSeni)

Kazda algebraicka rovnice stupné n = 1 mé v oboru komplexnich ¢isel pravé n kotend,

pocitame-li je i s jejich nasobnostmi

To, jestli ma naSe algebraicka rovnice néjaké kotfeny, eventudlné kolik jich existuje, zalezi
téz na oboru, ve kterém danou rovnici feSime. Naptiklad rovnice 2x — 1 = 0 ma kofen
teprve az po zavedeni zlomkd, rovnice x + 2 = 0 po zavedeni zapornych ¢isel a rovnice

x% — 2 = 0 po rozsifeni o iracionalni ¢&isla.
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3. Linearni rovnice

3.1 Zakladni pojednani

Motivaéni dloha

Michal si mysli pfirozené ¢islo. Kdyz ho vynésobi tfemi, pficte k nému ¢islo jedna,
nasledné vydé€li osmi a mezivysledek vynasobi Ctyfmi, dostane Cislo o 11 vétsi nez

puvodni myslené Cislo. Jaké ¢islo si Michal mysli?
Ulohu miizeme fesit bud’ jednoduchou Givahou, jez spo&iva v postupném navratu od konce
zadani, anebo zptisobem, jejz volime my, a to za pomoci rovnic.

« . w1 s . . e 3x+1 4(3x+1
Oznacme si myslené ¢islo x. Postupnymi zménami ziskavame 3x, 3x + 1’T’ %.

Vysledné ¢islo si zapiSeme x + 11.

4-(3x+1)

ReSeni mizeme pomoci rovnice zapsat do tvaru x + 11, kdy za vyuZiti

ekvivalentnich Uprav dostaneme x = 21, tedy myslené Cislo.
Nyni mizeme postoupit obecné k linedrnim rovnicim.

Definice 3.1 Linearni rovnice

Rovnici tvaru
ax+b =0, (8)
kde a, b jsou realna &isla a a # 0, nazyvame linearni rovnici s neznamou x. Clen ax

nazyvame lineéarni, ¢len b absolutni.

Poznamka
Pfi feseni linedrnich rovnic vyuzivame ekvivalentni Gipravy.
Ekvivalentni upravy jedné algebraické rovnice

Ekvivalentni Gpravy jsou takové Upravy, které ptrevedou plvodni rovnici na rovnici

novou, avsak se stejnou mnoZzinou feSeni, jako méla rovnice ptivodni.

Za nejdulezitéjsi ekvivalentni Upravy povazujeme (vzdy predpokladame, Zze upravy se

provadi v celém oboru feseni):

- pficteni, popf. odecteni stejného ¢isla nebo mnohoclenu,
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- vynasobeni, popt. vydéleni stejnym ¢islem nebo mnohoc¢lenem riznym od nuly

obou stran rovnic,

- nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se ji rovna,
- vzajemnoOu zaménu Stran rovnice,
atd.

ReSeni linearnich rovnic
Linearni rovnice se fesi pouhym osamostatnénim nezndmé x. Prozkoumejme tfi moznosti
feSeni vysledkd.
v . ;o .. . b .
1) Mg¢gjme a # 0, potom linearni rovnici (8) Ize upravit na tvar x = - odkud je
patrné, Ze rovnice ma jediné feseni.

Uloha: Reste rovnici 3x + 6 = 0.

3x+6=0
3x =—6
x = —é = -2
3
Zaver: Je-li a # 0, pak linearni rovnice (8) ma prave jedno feSeni a tim je kofen x = — Z.

2) Mgme a = b = 0, potom linearni rovnici (8) mizeme upravit do tvaru 0 = 0,

odkud je patrné, Ze rovnice ma nekonecn€ mnoho feseni v oboru realnych ¢isel.

Uloha: Reste rovnici 5x — 2x + 3 = 3x + 3.
5 —2x+3=3x+3
3x+3=3x+3
0=0

Zaver: Je-li a = b = 0, potom linearni rovnice (8) ma nekone¢né mnoho feseni.

3) M¢jme a = 0,b # 0, potom linearni rovnici (8) upravime do tvaru trivialni
rovnice b = c, kde ¢ je konstanta, odkud je patrné, Zze rovnice nema v oboru

realnych cisel zadné feSeni.
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Uloha: Reste rovnici 0x + 3 = 7.
Ox+3=7
3 =7, coz neplati.
Zaver: Je-li a = 0,b # 0, potom linearni rovnice (8) nema feseni.

Muzeme tedy vcelku o feSeni linearni rovnice fici:

Linearni rovnice ax + b = 0, kde a, b jsou dana realna ¢isla a x je neznama, ma v oboru
realnych cisel
T b
o proa # 0 jediné feSeni a tim je x = -
o proa =0, b = 0 nekone¢né mnoho fesent,

o proa =0, b # 0 zadné feseni.

3.2 Grafické reSeni linearnich rovnic

Bez ujmy na obecnosti miizeme rovnici (8) psat v nasledujicim tvaru

ax+b=cx+d, 9)
— —
f(x) q(x)

kde a,b,c,d € R, a # c a x je neznama.

Nakreslime-li grafy funkci f (x), g(x), kterymi jsou p¥imky, do jedné soustavy soutadnic,

feSenim rovnice (9) bude x-ova soufadnice jejich praseciki.

Nyni si ukdZeme souvislost mezi poctem feSeni rovnice a poctem prusecikl funkce s osou

X.
Pfimka v rovin¢ miize mit vii¢i ose x obecné tii rizné polohy.

1) Ma-li linearni rovnice (8), kde a # 0, jedno feSeni, potom piimka y je s 0sou x

riznobézna. Rovnice pifimky je y = ax + b. Speciadlnim piipadem je piimka

kolma na osu x a jeji rovnice je ve tvaru x = k, kde k je realné ¢islo. Tato ptimka

ma s 050U x jeden prusecik, a ma tedy pouze jedno feSeni. Rovnice tvaru (9) ma

jediné feseni, pokud piimky na obou stranach rovnice jsou riznobézné.
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Uloha: Reste graficky rovnici tvaru (9) 4x + 2 = 3x2_1.

Reseni: Grafem funkce f:y = 4x + 2 je p¥imka, ktera prochazi body [0, 2], [—%, 0],

grafem funkce q: y = % je opét ptimka prochézejici body [0, — %], E, 0].

y=4x+2

Obr. 13

Priiseéikem obou piimek je bod P = [—1,—2]. Refenim dané rovnice je tedy x-ova

soutfadnice bodu P, potom x = —1.

2) Ma-li linearni rovnice (8), kde a = b = 0, nekone¢né mnoho feSeni, potom
ptimka y je s 0sou x totozna. Rovnice pfimky tedy bude mit tvar y = 0. Rovnice
tvaru (9) ma nekone¢né mnoho feSeni, pokud pfimka na levé strané je shodna

S pfimkou na pravé stran€ rovnice.

Uloha: Reste graficky rovnici gx +2= %(Zx + 6).

Reseni: Grafy funkci Gx + 2), %(Zx + 6) jsou dv¢ totozné piimky. To znamena, ze
existuje nekone¢né¢ mnoho spole¢nych bodi grafii obou funkci. Jejich x-ové soutadnice

vyplni celou mnozinu redlnych ¢isel. NaSe rovnice ma tedy nekone¢né mnoho feseni.
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g y=1/6(12+2x)

ffy=1/3x+2

Obr. 14

3) Nema-li linearni rovnice (8), kde a = 0,b = k # 0, zadné feseni, potom ptimka
Y je s 0sou x rovnob&zna rtizna. Rovnice ptimky pak bude y = k. Rovnice tvaru

(9) nema feseni, pokud pfimky ptislusné funkcim na obou stranach rovnice jsou

rovnobézné rizné.
Uloha: Reste graficky rovnici 3x + 1 = 3x — 4.

Reseni: Grafy funkci f:y = 3x + 1, g:y = 3x — 4 jsou dvé rovnob&zné piimky, nebot
nemaji zddny spolecny bod, a tedy se neprotinaji. Proto naSe zadana rovnice nema zZadné

feSeni.

f:y=3x-4

g:3x+1

Obr. 15
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4. Kvadratické rovnice

Definice 4.1 Kvadraticka rovnice

Rovnice tvaru

ax?+bx +c =0, (10)
kde a # 0, se nazyva kvadratickad rovnice, ptitom x je neznama a a, b, ¢ jsou dana realna
&isla, ktera nazyvame koeficienty kvadratické rovnice. Clen ax? se nazyva kvadraticky,

¢len bx linearni a ¢len ¢ absolutni.

Priklad
5x2+4x—13 =0
Poznamka

() Resit kvadratickou rovnici (10) znamen4 uréit vechna komplexni &isla x, pro néz
je splnéna rovnost ax? + bx + ¢ = 0.
(b) Jestlize ma kvadraticka rovnice (10) komplexni kofen x,, znamena to, Ze plati

vztah axé + bxy + ¢ = 0.

4.1 Neuplna kvadraticka rovnice

Pro kvadratickou rovnici (10) vzdy plati, Ze a # 0. V nasledujici podkapitole se budeme
vénovat dvéma typtim kvadratickych rovnic, které maji n¢ktery z koeficientt b, c roven

nule.

4.1.1 Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

Motivaéni uloha

Presvédéte se, Ze rovnice x2 — 2x = 0 m4 jeden koien rovny nule.

Jednoduchou tpravou dostavame x(x — 2) = 0, odkud vidime, Ze rovnice ma typickou

vlastnost kvadratickych rovnic bez absolutniho ¢lenu, tj. jeden kofen rovny nule.
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Definice 4.2 Kvadraticka rovnice s absolutnim ¢lenem rovnym nule

Je-li v kvadratické rovnici (10) absolutni ¢len roven nule, ¢ = 0, tj. rovnice tvaru
ax?+ bx =0, (11)

kde a # 0, pak fikame, Ze kvadraticka rovnice je bez absolutniho clenu.

Priklad
6x%2—19x =0
ReSeni kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu

Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu ma tedy tvar (11). Rovnici feSime tak, ze levou

stranu rovnice upravime pomoci vytykani x na soucinovy tvar.

x(ax +b)=0 (12)
Aby byl vyraz na levé strané roven nule, tak je bud’ x = 0, anebo ax + b = 0. Nase
rovnice (8) ma pak realné koteny x; = 0, x, = — Z.
Obor pravdivosti pak bude P = {O, — Z}

Uloha: Reste rovnici 5x% — 13x = 0.
Rovnici pomoci vytykani upravime na sou¢inovy tvar

x(5x —13) =0,

odkud ziskame dva kofeny x; = 0 ax, = ?, potom

P = {o, 15—3}

4.1.2 Kvadraticka rovnice bez linearniho ¢lenu
Motivaéni dloha

Upravte rovnici (x + 2)(2x — 3) = x + 2. Po tpravé dostaneme x? = 4. Ktera dvé ¢&isla

maji tu vlastnost, ze jejich ctverec je roven ¢tyfem? Jaké jsou tedy koteny rovnice?

Struén& mizeme napsat x; , = 12 (nebot’ 22 a stejné tak i (—2)? je rovno &tyfem).
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Rovnici x? =4 miZeme fteSit i zplsobem x%2—4=0, tedy rozkladem

(x — 2)(x + 2) = 0. Timto zpisobem teSime ryze kvadratické rovnice.

Definice 4.3 Kvadraticka rovnice s linearnim ¢lenem rovnym nule

Je-li v kvadratické rovnici (6) koeficientu linearniho ¢lenu roven nule, b = 0, tj.
rovnice tvaru

ax?>+c=0, (13)
pak fikame, ze kvadratickd rovnice je bez linearniho ¢lenu a nazyvame ji rovnici ryze

kvadratickou.

Priklad
4x*>+2=0
ReSeni kvadratické rovnice bez linearniho élenu

Rovnice ryze kvadratickd ma tedy tvar (13). Rovnici upravime na tvar x? = —2 a pro

lepsi ptehlednost vyraz — 2 polozime r, tedy —§ =rdilix?=r.

Nyni musime rozliSit nasledujici dva, eventualng tfi pfipady moznosti v zavislosti na

hodnoté 7.

Hr>0
Je-li > 0, pak miizeme psét x = V7. Po dosazeni dostavame x2 = (v7)".
x? —(Vr) =0
(x =vr)(x++vr)=0
Pak (x —vr) =0 nebo (x +vr) =0
X = VF X, = —VF
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’ Cc e
Po dosazeni r = — - > 0, dostavame

Xi = c X = c
1= a 2 — a

C C
p={ -3
Uloha: Reste rovnici 9x2 — 16 = 0.

Postup: Absolutni ¢len prevedeme na druhou stranu a cely vyraz podélime a = 9.

Dostavame

. oy , .. L 4 4 : T
Dale mtiizeme vyraz rozlozit na sou¢in (x - 5) (x + 5) = 0. To jest splnéno, je-li

XxX—2=0 nebo x+2=0.
3 3

_ 4
J Xy = — =

Odtud dostdvame dva koteny, a to x; = .

w |

Vysledek: P = {S, — g}

2) <0

Je-li r <0, pak rovnice x? = r nem4 v oboru redlnych &isel feSeni. M4 viak feSeni

Vv oboru ¢isel komplexnich.

Je-lir<0,pakr = —|r| = (i\/H)Z
r= (i Irl)23
Cili x? — (i |r|)2 =0 = (x- /i) (x+i/IrT) =0

3i =1 (i je oznadeni imaginarni jednotky a plati, ze (—i)? = —1).
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Toplati,je-li (x— iy/Ir[)=0  nebo (x+ iy/Ir) =0

xX; = i/|r| a X, = —i/|r]. (14)
Po dosazeni r = —2 < 0, dostavame
. (5 C
T = B )

coz jsou ¢isla komplexné sdruzena.
Uloha: Reste rovnici 9x2 + 16 = 0.

Postup: Absolutni ¢len pfevedeme na druhou stranu a cely vyraz podélime a = 9.

Dostavame

2 2
e=(i) = w-() =0
Dale mtizeme vyraz rozlozit na sou¢in (x - ig) (x + ig) = 0. To je splnéno, je-li
x—iz=0 nebo x+iz=0,
3 3
Odtud dostavame dva kofeny, ato x; = gi, Xy = — g L.
Vysledek: P = {5i,— 21}

Priklad mizeme dosadit i do obecného feseni (14).

x—i| < a X, = i| <

1 — a 2 — al’
x—i| 16| a Xy, = | 16|
1= 9 2~ 9|’
x—i4 a X, = i4

17 %3 2~ 3

Vysledek: P = {21, 21}
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3y r=0

Je-li na pravé stran¢ nula, tj. v pfipadé, je-li ¢ = 0, pak x; = 0, x, = 0. Mzeme pak

fici, Ze rovnice ma jeden dvojnasobny koten x; , = 0.

Zavérem o kotfenech neuplné kvadratické rovnice miizeme fici:

(@) Rovnice (11) ma vzdy jeden kofen roven nule. Druhy kofen je roven — g.
(b) Rovnice (13) ma kotfeny x;, x,, které se od sebe li$i pouze znaménkem:
o Pror >0 je zlomek —2 kladny (tj. a,c maji opacna znaménka) a kofeny x,,
X, jsou realné.
o Pror <0 je zlomek —2 zaporny (tj. a, ¢ maji stejna znaménka) a koteny x;,
X, jsou imaginarni.
o Je-li navic b =0, pak dostdvime x; = x, = 0, kde c¢islo 0 nazyvame

dvojnasobnym kofenem rovnice (13).

4.2 Obecna kvadraticka rovnice

Obecna kvadraticka rovnice je tvaru (10).

Postup reseni: Ob¢ strany kvadratické rovnice (10) vyndsobime vyrazem 4a, postupné

dostavame
4a’x? + 4abx + 4ac = 0.
K ob&éma stranam pfi¢teme b?
4a’x? + 4abx + b? + 4ac = b2,
Nasledn¢ upravime na tvar
(2ax + b)? = b? — 4ac. (15)

Definice 4.2 Diskriminant kvadratické rovnice

Mgéjme vyraz b? — 4ac. Polozime-li tento vyraz roven D, tj. b?> — 4ac = D, pak tento

vyraz budeme nazyvat diskriminant kvadratické rovnice (10) a znacit D.

Obecna kvadraticka rovnice ma pak tvar (2ax + b)? = D. Zde musime rozliSovat opét

tf1 piipady pro hodnoty diskriminantu.
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1) D>0

(2ax + b)? = b?> —4ac;  b? — 4ac > 0, proto miizeme psat
b2—4ac=D=(\/5)2=\/ﬁ
(2ax + b)? = (\/5)2 = (2ax + b)? — (\/5)2 = 0.
Provedeme rozklad dvojclenu

(2ax+b—\/5)(2ax+b+\/5) =0.

Rovnost je splnéna, je-li

2ax+b—+D =0 nebo 2ax+b++VD =0
—-b+VD -b—/D
X1 = 2a X2 = 2a

Zaver: Je-li D > 0, pak ma obecna kvadraticka rovnice (10) dva realné kofeny tvaru

-b+VD , . . -b+Vb2-4ac
Xip = —> pro nas ve znamém vzorci Xip = ———
2) D<O
V tomto piipad¢ je na levé strané ¢islo zaporné
2
D<O=>D=—|D|=(i |D|) .
Potom muizeme psat
2
(2ax +b)? = (i,/ID]) .
A dale
2
(2ax + b)? — (iw/IDI) =0
(Zax +b—i IDI) (Zax +b+ i\/IDI) = 0.
Rovnost je splnéna, je-li
2ax + b — i\/|D| =0 nebo 2ax + b+ i\/|ID| =0

2ax + b = i,/|D]| 2ax +b =—1i,/|D|
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_ —b+ivD

X Yo = -b—iVD
1= 2a 2~ 2a

Zaver: Je-li D < 0, pak ma obecna kvadraticka rovnice (10) dva komplexné sdruzené
kofeny

—b +i./|D]

xl‘z za f

Uloha: Reste rovnici 5x% + 4x + 8 = 0.

D=16—-4-5-8=16 —160 = —144

Protoze diskriminant D < 0, jsou kofeny komplexné sdruzené a piseme

_—b+iJID]|
¥12 = 2a
| —4ti|-144|
2= 10
—4 + i\144 —44i-12
T R T
4 12
xl,z l

2 6 . 2 6 .
P={-f+gi-i-¢i

Zkouska: naptiklad pro

. 2+6,) oa (2.8 e (4 24,+36,2> 8 24
- (_E 5! (5 5‘) = ' '

——+—i+8
25 25' 725 575"
e (4 24 36) 8 2.

—2'\25725' 7 25) 575"

4 24 36 8 24 40_

T 5 5' 5 5T5!Tg T

L=0; P=0 =>x1,=—§+§ijefeéenimrovniceSxZ+4x+8=0.
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3y D=0

Dosazenim D = 0 do vztaht pro vypocet realnych a imaginarnich kotfenti

. = Zbt/D 3 . = ZbEVID|
12 = 7, L2 7 2a
. o . L b : :
dostdvame v obou ptipadech dvojnasobny kofen x; , = — Py nebot’ pro D = 0 je rovnice
. . " o . ., b
(15) ekvivalentni s rovnici 2ax + b = 0, a tim padem i s rovnici x = — 2o

Muzeme tedy vcelku o kofenech obecné kvadratické rovnice fici:

Kvadratick4 rovnice ax? + bx + ¢ = 0, kde a # 0 a a, b, ¢ jsou dan4 redlna ¢isla, jejiz
diskriminant je D = b? — 4ac, ma v oboru komplexnich ¢&isel

o pro D > 0 dva realné rizné kofeny

—b+ VD
2a '
o pro D < 0 dvaimaginarni komplexn¢ sdruzené koteny

X1,2 =

—b £ iy/ID|
2T
o pro D = 0 dvojnasobny redlny koten
b

xl,z == Za.

4.3 Vztahy korent a koeficientii kvadratické rovnice

Véta 4.2 (Vietovy vzorce pron = 2)

Jsou-li ¢&isla x4, x, kofeny kvadratické obecné rovnice ax? + bx + ¢ = 0, kde a # 0,

pak plati néasledujici vztahy:

x1+ xZ:_E,

a

xl'x2=—.
a
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Diikaz:

a ProD>0
-b+VD -b—/D
x1 = 5 y xZ = .
a 2a
Pak plati
-b+VD . -b—VD  -2b b
X1+ X = + =—=—=—=
2a 2a 2a a
-b+VD -b—VD  b?-D  b?-b%+4ac ¢
X1 Xy = . = > = > = -,
2a 2a 4a 4a a
b) ProD <0
X, = —b+i./|D| X = —b—i./|D|
1= 2a ' 2~ 2a
Pak plati
—b+i+/|D| —b—-i\/|D| -2b b
xl + xz = + - = -
2a 2a 2a a
o = —-b+i/ID| —b—iy/ID| _ b?—i%|D| _ b%+4ac—b?> _ 4ac _ n
1 4z~ 2a 2a T 4q2 4q2 T 4q2 T a
Véta 4.3

Je-li obecna kvadratickd rovnice ax? + bx + ¢ = 0 ptevedena, nebo je ve tvaru

normovaném, tedy ve tvaru

x*+px+q=0, (16)
pak pro koeficienty p, q
p=_ =7

plati stejné vztahy jako v ptipad€ obecné rovnice, tedy

X1+ x; = —p, X1"X2 = (.

Dutikaz plyne z véty 4.2 prop = b,q = c,a = 1.

Plati také véta obracena.

4|b? — 4ac| = 4ac — b?
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Vétad.4

. £l 2 W r 1: “r v b c
Jsou-li a, b, c realna Cisla, a # 0 a plati-li pro ¢islar,s, zer + s = — Srrs ==, pak

a) 1,s jsou kofeny kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0,

b) kvadraticka rovnice ax? + bx + ¢ = 0 ma jen koteny 7, s.

Dutkaz vety 4.4.

a) Protoze a # 0, miiZzeme rovnici ax? + bx + ¢ = 0 upravit na tvar
a(x? +2x +9=0.
a a

Podle vztaht —(r + s) = Sa r-s= 2 dostavame

a[x* —(r+s)x+r-s] =0,
upravou

a(x?—rx—sx+7r-s)=0
dostavame

a(x—r)(x—s)=0.

Rovnice ax? + bx + ¢ = 0 ma tedy kofeny 7, s, nebot plati a(r — r)(r — s) = 0 a také
a(s—r)(s—s)=0.

Je zfejmé, Ze rovnice a(x — r)(x — s) = 0, jeZ je ekvivalentni rovnici ax? + bx + ¢ =
0, ma tytéz kofeny jako rovnice (x —7)(x —s) =0, jejiz upravou dostavame

normovanou kvadratickou rovnici x2 + px + g = 0.

Pfi feSeni nckterych Uloh proto vyuzivdme tuto rovnici nebo rovnici

(x—7r)(x—s)=0.

b) Predpoklddame, ze kvadraticka rovnice ax? + bx + ¢ = 0, a tedy upravena s ni

ekvivalentni rovnice a(x — x;)(x — x,) = 0, ma jesté dalsi kofen t # r,t # s.
Pak plati
a(t—r)(t—s) =0.

To v8ak znamena, Ze bud’ t = r nebo t = s, coz odporuje naSemu piedpokladu.
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4.4 Nékteré dusledky vztahii mezi koreny a koeficienty kvadratické

rovnice

Z poznatkii o rozkladech kvadratické rovnice v soucin kotfenovych c¢initeld vyplyvaji

nekteré snadno odvoditelné disledky.

Véta 4.5

Plati-li o kofenech kvadratické rovnice ax? + bx +c =0, 7e r = s, ma rovnice

diskriminant roven nule.

Diikaz: Plati-li o kofenech kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0, ze r = s, pak rozklad

na kofenové ¢initele ma tvar
alx—1r)(x—-7r)=0>a(x?-2rx+7r>)=0>ax?>—2arx+ar’=0

a diskriminant rovnice D = 4a?r? — 4a - ar? =0.

Je-li kvadratick4 rovnice normovana, pak a = 1a D = 4r% — 4r? = 0.

Plati také véta obracena.

Véta 4.6

Ma-li kvadratickd rovnice ax? + bx + ¢ = 0 diskriminant roven nule, pak pro kofeny

r,splatir = s.

2

Dﬁkaz:Je-IiD=O=>b2—4ac=0ac=f:—a.

. . ; . b? o
Dale po vynasobeni 4a rovnice ax? + bx + s 0 dostavame

4a%x? + 4abx + b> = 0> (Qax + b)2 = b2+ b>=0> (Qax +b)> =0

b
Rax+b)Rax+b)=0=>r=s= —5g
a
V piipadé normované kvadratické rovnice dostdvame po dosazenir = s = — g.
, 1 fs g s sy T -1 . w1 2 v b
Ucelna je nasledujici imluva: Ma-1i kvadratickd rovnice D = 0, fikame, ze x = — 2a nebo

X =- g je jeji dvojnasobny koten.
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Véta 4.7

Ma-li kvadraticka rovnice ax? + bx + ¢ = 0 s redlnymi koeficienty imaginarni kofen

a, + a,i,a, # 0, ma téz s nim kotfen komplexné sdruzeny a; — a,i.

Diikaz: Oznacme a4 + a,i = r. Druhy kofen necht’ je s = u + vi. Pak plati
r+s=_(a; +a,i)+ (u+vi) = —§:>i(a2+v) =0>a,+v=0=>v=—a,

r-s=(a+ai)) - u+vi)=c=>i(aau+av)=0 Av=—a, >au—aqa,=0

>au—a)=0Na, #0=2u—ag,=0>u=a,
Celkem tedy s = u + vi = a; — a,.
Poznamka

Véta 4.7 plati pro kazdy polynomy s realnymi koeficienty.

Dtikaz plyne ze zékladni véty algebry. Dany polynom lze rozlozit na soucin linedrnich
polynom s redlnym kofenem a kvadratickych polynomi s komplexnimi koteny, na které

pouZzijeme vétu 4.7.
Zajimavé jsou kvadratické rovnice tvaru:

a) ax? + bx + a = 0 rovnice typu (17)
b) ax? + bx — a = 0 rovnice typu (18)

Piiklad rovnice typu (18): x> — 1 = 0.
Rovnice typu (17) nebo (18) nazyvame kvadratickymi rovnicemi reciprokymi.

Véta 4.8 O korenech reciproké rovnice

a) Ma-li rovnice typu (17) kofen x,, ma také kofen xi

1

b) Ma-li rovnice typu (18) kofen x;, ma také koten ;—1
1
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Diikaz:

a) Podle véty 4.2 plati X1 Xy = g = 1.
Pak tedy musi X, = —.

v . % v v I r . , v 1
Kofeny jsou vzdjemné pievracené. Rovnice ma tedy dva kotfeny x; a ot
1

b) Podle véty 4.2 plati XXy = —% =-1,

atedy X, = 1

X1 )
Vice se reciprokymi rovnicemi budeme zabyvat v kapitole 6.
4.5 Grafické reSeni kvadratickych rovnic

Mgéjme kvadratickou rovnici ax? + bx + ¢ = 0,a # 0. Upravime-li tuto rovnici na tvar

X“=—-=-x—-- (19)

. v S ¥ , b c
na levé strané se objevi funkce f:y = x2, na stran& pravé funkce q:y = —oxX =

Oborem obou funkci je mnoZina vSech realnych ¢isel.

Cislo x = r, pro které nabudou obé funkce stejné hodnoty, je feSenim kvadratické rovnice
(19), a tedy i kvadratické rovnice (10). Naopak pro kazdé r, které je kofenem rovnice
, b . . .

(10), plati r* = —=r — 2 tj. pro x = r maji funkce p a q stejnou hodnotu.

V grafickém zndzornéni se vyse uvedend skutecnost projevi spolecnym bodem grafli

obou funkei, jehoz x-0va soufadnice je rovna kotfenu r kvadratické rovnice.

Grafem funkce f: y = x? je parabola s osou shodnou se soufadnicovou osou y a vrcholem
Ny w1 . b N

Vv pocatku soustavy soufadnic. Grafem druhé funkce f:y = — —X = 2 je ptimka, kterou

snadno zobrazime pomoci dvou bodu tak, jak jsme ji zobrazovali v kapitole 3. Linearni

rovnice.

Ptimka mize mit v rovin€ vzhledem k parabole tfi rizné obecné polohy.

1) Ptimka a parabola se protinaji, maji dva rizné spole¢né body, a rovnice (19) ma

tedy dva riizné koteny.
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Uloha: Reste kvadratickou rovnici x2 + x — 2 = 0.

Rovnici prepiseme do ekvivalentniho tvaru x? = 2 — x a sestrojime grafy funkci f:y =
x%, f:y=2—x. Grafem druhé funkce je piimka prochazejici body [0,2],[2,0].
Z nasledujiciho obrazku lze vycist, ze grafy maji dva spole¢né body P = [-2,4],Q =
[1,1].

f: y=2-x

I I
41 X9 1
;

o T N Tonrs

Jejich x-ové soutadnice jsou kofeny nasi zadané rovnice, tedy x; = —2, x, = 1.

2) Piimka a parabola se dotykaji, rovnice (19) ma tedy jeden dvojnasobny kofen.
Uloha: Reste kvadratickou rovnici x2 — 4x + 4 = 0.

Sestrojime graf funkce f:y = x% a f:y = 4x — 4, ktery prochazi body [1,0], [2,4]. Tyto
grafy maji jeden spole¢ny prusecik [2,4]. Rovnice ma tedy jeden dvojnasobny koten x; =

x2=2.

Obr. 17
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3) Primka s parabolou nemaji spole¢ny bod, rovnice (19) nema feseni.
Uloha: Reste kvadratickou rovnici x2 + 3x + 5 = 0.

Funkce f:y = x?%, f:y = —3x — 5 nemaji zadny spole¢ny bod. Zadana rovnice tedy

nema v oboru redlnych ¢isel feseni.

f:y=x

\ Obr. 18
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5. Binomické rovnice

Definice 5.1 Binomicka rovnice

Rovnice tvaru
x"—c=0, (20)
kde c je dané komplexni Cislo, x je neznama a n > 1 je pfirozené Cislo, se nazyva

binomicka rovnice.

Poznamka

Rovnice (20) vznikla ptfevedenim rovnice ax™ + b = 0 na normovany tvar, tj.

vydélenim nenulovym ¢islem a

, , . b . : .
Naslednym polozenim vyrazu — —=cjsme dostali rovnici tvaru

n

x" =c. (21)
5.1 Reseni binomické rovnice

Nasim ukolem bude najit mnoZinu vSech feSeni, v tomto pifipadé mnoZinu vSech
komplexnich ¢isel, které vyhovuji binomické rovnice (20). Nalezeni kofenti mtizeme fesit

bud’ algebraicky, nebo goniometricky.
Algebraické ieSeni binomické rovnice

Algebraické feseni spociva v tom, ze levou stranu rovnice (20), kde c je realné ¢islo a x
neznama, se snazime rozlozit pomoci vzorci v soucin dvou nebo vice Cinitel
obsahujicich neznamou. PoloZime-li tyto €initele rovny nule, dostaneme rovnice nizsich

stupni, jejichz kofeny jsou zaroven kofeny dané rovnice (20).
Uloha: Algebraicky feste rovnici x® — 64 = 0.
Levou stranu rovnice miZeme piepsat na tvar
(x*)? = (2°)? =0,
kdy rozkladem polynomu v soucin nizsich polynomut dostavame
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(3 =23 +23) =(—2)(x? + 2x + 4)(x + 2)(x? — 2x + 4x).
Ziskali jsme rovnici v sou¢inovém tvaru
(x—=2)(x?+2x +4)(x + 2)(x? — 2x + 4x) = 0,

ze které jiz snadno ziskame kofeny zadané rovnice.

) x—2)=0 = X1 =2
i) (x2+2x+4)=0 = Xy3 = —2 24_16 =—-1+iV3
i) (x+2)=0 S x, =2

iv)  (x2—2x+4x)=0 >  x55= 2= 1+iV3

Zaver: Rovnice ma v oboru realnych ¢isel dva kofeny x; = 2,x5 = —2. V oboru
komplexnim dva komplexné€ sdruzené koteny x,; = —1 + iv/3 a dalsi dva komplexné
sdruzené kofeny x5 = 1 + V3.

Poznamka

(@) Algebraické feSeni binomickych rovnic je zna¢né obtizné. Jednoduché
algebraické feSeni maji pouze binomické rovnice ttetiho az Sesté¢ho stupné. Proto
se podivame a vice zamétime na reseni goniometrickeé.

(b) Redeni binomické rovnice budeme hledat v oboru komplexnich &isel. Diivodem
je totiz situace, kdy by v rovnici (20) c bylo zaporné a museli bychom fesit V/—c,
coz v R fesit neumime. Mohli bychom si potom pro feseni rovnice (20) v oboru
redlném stanovit podminku, Ze ¢ bude vzdy kladné. Radéji se proto obecné

zamé&fime na feSeni v C, ve kterém maji vSechny binomické rovnice (20) feSeni.

Goniometrické ieSeni v mnoziné komplexnich cisel

Necht' x € C je feSenim binomické rovnice x™ = c, pak jeho goniometrické vyjadieni je
x = |x|(cosa + isina), 0<a<?2m,

kde a je argument komplexniho ¢isla x.

Cislo ¢ € C Ize goniometricky vyjadfit
¢ = |c|(cose + ising), 0<¢<2m,

kde ¢ je argument komplexniho ¢isla c.
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Z rovnice (21) plyne, ze je-li x feSenim binomické rovnice, pak plati
[lx|(cosa + isina)]™ = |c|(cose + ising).
Umocnénim a vyuzitim Moivreovy véty dostdvame
|x|™*(cosna + i sinna) = |c|(cos ¢ + isin@).

Z rovnosti dvou komplexnich ¢isel plyne

x| =c] = lx| = lc|

cosna = cos ¢ = na =@ + 2km
@ + 2km
a=—-,
n
sinna = sing = na =@ + 2km
o = <p+2k7r.
n

Reseni pak nabyva tvaru
n + 2km + 2km
X, = +/|cl (cos(pT+isin<pT>; k=01,2,..,n—1.

Z vySe uvedeného vzorce by bylo mozné vyvodit, Ze existuje nekone¢né mnoho feseni,
nebot’ k probihd po celé nekone¢né mnozin¢ Z. Musime si ovSem uvédomit, ze funkce

sinus a kosinus jsou funkce periodické, a proto tomu tak neni.

Je-li k = n, hodnoty kofent se opakuji, tj. nabyvaji hodnot kofent pro k = 0,1, ...,n — 1.
Pro ilustraci si ukaZzeme, ze napt. pro k = n dostaneme stejné Cislo jako pro k = 0.
Necht' k = n, pak

¢ + 2nm -HLZ””) = "iel (cos (% +2m) +isin (% +27))

x, = ~/|c| (cos—+ si
n
=\ |c|(cos£+isin£)).
n n

Necht' k = 0, pak

n op+2-0'm S e+2:-0rm o .
= + = LA ).
Xo = +/|c| cos - sin - Vel (cosn i sin n))
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Odtud plyne, Ze x, = x,.

Zaver: Binomicka rovnice (21) ma tedy v x € C k kofentl, jez znaCime x,, Xq1,***, Xp_1-
.. , v v e . n , v . v oy
Jejich obrazy, které lezi na kruznici [ (0 ;T =14/ |C|), znazoriiujeme v Gaussové roviné

komplexnich ¢isel — vSechny komplexni kofeny maji od pocatku soustavy soutadnic O

. , , v - « . +2(k+1)m +2km
stejnou vzdalenost y/|c| a vzdjemné jsou pootoéeny o uhel Ay = L4 (n o _ 8 — =

+2kn+2n—@—2km 2 v o v/ . . , ;
L £ = —. Obrazy kotenli lezi na vrcholech pravidelného n-tihelniku
n

n

vepsaného do kruznice.
Uloha: Goniometricky feste rovnici x® — 64 = 0.

Rovnici upravime do tvaru binomické rovnice (21), tedy na tvar x® = 64 a nasledné

vyjadiime v goniometrickém tvaru.

Poloha obrazu realného cisla 64 je na kladné poloose realné ¢asti v Gaussové roving, a

proto thel ¢ = 0. Pak miizeme psat
64 = |64|(cos 0 + isin0).
Podle vztahu pro urceni kofenli binomické rovnice plati

6 0+2kn 0+ 2knm km km
X = +/|64] (COST+ lsm—) =2 (cos?+ Lsm?),
k=0,1,23,4,5.

v ;1 , p km . . _km
Kofeny ziskame postupnym dosazenim k do x; = 2 (COS? + isin ?).
X9 = 2(cos0+isin0)=2(1+0) =2
X =2(cos£+isin£)=2(£+§):1+i\/§

1 3 3 2 2

X =2(cosz—n+isin2—n)=2(—l+£)=—1+i\/§
2 3 3 2 2

x3 = 2(cosm +isinm) =2(—1+0) =-2

x4=2(cos4§+i5in%’r)=2(—1—§):—1—i\/§

x5=2(coss?”+isin5?”)=2(%—\/2—§):1—i\/§.
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Zdvér: Binomicka rovnice x® — 64 = 0 méa 6 riznych kofend. Jejich obrazy lezi na
Vs . v vz v . . s v v ’ s
kruznici se stfedem v poc¢atku soustavy soutradnic a jsou vzajemné pootoceny o thel 3

Obrazy kotent lezi ve vrcholech Sestitthelniku vepsaného do kruznice o poloméru r =

Vel = {T64] = 2.

imaginarni

Xy realna

Obr. 19

ecialnim pri inomické rovnice x™ — ¢ = 0, c=1,j icex™—1=
Specialnim piipadem b ki n 0, kde 1,jerovnicex® —1 =10

neboli x™ = 1.

Nyni pfevedeme 1 na goniometricky tvar. Mame tedy komplexni ¢islo s hodnotou 1; z =

1, jeho odmocnina je |z| = V12 = 1.

cos@Q = 1=
= argument @ = 0
sin @ 1

Dostavame tedy 1 = (cos0 + i sin0). Dosadime-li do obecného vzorce pro kotfeny

binomické rovnice, ziskame

2km 2km
xk=cosT+lsmT, k=012,..,n—1.
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Ziskana ¢isla jsou komplexnimi jednotkami®, jejichZ obrazy lezi v Gaussové roviné pro
n > 2 ve vrcholech pravidelného n-uhelniku vepsaného do jednotkové kruznice se
sttedem v pocatku soustavy soutadnic, pfitom jeden z vrcholii, obraz kofene xy, = 1, lezi

V bodé 1 na realné ose.
Poznamka

(@) Kofeny binomické rovnice x™ — 1 = 0 maji dileZitou vlastnost, a to, Ze sou¢inem
dvou libovolnych kofenti ziskame opét kofen rovnice x™ — 1 = 0.
(b) Dalsi dulezitou vlastnosti kofeni binomické rovnice x™ —1 =0 je, ze pro

vechna k = 0,1, 2, ...,n — 1 plati vztah x;, = x¥.
Uloha: Reste binomickou rovnici x® — 1 = 0.
Upravou dostavame rovnici x® = 1.
Nyni pievedeme 1 na goniometricky tvar. Z vySe uvedeného miizeme rovnou napsat
1 = (cos0 + isin0).
Pro vypocet kofenti vyuzijeme x; = cos % + isin % kde n = 8.
Kofeny zadané rovnice jsou ¢isla
Xg=cos0+isin0=1+0=1

T, . m N2 2,
X, = cos—+isin—==—+—i
4 4 2 2

T . .. T . .
X5 =cos;+151n;=0+1=l
3m | . . 3m V2, V2,
X3 =coS—+isin—=——+—i
4 4 2 2
X, =cosm+isint=—-1+0=-1
5w, . . 5m V2 2,
Xs =Ccos—+isin—=————1
4 4 2 2
3n , .. 3m . .
x6=cos7+lsm7=0—1=—1

7T ., . 2 V2.
X7 =CoSs—+isin—=———1I.
4 4 2 2

> Komplexni jednotky jsou véechna komplexni &isla, které maji absolutni hodnotu rovnu 1, tj. véechna
Cisla, jejichz obrazy lezi v Gaussové roviné na jednotkové kruznici.
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imaginarni

realna
Xo

Obr. 20

Zavér: Binomicka rovnice x® —1 =0 ma 8 riznych kofend. Jejich obrazy lezi na
Vs . v v 7 v . . /. v v ’ s
kruznici se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic a jsou vzajemné pootoceny o thel "

Obrazy kofeni leZi ve vrcholech pravidelného osmitihelniku vepsaného do jednotkové

kruznice.
5.2 Re$eni nékterych dal§ich binomickych rovnic
1) Reste binomickou rovnici x* — i = 0.

Rovnici pfevedeme na tvar x* = i. Poloha obrazu imaginarni jednotky i leZi na kladné

. .y , v . v T
poloose imaginarni osy v Gaussove roving. Potom ¢ = >

Nyni pfevedeme i na goniometricky tvar

, ||( 7T+. . T[)
i =|i]|{cosz+isinz
2 2

lel =y (-1)? =1.
2w 2n

Kofeny jsou pootoceny o thel Ay = —== g

Obecny vztah pro vypocet kofenti zadané rovnice je

T T
—+2km —+2km
4 . ..
xk=\/|l|<cos2 Z + isinZ Z ), k=0,1,2,3.
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Po dosazeni za k ziskame ¢tyii1 kotfeny

/A

m S
Xg = = in
0 = cosz +ising

5 . .5
Xy =COoSzm+1isSin=m

8 8

9 . .9
Xy = cos§n+ Lsingm

13 . .13
x3=cos?n+lsm§n.

imaginarmi

1

realna

’ Obr. 21

Zavér: Binomicka rovnice x* —i = 0 ma &tyfi rlzné kofeny. Jejich obrazy lezi na
jednotkové kruznici se sttedem v poc¢atku soustavy soufadnic a jsou navzajem pootocené

o uhel g, lezi tedy ve vrcholech ¢tverce. Protoze |c| = 1, tak se jedna o komplexni

jednotky zobrazeni kofenti v Gaussové roving.
2) Reste binomickou rovnici x3 + i = 0.
Rovnici pfevedeme na tvar x3 = —i. Poloha obrazu imaginarni jednotky —i lezi na

, ’ . s v oy 31
zaporne pOlOOSC Imaginarni oSy v Gaussove rovingé. Potom Y = 7

Nyni pfevedeme —i na goniometricky tvar.
=] _|< 3n+,_3n)_1< 37T+__37T
i=|=if{cos—+isin—| = cos lsmz)

el = D2 =1

3 1( 3 tisi 37T>
x° =1(cos—+ isin—
2 2
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Kofeny jsou pootoCeny o thel Ay = 27" = 2?”

Obecny vztah pro vypocet kofent zadané rovnice potom bude

3—ﬂ:+2k1t 3—ﬂ:+2k1t

Xp = 3 |1|<cos2 + isin2— ), k=0,1,2.

3

Kofeny zadané rovnice potom budou cisla

X9 = 1(cosg+ ising) =10+i) =i

m . . Tm V31,
xy=1(cos—+isin—)=———=1i
6 6 2 2
11w | . . 1l; N
X, =1(cos—+isin—)=——-l.
6 6 2 2

imaginarni

Xp

realna

Obrazy ti riiznych kofenti binomické rovnice x3 + i = 0 lezi na jednotkové kruznici ve

vrcholech rovnostranného trojuhelniku o délce strany a = v/3, vzajemné pootoené

, 2m
0 uhel 3
3) Reste binomickou rovnici x> + 1 — iv/3 = 0.
Rovnici pievedeme na tvar x5 = —1 + i+/3.

Nyni pfevedeme vyraz na pravé strané na goniometricky tvar
2
el = J(~1+v3)" =Va =2
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1 _ V3 _ 2
cosg =—z-,sing =—= ¢ =-m.

Kofeny jsou pootoceny o thel Ay = 27" = 2?” .

Pro kofeny zadané rovnice potom plati

E7t+2k7t

2r42k
xk:i/f<cos3n+5 n+isin3 5 >,kdek=0,1,2,3,4-

Koteny zadané rovnice potom budou ¢isla
Xg = W(cosi—g + isin i—g)

Xy = E{/i(cos?—g +1i sinj—g)

Xy = sx/f(coslf—: +1i sinlf—:)

X3 = i/f(coszlo—: + i sin 210—:)

5 261 . . 26T
Xy = \/f(cosl—5 +i Sm1_5)'

imaginarni

realna

Obr. 23

Zavér: Binomicka rovnice x° 4+ 1 —iv/3 = 0 ma pét riiznych kofentl, které lezi ve
vrcholech pravidelného pétithelniku vepsaného do kruznice o poloméru r = 3/2. Obrazy

v o - , o « “ , 2
kofentl jsou vzajemné pootoceny o thel <
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6. Reciproké rovnice

Definice 6.1 Reciproka rovnice

Rovnici tvaru
A x™ + a,_1x" ta, ,x"?+ - +a;x+a;=0 (22)
nazyvame rovnici reciprokou, a to prvniho nebo druhého druhu, plati-li pro

koeficienty a,, a,_1, ..., a1, ay vztahy

- lL.druhu a, = a, Ap—1 =01, QAp_p =0y, ...
- Il. druhu a, = —Qag, Qu_1=—01, Ap_p = —0ay ...
Priklad
Reciproka rovnice 1. druhu 4x3 +3x2+3x+4=0
Reciproka rovnice II. druhu 4x3 +3x2—3x—4=0

6.1 Koreny reciproké rovnice

Véta 6.1 O korenech reciproké rovnice

o o , o o v 7o v 1
(@) Ma-li reciproka rovnice 1. i II. druhu kofen a, potom ma i kofen =

Diikaz: Dle ptedpokladu je a kofenem rovnice (22). Dosad'me do této rovnice kofen x =

1 .,
o a # 0. Dostavame

1 n 1 n-1 1 n-2 1
an p +an_1 p +a,_; P +--~+a1-a+a0=0.

, . . 1n\" L ..
Na levé stran¢ rovnice vytkneme (E) . Potom ziskame rovnici tvaru

1 -1 n-—2
ﬁ(aoa”+a1a” +a,a™*+-+a,_;a+a,) =0
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ekvivalentni srovnici an,x™ + ap_1x" a,_,x™" %+ +a;x +ag =0, kterd ma

podle piedpokladu kofen a. Rovnost je proto splnéna a x = % je kofenem rovnice (22).

(b) Reciproka rovnice (22) ma vSechny kofeny nenulové, nebot’ absolutni ¢len ay,

ktery je soucinem kofent, je roven koeficientu a,, tj. rizny od nuly.

(c) Reciproka rovnice I. druhu lichého stupné ma vzdy kofen x; = —1.

(d) Reciproka rovnice II. druhu ma vzdy koten x; = 1.

6.2 ReSeni reciprokych rovnic

Zpusoby feseni reciprokych rovnic rozdélime na feseni reciprokych rovnic I. a II. druhu,

pfi¢emz u rovnic I. druhu se budeme zabyvat feSenim rovnic sudého a lichého stupné.
ReSeni rovnic I. druhu
a) sudého stupné tvaru a,x** + a,_x* 1+ +a,_1x+a, =0

Secteme-li prvni a posledni ¢len, druhy a pedposledni atd. a podélime x*, dostaneme

1
k1

a, (xk + x—lk) + an_4 (x""l + ) + -a, = 0. (23)

Je-li nova neznama y = x + i (24), potom

(x+§)2=x2+2+xi2 - (x2+xi2) (x+%)2—2nebo|i

Dale pak

1,° ,1 1 1 3 1
<x+—) =x°+3x*-+3x=+—=x*+3x+-+—
X X X X X X

(x+) = +3(x+1)+2 5 (42)=(x+) -3(x+2)
neboli
(x3+x—13> =y3 —3y.
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4
; o\ 1 . , « . . 1
Déle pak miizeme za x* + — dosadit vyraz proménné y. Rozvineme-li (x + ;) podle
binomické véty, ziskame
4

(x+5) ==+ (e 5+ G m+ () 5+ ()5
xx—x 1xx Zxx2 3xx3 4) x*

(x+§)4=x4+xi4+4x2+6+4xi2 = (x4+i)=(x+—)4+4(x2+—)+6

x4

1
(x‘*+;)=y4+4(y2—2)+6
1 4 2
+F>=y +4y - 2.

-

Podobné bychom dostali x> + % atd. podle stupn¢ reciproké rovnice.
Dosazenim za dvoj¢leny do (23) obdrzime rovnici k-tého stupné, tedy
bkyk + bk_lyk_l + bk_zyk_z + bo = 0 (25)

. e v o ST v ’ . 1
Tato rovnice ma k kotenll y;, Vs, ..., Y2k, jejichz dosazenim do substituce y = x + <

ziskame koteny x4, X5, ..., Xzk. Situace se omezila na feSeni jediné rovnice k-tého stupné

(25) a k kvadratickych rovnic s neznamou x (24).
Vyse uvedeny poznatek mizeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 6.2

Reseni reciproké rovnice I. druhu sudého stupné 2k lze pievést na feseni algebraické

rovnice poloviéniho stupné, tj. k-tého stupné, a feSeni k kvadratickych rovnic.

Duisledek:

(a) Kazda reciproka rovnice 1. druhu stupné < 9 je algebraicky fesitelna.

(b) Kazda reciproka rovnice II. druhu stupné < 10 je algebraicky fesitelna.
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Véta 6.3 Reciproka rovnice ¢tvrtého stupné tvaru

(@) ax* + bx® + cx? + bx + a = 0 m4 &tyii kofeny, jez dva z nich jsou hodnoty
pfevracené.

(b) ax* + bx® — bx — a = 0, kterd ma jeden kofen +1, druhy kofen —1 a dalsi

dva vzajemn¢ pievracené.

Diikaz:

(@) Po vydé&leni rovnice x2, x # 0, nebot dle véty 6. 1. b) x = 0 neni kofenem (22),

dostavame
ax?+bx+c+b % + axi2 = 0, coz mizeme zapsat ve tvaru
, 1 1
a(x +—2)+b(x+—)+c = 0.
X x
Je-li opét zavedena substituce y = x + %, potom (x2 + xiZ) =y? -2,

Vyse upravenou rovnici mizeme zapsat do tvaru
aly?—2)+by+c=0
nebo téZ do tvaru kvadratické rovnice
ay? + by +c—2a =0,

ktera mé dva koteny y4, y,.

Nyni se vratime k substituci.
Rovnice y; = x + % je kvadraticka rovnice s nezndmou x
x2—y;x+1=0,
ktera je ovSem 1 rovnici reciprokou a ma tedy dva koteny x; a x, = xil jez jsou navzajem
prevracenymi Cisly.
Podobné rovnice y, = x + % je kvadratickou a zaroven reciprokou rovnici s nezndmou x
x> —y,x+1=0

< - I 1
se dvéma navzajem pievracenymi kofeny x; a x, = o
3
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(b) Rovnici pfepiseme do tvaru a(x* —1) + bx(x* —1) = 0,dale budeme

pokracovat v uprave rovnice
(x?2 =D[a(x*+1) + bx] = 0.
Aby rovnost platila, musi bud’
x?-1) =0, nebo ax?+ bx +a = 0.

Zprvni rovnice ziskame kofeny x; = —1,x, =1 (tyto kofeny jsou rovny svym
prevracenym hodnotdm), druha rovnice je reciprokd, ma tedy kotfeny x3, x4, pro které

(o, = =
plati x, = =t
Uloha: Reste v C reciprokou rovnici étvrtého stupné.

(@) 5x* —26x3 + 10x%2 — 26x + 5 = 0.

Celou rovnici vydélime x? a dostaneme
1 1
5x% —26x+10—-26=+5—=0
x  x
1 1
5(x2 +—2>—26(x+—)+10 =0
x x
L 1\ 2 1\ _ 2
Zavedeme substituci (x + ;) =y, potom (x + xz) =y* =2

5(y2—-2)—26y+10=0
5y2—10—-26y+10=0

y(5y — 26) = 0.
Aby rovnost platila, musi platit:
) y=0 = X+ % = 0, vynasobime celou rovnici x # 0
x2+1=0
x2—(-1)=0
x2—i?2=0

x—Dx+i)=0

x1=i,x2=—i
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y = 25—6 = X +§ = %, vynasobime celou rovnici 5x # 0
5x2—-26x+5=0
_ 26+V676—100 26+ 24
a4 = 10 - 10
X3 = 5, x4 = §
Zavér: Reciproka rovnice ma Ctyii kofeny x; =i, x, = —i, X3 = 5,x, = %

b) Lichého stupné tvaru zps1 X% + apnx?® + -+ 4+ aypnx + azpsq = 0

Jak jiz bylo uvedeno vyse (dle véty 6. 1. ¢)), rovnice ma kofen x; = —1, coz snadno

dokézeme dosazenim. D¢lenim kofenovym cinitelem x + 1 ziskdme reciprokou rovnici

sudého stupné, kterou jiz umime fesit podle reciprokych rovnic stupné sudého.

Véta 6.4 Reciproka rovnice tietiho stupné tvaru

(@) ax®+ bx? + bx + a =0 ma tfi koteny, jeden jednotkovy, dalsi dva jsou
navzajem pievracené hodnoty,
(b) ax® + bx? —bx —a = 0 ma tfi koteny, jeden jednotkovy, dalsi dva jsou

navzajem pievracené hodnoty.

Diikaz:

(@) Rovnici upravime do soucinového tvaru
a(x®*+1)+bx(x+1)=0
alx+ D2 —x+1D)+bx(x+1)=0

(x+ 1 (ax? —ax + bx +a) =0.

Aby rovnost platila, musi byt bud”:

x+1=0, anebo ax? —x(a—b)+a=0.

x1=—1
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(a—b) £/ (a—b)?— 4a?
x2,3 == Za .

(b) Rovnici opét upravime do sou¢inového tvaru a dostaneme
(x—D[ax?*+x(a+b)+a] =0

x1=1

—(a+b)t+/(a+b)?—4a?
x2,3 == za .

Reciproka rovnice tfetiho stupné mé opravdu tfi kofeny. Rovnice ax? — x(a — b) + a =
0, resp. ax?+ x(a+ b) + a =0 jsou kvadratické rovnice reciproké, jejichz kofeny

X5, X3 jsou prevracené hodnoty (podle véty 4. 8 a)).

Uloha: Reste v C reciprokou rovnici tietiho stupné.
(@) x3 +2 x +2 x+1—0
Z véty 6. 1. ¢) ma naSe rovnice kofen x; = —1.
Vydélenim kofenovym ¢initelem (x + 1)
3418,2
(x+ +— x+1)—(x+1)—x +—x+1
—x3 — 42
S+ x4 1

10 5 10
3 3

x+1

ziskame kvadratickou rovnici 3x% + 10x + 3 = 0, kde

—10 £ v100 — 36
x2‘3 = 6 )

1

pOtom Xy = _3, X3 = —E
Rovnice ma tedy tfi kofeny x; = —1,x, = =3, x5 = —g.
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1

ReSeni rovnic II. druhu tvaru a,x™ + a,,_1x" ta,_,x" 2 + - —a,_,x* —a,_1x' —

a,=0

Z vyse uvedeného (6. 1. d)) maji rovnice II. druhu kofen x; = 1 (o cemz Se Ize presvédcit
dosazenim). Vyd¢lime-li rovnici kofenovym ¢initelem x — 1, dostaneme rovnici stupné

n — 1, coz je rovnice L. druhu, kterou jsme vyse vyftesili.
Uloha: Reste v C reciprokou rovnici patého stupné
8x> — 62x* + 155x3 — 155x2 + 62x — 8 = 0.
Rovnice ma jeden kofen x; = 1. Vydélime rovnici kofenovym Cinitelem (x — 1)
(8x° — 62x* + 155x3 — 155x% + 62x — 8) =~ (x — 1) = 8x* — 54x3 + 101x% — 54x + 8
a dostaneme rovnici stupné ¢tvrtého, kterou jiz umime fesit.

Rovnici étvrtého stupné vydélime x? a ziskame 8x% — 54x + 101 — 54i + 8}%2 = 0.

Upravime na tvar 8 (xz + xiz) — 54 (x + i) + 101 = 0 a zavedeme substituci

y = x+§,y2—2=x2+i.

xz
Ziskame rovnici 8y? — 54y + 85 =0

_ 544V2916-2720 _ 54+14 ¢
Yi2 = 16 = ¥

_ 17 _5
y1_41 3’2—2-

Nyni se vratime k substituci a zjistime zbylé ¢tyfi koteny nasi zadané rovnice.

y=x+= = Z=x+- > 1Tx =4’ +4 >  4x?—17x++4=0
17+V289-64 _ 17415 .
x2’3= s - s ,tj
X, =4, x3 =~
y2=x+i = §=x+§ = 5x = 2x% +2 = 2x2-5x++2=0
54V25-16 _ 543 .
X45 = — = = t).

1
x4=2,x5=5
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Zaver: Reciprokd rovnice ma pét korenti x; = 1,x, = 4,x3 = Xa = 2, x5 = ~» pficemz

jeden je jednotkovy a zbylé ¢tyii jsou havzajem po dvou prevracena Cisla.
Poznamka

Po vyfeseni predchozich ptiklada si polozme otdzku, pro¢ reciproké rovnice nefeSime
pomoci Hornerova schématu z oddilu 1.4, ale pomoci zdlouhavého zpiisobu a substituce?
Neusnadnilo by ndm Hornerovo schéma praci? V nasledujicim oddile se pokusime jeden

ptiklad vytesit obéma zplisoby a uvidime, k jakému zavéru dojdeme.
Uloha: Reste piiklad 2x° — 3x* + x3 + x2 —3x + 2 = 0.
i) Jako prvni se piiklad pokusime vytesit metodami vySe uvedenymi.

Rovnice 2x5 — 3x* + x3 + x? — 3x + 2 = 0 je rovnici I. druhu lichého stupng, proto

X1 = —1.
Vydélenim kofenovym ¢initelem sniZime rovnici na ¢tvrty stupen.
(x5 =3x*+x3+x2=3x+2)+~(x+1) = 2x* = 5x3 + 6x%> —5x + 2

Celou rovnici vydélime x? a dostaneme

1 1
2x2—5x+6—5—+2—2=0
X X

1 1
2<x2+—)—5<x+;)+6=0.

x2

Zavedeme substituci (x + i) =y, potom (xz + x—lz) =y2-2
2(y*-2)—-5y+6=0
2y2—4-5y+6=0
2y? -5y +2=0
Vytesime kvadratickou rovnici a dostaneme y; = 2,x, = %

Nyni se vratime k substituci a zjistime zbylé ¢tyfi kofeny nasi zadané rovnice.

y1=x+§ = 2=x+§ = 2x =x2+1 = x2—-2x+1=0
x—-Dx-1)=0
x2=1,x3=1
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y2=x+§ = %=x+% = x =2x%+2 = 2x2—x+2=0
_-14VI-16 —1#iV15
as = 4 — T 1
—1+i/15 -1-i/15
Yo =73 X5 =7
p={-111"2}
i) Nyni piiklad vyfeSime pomoci Hornerova schématu.

Do horniho tadku sepiseme vSechny koeficienty. Potencialnim feSenim by mohla byt Cisla

1 1 2 2
th=tot 2
q 1 271 2

Z posledniho ¥adku Hornerova schématu ndm vyjde rovnice 2x% — x + 2 = 0, do které
at’ zkouSime, jak zkouSime, zadné z potenciondlnich feSeni nesedi. Jednd se o
kvadratickou rovnici, kterou vyieSime pomoci vzorce na vypocet kofenti

-1+V1-16 -1+iV15
4 4

X455 =

a zjistime, Ze ma dva komplexné sdruZené kofeny, potom

P={-11 1,‘1i"“_5}.

4
Zaver: Na prvni pohled je feSeni pomoci Hornerova schématu opét rychlejsi
a prehledné;jsi. OvSem u piikladi, které nemaji pouze racionalni feSeni, tedy fesSeni, jez
se d4 zapsat ve tvaru zlomku, narazime na problém. Hornerovo schéma nam totiz jiné nez
racionalni kofeny nezjisti. My jsme méli v zadaném piikladu Stésti. Komplexné sdruzené
koteny jsme vypocitali az po zjednoduSeni Hornerovym schématem. MizZe se ale stat, ze
zadany piiklad bude mit v§echna feSeni napi. v oboru komplexnich ¢isel, nebo pouze ¢isla
iraciondlni. V tom ptipad¢ feSeni pomoci Hornerova schématu musime nechat stranou
a ptiklad vyfesit pomoci algoritmu na feSeni reciprokych rovnic. Postup je to sice

zdlouhavy, avSak zajimavy a krasny. A 0 tom matematika je.
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/. Systém linearnich rovnic o dvou neznamych a praktické
vyuZiti na ZS
7.1 Systém rovnic

Motivaéni dloha

Dva metry latky a pét metrl zaclony stoji 299 K¢, ti1 metry latky a Ctyfi metry zéclony
stoji 284 K¢&. Kolik stoji metr latky a kolik metr zaclony?

Volba neznamych:  cenaza 1 m latky ...l
cena za 1 m zaclony ...z
Vytvoreni rovnic: dva metry latky a pét metri zaclony stoji 299 K¢: 21 + 5z = 299
tf1 metry latky a Ctyfi metry zaclony stoji 284 K¢: 31 + 4z = 284
Sestaveni soustavy:
2l +5z =299
3l+4z =284

Zde jsme sestavili soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, aniZ bychom méli néjaké

povédomi o tomto tématu. Nyni se miizeme podivat na samotné soustavy rovnic.

Rovnice (popf. nerovnice, jez nejsou predmétem této prace) lze spojovat do dulezitych

celkt, které nazyvame systémy rovnic (popi. nerovnic).

Systémem nebo téz soustavou dvou rovnic o dvou neznamych x, y rozumime zapis ve
tvaru

ax+ biy=c¢

a,x + byy = c,, (26)

kde a4, by, ¢c1,a;, by, ¢, € Ra x,y jsou proménné.

Poznamka

(@) Jestlize by nastala situace, kdy a; = b; = c¢; = 0, soustava dvou rovnic se
omezuje na jedinou rovnici, ato a,x + b,y = c,. Tato rovnice ma bud’ nekonecné

mnoho feSeni, nebo Zadné.
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(b) Jestlize by nastala situace, kdy a; = b; = 0 a zaroven c; # 0, prvni rovnice

soustavy (26) nema feseni, a tedy nema feseni ani cela soustava (26).

V naSem budoucim vykladu se proto omezime pouze na soustavy (26), v nichz alespon
pro jeden z koeficientd a4, b; plati, Ze je rizny od nuly, a zaroven jeden z koeficientl

a,, b, je rizny od nuly.
Ptikladem systému dvou rovnic o dvou nezndmych mohou byt rovnice

3x+2y=7

4x — 2y = 0. (27)
Mezi jednotlivymi rovnicemi, z nichz se soustava sklada, plati vztah konjunkce. Nase
dand soustava (27) ma tedy vyznam: plati 3x + 2y = 7 a zaroven 4x — 2y = 0.
Obecné resenim soustavy nazyvame uspotradanou dvojici [x,, y,], ktera je feSenim obou
jejich rovnic.
Uspotadana dvojice ¢isel [1, 2] je feSenim uvedené soustavy (27), nebot’ je soucasné

feSenim prvni a zaroven i druhé rovnice.

Uspotadana dvojice ¢isel [2, 3] neni feSenim uvedené soustavy (27), protoZe po dosazeni

Cisla 2 za proménnou x a ¢isla 3 za proménnou y vznika vyrok, ktery je nepravdivy.
7.2 Metody FeSeni soustav rovnic

Existuje nékolik metod pfi feSeni soustav. My si zde ukdZeme nejjednodussi metodu
scitaci a dosazovaci a pro zajimavost metodu porovndvaci. Pii feSeni soustav nesmime

zapomenout vyuzivat ekvivalentni Gpravy.
Poznamka

Zasadni mysSlenka pfi feSeni soustav linearnich rovnic spoc¢iva v pievodu piivodni

soustavy na soustavu NOVou Se Stejnou mnoZinou feSeni za pomoci ekvivalentnich Gprav.

- Pficteni nasobku nékteré rovnice soustavy ke zbyvajici rovnici této soustavy (tzn.
pricteni levé strany ke strané levé a pravé strany ke strané prave).

- Vynasobeni n€které rovnice soustavy nenulovym ¢islem (tj. nenulovym cislem
vynasobime ob¢€ strany rovnice).

- Vzdjemna vymeéna obou rovnic soustavy.
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7.2.1 S¢itaci metoda

Principem sc¢itaci metody je vhodné secteni obou rovnic za ucelem eliminace jedné

nezname.

S¢itaci metodou vyfesime soustavu (27), tj. soustavu
3x+2y=7
4x — 2y = 0.

Postup reseni: Levé strany sefteme (v naSem piipadé nemusime zadnou z rovnic
upravovat, nebot’ koeficienty u neznamé y jsou Vv obou rovnicich stejné s rozdilnym

znaménkem) a soucet poloZime roven souctu pravych stran, tj.

odkud dostavame vysledek pro neznamou x
x =1
Hodnotu x = 1 mtzeme dosadit napt. do prvni z rovnic a ziskame hodnotu pro y = 2.

Vysledek: Dana soustava rovnic ma jediné feSeni a tim je uspofadana dvojice [x,y] =

[1,2].
7.2.2 Dosazovaci metoda

Podstata dosazovaci metody spociva ve vyjadieni jedné neznamé z nckteré rovnice a
nasledné dosazeni do rovnice druhé. Je-1i to mozné, vyjadiujeme tu neznamou, u které je

koeficient roven jedné.
6x — 2y = 16 (28)
4 1 1
X 76Y =3 (29)

Abychom mohli tuto soustavu vyfesit dosazovaci metodou, musime z jedné rovnice

vhodné vyjadtit libovolnou nezndmou, kterou nasledné dosadime do rovnice druhé.

Postup reseni: Po drobné upravé rovnice (29), kdy jsme celou rovnici vynasobili 6, se

dostavame na tvar 8x — y = 3, odkud jiz muzeme vyjadfit y

y =8x — 3.
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Hodnotu y dosadime do rovnice (28).
6x — 2(8x — 3) = 16
6x —16x + 6 =16
—10x =10
x=-1
Hodnotu x = —1 dosadime do rovnice (29) a dostavame y = —11.

Vysledek: Dana soustava rovnic ma jediné feSeni a tim je uspofadana dvojice [x,y] =

[—1,—11].
Poznamka

Vyslednou hodnotu prvni vypocitané nezndmé dosazujeme radéji do rovnice piivodni,

kdybychom pfi tpravach a vyjadfovani chybovali, mohlo by ndm to vysledek ovlivnit.
7.2.3 Porovnavaci metoda

Princip porovnévaci metody spociva ve vyjadieni jedné neznamé z obou rovnic, které

nasledné porovname.

—x+§y=—4 (30)

3

2 44
EX+2_’)/——? (31)

Postup reseni: Ob& rovnice si nejprve musime upravit. Rovnici (30) vynasobime 3,

rovnici (31) ¢islem 5 a dostaneme
—3x+y=-4
x + 5y =—22.

Z obou rovnic vyjadiime neznamou x a porovname tato vyjadieni mezi sebou

+

W<
Wl »

= —22 —5y.

Odtud po jednoduchych tpravach dostavame hodnotu y = —5, kterou dosadime zpét do

rovnice (31). Ziskame x = —3.
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Vysledek: Dana soustava rovnic ma jediné feSeni a tim je uspofadana dvojice [x,y] =

[-3,-5].

Zaver: To, jakou metodu pii feSeni soustav dvou rovnic o dvou neznamych vyuzijeme,

zalezi Cisté na nas. Pti spravném feSeni vSechny metody povedou ke zdarnému cili.

U scitaci metody miize byt hlavnim problémem secteni v situaci, kdy musime ob¢ rovnice

roz§ifit na jejich nejmensi spoleény nasobek a nepracujeme tak s ,,hezkymi Cisly*.

U metody dosazovaci, popf. porovnavaci se mize Vv nékterych ptipadech zdat slozité

jednu neznamou z jedné rovnice, popf. z obou rovnic vyjadrit.
Diskuse o poctu FeSeni

Pti feSeni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych se miizeme setkat s nasledujicimi
ttemi zavery.
1. Soustava ma jedno feSeni a tim je uspotfadana dvojice Cisel, pficemz prvni hodnota
udava vysledek pro nezndmou x a druha hodnota pro neznamou y.
2. Soustava ma nekone¢né mnoho feSeni prave tehdy, kdyz leva i prava strana jedné
Z rovnic soustavy je nadsobkem (i nenulovym) rovnice zbyvajici.
3. Soustava nema zadné feSeni — neexistuje ani jedna uspofadana dvojice Cisel, kterd

by vyhovovala dané soustavé rovnic.
7.3 Grafické reSeni soustav dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

M¢jme rovnici o dvou neznamych ax + by = ¢. Obrazem mnoziny vSech feSeni této
rovnice je ptimka o rovnici ax + by = c, piicemz b # 0 nebo a # 0 a a, b, c jsou realna
Cisla.

Grafem soustavy rovnic je pak mnoZina vSech spoleénych bodl pfisluSnych pfimek.

V naSem ptipad¢ tedy budeme hledat prinik grafti dvou linedrnich funkci, které ziskame

vyjadfenim neznamé y z kazdé rovnice a dostaneme tedy dvé funkce promeénné x.

Podle polohy pfimek, kterou vii¢i sobé zaujimaji, dand soustava mize mit jedno, nebo
7zadné, nebo nekonecné mnoho feSeni. V tomto piipadé¢ by se jednalo o piimky

riznobézné, nebo rovnobézné rizné, nebo splyvajici.
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Uloha: Reste graficky soustavu rovnic:
a) x+2y=4
4x — 2y =11
Postup: Z kazdé rovnice si vyjadiime y a dostaneme rovnice dvou linearnich zavislosti.

Ly = =242
p'y_ 2

Yy =2x ——
qy =3

Nyni si ur¢ime soufadnice alespont dvou riznych boda (pro ob¢ rovnice zvlast), které

prochdzeji grafem linearni zavislosti.

Napt. pro ptimku p: Napt. pro ptimku q:
x=2-5y=1  A=[21] x=0-y=—=> C=[0,—7]
x=0-5y=2  B=[02] x=1-y=-2 D=[1,-]
Ptimka p, jeZz je grafem linedrni zavislosti dané rovnice y = —;—C + 2, prochazi body

A=1[21],B =[0,2].

v c oy ST . ; . 11 ;g
Piimka q, jez je grafem linedrni zavislosti dané rovnice y = 2x — 5 prochézi body

p: x+2y-4=0
q: 4x-2y-11=0

. Obr. 24
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Zaver: Na obr. 24 vidime dvé riznobézné piimky, které se protinaji v jednom spoleéném

bodé, tim je bod o soufadnicich x = 2,y = % Nase soustava ma tedy pouze jedno feSeni

a tim je prasecik ptimek P = [3, %]
b) x+2y=1
2x+4y =4

Postup: Z kazdé rovnice si opét vyjadiime y a dostaneme rovnice dvou linearnich

zavislosti.
py= 275
y = +1
q'y - 2

Opét si uréime soufadnice alespont dvou riznych bodi (pro obé rovnice zvlast), které

prochdzeji grafem linearni zavislosti.

Napt. pro ptimku p: Napt. pro ptimku g:
x=1-y=0 A =[1,0] x=0-y=1 C =1[0,1]
x=0—>y=% B=[0,%] x=2-y=0 D = [2,0]

q: 2x+4y-4=0

p: x+2y-1=0

Obr. 25

Zaver: Z obr. 25 muzeme vycist, ze pfimky jsou rovnobézné rtizné, proto dana soustava

rovnic nema zadné feSeni.
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c) 2x+y=1
4x — 2y = -2

Postup: Z kazdé rovnice si opét vyjadiime y a dostaneme rovnice dvou linearnich

zavislosti.
y=2x+1
y=2x+1

Nyni si uréime soufadnice alesponl dvou raznych boda (pro obé rovnice zvlast), které
b

prochézeji grafem linedrni zavislosti.

Napt. pro ptimku p: Napt. pro piimku g:
x=—2-y=0 A=[-30] x=0-y=1 C =[0,1]
x=0-y=1  B=[0]] x=-1sy=0 D=[-10

p: -2x+y-1=0

q: 4x-2y+2=0

Obr. 26

Zaver: Na obr. 26 vidime, ze nase zadané piimky jsou totozné, soustava ma tedy

nekone¢né mnoho feSeni. Mnozinu vSech feSeni miizeme zapsat ve tvaru

{[x,2x + 1];x € R}.
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7.4 Slovni ulohy vedouci na soustavu rovnic FeSené na ZS

1) V hotelu jsou k dispozici dvojlizkové a t¥ilizkové pokoje. Hotel nabizi celkem
83 luzek ve 33 pokojich. Kolika dvojlizkovymi a kolika trojlizkovymi pokoji
hotel disponuje?

Pro lepsi prehled si miizzeme vytvorit jednoduchou tabulku s udaji, které zname.

Pocet pokoju Pocet ltizek na pokojich
Dvojlizkoveé X 2X
Triltizkové Y 3y
Celkem 33 83
Vytvoreni soustavy z tabulky:
x+y=33 (32)
2x + 3y =83 (33)

Postup reseni: Soustavu mizeme fesit jakoukoliv z vySe uvedenych metod. My volime

metodu dosazovaci.

Zrovnice (32) si vyjadfime napf. x a dostaneme novou rovnici x = 33 —y, kterou

dosadime do rovnice (33).

Ziskame vztah 2-(33 —y)+ 3y = 83. Po roznasobeni zavorky a malé upravé

dostaneme rovnici 66 + y = 83, ze které jiz ziskame hodnotu pro y = 17.

Vratime se zpét k ptvodni rovnici (32), kam hodnotu y = 17 dosadime a ziskame
hodnotu x = 16.

Pocetni kontrola: Pocet liiZzek ve dvojluzkovych a triluzkovych pokojich je 83.
2-16+3-17 =83
Celkovy pocet pokojii je 33.
17 +16 =33
Odpoved’: V hotelu se nachéazi 16 dvojluzkovych a 17 ttilazkovych pokoju.
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2) Chemik chce ve své laboratofi ptipravit 200 g 64% lihu. Mame v dostate¢ném
mnozstvi 80% lih, ktery budeme fedit vodou. Kolik 80% lihu a kolik vody, ve

kter¢ je 0 % lihu, budeme potiebovat?

Pro lepsi prehled si opét miizeme vytvorit jednoduchou tabulku s udaji, které zname.

Pocet gramt % roztok
Lih X 0,8x
Voda y Oy
Celkem 200 64
Vytvoreni soustavy z tabulky:
x+ y=200 (34)
08x+0-y=20,64-200 (35)

Postup reSeni: Soustavu mizeme fesit jakoukoliv z vySe uvedenych metod. My volime

metodu scitaci.

Celou rovnici (34) vynasobime (—0,8).
—-0,8x — 0,8y = =160
08x+0-y=20,64-200

Po seéteni téchto rovnic ziskame —0,8y = —32, tedy y = 40. Po dosazeni y = 40 do
(34) dostavame x = 160.

Z tabulky vyc¢teme, ze hodnota x je hodnotou pro lih a y pro vodu.

Odpoved’: K namichani spravného roztoku budeme potiebovat 160 g 80% lihu a 40 g
vody.
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3) Cesta z mista A do mista B je dlouha 21 kilometri. Pavel jde rychlosti 3 km/h a
vychazi z mista A ve stejny Cas jako Michal z mista B rychlosti 4 km/h. Kolik

kilometra ujde Pavel a kolik kilometr Michal k mistu setkani?

21 km
X Y
A B
3 km/h 4 km/h
Obr. 27
Sestaveni soustavy:
x+y=21 (36)
x _y
i 37)

Postup reseni: Pti feSeni této ulohy miizeme vyuzit metodu dosazovaci. Z rovnice (37) si

vyjadiime x, tedy x = % y, a tuto hodnotu dosadime do rovnice (36).

3
Jyty=21 /4

3y +4y =84
7y =84 /=7
y =12

Hodnotu pro y dosadime zpét do rovnice (36) a dostavame x = 9.

Odpoved': Pavel ujde k mistu setkani 9 km, Michal 12 km.
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Zavér

Tato bakaldiskd price se zabyvala nékterymi rovnicemi v algebfe. Ctenafi méla
poskytnout nejen pevny zéklad a uceleny soubor poznatku, které by mu poslouzily pii
studiu daného tématu, ale diky velkému mnozstvi jednotlivych postupli a feSenych

ptikladt také pocit jistoty dtlezity pro aplikaci ziskanych znalosti pfi studiu nasledném.

Zacatek prace je vénovan pievazné teorii. Nejprve jsem zminila obecné znalosti o
polynomech a dulezitych vétach, které nds dovedly az k algebraickym rovnicim.
Nezbytnou soucasti prace bylo vyuziti vSech téchto poznatki k feseni jednotlivych typt

rovnic.

V dalsich kapitolach jsem se jiz vice vénovala metodam a postupiim feseni jednotlivych
typti rovnic, jeZ jsem doplnila o graficka feseni, ktera jsou sou¢asti matematiky i na ZS a
SS. U kvadratickych rovnic jsem se snazila o odvozeni vzorcii pro kofeny rovnice. Toto
by pro ¢tenafe mohlo byt nejen zajimavé, ale i pfinosné. U binomickych rovnic jsem
ukazala dvé mozna feSeni, a to algebraické a binomické. Ne vzdy se vSak metoda

algebraicka da v praxi efektivné vyuzit.

Zavér préace je vénovan soustavam linearnich rovnic o dvou neznamych, se kterymi se
setkame jiz na ZS. Zminila jsem zde tii moZné metody, a to metodu s¢itaci, dosazovaci a
porovnavaci, a pokusila se je porovnat. Zajimavou soucasti kapitoly jsou slovni tillohy a
ptiklady z praxe, které by pro zaka mohly ptedstavovat moznost setkat se s matematikou

Z jiného uhlu.

JelikoZ moznych ptikladi a dalSich typl algebraickych rovnic je opravdu mnoho, za sebe
doufam, Ze tato prace podniti Ctenafe k vyhledani dalSich informaci, obohati jej

a zdokonali jeho matematicky obzor.
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