Kapitola XI.

CVICENE V DERIVOVANT

§ 27.DERIVACE ZAKIADNICH ELEMENTARNICH FUNKCE.
- Derivace mocniny.
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210. cvideni. Derivujte funkce :
a)y=x7 s b)y:Sx“', c)'y=§x6, d)y:?x. e) y
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D)y =2, k) y=3,0y=adny xs.o)y-gx y=x7p) 5 =

7
r)y-aﬂc}xoa“ Dr=xF, Dy= R TR e .y-(V_-l)

Vysledky : a)7x°, b) 20x3, ¢) ex5 d); y e)=3x%, £)-15x~6, g)-x"5, h) gxz
m-n 6

)--.x y0) = 5x 5, 0)=- 2-? -7 .“/Tl 7xo 7 s D) =5 3x~8s 3, ) 2, 4x~0» 16 )V_

t) aex®"l, 1og2.xl082-1 5 u)Tx ) < .

V dalBich pfipadech pfed derivovanim pfevedeme funkdni predpis na mocnin
ménné x 3

&. =%ox-n ') V;n = xg

21l.cviéeni. a) y = 2 b) y= —-1;-. e) vy -‘}c y ) § == ?. e) y = V§ »£)y=
8) y=a_1.—_ sy h) y=-f_7 k)Y = 13137;. m)y=12?_739;5 n) y=
x .

- .
Vysledky : a)-3x ,b)-;;.c);z.d)s—xzpe)ﬁof)ﬁ-a!n.m:s)-

h) 7% , k) 222\% , m) 251\?;11:, n) g?x‘-’ £

Derivace souétu_funkci.
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212.cvideni. Derivujte funkce : :
a)y-=5x4-413+ 8x2- X = 6y b))y =3 -x“', c) y=2x3-.i2.+5-4

5x0- 6x° "
tld)y:V;.(x!'-V;+1)' &)y = - 6X°+ 2

3 32

: . : ol 28 94 1
V§sledky s 8)20x- 12x°+ 16x =7, b)=4 7, c) 6x°+ - - s
5? ﬁ BxSx

d)ZxZV--l'f#. 9)5—;-

5 ! = 99 =
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v pi’*z.padech d),e) minulého cvideni provedeme nejprve naznaené poletni vykony
(ndsobeni,déleni) a pak teprve derivujeme souet mocnin.

Derivace souéinu_funkci.

3 g n Stménéy=u.v.. ............. ;
: vz u’ (@) v(x) + v (x)oulx) y'=u'ev + vieu ( 93)
: Y = UeVeW y'=u'ovw + vouw + wouv :
/73/.ptiklad.
a) ¥y = (12- 3% + 3).(x2+ 2x =~ 1)
= (2x-—3).(x2+2x-l) + (2x+2).(x2-3x+5) R = — 4o~ 3x2- 8x + 9 ;

et D026 =1

y'=[§x.(1—x3) + (-3x2).(x2+127.(x'2—1) - (-2x"5).(x2+1).(1-x5) S e st =

Rl S I T e
213,.cvideni. Derivujte funkce :

1 - X + 1
= v 1) =1 : [ =2 == 7
a) y=(Vx + )<x" ) % o -

Biws (L bl 1l wmt )y M ¥
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xVx 3
b)y'= Vxx Iéva
4)y=a—;-(xv;-a;+V;V;_) . 1)
S)y = (:J’Qm.?-z:;):;@
6)y=_jﬂ__1§_+_%x_ : 6)
4x
7).y.. 4—313+2xv; . )
2¥x
8y = 5x'_l'-2x+2xx .
2V
Ny = (Fi--V?).(ux?:'c +§‘?—),
10) 'y = ( X+2x)‘(l+?;+3x)'

x2 -IZV;;' + 4xv;

+) V§sledek ulohy 5) ¢

18x29;5
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Derivujte funkce 3
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=5 ?— ¢ 1820k = 10x3 ;
12x 5:{5
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e / v(x)_# L =
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: - ux) oW O)V(X) ~ v i(xeulx) ., . _u . _uv-viu:
: v () b [-v(x)_72 Y =g __T_V é
214 ,cvieni. Derivujte funkce . x2 x}
2X 1l +x - ax + b qi=
= b = = d =
L 7? g rTas e
V:—c x+ Vx 1
)y = s BIYa )y = y h) y = -2
s 4 = = R VITE et T a0 20
2
il y 2 l+x2)’ py —R(1=2x) oy adebe 4y 6 1 ;
e (1=x) (1~x+x°)° 5 (cx+d)® (1422 )¢ b 2VR(VE +1)°
) - 4x = -2X . B 6x(% + 3x -5;2)
3V . (x= Vx) (x2-3x+6) (1=a®)e (1-252)

Derivace mocniny funkce.
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Platnost pro n p ¥ irozené plyne z derivace soudinu.
Platnost pro n celé zapormné plyne z derivace podilu.
Platnost pro n r e & 1 n é se ovéri derivaci sloZené funkce.
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Poznémka.Mocnina funkce pat?i k tzv. sloZenym funkcim,jichZ derivace budeme
urdovat pozdéji podle zvlastniho pravidla.PonévadZ se vSak s takovou funkeci
setkéme velmi Caato,je treba jeji derivaci si osvojit brzy a provaddét ji s jis-
totou.
/74/.p¥iklad :
a) ¥ = (3x%= 5x 42)7 | y'= 5.03x%-5x42)%. (3x°-5x42) "= 5.(3x-5x+2}' (6x-5) ;

By .= (1‘3 - 2]!-!-].).-3 ’ y‘=-—3.(13— zx"'l)-“o(X';"2X+l)‘=—3.(x3—2x+1)-4.(3x2_2) .
1 -3 Vs
&)y = (k- 9? o, 3= %.(V; - a;) 2 0k - a; Y :ixf - 2Vx a
2 ; l2x?;vy; - ax
Dy=(F13, = §at 1) Sy~ :
3.5(3:"-1)g

v déléich pripadech pfevedeme funkdni pPedpis na mocninu funkce 3
O ¥y =gky Sli ¥= Gx-2)7h, 3= -LOx2)F.0x2)'= - —2—

(3x=2)
)y = —22"5 $ili y = 50=x2)"2, y’= _%"75

(1-x) (1=x

3
axz- 2% + 6 311 y = (XP-2x46)> o Y-=E 2(x=1) ;

" 3, ) (x"=2x+6)
= x°
B) ¥ & e BLE g (Ga?) T, § et

1= 2.‘(1'; )

N&které z uvedenych piikladh mo¥no také derivovat jako podil funkei .
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215,cvideni. Derivujte funkce :
a) y = (5x°- 2)1°b) 7= (7x°- ‘i +6)%, ¢) 7 =

y= 1 -V i
°- 5x+ 4 (?-rl) 'e)y- s
f)y_v;z’-}x-rl s)y-il—x s h)y=— 6(8-3 )ll, k) _‘; ; . =\; B =
: 3?- ~ 3 7 B3 ;?

1 Vs 1 i
By s—"——,0)y=x 1,y =%, gy X __ .,
Vi E Vix Vs

Vgsledy : a)100x(58°=2)%, b) 6(7%- & +6)5 —2—14’3“‘ 3 ?-(—izz 2x-3),, a)-HE—
X 2 (x°=5x+7) )(x +1)

il oy atd g) £ , b Tean)® y k) =X 2"2 \7—;3; :
2V3x=5 2V;3-Bx+ 56(1—:2 )2 x 1-
- 2% 220+ bx! a) 2x°+1 *Ll o) _3-x +) x(x2+ 2a2)
3 v(l-i-;z)i V(l-xi-xE)! Vx +1 ZV (l--x)3 V(;z+ az)3
1

- e

DEsfrka OGLOE &is. 30 J. Derivujte funkce :

1) g = ’ : 615x —7 i
2x-1 ]:/’ (ax-l)a 2 V(;:z+2 )':

(x°=~ 8)

2) y

£ ]l - X 2 = 3% = x3 x :
naeh V P c 2(1x). (1432) 7
V)
B y=2. 01+ rXeaclx) 5
4, ‘1 C v;
5) y = X42 S “;(314-1)2 . [ x + 1 -7 ;
5 3x+1
6) 5 .o A2 L =10 . pra ¢ peadx ) 5
(1+x)9 : (1+x)q'"1
7)y=_E__2_, (-Gl 108 7
>x 27%7, (ux +2) 000

=,Y$____—L_- 2=y '——;r Wt
8)y = ’ & 5x3

l =-x + luc
9) ‘—_2—_—3- L s o 4
r: (1-x) .(1+x) ¢ (1=x)” . (1+x)
10) y = il . [ - —2ee— 7
V']:Z (x+ Vl+;2) (1+ x°)
Derivace 5ggggl_ng§glcgch funkei.
geeece ecececceccoscsssss e $ 3000000000000 E0O 00 ERRGOIRCRPOREEOERSENRSERS .-..:
: = sin x y = cos x = tg.x y = cotgx
E . . sin x e i yl e 1 4 ( 96)
: i S e Al 1 U :
216.cvideni. Derivujte funkce 3 : :
)y s 5x2- sinx 4 b) y=8inx = cos x, c) y= tg x - cotg x, d?ygainx;%squ
= 102 =




e)y:xa.cotgx,r;)y= COSX o)y = Xo.8in X ’h>y=sinx-x.cosx'

l=sin x 1+ tg X COS X + X.8in X
V§sledky s a) 10z-cos x, b) cosx+sinx, c) —————-—?- ,d) cos2x, e)_:gg_s_i_ngx_-x)_
g e (sinx,.cosx)
£) 1k , &) cosex(1+tg:_tzgsinx+x.coex2—x.51nx B e
l-gin x cos“x. (1+tgx) (co8 x + xX.8in x)<

Mocniny goniometrickych funkci derivujeme podle pravidla o derivaci mocniny funk-
ce.Doporuduje se pred derivaci zapsat mocninu goniometrické funkce podle vzoru
)n-l

y = sin®x &li y=(sinx)® , y = n.(sinx 08I X)E veveens
Pozddji si miZeme tento zé&pis jen predstavovat.

217.cvideni. Derivujte funkce :

8) 7 = 00s™x , b) y = ta'x , o) ¥ = siv’x + cos’x , @) ¥ = VX - 3tE X + Ix,
e)y=°°sx‘£’§'—xof)y'=si“x'gil‘131'§*§£§'§'3)y=slﬁx' b)y= o5 ,

k) y

_T" m) y = Vsin TR Y= icosax, 0)y= sy D) Y = V1« 2tg x ,
cos
tg x

(¢}
7 . 5
Q) 'y = icotg X + icotg B, )y = _sir’x + S98 X o)y SIBX _ %.

l+cotg x 1l+tg x 4cos'x 8cos'x

t) ¥ = (1+ sinax)q' W)y o= al-r cosax e V) ¥ = y W= cosx.vl+sin2x.

l+sin™x

Vysledky : a) Scos'e’x.sin X, b) ?tgsx.—%— s c)ésian_(sinx-cosx), d) Btg“x .

e) sindx.cos®x, £) cos’x , g)- d°3 = h) Zs_¥ k) === dsinx = 5) COB X
x cos

“cosx 2 Vsin x
2sin x -1 > 1 =8
n) - N O) 9 P) ] q) ’
3 Vcos x cosax.Vt?x cos®x. J1+2tg x 3sin’x. acotg x
2
3. copaie , &) costx=12¢0s x+8] $) 4(l+sin x)3.sin2x , w) - sin2x .
8cosx ld-j(:l.i-c:zosix)E
- sin2x , W) - _ﬁg__x___
V (l+s.’u.\2x)3 V 1+sinzx
Derivace_exponencidlnich fun funkei.
y = w0 , ¥ B y=e’.y'-e‘ 5(97)

218.cvideni. Derivujte funkce 3
a) y = 5!, b) y =105, ¢) y = (V_ ), d) y=¢e"cosx, )= X.e~(cosx+sinx),

£) y = l+e gy = 110 ,h) y= l’,k)y:-i,m)y—’é"'zx,n)y= e g
1.. sin x

0) ¥y = 1+e $D), ¥= -#1—. a) Y'vl-e
(Z"e 1+e

Vgsledky : a) %483 b)) 105, lnlo 3 c) (V_ ) .an' ) ex(cos x-s8inx ),

e) e*(cosx+sinx+2x.cosx), f) '(—'x—)z ’ S) ?—Zg‘o—xh)%go h) = 'E‘is k) —'ln—“'-:;: ’
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= 2-21+x§x2-z3 )
e sin"x

Derivace logeritmickych funkei.

219.cviéeni. Derivujte funkce

X
e gsinx-cosx2 ,0)

l=lnx
1l+lnx

ex:- 1

a[x-ex)s’

e -8
y D) Q) € .
2. Jieex (1+6¥))1-e2X

9 €) ¥ =Xelnx - x , d) ¥ = X.sin x.1n x ,

, h)y= %%, X) y jlnx, n)y= s

Vysledky s a) 2x1055x + xlogie, b) logx + 1%1'6 y ¢) In x , d)sinx.lnx +sinx +

a) y = x2.1053x sy D) 7 = x.log x
. 1nx Ly

e) = —— f) = — ) =
y xn’ v Tox 8) ¥

+ X.COSX.lnx , €) %1%1 s £) =

k) 1 , m) ln x 2
X alnix Xo Y1+ 1Inx

Derivace cyklometrickych funkci.

L I I R R NI RN AR AT ST Ay
°

1 -2

6
x(1+ 1nx)® ' B) $.10%x

§ y = arcsinx , y = 1 i ¥ = arccos x , y == —t :
. Vl— ; bl«-x .
: = , 1 = oS AR
{ ¥y = arctg x v = 37 ¥ = arccotg x, y'=— :
: : e o : 142 ¢
220.cvicdeni. Derivujte funkce :
a) y = x.arcsin x, b) y = 2ECGC08 X c)y:V;.arctgx = d)y:-ﬂ‘-in—x—,
e h - x2
2
e)y:(a.rcsinx)a,f);y:iir%;-s—x-L,g)y:Vl—(arcccosx)2 5

Vysledky : a) arcsinx +
Y12 + x.avosin x

Vi

d)
(1-x) 1=
DESi?KA OI0H &is. 31
1) - arccotg x
2)y = eX.arccos x
x
3y =%L.arctgx -8,
4)y=x.V;:— + arcsin x ,
5) y=x - V:x_z-.arcsin x s,
6) y = 1l + X.arctg x

Vi

s b

e) Zarcsinx' £) arctgx

s

1+

Y= .x+arccosx.Vl-;z 3 arctg x
2, V12 2Vx

arccos x

Vl- (arccos x)2

%2

e
1+12 : V?l.-_xz.

Derivujte funkce :

= #4 2x 14-:::2 .arccotg x

x (14x%) o
T ex,( 8recosx 1 - arccosx T
= x.Vl-;z x°

L zarctiex _7
T T g S
[ X.arcsin x _7 : <

l— -

l g P4

V(l+;:.2)3
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7) ¥ = xo(arcsin x)° - 2x + 2, »l-xz.arcsin x , [ (arcsin x)® i
e \ll-arcsinx T 1 F T4
1 + arcsin x Vl-;z./(arcsinx)e -1)

9 y=x+ »1-x2.arccosx » [-IT'I_ZZ%-OB—X " A
1=

3% .arcsin x  + 2+ 2), vl-x2 ol 92, arcsin x ST

§ 28.DERIVACE SLOZENfCH FUNKCE.
SloZenou funkci nahrazujeme Petézcem funkci,jeZ jsou jejimi g}ggl_:_‘g'm_i H
F[2(x)_7 lze zapsat y = F(z) , 3 = £(x)

*fefp)_7) y=H2), z=2/P0)7

10) ¥

v

v

o= Plu) u:SD(I)

e e e ————

DileZité je vystihnout prvni,tzv. vnéjsi sloZku a poPadi vnitinich sloZek.Nap?t, ¢

Y = s8in 2x lze zapsat y =s8in 2z , 2z = 2x 3
a2 2 :
¥y =sinx lze zapsat y = z sy Z=8inx 3
2 2 1 :
¥y = sin"2x lze zapsat y = 2 s % =@ginex
______ 2=sinu , u = 2x

T=F2(x)7 &l y=Kz) , z=£(x)

'l ’ ’
T =8 A2) . 2(x)
StrugnéDerivace sloZené funkce se rovné soudinu derivaci sloZek,

u--.boo-..---o-oo-n--.oc.--occo.couno----on---o-aoccco.ooo-no--co-o

(100)

=s8in2x ; y'=(sin s)’, (2x)’=cos 2z . 2 = 2.c08 2x

b4

y = sin®x ¥'= (82) (aih 5} = 28 . Gé8 % = 2.sin x.co8 x = sin 2x

y=sin®2x ; 3= (£2) .(stn u)’.(2x)’= 2z,cos u. 2 = 4,sin 2x .cos2x
: = 2.8in 4x

Pri procvidovéni derivace sloZené funkce se doporuduje provést v ndkolika prvnich
p¥ipadech nejprve jeji rozklad na sloZky,derivace slo¥ek zndsobit a zavést zp&t
pivodni prom$nnou x.Postupnd je tieba se osvobozovet od zavadsni novych proméne
nych a derivovat sloZenou funkei p¥imo.Za tim t¥elem budeme procvidovat derivaci
'slorené funkce postupné na jednotlivych typech : derivace mocniny funkce,deriva-
ce sloZené funkce goniometrické atd,

Dérivace mocniny funkce byla ji¥ uréovéana podle pravidla

y=LE@ P, ¥ = a2 Pl (x)

Ové¥te si jeho sprivnost a platnost pro ka?dé n u¥itim pravidla (100) . P¥ipomente
si cvideni :°215,217,2180pq,219hkn a 220defg.

Znovu se zdiraziuje tprava zépisu funkce pied derivovénim v n&kterych pfipadech,
jako : y=cos™ ¥li y=(cosx)® ; y =t  HMU oy = (bgx)?;
(arcsin x)%; y = log™k ¥ = (log x)2 .

¥ = arcsin®x ¥
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Derivace sloZenych funkci goniometrickfch. (101

000 0000000000000 000000000 00000000000000000°00000000000000000000O0CO0O0C0COLIOCECOSESREO00R0CBO0CO0TE

Yy = sin £(x) y = cos £(x) ¥y = tg £(x) ¥y =cotg £(x)

~
M
N

sccccevcs0c e

¥ = cos £(x).£°(x); y ==sin £(x).£°(x); y'= —?—lf( ).f'(x); y'= -2;( )f'
cos“f(x sin~f(x

P 000000000000 00N00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000c00000080

®ovscsesccne

y = sin(ex+b) , ¥ = cos(ax+b).(ax+b) = a.cos(ax+b)

221,cvideni. Derivujte funkce 3

a) y = 8in5x, b) y = cosf- sy C) ¥ = tg(}xa—x), d) y = sinv;, e)y = cosaa?' .

£)y = sin’-]-; s 8) ¥ = cos sz s B) 7 = sin2® |k) y = 1+ ,m)y:cotgal-r;z, -
1=

n) y = sin(sin x) , 0) y = tg(sin x) ,p) ¥ W cotg(ln x), q) y =cos(arccos x)

6x=-1 a) cosV; )= 2esinix
2 ’ e P
cos® (3x"—x) —2Vx 3./

3 1 -2X 1 x X x
£)= —5.co8= ,g) +8in h) 2%,1n2.co8 2%, k Z T
oy '8 B2 ) ! y k) - coslie? 5

Vysledkysa) 5cos5x, b)- %Biné. c)

- 2X 2 coS X - 1
m) ,n)cosx,cos(sin x) , o) ) 3
53 (1+;2)2.sin261+}7 cos®(sin x) . x.sinilnx)
Q) sin(arccos x) &
Vl..;z

222.cviééni.
L 3 1 1 V X 1
a) = sin“4x ,b) = x c)y = d) = Yy=¥t £)y=—-—
¥ 252 7 2 008 (9 Tts = SRy ',z:.e y=itggz, £)y: s

il = ~3c0s3
thx.sin22x’ ZSinq'g 2

Vysledky: a) ZOSinul&x.cos#x, b)-coszf(g).sing sC)

e) Wavf—z-—x ' f) - cosVx p
= tgz.cos 2 4.V;. isin.3 V;

‘Derivace_slozenych funkci exponenciéluich.

0009 0002080000000 00000000 0000000000000 000000co0000000000000000000000000G6C60
° .

H - a:f(x) = y': af(x).ln a.f’(x) ’ o ef(X) : 7'=°f(1)'f'(§(102)

00 0000000000000 000000000000000000900080500000006000000000600000000c0000M"

223.cvideni., Derivujte funkce s
mx+n’ b) y= 5x2-2x+1

2

sy C) ¥= eBx, Ady=e*, &) y=eX, £) 7 = eV;

a) y=a . 5
Ve <)
8) y =B, n) y= o810 X 1) yo 2TOX |y 5 VIR ) 5 VIEX o 8in’x

-

l-cosx ) e s.ﬁ;’(- £ 433-2 8-

P)y = 1Ox't5x, @) y=e  Jnx , r) y= X.e e

Vgsledky: a) a™*2,1na.m ,b) 2(x—1)1n5.5"2'2x+1, c) 367X, a)=o"%, @) 2x.912 :

£) %, L y ) em.% , h) "1™ cosx , k) y.m.%, m) ye
x

2vx

1
2VIFx

i : 2 x =21
o=—=—— , 0) Yelna.3sin“x.cosx ) y.1nl0.(tgx + —-2-) e " (= ~2x1nx
n)yax.ﬂﬁ’ e Fiee cos::’q g eixlox)

r) e'™%5% (14 x.sinx) , s) (2x+3).exz+3x'2.cos( exz+3x-’2 )

Na sloZené exponencidlni funkce o @ékladu g¢ pievddime funkce exponenciélni,
Jich? zékladem je ndjakéd funkce proménné x (nebo jen prom&nné x).Pritom uii-

véme rovnosti pro a > 0 a a ol2®
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in y Z eJ:.ln:z JPTo X > 0

Naptiklad y = x5 zapiSeme y = ¢
y'= = 1T (1ny 4+ 1)= xX(lnx+l)
224 .cvideni, Podle uvedeného vzoru derivujte funkce :

a) y = xS1B X » / Je(cosx.lnx + si“)_?; b) y=x8% vl Tak _l_znx_ 5 EE)_7 .
cosx x

Poznémka, S derivaci furkci exponencidlnich tvaru

FRGIPY ea Faal

se setkéme u derivadni metody zv. logaritmicki derivace » kterd je vyhodndjsi,
Jde=1i o sloZitéj8i funkéni zdpis.

DESITRA OIOH &is., 32 Derivujte funkce 3
21 -Vx ' . ) 1 -V
1) 7 = cos“™—=—X ¥ = om——— sinR.a—"=) ;
1 s VE VX, (1+VX) 1+Vx
-1 X X =2
1-e* ’ 2e s l=e
2) y = (tg =52 ) ¥ = —=c—.( sin ) H
1+e% ; (1+6®) 1+e¥
3) y = gin® J.-_Tln_x i vy = lox ~ 2 sin(2.l-—;'n—x ) 3

4) = . % =——L—zo i VX * 'E H
i sl TR VT aEQD > Lsm 19 T T

5cosz(x.lnx), 7 == %(1+lnx). Vtg(x.lnx).sinz(x.lnx)

5) 5 = 3
=X
6) y=e Tex ’ ¥ ==y 1 H
iy 101'51-“#3" : (14x). VIB- =
= 2 2 2 ¥ =« 12y.1n10.8in”"3x,c083x
1 -arctgx + mslnx +1 - 1
8 = ———, e b2} =F. ( 2x = )
)y = » ¥ =7 e 3
2 2
9) y = 25in"x.cos x > ¥’ = 2y.1n2.sinx(cosx.cos x°~x.sinx.sin 2);
a5 (RN

10) v N vy = 1 A
2 1+ e"‘rJE ll-.ev;.V;.b(l + e"Vi ))

Derivece sloZenych funkci logaritmickgch.

o-l..o-cotlloal.llooolc-cooo-.--oonoocooo-nu-onov------o-nuu..n.a-‘so,-n.
.

¥y = logaf(x) , o= T%;)'-f’(x)-]‘_%'a 3 v =nEx) y'-?'](.i‘j'f'(x)g(lo3)

..-‘.t.o-co-..ao.--o--.tltu..oo.n--otl-oao-.'oo-0..00..!-........00.'..

225.cvideni. Derivujte funkce :

a) y = ln(}-'jx) yD) ¥ = ln(3x2-21+5) +¢) ¥ = 1n sinx ,d) y= ln cosx, e)y=1ln tgx,
)7 =1l0g0") , @)y =@ VF+ @), my=mteG +T) .

o 6x-2 2 ——xz—‘ X
Vysledkys a) —E=y b) mp c) cotg x, d)=tg x, e) 1o o%! £) (12).10 2 9

1 , h) 25 =

JestliZe u sloZené funkce logaritmické je vmitini sloZka vyjédfena vyrazem,
ktery se d4 logaritmovat,je vyhodné nejprve naznaleny logaritmus sloZky f£(x)
provést a pak teprve derivovat.

8)
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/75/.ptiklad 3 y = 1o V.}_—}’i‘ = %.1n £ - 2w - 1n(1+x)_7

’ l i -1 1 -1
Y3 T -TEd T L

Provadime-1i derivaci takové funkce primo,pak v pripadé,Ze vnitini sloZka je
zlomkem,tj. £(x) = %{% , piseme pFi derivovéni hned misto T%f)' zlomek %{—:—} ’
n
v

n
nebo je-1i f(x) =V‘E;:E§§, pifeme pT¥i derivovéni hned misto I%E)' vyraz \/;8_-
U primé derivece se€ setkévéame se slozitéjsimi zépisy.Tak v uvedeném prikladé

/75/ by bylos, 1 K )
o Vi Vi a2

226,cvideni. Derivujte funkeci

2 e c) x 4
a)y:lnsx—'—a—)—-,b)y=1n}——’—‘22,y=lnk—x—e—,y=ln(x.sinx. l-xa)
X=3 2= X e
o 2x 1 1 p .o
Visleﬂ:a) X b) c) d) £ = —=— + cOtE X .
(x-2).(x—5)' ;¢_5x2+6' =1 ; e X
© 1
| pestra OTOH &is. 33 J Derivujte funkce 3
1) y = 1n 221225 V1 . o 1 :
w x.Vl—xz.(x + Vl—? )
1 . 1
2)y=ln —it—r e :
X + sz—l x =1
V x
3) y = ln( ex + i1 & e2x ) ’ y': — s
1467
1 ’ 3 6
4)y=—-—.ln(ﬂ.tgx+ V1+2tgzx),y= 3
vz i 7 Vl— sinix
5)y=1n +1 + Vx4+3x2+1 y'= 'xz- 1 z

X %, fx +3x°+ 1
1 - sinx ”- 1 A
6) y = 1n VT3 sinx Jie = eoR X 1.
(
| y':y. 2ax + b

*2(axz+bx+c) & V ln(ax2+bx+c)

‘3, cotg X
8) y = in sin X% 5 [} 7’= 3 -12 H

/
1]

7)7=e;

12.V/ 1nein ZE
%X v 2X b4 X
9)y=1n°+2+ e+ be +l y': ie s
V V 2 X
e e2x+ BeX+ 1 eF+ e+ 1
10) y = 1n 1+ VI=X o e ik :
1-VI=x 2xY1- x.

PFi derivaci soudtu dvou slozenych funkci rozného typu miZeme derivovet zvlast
jednotlivé funkece,k demuZ se doporuduje zavést za tybto funkce nové oznaleni.
/76/Napie u funkce 2 .
¥y = g.(l - al:x"', )+ 3.1n(l+ Y1+ ) zavedeme 3
2

u = E.(l - al-i-? N v = 3.1n(1+ 61&2 ) a derivujeme

- 108 =




s = 6X + 6:51+x2 . 6X

u = s N2
3o) (1+x°) 3,/ (14x5)% (14 V14" )
T o= U+V y =u +v = 2x
1+ 1+
r
| pEsfrka OLOH &is. 3% Derivujte funkce 3
(B
1) y =2, ¥x+1 + 1n x_+_2__-_§2_-_:_l:§_ 7 y'= ‘l;x ;
2) y= 25'-’-‘. V4x+x2 - 2,1n(x+2 + vll-x+x2 N y'= »4: + 12 :
3) ¥ == V1+? 5 %.ln Vl-e-;z +1 : 7= 1 "
2x = x5. v1+;
4) y = In(1 + l+x ) o+ BURSESS? S P, y'= = s
l+ V1+;2 x2+ 2@ 2V1+x2
5) ¥ = 3 6(3x+1)2 + an-fl v 1aC Vet =~ D)5 T= 1 :
55x+1 -1
6) y = -1-52. VX2+ 2x +2 = Z».ln(x+l +VP2x42 ) , 7= L bx :
V;z-i- 2x + 2
L+1 %=1 ; e
7) y = n 2yt 5 : Y=ty
¥ = (14x) o (14x°)
v X : 7 x
8) y = (x2)f14eX - mikte =1 ¥a el -y
1+e® + 1 2, V14e*
9) ¥ = X —.,arcsinx + In, 1-x2 5 vy = _arcsinx :
: Vi (1-22) )12
2
1l + cos X . coS X
10) y = - 8% 4 lnv y'= 222X
2sin°x sin x : sin’x
Derivace_sloZenjeh funkci ¢ _Iklometriclq_h. (104)
E y = arcsin £(x) , ¥'= 1 J£°(x); y= arctg £(x) , ¥ = 1 i"(x)é
: Vi - [I(x)? : _1+ﬂ(x)72 :
§ y = arccos £(x) , vy = =1 .£°(x); y =arccotg £(x), ¥ = ————-l—f'(x)é
- \i- 2= AR
/77/.pEiklad.

(x+2) = 1

18
& v:f;—'?’m

227.cvideni. Derivujte funkce 3

y=arcain—§2-—,y-

[

-
a) y = ercsin 5= ’= ; b) y = yearctg 5= rm
v ¥ (o " 2 v ¥ x°-2x 45
¢) y = arccos 2x=l ‘= 2 ; d) y = arccos i, e g :

» J = H
VB_ V1+ 2X= 2;2 =

<409 -




o)y:arcco—v-’_:. y'= = 5 f)y:mtgi‘ﬂ ’y'=-—:-|';2- :
12 +Hx4 v 1+ o
y'= -2 L s x
)y = a.rcs:.n —? h) 7 = ==. _ﬁ. _2__4_ ;
£ V— 1+ +X :
k) y = arcsin e* , v'= 3 m)y:.?.arcsi_nv;,y: 1 3
V §x Ve 3
n) y = arcsin b 12 , 7'= : 0) y = arctg e T = 1 .
Vl:z l-er—x2 2.(1-x
pESsfrka GLOH &is. 35 Derivujte funkce :
1) Yy = 2.arcsin Vg - VZx—; ’ y‘ = 2%:—: H
V 2
2) y = - 211:5; 5#!—12 + 1'%.81‘08111 552— ’ y = X 3
5+ 4%=—
2
1 x=2) it x+1 . 1 g
3) ¥ = mpeln ﬁ——— - —==,arctg = y =
Sl x2+2x+l+ 4v3 VB— 3 _x =8 5
1 +2x+2 i 2x . 1
4 = wmeln Sy——== + .arctg ¥ om e
v 16 X -2x+2 8 2-? : x + 4 :
2 ’
5) y = ’%5. v -x2 + ar.arcs:l.n 3‘-? g vy = 280%- ¥
1 2 1 2x+1 . X 1
6 = moln(xT4x+1 - ==.arctg — g =
6) ¥ = zoln(x"+x+1) B e - g aTR
7))y = %,[’x.Vaa- L + aa.a.rcsin § e v = a2- 2 3
8) y = x.arcsin ;f-: + arctg v - V;, y' = arcsini==y
9) y = ax-x2 = a.arctg v% ’ v o= V =
V - v - ‘ = ’ 1 l=x
10) J = 14X 1-X L Z.arctg %‘é ’ ¥y o= x° n—x' °
v1+x b VI-
Derivace funkei hyperbolickjch. Pro hyperbolické funkce
X =X X, =X % ek X =y
ginh x =&=€ coshx =£*+& _, tghx =82—S%_  cotghx= A
2 2 e +.e e - e
86 OAVOZUJE 3 .. ..iiceceeeecasececenasssssisssionasassasisersttnesssens
: ok ; :
£ ¥ = ginhx , y=coshx j y = sinh £(x) . ¥ o csad f(x).f'(x) :
iy=coshx , = sinh X 35 y=ocosh2(x) , y’=sinh (0.2 {05
E y = tgh x ’ 7 "'_'2" i y = tgh £(x) s y'- 1 .27 (x) 5
£ ‘ °°Bh * coshzf(x) :
$y=ocotghx , ¥ = = cotgh £(x ¥'= st (x). 3
- vy = 3 ’ :1;:_112; y gh £(x) , ——z-f(—) (x) :
:

.
°
.
.
0
°
.
.
.
.
°
.
.
.
0
°
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
-
.
.
.
-
.
o
.
.
.
©
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
°
-
.
.
.
.
.
.
-
.
°
-
.
.
.
.
°
.
0
°
.
.
°

K ijednoduéeni funkei,které obdriite derivovénim,uZijte vztehl meszi hyperbolicky=
mi funkcemi,z nich? nejzékladngjsi jsou 3

cost®x - sink®x = 1 tgh'xy « SRR X cotgh x = S0SB X
cosh x sinh x
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cosh 2x = coshax + sinhzx 3 sinh 2x = 2,.sinh x.cosh x

Z ka?dého raciondlniho vztahu mezi funkcemi goniometrickymi lze ziskat odpovida-
Jici vztah mezi funkcemi hyperbolickymi tak,Ze ’
symbol sin nahradime symbolem i.sinh
symbol cos nahradime symbolem cosh 2
symbol tg nahredime symbolem  i.tgh o il
symbol cotg nahradime symbolem =-i.cotgh
PresvEddte se o tom u uvedenych péti vztahl mezi hyperbolickymi funkcemi.

228,.cvideni. Derivujte funkce 3
a) y = cosh(sinh x) , b) y = tgh(l=x") , ¢) y = tgh(ln x) , d) y = sinh’x 5
e)y = sinh®x + coshx y Lhye Vcosh X , 8) ¥y = 1n coshx ,h) y=arctg(sinh x).

; - 2%

Vysledky : a)sinh(sinh x).cosh x , b) ——2-——

Ifelediy ¢ &) ; coshz(l-? ¥.cosh’ (l_nx)
2

d) 3sinh®x.cosh x , e) 2sinh 2x , £) —S2B2 X oy tgh x , h)

2VCoshx cosh x

3 1
pEsfrka OroE &is. 36 | Derivujte funkce 2

§

L J

1)y = S8%E - 1ncotgnf [ —"5- 7 2)y=lucoshx + ﬂ—.ﬁsﬁx?
2y = %.tgh’z‘ » %-tghB [m; 7s 4) y = arcsin(tgh x) , [cosh : ol
5) y = arccos( Eléﬁ ¥ fﬁﬁ'i Ly 6) y = arctg(tgh x) s [m%r& >,

7))y

VI + sinh®4x . [/ 4sinh 4x 7; 8) ¥ = 0(1+tgh2x)5 = 3tgh x
2cosh’ x.m x

2
hox cosh X 2.tgh x + 1
9) y = %98 .sinh2x_7;10) y= Etghx + Eln e
: Le : 2 S -teh, x
é 1—sinhix

Logaritmickéd derivace.

Funkce vyjédiené vyrazem,ktery se di logaritmovat,miZeme derivovat metodou tzv.
logaritmické derivace.Podstatu této metody tvoPi derivace sloZené logaritmické

funkce 3 o £(x) 7’ = 1 & L {x) T'('L}')
P¥i oznadeni y = £(x) finy " %.y = %

Krom& funkci,je? jsou soulinem a podilem mocnin funkci,derivujeme metodou loga=

ritmické derivace funkce tvaru v (x) ¥
¥ = fa@)-7 y stzucné  y = m" .

Postup ukéZeme na avou pFikladech

m
/78/.piiklad s y = Lzl 3
, (x=3)

l.krok : funk&ni rovnici logaritmujeme (pPfirozenym logaritmem )
In y = 3ln(xs1) + feln(x-2) - 5.1n(z-3)
2.krok s derivujeme obé strany vzniklé rovnosti funkci

P [



<A i 2
=21+ 56 ~ D
3,krok : pravou stranu upravimg >
¥y L %x - %021: + 361
A X+ X X=
4,krok ¢ rovnost nésobime ¢islem y,ze n&% na pravé strand dosadime danou funkcij
2 e v
po krécent yl= 57x ;-202§_+ 361 : x+1)" ¥ x=2
(x~3)
229.cvideni. UZitim logeritmické derivace derivujte funkce $

(l-«»x).b2-o»x2j§+1r3 3 y' = SEIES gxP+ 40+ 2x's 3
Vor NG 2

b) ¥ = Qif—@— vy = (x2- 32x -'73).(3-.-x)3
(x+1)

: 2(x+l)65 VK+2

£ 4 2 xa
) = x.12+l 7 '=x+6x+l.x. +1
v (x"’-n% y 521 N (ﬁz-l)%
iy x=5 : . 3%% 4+ 10x + 20

15(x2*4).?(x-5)2 .?:?-ﬂ

Derivujte ndktery z t&chto pripadd také d¥ivéjsimi metodami a srovnejte s meto=
dou logaritmické derivace. %

Touto metodou mo¥no derivovat vSechny slo¥ené exponencidlni funkce tvaru y =af(X),
a >0. Viz cvid. 223,
/79/.piiklad : v

1.krok :logeritmujeme lny = cos X . 1ln gin X
4

a) y

(sin x)OOB X

2
R e . cos x
2.krok :derivujeme g - einx.in einx + Zme=s Lo ¥
3, a 4.krok @ y° = (cosx.cotgx - sinx.ln sinx).(sin ¥YRO8 X

230.cvideni. UZitim logaritmické derivace derivujte funkce :
8y gy, b)y:Vx‘, c)y=2.xv;, Ady=x , e)y:xmz,f)pxariiinx,
x =
g) v =(sin x)x, h)y= (te x?x, k)y= (In x)x, m)y= € 'x—f'I ) s D)y = ( ']I'%)

V§sledky $ a)- £(1+lnx), b) */ , ¢) 2;‘1’;’_‘_ F y @) f?+1.(2.1nx +1)
3 o VX :

e) 2.3 1 iny ,£) y.. —in X +9L:-1L§ ), &) y.(ln sinx + X.cOtg X )
V—_?l- :
x)

Ny y (b ter + e ) BN R 1n 1nx ),m) 7.0 2oy + 1n 2y

n) ?‘iﬁ?o(l + 1ln E‘i‘ ) ‘® +/ -b) v;m-.(l_ m)

U funkce dané implicitnd rovnici F(x,y) = 0 pPedpoklédéme existenci expli-
citniho tveru y = £(x) , i kdyZ nékdy nedovedeme vypoditet y z rovnice F(x,y)=0.
Pedy také ve funkéni rovnici F(x,y) =0 Je y jistou funkei proménné x,a t0 nej-
gastéji funkei slo¥enou.Proto pii derivovéni se setkéme s tekovymi zépisy ¢

(ay)’= ay” 3 (yn)' = n.f-l.y' : (xBy“)' = Bxayq' +.‘+ysy:x3
-112 - ’
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3 .

(siny)’ = cosy.y” ;3 (&) = &y’ ; (arcsin y)‘= 4

L=
Derivaci implicitni funkce F(x,y) = O budeme Zatim poditat zcela formalnd takbo:
Funkei F(x,y)= O derivujeme podle proménné x,pridem? y povazujeme za funkei x,
Ze vzniklé rovnice vypodteme derivaci y’ jako neznémou.
/80/.pfiklad :
% - 2Xy + y3 i S

2x = 2(y+y:x)+3y2y'

y' ¥ 2 (y=-x
3y = 2x
Derivace funkce uréend z implivitniho tvaru je obylejné vyjédfena obdma promén-
oymi x,y. Hleddme-li pak derivaci funkce v urditém bod$, tj. pro uréité x,musime
si vypolitat i prisludnou funk&ni hodnotu y 2z funkdni rovnice F(x,y) = 0.

231.cvideni. © Vypoltéte derivace funkci danych implicitné :
a)y2,=2px s D) baxzi a2y2 =a2b2, c) :r:s-p-y-3 = 3axy , 4) x2y2 -x"’-y4 =aq’,
e) (x°+ yz)2 . 2dE (2" yz), £) y-esiny=x, g) xy - 1n y =a, h) yxe

k)yex+ey=0,m)ey-e'x+2q=0,:£y-arct y=zx. P
Vislegz H a)y': ;, b) y': ;?EE 3 C) ;%fa—x s @) &‘é'_?:’_‘zl, e)'EEEELIz‘_azl,

y(@2y© - x%) T+ ¥+ &%)

-X
£) = y 8) 32 s b) 2y vk)—L)m)-%-Lz
1- e.cos ¥y 1-xy %o (y=1) y-1 e/ +x
Poznémka.Dané funkéni implicitni rovnice se u%iva ndkdy k zjednoduseni vysledku.
Derivaci funkci danych implicitné budete pozdéji poditat uZitim +azv.
parcidlnich derivaci funkce dvou prom&nnjch.

,D.)?'?'-flo

DESfTKA OLOH &is. 37 Derivujte funkce dané implicitnd :
> AN
1) xo¥ +y6* - eV =0 - e Je C :

xey < 5 ex - xexy

p xJ_
2) sin(xy) -~ -¥y=0 , 7' s LBt o conxp)
x(cos xy - &7 - x )

"

2 2 2 3

NP+ P = @ y' = = ‘/5 :
- 2
4 te k. = L =0 S = 3
) arctg £y a ’ y m
2
5 o= ‘. Ig-xedny) 551-_1“_2 ;
S e x(x- y.ln x) (1- 1In y)

6) 1n xa-l- y2 = arctgg ’ ¥ = H H
7D ¥ = 2x.arctg§ 3 gy’ = §

~ . X “Vginxg
8) eX.siny - eV.cosx =0, y o= = exs e -8
e¥cosy + e Ycosx

9) Xesiny = cosy + cos2y=0,35 = = sin y
X.C08 y + sin y - 2sin 2y

e

%
5 X . TR
10) x.e 5 + Jee 2 = 2 y = Lo _=2.0 ~ <

-x -
2.0 2 - X,€ g
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