
Kapitola 1

Diferenciálńı rovnice

1.1 Úvod

V kurzu Matematická analýza 1 jsme se seznámili s pojmem derivace, naučili se
derivovat některé elementárńı funkce a řekli si též některé aplikace derivaćı. Jednou
z nich byla i aplikace fyzikálńı, a to v(t) = s′(t)—slovy okamžitá rychlost je prvńı
derivaćı dráhy podle času. Je-li nám známo jak se měńı dráha pohybuj́ıćıho se tělesa
v závislosti na čase, snadno spoč́ıtáme, jakou rychlost́ı se hmotný bod v daném
čase pohybuje. Co když však známe závislost okamžité rychlosti na čase a neznáme
dráhu? Z fyziky v́ıme, že u pohybu rovnoměrně zrychleného plat́ı pro rychlost vztah
v = at, kde a je zrychleńı; pro tento typ pohybu se jedná o konstantu. Vı́me, že
dráha pohybu rovnoměrně zrychleného je dána vztahem s = 1

2
at2 + s0, kde s0 je

konstanta, jej́ıž fyzikálńı význam je dráha v čase t = 0. Snadno se přesvědč́ıme, že
s′(t) = v(t) = at.

Zamysleme se však nad problémém trochu z jiné stránky. Zopakujme si, co je
zadáno, je to vlastně rovnice, nebot’ znaménko rovná se pominout nelze. Máme
s′(t) = a.t, tato rovnice obsahuje zprava nezávisle proměnnou t, konstantu a a
prvńı derivaci závisle proměnné s(t). Posledńı položka je kĺıčová, my funkci s(t)
neznáme, hledáme ji. Takovým rovnićım, které obsahuj́ı derivaci/ce jisté neznámé
funkce budeme ř́ıkat rovnice diferenciálńı. My jsme ji vyřešili prostým integrováńım,
proto se také výsledek zhusta nazývá integrál diferenciálńı rovnice. Jelikož jsme
integrovali neurčitě, tak nesmı́me zapomenout na integračńı konstantu. Ta tam
smysl má. Jednak v tomto př́ıkladu to muśı být nějaká dráha, k ńıž se dopracujeme
tak, že voĺıme t = 0s, je to tedy dráha v čase t = 0s, tedy dráha na počátku pohybu.
Chápeme-li problém čistě matematicky, pak hledaná funkce je funkce kvadratická,
jej́ımž grafem je parabola. Budeme-li volit r̊uzné hodnoty této konstanty, budeme
s parabolou šibovat ve směru osy s.

1.2 Základńı pojmy

At’ chceme nebo nechceme, muśıme se pustit do teorie.

Def. 1.1 Necht’ n ∈ N a F (x, z0, z1, . . . , zn) je funkce n+2 proměnných definovaná
na otevřené množině Ω ∈ Rn+2. Pak rovnice

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (1.1)
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se nazývá obyčejná diferenciálńı rovnice n-řádu v implicitńım tvaru s neznámou
y(x).

Někdy se nám podař́ı osamostatnit nejvyšš́ı derivaci, pak máme následuj́ıćı
definici.

Def. 1.2 Necht’ n ∈ N a y = f(x, z0, z1, . . . , zn−1) je funkce n + 1 proměnných
definovaná na otevřené množině Ω ∈ Rn+1. Pak rovnice

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) (1.2)

se nazývá obyčejná diferenciálńı rovnice n-řádu v explicitńım tvaru s neznámou
y(x).

Def. 1.3 Necht’ h(x) je funkce definovaná na otevřeném intervalu J . Tato funkce
se nazývá řešeńım rovnice (1. 1) na intervalu J , jestlǐze má tato funkce derivace
až do řádu n, pro každé x ∈ J je (x, h(x), h′(x), . . . , h(n)) ∈ Ω a plat́ı

F [x, h(x), h′(x), . . . , h(n)] = 0, x ∈ J.

Zejména v aplikačńıch úlohách nehledáme obecné řešeńı, nýbrž takové, které
vyhovuje určitým (počátečńım) podmı́nkám. Přidáme tedy ještě jednu definici.

Def. 1.4 Necht’ je dána n-tice (x0, y0, y1, . . . , yn−1 ∈ Ω. Pak úlohu naj́ıt řešeńı
rovnice (1.2), které je definované na nějakém intervalu I obsahuj́ıćım x0 a takové,
že

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, . . . , y
(n−1)(x0) = yn−1

se nazývá Cauchyho počátečńı úloha.

1.3 Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Připomı́náme, že tato rovnice je tvaru

F (x, y, y′) = 0

a př́ıpadná počátečńı podmı́nka je tvaru y(x0) = y0
Prvńı otázka, kterou si muśıme odpovědět, zda v̊ubec má smysl hledat řešeńı.

Odpověd’ zńı ano, jak nás o tom ujist́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.1 Necht’ f(x, y) je spojitá na otevřené množině Ω. Pak pro každé (x0; y0) ∈
Ω má úloha

y′ = f(x, y), y(x0) (1.3)

alespoň jedno řešeńı.

Př́ıklad 1.1 Řešte rovnici y′ = 2
√
y.

To, že neńı zadána počátečńı podmı́nka nevad́ı, nevad́ı ani to, že jsme zat́ım ne-
uvedli žádnou metodu jak rovnice řešit. Jedno řešeńı by našel i Zilvar z chudobince,
a sice y = 0. Zbývaj́ıćı hoši z oné báječné party by zajisté našli i daľśı možnost, a
to y = x2. Přidáme-li počátečńı podmı́nku y(0) = 0, pak snadno zjist́ıme, že obě
tato řešeńı ji splńı, jinými slovy v tomto př́ıpadě z počátku vycházej́ı dvě křivky,
jejichž cesty se ovšem po opuštěńı bodu x = 0 rozejdou.
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Je nab́ıledni, že bude nutné definovat jednoznačné řešeńı a za jakých podmı́nek
toto řešeńı existuje.

Def. 1.5 Řekneme, že počátečńı problém (3.1) má jediné řešeńı, jestlǐze pro každá
dvě jeho řešeńı y1(x), y2(x) existuje č́ıslo δ > 0 takové, že pro (x0 − δ;x0 + δ) je
y1(x) = y2(x).

Věta 1.2 Necht’ f(x, y) je spojitá na otevřené množině Ω ⊂ R2. Necht’ dále existuje
konstanta K > 0 a okoĺı O bodu (x0, y0), O ⊂ Ω takové, že pro každé dva body
(x, y1) ∈ O, (x, y2) ∈ O plat́ı

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K|y1 − y2|.

Pak pro libovolný bod (x0, y0) ∈ Ω má úloha (1.3) právě jedno řešeńı.

Poznámka 1.1 Podmı́nka v předchoźı větě se nazývá Lipschitzova a je splněna
např́ıklad v situaci, kdy v okoĺı bodu (x0, y0) existuje spojitá parciálni derivace
∂f/x,y)
∂y

.

1.4 Rovnice se separovatelnými proměnnými

Vrat’me se ještě k výpočtu dráhy. Použijeme-li Leibnizovu symboliku, lze psát v =
s′ = ds

dt
= at lze rovnici upravit na tvar ds = atdt. Levou stranu budeme integrovat

podle s, pravou pak podle t, č́ımž obdrž́ıme výsledek s = 1
2
at2+c. Tento postup nám

umožnila skutečnost, že jsme obě proměnné od sebe oddělili (separovali). Můžeme
tedy stanovit obecný postup.

Def. 1.6 Rovnici tvaru

y′ =
dy

dx
= f(x)g(y) (1.4)

nazýváme diferenciálńı rovnićı se separovatelnými proměnnými.

Předpokládáme-li že f(x) a g(x) jsou spojité funkce na jistých otevřených in-
tervalech a g(y) 6= 0, je zaručena existence a jednoznačnost řešeńı, které źıskáme
následuj́ıćım postupem.

Proměnnou y převedeme na levou stranu a proměnnou x na stranu pravou (lze
i naopak) a źıskanou rovnost integrujeme, č́ımž obdrž́ıme∫

dy

g(y)
=

∫
f(x)dx.

Jsou-li F (x) a G(y) patřičné primitivńı funkce, má řešeńı tvar

G(y) = F (x) + c.

Př́ıklad 1.2 Řešte rovnici

x3y′ + 3y2 − xy2 = 0.
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Tato rovnice je se separovatelnými proměnnými a dá se upravit na tvar

dy

y2
=

(x− 3)dx

x3
=

1

x2
dx− 3

x3
dx.

Po integraci obdrž́ıme

−1

y
= −1

x
+

3

2x2
+ c,

což uprav́ıme na tvar
2x2 − 2xy + 3y + 2cx2y = 0.

Řešeńı jsme obdrželi v implicitńım tvaru, což je běžný př́ıpad. Někdy však máme
štěst́ı a řešeńı se nám podař́ı źıskat i ve tvaru explicitńım, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 1.3 Řešte rovnici
y′ =

y

x
Snadná úprava vede k rovnici

dy

dx
=
dx

x
.

Z předchoźıch kurz̊u analýzy jsme jǐz źıskali jistou státnickou moudrost a proźıravost,
takže v́ıme, že obě primitivńı fukce budou přirozený logaritmus. Nab́ıźı se tedy i in-
tegračńı konstantu psát ve tvaru logaritmu.

ln y = lnx+ ln |c| → y = cx.

Obecným řešeńım je svazek př́ımek se středem v počátku.

S nově źıskanými znalostmi můžeme konečně pořádně vyřešit př́ıklad (1.1). Je
zřejmé, že to opět povede na rovnici se separovatelnými proměnnými

dy

2
√
y

= dx

a po integraci √
y = x+ c.

Jsme pozorńı a v́ıme, že muśı být x > −c, odmocnina muśı být v tomto př́ıpadě
kladná. Lepš́ı náhled źıskáme, když rovnici umocńıme, č́ımž obdrž́ıme

y = (x+ c)2 x > −c

Řešeńım jsou pravé p̊ulky parabol y = (x + c)2, které maj́ı vrchol na ose x a
jimiž je po této ose r̊uzně šibováno. At’ voĺıme konstantu c jak chceme, Zilvarovo
řešeńı y = 0 nebude. Tato skutečnost nás vede k daľśı definici.

Def. 1.7 Řešeńı rovnice (1.2), které má tu vlastnost, že v každém bodě je porušena
jednoznačnost, se nazývá singulárńı.

Poznámka 1.2 Jak jǐz bylo naznačeno, singulárńı řešeńı nelze obdržet z obecného
volbou konstant. Toto řešeńı je obálkou řešeńı obecných či jinými slovy singulárńı
řešeńı je v každém bodě tečnou k jistému řešeńı partikulárńımu.
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1.4.1 Rovnice homogenńı

Některé rovnice sice nejsou se separovatelnými proměnnými, ale vhodnou substitućı
či úpravou je lze na tento typ převést. My si ukážeme, jak se to dělá u tzv. rovnic
homogenńıch.

Def. 1.8 Rovnice 1. řádu, která má explicitńı tvar

y′ = f
(y
x

)
(1.5)

se nazývá homogenńı.

Tuto rovnici řeš́ıme substitućı y
x

= z. Tuto rovnici nejdř́ıve převedeme na
vhodněǰśı tvar y = xz. Derivujeme-li tuto rovnici, obdrž́ıme y′ = z + xz′. Rov-
nice má pak tvar

dx

x
=

dz

f(z)− z
,

což je rovnice se separovatelnými proměnnými. Na př́ıkladu to bude jasněǰśı.

Př́ıklad 1.4 Řešte rovnici (y2 − x2)dx − 2xydy = 0. Tato rovnice na homogenńı
sice nevypadá, ale poděĺıme-li ji x2, źıskáme(

1−
(
x

y

)2
)
dx− 2

x

y
dx = 0,

což lze upravit na tvar

y′ =
1−

(
x
y

)2
2x
y

.

Zavedeme substituci y = xz a y′ = z′x+ z, přejde rovnice na tvar

dx

x
+

2zdz

z2 + 1
= 0.

Integrace je snadná, výsledkem je ln |x| + ln(z2 + 1) = ln |c|. Po návratu k
p̊uvodńım proměnným, odlogaritmováńı a snadné úpravě obdrž́ıme řešeńı

x3 + y2 − cx = 0.

1.5 Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Def. 1.9 Lineárńı diferenciálńı rovnice má tvar

y′ = f(x)y + g(x) (1.6)

Bohužel byli matematici př́ılǐs aktivńı a dokázali následuj́ıćı větu.
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Věta 1.3 Necht’ funkce f(x) a g(x) jsou spojité na intervalu I. Necht’ x0 ∈ I a
y0 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Pak počátečńı problém

y′ = f(x)y + g(x), y(x0) = y0

má právě jedno řešeńı, které existuje na celém intervalu I.

Tato věta nám nařizuje pokusit se řešeńı lineárńı rovnice hledat. Nejdř́ıve uve-
deme jednu definici, která se matematik̊um př́ılǐs nepovedla.

Def. 1.10 Necht’ v lineárńı diferenciálńı rovnici plat́ı g(x) ≡ 0 na celám intervalu
I. Pak tuto rovnici nazveme homogenńı. V opačném př́ıpadě se rovnice nazývá
nehomogenńı.

No, toto se opravdu nepovedlo, ale muśıme to respektovat. V některých publi-
kaćıch jsem našel podle mne vhodněǰśı název rovnice zkrácená. Pozorný čtenář si
zajisté všimnul, že rovnice homogenńı je rovnice se separovatelnými proměnnými,
kterou již řešit umı́me. Nav́ıc je zřejmé, že tato rovnice má vždy tzv. triviálńı řešeńı
y ≡ 0. Pro nalezeńı obecného řešeńı nám může pomoci následuj́ıćı věta.

Věta 1.4 Necht’ Y (x) je libovolné partikulárńı řešeńı lineárńı rovnice (1.6) a y∗(x)
je libovolné partikulárńı řešeńı patřičné rovnice homogenńı. Pak obecné řešeńı rov-
nice (1.6) má tvar y(x) = cy∗(x) + Y (x). Řečeno jednoduše: Obecné řešeńı rovnice
(1.6) nalezneme tak, že k obecnému řešeńı patřičné rovnice homogenńı (zkrácené)
přičteme jej́ı libovolné partikulárńı řešeńı.

K nalezeńı partikulárńıho řešeńı nám poslouž́ı zaj́ımavá metoda zvaná variace
konstanty. Dejme tomu, že se nám podařilo naj́ıt obecné řešeńı rovnice (1.6) a
to ve tvaru y = ch(x). Nyńı změńıme konstantu na neznámou funkci c(x) a bu-
deme se ptát, zda toto neńı obecné řešeńı rovnice (1.6. Muśıme to vyzkoušet, proto
předpokládané řešeńı zderivujeme a dosad́ıme do (1.6). Máme

c′(x)h(x) + c(x)h′(x) = f(x)c(x)h(x) + g(x)

Jelikož h(x) je řešeńı rovnice homogenńı, muśı platit h′(x) = f(x)h(x), máme

c′(x)h(x) = g(x)

a konečně

c′(x) =
g(x)

h(x)
.

Možná se vám to zdá moc složité, ale obecný postup neńı třeba si pamatovat.
Stač́ı si jen zapamotovat, že konstantu změńıme ve funkci a provedeme zkoušku.
Tento postup je samoopravovaćı, c(x) prostě muśı vypadnout. Na př́ıkladu to bude
jasné.

Př́ıklad 1.5 Řešte rovnici y′ = 2y + x.
Rovnici homogenńı uprav́ıme na tvar dy

y
= 2dy. Po integraci a odlogaritmováńı

máme y = ce2x. Konstantu c proměńıme ve funkci c(x) a provedeme zkoušku.

c′(x)e2x + c(x)2e2x = 2c(x)e2x + x.

Vid́ıme, že výraz obsahuj́ıćı c(x) spolehlivě zmizel a nám zbývá vypoč́ıtat integrál
funkce xe−2x. Na ten pust́ıme metodu per partes a obdrž́ıme c(x) = e−2x(−x

2
− 1

4
) +

K. Řešeńı úlohy je tedy y = Ke2x − x
2
− 1

4
.
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Poznámka 1.3 Snadno se přesvědč́ıme, že Y = −x
2
− 1

4
je skutečně partikulárńı

integrál zadané rovnice.

Věta 1.5 Necht’ y1(x) a y2(x) jsou libovolná řešeńı rovnice homogenńı a c ∈ R.
Pak také y1(x) + y2(x) a cy1(x) jsou řešeńım této rovnice.

Poznámka 1.4 Řečeno slovy součet dvou řešeńı a násobek řešeńı je rovněž řešeńı.
Jestli vám to připomı́ná definici vektorového prostoru, pak se nejedná o podobnost
čistě náhodnou. Množina všech řešeńı rovnice homogenńı tvoř́ı skutečně vektorový
prostor a jelikož počátečńı problém má jednoznačné řešeńı, pak má tento prostor
dimenzi jedna. Za bázi m̊užeme vybrat libovolné řešeńı.

Jak je tomu s řešeńım rovnice lineárńı (1.6) nám odpov́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.6 Necht’ y1(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x)+g1(x) a y2(x) je řešeńım rovnice
y′ = f(x)+g2(x) na intervalu I a c1, c2 ∈ R. Pak funkce c1y1(x)+c2y2(x) je řešeńım
rovnice

y′ = f(x)y + c1g1(x) + c2g2(x).

Poznámka 1.5 Výsledek obsažený v předchoźı větě se nazývá princip superpozice.

1.6 Lineárńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s konstantńımi

koeficienty

Začneme opět pružinou, se kterou jsme se již setkali v pojednáńı o integrálu. Je-
likož nám pružina kmitá ve směru svislém, tak budeme jako nezávisle proměnnou
použ́ıvat y, tak jak je to běžné ve fyzice. Aby pružina kmitala, muśı být pružná, tedy
muśı platit Hook̊uv zákon F = Ky. Touto silou je ovšem pružina natahována, do
p̊uvodńı polohy ji vraćı reakce, tedy śıla stejné velikosti ale opačného znaménka. No
a podle druhého Newtonova zákona muśı být śıla př́ımo úměrná zrychleńı, obdrž́ıme
tud́ıž diferenciálńı rovnici my′′ = −Ky, kterou uprav́ıme na tvar y′′+ K

m
= 0. Opět

jsme postaveni před problém takovou rovnici vyřešit, muśıme něco zkusit. Expo-
nenciálńı funkce je taková milá, co kdyby řešeńım rovnice byla funkce y = eλt.
Tož to zkusme. Máme y′ = eλt a y′′ = λ2eλt a tyto hodnoty dosad́ıme do p̊uvodńı
rovnice, takže obdrž́ıme λ2 + K

m
= 0. (To éčko se nám zkrátilo, je možné to provést

nebot’ je furt kladné.) Rovnici vyřeš́ıme snadno, kořeny jsou komplexně sdružené a

maj́ı hodnotu λ1,2 = ±i
√

K
m

. Abychom se nemuseli párat s odmocninou, označ́ıme

ω =
√

K
m

.

Jelikož již něco v́ıme o vektorových prostorech, tak řešeńı naṕı̌seme ve tvaru
y = C1e

iωt + C2e
−iωt. S t́ımto nemůžeme být úplně spokojeni, použijeme Eulerovy

identity e±ix = cosx± i sinx. Rovnice má řešeńı

y = C1(cosωt+ i sinωt) + C2(cosωt− i sinωt),

po úpravě
y = (C1 + C2) cosωt+ i(C1 − C2) sinωt.
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Ted’ si trochu pohrajeme s konstantami. Označme C1 = D1 + iD2 a C2 =
D1 − iD2, t́ım pádem je C1 + C2 = 2D1 a C1 − C2 = 2iD2, má rovnice řešeńı

y = 2D1 cosωt− 2D2 sinωt.

Toto ještě vylepš́ıme t́ım, že zavedeme nové konstanty E1 = 2D1 a E2 = −2D2.
Jelikož chceme startovat z rovnovážné polohy, muśı být y(0) = 0, tedy E1 = 0.

Máme známý harmonický kmit y = E2 sinωt. Nakonec dodáme, že ω = 2πf = 2π
T

je úhlová frekvence.
Tak se nám pružina hezky rozkmitala, tak se zase na chv́ıli můžeme vrátit k

matematice. Naše ćıle jsou skromné, tak se budeme věnovat homogenńı (zkrácené)
lineárńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty, tedy rovnici tvaru

y′′ + py′ + qy = 0 (1.7)

Už v́ıme, že řešeńı budeme hledat ve tvaru y = eλx. Spočtěme patřičné derivace
a dosad’me do rovnice (1.7). Máme

eλx(λ2 + pλ+ q) = 0

Jelikož e na cokoliv je vždy kladné, tak je můžeme zkrátit, ten zbytek pak
nazveme charakteristickou rovnićı. Mohou nastat tři př́ıpady.

Charakteristická rovnice má dva reálné kořeny λ1 a λ2. Vypomůžeme si opět
vektorovým prostorem, ten bude mı́t v našem př́ıpadě dimenzi dva a bázové vektory
budou y1 = eλ1x a y2 = eλ2x. Tuto množinu nazýváme fundamentálńı systém řešeńı.
Obecné řešeńı rovnice (1.7) má tvar

y(x) = C1e
λ1x + C2eλ2x.

Druhá možnost je, že charakteristická rovnice má komplexně sdružené kořeny
a± bi. Naṕı̌seme př́ımo řešeńı obecné, které má tvar

y(x) = eax(C1 cos bx+ C2 sin bx).

Fundamentálńı systém řešeńı si zajisté odvod́ıte sami.
Problém nastane, jestliže charakteristická rovnice má dvojnásobný kořen, to

nám bude chybět druhý bázový vektor. Do těchto problémů se dostaneme např́ıklad
při řešeńı rovnice y′′ − 4y′ + 4y = 0. Prvńı bázový vektor je e2x, to je jasné.
Druhý bázový vektor muśı být samozřejmě jiný, ale zase ne moc jiný a hlavně
nijak komplikovaný. Což takhle dát si špenát? Pardon, což takhle zkusit y = xe2x?
Za zkoušku nic nedáme, y′ = e2x + 2xe2x a y′′ = 4e2x + 4xe2x. Dosad́ıme do za-
dané rovnice a ejhle—slunce vyšlo, je to on. Obecné řešeńı naš́ı rovnice bude tedy
y(x) = C1e

2x +C2xe
2x. Zobecńıme-li naše úvahy, pak je na mı́stě tento závěr. Je-li

a dvojnásobný kořen charakteristické rovnice, pak obecné řešeńı má tvar

y(x) = C1e
ax + C2xe

ax.

Poznámka 1.6 Takto m̊užeme postupovat při řešeńı rovnice libovolného stupně.
Násobeńı x nám pom̊uže odstranit problém s kořeny násobnými. Přesto tato metoda
má své výrazné omezeńı, nebot’ je pracné naj́ıt kořeny rovnice třet́ıho či čvrtého
stupně. U rovnic pátého a vyšš́ıch stupň̊u to nejde principiálně. I to je d̊uvod, proč
tyto rovnice budeme řešit jen výjimečně.
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Rovnici homogenńı už řešit umı́me, tak se pust’me do řešeńı rovnice nehomo-
genńı, která má tvar

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y = f(x) (1.8)

Poznámka 1.7 Obecně jsou koeficienty ai funkcemi proměnné x, my se však bu-
deme starat jen o př́ıpad, kdy jsou to konstanty.

Zde neřeknu nic překvapivého, když uvedu následuj́ıćı větu.

Věta 1.7 Necht’ y1(x), . . . yn(x) je fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.8) a
Y (x) je jej́ı libovolné partikulárńı řešeńı. Pak obecné řešeńı řešeńı rovnice (1.8)
má tvar

y = c1y1(x) + · · ·+ cnyn(x) + Y (x).

To už tady jednou bylo a jak vid́ıme, i opakovaný vtip může být někdy vtipem.
Partikulárńı řešeńı jsme hledali metodou variace konstanty, zkusme tedy něco po-
dobného. Ukážeme si to na př́ıkladě.

Př́ıklad 1.6 Řešte rovnici

y′′ − 2y′ + y =
ex

x2 + 1
.

Snadno najdeme řešeńı rovnice homogenńı ve tvaru y = C1e
x + C2xe

x. Vı́me,
že konstanty změńıme ve funkce proměnné x, pro jednodušš́ı psańı tu proměnnou
uvádět nebudu. Vı́me, že muśıme udělat zkoušku, tož derivujme a dostaneme

y′ = C ′1e
x + C1e

x + C ′2xe
x + C2e

x + C2xe
x.

Jak pravil jǐz učitel národ̊u, všeliké kvaltováńı toliko pro hovada dobré jest, proto
nebudeme kvaltovat. Kdybychom bezmyšlenkovitě spočetli druhou derivaci, tak by
nastaly velké problémy. Jednak bychom měli jako neznámou ve druhé derivaci a
jednak by nám chyběla druhá rovnice. Dvě muchy jednou ranou zabijeme tak, že
natvrdo stanov́ıme podmı́nku

C ′1e
x + C ′2xe

x = 0.

Druhá derivace se nám t́ım pádem značně zjednoduš́ı na

y′′ = C ′1e
x + C1e

x + C ′2e
x + C2e

x + C ′2xe
x + C2e

x + C2xe
x.

Provedeme zkoušku, už nás ani nepřekvaṕı, že nederivovaná céčka vypadla a dosta-
neme kýženou druhou rovnici

C ′1 + C ′2(1 + x) =
1

x2 + 1

Řešit takové soustavy umı́me už od ZŠ, takže odečteńım máme

C ′2 =
1

x2 + 1
.
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Z prvńı rovnice máme

C ′1 = −xC ′2 =
−x

x2 + 1

Zat́ımco pro výpočet C2 máme integrál tabulkový, tak C1 = − ln
√
x2 + 1. Podu-

mejte, jakou fintu jsem použil pro to, abych v čitateli źıskal derivaci jmenovatele.
Pokud někomu scháźı integračńı konstanty, tak vězte, že v tomto př́ıpadě je ne-
potřebujeme, hledáme totǐz partikulárńı integrál. Ortodoxńı matematik by řekl, že
je voĺıme rovny nule. Hledané partikulárńı řešeńı má tedy tvar

Y (x) = −ex ln
√
x2 + 1 + xex arctg x

a řešeńı konečné je tedy

y(x) = C1e
x + C2xe

x − ex ln
√
x2 + 1 + xex arctg x

To byla dřina, tak až si odpočinete, budeme pokračovat dál. Jelikož dobrý mate-
matik je ĺıný, tak začneme přemýšlet, zda by to aspoň v některých př́ıpadech nešlo
jednodušeji. Pokud bude na pravé straně funkce jako v předešlém př́ıpadě, tak se
asi nic moc dělat nedá, ale kdyby tam byla nějaká funkce, která se derovováńım
prakticky neměńı...Zkusme si několik takových př́ıpad̊u ukázat.

Jednou z nejjednodušš́ıch funkćı je polynom, ten při derivaci pouze snižuje
stupeň.

Př́ıklad 1.7 Řešte rovnici y′′ − 6y′ + 9y = 2x2 − x+ 3.
Řešeńı rovnice homogenńı je y = C1e

3x +C2xe
3x. Zbývá ještě naj́ıt partikulárńı

integrál, naše úvahy se budou ub́ırat následuj́ıćım směrem. Na pravé straně je po-
lynom druhého stupně, co kdyby partikulárńı integrál byl také polynom druhého
stupně? Tak to zkusme. Polynom druhého stupně m̊užeme napsat ve tvaru Y =
Ax2 + Bx + C. Patřičné derivace jsou Y ′ = 2Ax + B a Y ′′ = 2A. Dosad́ıme do
zadané rovnice a porovnáme koeficienty u stejných mocnin, č́ımž obdrž́ıme soustavu
tř́ı rovnic o třech neznámých 9A = 2, −12A + 9B = −1 a 2A− 6B + 9C = 3. Tu
snadno vyřeš́ıme, takže řešeńı je y = C1e

x + C2xe
x + 2

9
x2 + 5

27
x+ 11

27
.

Ne vždy je to tak jednoduché jak se přesvědč́ıme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.8 Řešte rovnici 2y′′ + 5y′ = 5x2 − 2x− 1.
Homogenńı rovnici vyřeš́ıme snadno, výsledkem je funkce y = C1 +C2e

− 5
2
x. Na

pravé straně je polynom stupně dvě, tak to zopakujeme jako v předchoźım př́ıkladě,
jenže ouha, pýcha předcháźı pád. Tu pětku u x2 na pravé straně neńı na levé straně
s č́ım porovnat. Co ted’? Vzpomeneme si na př́ıpad, kdy byl kořen charakteristické
rovnice dvojnásobný. Tam jsme to vyřešili tak, že jeden vektor jsme vynásobili x.
Napodobme to a p̊uvodńı polynom vynásobme x, do hry tedy vstupuj́ı Y = Ax3 +
Bx2 +Cx, Y ′ = 3Ax2 +2Bx+C a Y ′′ = 6Ax+2B. Ted’ už to p̊ujde jako po másle,
takže se nakonec dobereme k výsledku y = C1 + C2e

− 5
2
x + 1

3
x3 − frac35x2 + 7

25
x.

Kdyby mě slyšel ortodoxńı matematik, tak by mu vstávaly valsy na hlavě hr̊uzou.
Plat́ı jednoduchá zásada—každý nový sč́ıtanec muśı být kvalitativně jiný a tady
jsme k C1 přičetli konstantu C, jenže součet dvou konstant neńı nic jiného než
konstanta. Vylepšovadlem je pak vynásobeńı x.
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Funkce exponenciálńı, kterou do matematiky zavedli studenti, je také vhodným
kandidátem. Tak to zkusme.

Př́ıklad 1.9 Řešte rovnici y′′−2y′−3y = e2x. Vyřešit rovnici homogenńı je snadné,
dostaneme y = C1e

3x + C2e
−x. Partikulárńı integrál budeme předpokládat ve tvaru

Y = Ae2x. Tuto funkci spolu s derivacemi Y ′ = 2Ae2x a Y ′′ = 4Ae2x dosad́ıme do
p̊uvodńı rovnice. Výsledné řešeńı je y = C1e

3x + C2e
−x − 1

3
e2x.

Př́ıklad 1.10 Řešte rovnici y′′ − y′ − 2y = e2x. Rovnice homogenńı má řešeńı
y = C1e

2x + C2e
−x. Jelikož výraz na pravé straně je totožný s prvńım členem

řešeńı rovnice homogenńı, tak v́ıme, že pouhé zkoṕırováńı pravé strany by k ničemu
nevedlo, takže použijeme vylepšovadlo a partikulárńı integrál budeme hledat ve tvaru
Y = Axe2x. Patřičné derivace jsou Y ′ = Ae2x + 2Axe2x a Y ′′ = 6Ae2x + 4Axe2x.
Nejsme překvapeni, že po dosazeńı nám členy xe2x vypadnou a že se dopracujeme
ke konečnému řešeńı y = C1e

2x + C2e
−x + 1

5
xe2x.

J́ıt by to mělo i v př́ıpadě funkćı sinus, kosinus a deskriptiva. Pardon, to třet́ı
tam nepatř́ı, jen jsem si zṕıval inženýrskou od Plavc̊u a nějak mi to tam vklouzlo.
Je mi trapné vás pořád nutit do řešeńı rovnic homogenńıch, tak použiju pravou
stranu z jednoho z předchoźıch př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1.11 Řešte rovnici y′′− 2y′− 3y = 8 cos 2x. Partikulárńı integrál budeme
hledat ve tvaru Y = A cos 2x, parřičné derivace jsou Y ′ = −2A sin 2x a Y ′′ =
−4A cos 2x. Jenže ouha, jednou nám vyšlo A = 8

7
a podruhé A = 0. To nep̊ujde,

řešeńı muśı být jednoznačné, tak kde je k čertu chyba? Nemusej́ı se goniometrické
funkce dělat jen metodou variace konstant? Přátelé, rozum do hrsti. Polynom se
derivuje na polynom, éčko na éčko, ale sinus a kosinus přecházej́ı jedna ve druhou,
jsou to holt siamská dvojčata. Tak muśıme hodit repetýrku, partikulárńı integrál
budeme hledat ve tvaru Y = A cos 2x + B sin 2x. Derivace už nebudu vypisovat,
zkouška povede na řešeńı systému −7A− 4B = 8 a 4A− 7B = 0. Omlouvám se, že
to ṕı̌su neupraveně, ale v Texu je dost pracné. Systém snadno vyřeš́ıme a hóknem
do placu konečný výsledek y = C1e

3x + C2e
−x − 32

65
sin 2x− 56

65
cos 2x.

1.7 Rovnice exaktńı

Typ̊u diferenciálńıch rovnic je nepřeberně mnoho, závěrem uvedu jeden typ, který
má návaznost na funkce dvou proměnných. Tam jsme se setkali s velmi d̊uležitým
pojmem totálńı diferenciál. Připomı́nám, že je to výraz

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

a že P (x, y) a Q(x, y) jsou parciálńı derivace jisté funkce dvou proměnných. Dále
připomı́nám, že ne každý takový výrazu na který si vzpomenete je totálńı dife-
renciál, to muśı platit Py = Qx. Je to analogická situace i integrálu, kdy ne ke každé
funkci na kterou si vzpomeneme umı́me nalézt analytické vyjádřeńı funkce primi-
tivńı. No a polož́ıme-li totálńı diferenciál roven nule, pak už máme diferenciálńı
rovnici, např́ıklad je-li Q(x, y) nenulové, tak je

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
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Můžeme tedy přistoupit k definici.

Def. 1.11 Rovnice
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (1.9)

se nazývá exaktńı, je-li výraz na levé straně totálńım diferenciálem jisté funkce
F (x, y), tedy plat́ı-li

dF (x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy

Funkce F (x, y) se nazývá funkce kmenová.

Řešeńı rovnice se děje podle následuj́ıćı věty.

Věta 1.8 Necht’ rovnice (1.8) je exaktńı a F (x, y) je př́ıslušná kmenová funkce.
Pak obecné řešeńı má tvar

F (x, y) = c, c ∈ R

Inženýrský zp̊usob integrace totálńıho diferenciálu je ukázán v kapitole o dvou
proměnných, vědecký zp̊usob naleznete v odborné literatuře. Ale nejsem krkoun,
tak vám ho ještě připomenu v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 1.12 Řešte rovnici(
1

y
+ 2x

)
dx−

(
x

y2

)
dy = 0

Pochopitelně muśıme nejdř́ıv ověřit, je-li výraz na levé straně totálńı diferenciál.

Py = − 1

y2
Qx = − 1

y2

Tak to je v ókeju, m̊užeme spoč́ıtat patřičné integrály.∫ (
1

y
+ 2x

)
dx =

x

y
+ x2 + c

∫
−
(
x

y2
+ 1

)
dx =

x

y
− y + c

Konstantu tam ṕı̌si jen proto, abych nevyšel ze cviku. Tak a ted’ vezmeme prvńı
výsledek celý a z druhého jen to nové, takže řešeńı je

x

y
+ x2 − y = c, c ∈ R



Kapitola 2

Funkce v́ıce proměnných

V této kapitole se budeme věnovat funkćım v́ıce proměnných. Kdo se dobře učil v
minulém semestru, bude mı́t úlohu značně usnadněnou, nebot’ řada věćı je stejných
či alespoň hodně podobných. Některé věci jsou však znčně odlǐsné, tak si na to
dávejte pozor čili bacha. Budu se snažit na to upozorňovat. Na druhé straně vám
to zjednoduš́ım t́ım, že se budeme skoro výhradně bavit o funkci dvou proměnných.

2.1 Limita a spojitost

Def. 2.1 Reálná funkce dvou reálných proměnných je zobrazeńı M → R, kde M ⊆
RxR. Jinými slovy každé uspořádané dvojici [x; y] ∈ M je přiřazeno právě jedno
z ∈ R. Množina M se nazývá definičńı obor, množina všech z, které jsou přiřazeny
k nějaké uspořádané dvojici [x; y] se nazývá obor hodnot funkce. Ṕı̌seme z = f(x, y).
Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme mluvit stručně o funkci dvou proměnných.

Př́ıklad 2.1 Určete definičńı obor funkce z = arcsin y + ln (4− x2 − y2). Budeme
vycházet ze znalosti funkćı jedné proměnné a vzpomeneme si na definičńı obory
funkćı arkussinus a přirozený logaritmus. Obě maj́ı jistá omezeńı, která muśı platit
současně, je tedy

−1 ≤ y ≤ 1 ∩ 4− x2 − y2 > 0.

Zat́ımco prvńı podmı́nce vyhov́ı pás mezi př́ımkami y = −1 a y = 1, druhé podmı́nce
vyhov́ı všechny body uvnitř kruhu se středem v počátku a poloměrem r = 2, v
prvńım př́ıpadě včetně hranice. Definičńı obor je samozřejmě pr̊unik obou oblast́ı,
leč obrázek zat́ım neumı́m.

Def. 2.2 Grafem funkce dvou proměnných nazýváme množinu uspořádaných trojic
[x, y, z], kde body [x, y] patř́ı do definičńıho oboru funkce. Jinými slovy je to plocha
o rovnici z = f(x, y). Vrstevnice je křivka o rovnici f(x, y) = c.

Takovým nejběžněǰśım př́ıkladem grafu funkce dvou proměnných je obyčejná
plastická mapa. Proměnné představuj́ı zeměpisná š́ı̌rka a délka, funkčńı hodnotu
pak nadmořská výška. Patř́ı sem i ona p̊uvodně normálńı mapa, která se nacházela
v kanceláři 91. pěš́ıho pluku a kterou učinil plastickou až kocour chovaný ṕısaři.
Jen připomı́nám, že prvńım, kdo se o této změně dotykem přesvědčil byl oberst
Schröder a že to mělo pro ṕısaře nepř́ıjemné následky. Pojem vrstevnice je převzat z

13
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geografie a má stejný význam—zlepšit představu o grafu funkce v dvourozměrném
modelu.

Uvedeme několik př́ıklad̊u.

2.1. Z analytické geomtrie v́ıte, že grafem funkce z = ax+ by + c je rovina v R3.

2.2. Grafem funkce z =
√

9− x2 − y2 je horńı polovina kulové plochy se středem
v počátku a poloměrem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a y.

2.3. Grafem funkce z = x2 + y2 je rotačńı paraboloid s vrcholem v počátku, jehož
osou je osa z. Vrstevnice tvoř́ı soustředné kružnice o rovnićıch x2 + y2 = c.

Nyńı přistouṕıme k definici pojmů limita a spojitost. Začneme definićı okoĺı.

Def. 2.3 Vzdálenost dvou bod̊u A[x1; y1] a B[x2; y2] rozumı́me č́ıslo

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

Vzdálenost bod̊u ve v́ıcerozměrném prostoru si jistě odvod́ıte sami.

Def. 2.4 δ-okoĺım bodu P nazýváme množinu všech bod̊u, jejichž vzdálenost od
bodu P je menš́ı než δ. Vyjmeme-li z této množiny samotný bod P , mluv́ıme o
ryźım okoĺı.

Def. 2.5 Řekneme, že funkce z = f(x, y) má v bodě M [x0; y0] limitu rovnou č́ıslu
L, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro pro všechny body z ryźıho
δ okoĺı bodu M plat́ı

|f(x, y)− L| < ε

Ṕı̌seme lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L.

Definice pojmu limity je po formálńı stránce stejná, jej́ı výpočet je však někdy
notně komplikovaný, kolikrát sṕı̌se dokazujeme, že daná funkce limitu nemá. Uvid́ıte
záhy. Ted’ na uklidněńı uvedeme větu pro výpočet limity vzhledem k aritmetickým
operaćım. Tato věta je shodná s tou, kterou znáte pro funkci jedné proměnné.

Věta 2.1 Necht’ lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = A a lim
[x;y]→[x0;y0]

g(x, y) = B. Pak plat́ı:

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)± g(x, y)) = A±B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y) · g(x, y)) = A ·B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)

g(x, y)
=
A

B
, B 6= 0

Pro funkce dvou proměnných je definován pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proměnné.
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Def. 2.6 Řekneme, že funkce je v bodě M [x0; y0] je f(x0; y0) = lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y).

Řekneme, že funkce je spojitá v oblasti O, jestlǐze je spojitá v každém bodě této
oblasti.

Poznámka 2.1 Pojem spojitosti v bodě lze samozřejmě definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, že definici limity oṕı̌seme a č́ıslo L nahrad́ıme f(x0; y0).

Poznámka 2.2 Jestlǐze jsme zkoumali spojitost funkce na uzavřeném intervalu,
tak jsme v krajńıch bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proměnných toto postrádá smysl, přesto m̊užeme uvažovat i o pojmu
spojitost na uzavřené oblasti. Pro hraničńı body budeme prostě ignorovat ty body z
jeho okoĺı, které nespadaj́ı do dané oblasti.

Nyńı si ukážeme několik př́ıklad̊u na výpočet limity. Zat́ımco u funkce jedné
proměnné je situace podobná ražbě tunelu z obou stran, kdy se bud’ tref́ıme přesně
nebo máme dva tunely, zde muśıme vyzkoušet všechny možné cesty, a že jich je.

Př́ıklad 2.2 Určete limitu lim
[x;y]→[0;0]

x+y
x−y . Tato funkce v bodě [0; 0] neńı definována,

pokuśıme se tedy spoč́ıtat limity pro r̊uzné cesty. Začněmě př́ımkami y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx

x− kx
= lim

x→0

1 + k

1− k

Limity pro r̊uzné směry jsou r̊uzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxně ne-
nastane, pokud bychom se přiblǐzovali po parabolách y = kx2.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx2

x− kx2
= lim

x→0

1 + kx

1− kx
= 1

Př́ıklad 2.3 Zjistěte, zda existuje lim
[x;y]→[0;0]

2xy
xy+2x−y . Zkusme se nejdř́ıv přiblǐzovat

po př́ımkách y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

2xy

xy + 2x− y
= lim

x→0

2kx2

kx2 + 2x− kx
= 0,

ovšem s výjimkou k = 2, to je

lim
x→0

4x

2x+ 2− 2
= 2

Tato limita tedy neexistuje.

K bodu P0[x0; y0] se z bodu P [x; y] můžeme rovněž přibližovat po dvou kolmých
př́ımkách x = p a y = q, kde p a q jsou konstanty, a to dvoj́ım zp̊usobem. Pak lze
limitu funkce vypoč́ıtat postupným limitńım přechodem funkce jedné proměnné,
jak uvád́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 2.2 Označme

lim
y→y0

[
lim
x→x0

f(x, y)

]
= L1 lim

x→x0

[
lim
y→y0

f(x, y)

]
= L2.

Existuje-li limita

lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L,

pak plat́ı L = L1 = L2.

Uvědomte si, že tato věta je implikaćı a představuje pouze podmı́nku nutnou, což
znač́ı, že bude sloužit k d̊ukazu neexistence limity.

Př́ıklad 2.4 Rozhodněte, zda existuje limita

lim
[x;y]→[0;0]

x− 2y

3x+ y

Urč́ıme postupné limity.

lim
y→0

[
lim
x→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

y→0

−2y

y
= −2.

lim
x→0

[
lim
y→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

x→0

x

3y
=

1

3
.

Tato limita neexistuje.

Podobně jako pro funkci jedné proměnné plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.3 Necht’ pro všechny body x ∈ O s výjimkou bodu M [x0; y0] plat́ı f(x, y) =
g(x, y) a necht’ je lim

[x;y]→[x0;y0]
f(x, y) = L. Pak je i lim

[x;y]→[x0;y0]
g(x, y) = L.

Př́ıklad 2.5

lim
[x;y]→[1;−1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;−1]

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x− y)(x+ y)(x2 + y2)

Tato funkce je v okoĺı bodu [1;−1] shodná s funkćı

z =
x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2)

Jej́ı limita je v tomto bodě rovna funkčńı hodnotě, tedy je

lim
[x;y]→[1;−1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;−1]

x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2
=

3

8

Při výpočtu limity můžeme použ́ıt i některé triky známé z funkce jedné proměnné,
jeden př́ıklad následuje.
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Př́ıklad 2.6

lim
[x;y]→[0;0]

3(x2 + y2)√
x2 + y2 + 4− 2

Vynásob́ıme-li funkci jedničkou ve tvaru√
x2 + y2 + 4 + 2√
x2 + y2 + 4 + 2

a uprav́ıme-li, poč́ıtáme limitu

lim
[x;y]→[0;0]

3(
√
x2 + y2 + 4 + 2) = 12

Závěrem této části vám uvedu tři limity, které vám určitě něco připomenou.

lim
[x;y]→[x0;y0]

sin f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

tg f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

(
1 +

1

f(x, y)

)f(x,y)
= e

2.2 Parciálńı derivace

Už problémy s limitou nám naznačuj́ı, že to s derivacemi v̊ubec nebude snadné.
Pokud bychom chtěli udělat nějakou analogii s funkćı jedné proměnné, bylo by to
značně obt́ıžné. Proto p̊ujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proměnných je
plocha. Pokud však plochu ř́ızneme nějakou rovinou, tak řezem je křivka, křivku
umı́me popsat funkćı jedné proměnné—čajńık je v kredenci. My budeme řezat
rovinami kolmými k osám x a y.

Def. 2.7 Necht’ existuje limita

lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle x v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂x

či
f ′x(x0, y0). Analogicky definujeme parciálńı derivaci podle y. Necht’ existuje limita

lim
y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle y v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂y

či f ′y(x0, y0). Má-li funkce parciálńı derivaci podle nějaké proměnné v každém bodě
nějaké oblasti M , potom ř́ıkáme, že zde má parciálńı derivaci. Jinými slovy vznikne
na této oblasti nová funkce, to je stejné jako u funkce jedné proměnné.
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Protože jsme parciálńı derivace definovali jako derivace funkce jedné proměnné,
plat́ı pro ně všechna pravidla tak jak je znáte z kurzu MA1, nebudu je tedy uvádět.
Stejně tak nebudu řešit derivace vyšš́ıch řád̊u, tam ovšem jeden problém přece jen
vyvstane. Zálež́ı na pořád́ı proměnných podle kterých derivujeme nebo nezálež́ı, to
je oč tu běž́ı. Odpověd’nám dává Schwarzova věta.

Věta 2.4 Necht’ jsou derivace f ′′xy(x, y) a f ′′yx(x, y) jsou v bodě M [x0; y0] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou větu bychom mohli zformulovat i pro smı́̌sené parciálńı derivace
vyšš́ıch řád̊u. Jak vid́ıme, u spojitých funkćı je to s parciálńımi derivacemi jako
s mušketýry, je jich o jednu v́ıc než je jejich řád. Stejně jako tři mušketýři byli
čtyři, tak i třet́ı parciálńı derivace jsou čtyři: f ′′′xxx, f

′′′
xxy, f

′′′
xyy a f ′′′yyy. Tak je tomu u

parciálńıch derivaćı jakéhokoliv řádu.

Př́ıklad 2.7 Je-li z = u(x) + v(y), je z′x = u′(x), z′y = v′(y), z′′xx = u′′(x), z′′yy =
v′′(y) a z′′xy = z′′yx = 0. Tak je-li z = 3x2 − 5y3 + 1, máme z′x = 6x a z′y = −15y2.
Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 6, z′′yy = −30y a z′′xy = z′′yx = 0.

Př́ıklad 2.8 Je-li z = u(x)v(y), je z′x = u′(x)v(y), z′y = u(x)v′(y), z′′xx = u′′(x)v(x),
z′′yy = u(x)v′′(y) a z′′xy = z′′yx = u′(x)v′(y). Tak je-li z = 5x2y4, máme z′x = 10xy4 a
z′y = 20x2y3. Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 10y4, z′′yy = 60x2y2 a z′′xy = z′′yx =
40xy3.

Př́ıklad 2.9 Je-li z = u(x)
v(y)

, je z′x = u′(x)
v(y)

, z′y = −u(x)v′(y)
v2(y)

, z′′xx = u′′(x)
v(y)

, z′′yx = z′′yx =

−u′(x)v′(y)
v2(y)

a z′′yy = −u(x)v
′′(y)v(y)−2(v′(y))2

v3(x)
. Konkrétńı př́ıklad dáme tento: z = x

y2
.

Potom je z′x = 1
y2

, z′y = −2x
y3

, z′′xx = 0, z′′yy = 6x
y4

a z′′ = −2
y3

.

Pkud nejsou proměnné separovány, postupujeme standardně.

Př́ıklad 2.10 Určete prvńı a druhé derivace funkce z = sin (x2 + y2). Máme z′x =
2x cos (x2 + y2), z′y = 2y cos (x2 + y2). Derivujeme jako součin a máme z′′xx =
2 cos (x2 + y2) − 4x2 sin (x2 + y2) a z′′yy = 2 cos (x2 + y2) − 4y2 sin (x2 + y2). Při
smı́̌sené vyjdeme z y′x a derivujeme podle y, x je konstanta. Obdrž́ıme z′′xy = −4xy sin (x2 + y2).

2.3 Totálńı diferenciál

Podobně jako u funkce jedné proměnné zavedeme pojem diferenciál. Samozřejmě,
že můžeme pro parciálńı derivace definovat parciálńı diferenciály naprosto stejným
zp̊usobem jako u funkce jedné proměnné. Jenže prob́ıráme funkci dvou proměnných,
takže neńı dobré, aby si jednotlivé proměnné hrály na svém ṕısečku. Chápu, že slovo
totálńı nemá dnes nejlepš́ı pověst, leč matematika je na politické situaci nezávislá.
Kdo by s t́ım měl problém, necht’ si mı́sto slova totálńı mysĺı ekvivalentńı výrazy
(úplný, celkový).
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Def. 2.8 Řekneme, že funkce f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná (má zde
totálńı diferenciál), je-li

∆z = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = Ah+Bk + %τ(h, k),

kde A, B jsou konstanty, % =
√
h2 + k2 a lim

[h;k]→[0;0]
τ(h, k) = 0.

Na otázku kdy to nastane nám dá odpověd’ následuj́ıćı věta.

Věta 2.5 Je-li f(x0, y0) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má v tomto bodě parciálńı
derivace prvńıho řádu a plat́ı

A =
∂f

∂x
(x0; y0) B =

∂f

∂y
(x0; y0).

Poznámka 2.3 Dále budeme použ́ıvat běžné označeńı h = dx, k = dy.

Def. 2.9 Je-li funkce f(x, y) v boděM [x0; y0] diferencovatelná, pak výraz

dz =
∂f

∂x
(x0; y0)dx+

∂f

∂y
(x0; y0)dy

nazýváme totálńı diferenciál funkce z = f(x, y) v bodě M [x0; y0]

Věta 2.6 Necht’ f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, pak je zde spojitá.

Věta 2.7 Jsou-li prvńı parciálńı derivace funkce f(x, y) v bodě M [x0; y0] spojité,
pak je zde diferencovatelná.

Hlavńı význam diferenciálu funkce jedné proměnné spoč́ıval v tom, že jsme
mohli (skutečný) př́ır̊ustek funkce v bodě nahradit s jistou chybou diferenciálem,
čili graf funkce nahradit v okoĺı tohoto bodu tečnou. Obdobně lze postupovat i u
funkce dvou proměnných, jen tečnu nahrad́ıme tečnou rovinnou. Jak stanovit jej́ı
rovnici nám ukáže daľśı věta.

Věta 2.8 Je-li f(x, y) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má plocha z = f(x, y) v
bodě Mp[x0; y0; z0] tečnou rovinu, jej́ı̌z rovnice má tvar

z − z0 =
∂f

∂x
(x0; y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0; y0)(y − y0)

Menš́ı zádrhel spoč́ıvá v tom, že tak jako neumı́me (neurčitě) integrovat libo-
volnou funkci, ne každý výraz tvaru P (x, y)dx+Q(x, y)dy je diferenciálem nějaké
funkce. Kdy tomu tak je nám odpov́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.9 Necht’ funkce P (x, y) a Q(x, y) jsou spojité v oblasti O a stejně tak jsou
zde spojité i jejich parciálńı derivace. Pak výraz P (x, y)dx+Q(x, y)dy je totálńım
diferenciálem jisté funkce f(x, y) právě tehdy, když plat́ı

P ′y(x, y) = Q′x(x, y).
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Užit́ı diferenciálu si ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 2.11 Válec má poloměr 2 dm a výšku 10 dm. Jak se změńı jeho objem,
jestlǐze se při deformaci poloměr zvěťśı na 2,05 dm a výška naopak zmenš́ı na 9,8
dm? Objem válce je V = πr2v, což lze chápat jako funkce dvou proměnných r a v.
Totálńı diferenciál má tvar

dV = 2πrvdr + πr2dv

Zde je dr = +0, 05 a dv = −0, 2. Po dosazeńı do diferenciálu máme dV =
1, 2π=̇3, 77dm3.

Př́ıklad 2.12 Ověřte, zda výraz (2x3 − xy2)dx + (2y3 − x2y)dy je totálńım dife-
renciálem této funkce. V př́ıpadě že ano, nalezněte tuto funkci. Ověřeńı nebude
těžké, nebot’ P ′y = −2xy = Q′x. Na nalezeńı funkce, jej́ı̌z totálńı diferenciál jsme
právě objevili, vám porad́ım jednu inženýrskou fintu. Zintegrujeme obě části dle
patřičné proměnné, přičemž tu druhou budeme považovat za konstantu.∫

(2x3 − xy2)dx =
x4

2
− x2y2

2
+ c∫

(2y3 − x2y)dy =
y4

2
− x2y2

2
+ c

Do hledané funkce z = f(x, y) vezmeme prvńı integrál celý, z druhého pak vezmeme
pouze ty sč́ıtance, které se v prvńım nevyskytuj́ı. Je tedy

z =
1

2
(x4 − x2y2 + y4) + c

Totálńı diferenciál je velmi d̊uležitý pojem ve fyzice. Je-li výraz P (x, y)dx +
Q(x, y)dy totálńı diferenciál, pak ho lze integrovat, přičemž hodnota tohoto in-
tegrálu nezáviśı na integračńı cestě z bodu A do bodu B, nýbrž pouze na hodnotách
funkce z = f(x, y) v těchto bodech (je to jakoby klasický Newton̊uv integrál).
Funkce z pak reprezentuje veličinu stavovou.

Podobně jako u funkce jedné proměnné můžeme definovat totálńı diferenciál
řádu n.

Def. 2.10 Totálńı diferenciál řádu n funkce dvou proměnných je výraz(
∂

∂x
dx+

∂

∂y

)n
f(x, y)

Jak postupovat si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 2.13 Určete totálńı diferenciály druhého a třet́ıho řádu funkce z = y lnx.
Nejdř́ıve si urč́ıme všechny parciálńı derivace až do řádu 3. z′x = y

x
, z′y = lnx,

z′′xx = − y
x2

, z′′xy = 1
x
, z′′yy = 0, z′′′xxx = 2y

x3
, z′′′xxy = − 1

x2
, z′′′xyy = z′′′yyy = 0. Totálńı

diferenciál druhého řádu je

d2z = z′′xx(dx)2 + 2z′′xydxdy + z′′yy(dy)2 = − y

x2
(dx)2 +

2

x
dxdy(dy)2

Totálńı diferenciál třet́ıho řádu je pak

d3z = z′′′xxx(dx)3+3z′′′xxy(dx)2dy+3z′′′xyydx(dy)2+z′′′yyy(dy)3 =
2y

x3
(dx)3− 3

x2
(dx)2dy
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2.3.1 Extrémy funkce dvou proměnných

Def. 2.11 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı maximum (mi-
nimum), existuje-li okoĺı O bodu M takové, že pro všechna x ∈ O plat́ı f(x0, y0) ≥
f(x, y) (f(x0, y0) ≤ f(x, y). V př́ıpadě ostrých nerovnost́ı mluv́ıme o ostrém lokálńım
maximu (minimu).

Postup při stanoveńı extrémů je obdobný jako u funkce jedné proměnné.

Věta 2.10 Necht’ funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı extrém a necht’ existuj́ı
v bodě M parciálńı derivace prvńıho řádu. Pak je f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0.

Poznámka 2.4 Tak jako u funkce jedné proměnné budeme bod M nazývat bodem
stacionárńım.

Stacionárńı (podezřelé z extrému) body budeme vyšetřovat pomoćı následuj́ıćı
věty.

Věta 2.11 Necht’ M je stacionárńı bod a necht’ v jeho okoĺı existuj́ı spojité parciálńı
derivace prvńıho a druhého řádu. Vypočtěme výraz

D = f ′′xx(x0, y0)f
′′
yy(x0, y0)− (f ′′xy(x0, y0))

2

Je-li D > 0, pak pro f ′′xx > 0 je v bodě M lokálńı minimum a pro f ′′xx(x0, y0) < 0 je
v bodě M lokálńı minimum. Je-li D < 0, pak v bodě M extrém neńı, je-li D = 0,
nem̊užeme o extrému rozhodnout (extrém tady být m̊uže, ale nemuśı).

Poznámka 2.5 Označeńı D jsme nezvolili náhodou, D je de facto determinant
druhého řádu, přičemž v hlavńı diagonále jsou derivace podle xx a yy a ve vedleǰśı
diagonále jsou derivace smı́̌sené (ty jsou si samozřejmě rovny).

Nyńı ukážeme několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 2.14 Nalezněte lokálńı extrémy funkce z = x3 + xy2 + 6x2 + y2. Nejprve
spoč́ıtáme parciálńı derivace prvńıho řádu.

f ′x = 3x2 + y2 + 12x, f ′y = 2xy + 2y

. Polož́ıme-li tyto derivace rovny nule, źıskáme čtyři stacionárńı body S1[−1; 3],
S2[−1;−3], S3[0; 0] a S4[−4; 0]. Spočteme tedy parciálńı derivace druhého řádu

f ′′xx = 6x+ 12, f ′′xy = 2y, f ′′yy = 2x+ 2.

Budeme postupně dosazovat jednotlivé stacionárńı body a poč́ıtat č́ıslo D. V prvńıch
dvou př́ıpadech je D(S1) = −36, D(S2) = −36, extrém nenastává. D(S3) = 24 a
protože je f ′′xx(0, 0) = 12, je v počátku minimum. Naproti tomu je D(S4) = 24, ale
tentokrát je f ′′xx(−4, 0) = −12, v bodě S4 je tedy maximum.
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Př́ıklad 2.15 Určete lokálńı extrémy funkce z = x2 + 4xy + 6y2 − 2x + 8y − 5.
Začneme prvńımi parciálńımi derivacemi.

z′x = 2x+ 4y − 2 z′y = 4x+ 12y + 8

Opět polož́ıme obě derivace rovny nule, po vyřešeńı soustavy dvou lineárńıch rovnic
źıskáme jediný stacionárńı bod S[7;−3]. Druhé parciálńı derivace jsou z′′xx = 2,
z′′xy = 4 a z′′yy = 12. Všechny jsou konstantńı, neńı kam dosazovat a determinant
má univerzálńı hodnotu D = 8 > 0. Jelikož je z′′xx = 2 > 0, je v bodě S lokálńı
minimum. Jen pro zaj́ımavost, jeho hodnota je z(7,−3) = −24.

Př́ıklad 2.16 Určete lokálńı extrémy funkce z = −3x4−5y4. Spočteme prvńı deri-
vace z′x = −12x3, z′y = −20y3. Jediným stacionárńım bodem je počátek. Jdeme na
druhé derivace. z′′xx = −36x2, z′′yy = −60y2, z′′xy = 0. Zřejmě je D = 0, o extrému
nem̊užeme t́ımto zp̊usobem rozhodnout. My si ale všimneme, že funkčńı hodnoty
jsou mimo počátek záporné, je zřejmé, že v počátku bude maximum.

Tak jako u funkce jedné proměnné můžeme určovat i extrémy absolutńı, a to
v př́ıpadě, že je funkce definovaná na uzavřené oblasti. Ty pak mohou nastat bud’

v bodech lokálńıch extrémů nebo na hranici oblasti. Ukážeme si to na př́ıkladu,
nejdř́ıve trochu teorie.

Def. 2.12 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě [x0; y0] absolutńı maximum (mi-
nimum), jestlǐze pro všechny body [x; y] ∈ M plat́ı f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥
f(x0, y0).

Def. 2.13 Bod [x0; y0] nazveme vnitřńım bodem množiny M , existuje-li okoĺı O
tohoto bodu takové, že O ⊂ M . Množina, která obsahuje pouze vnitřńı body, se
nazývá otevřená. Bod [x0; y0] nazveme vněǰśım bodem množiny M , jestlǐze každé
jeho obsahuje jak body množiny M , tak i body, které do ńı nepatř́ı. Množinu všech
hraničńıch bod̊u nazýváme hranićı. Množina, která obsahuje všechny své hraničńı
body, se nazývá uzavřená.

Def. 2.14 Množina M se nazývá omezená, existuje-li kruh K se středem v počátku
tak, že M ⊆ K.

Věta 2.12 Necht’ f(x, y) je spojitá funkce definovaná na omezené uzavřené množině.
Pak zde nabývá své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Př́ıklad 2.17 Stanovte absolutńı extrémy funkce z =
√

2x− x2 − 4y2. Po do-
plněńı na čtverec zjist́ıme, že definičńım oborem jsou vnitřńı a hraničńı body elipsý
(x− 1)2 + 4y2 ≤ 1. Stacionárńı body urč́ıme řešeńım soustavy rovnic

z′x =
2− 2x

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0 z′y =

−8y

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0

Existuje jediný stacionárńı bod S[1; 0]. Je f(1, 0) = 1. Stanoveńı extrém̊u na
hranici je obecně velmi obt́ı̌zné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vid́ım,e že funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladná. Absolutńı maximum je tedy ve středu
elipsy a minimun na jej́ı hranici.
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