Zakladni pojmy teorie grafii a jejich moZnosti ve vyuZiti na 1. stupni ZS

RazZena Blazkova

1. Pripomeiite si, kde jste se setkali s pojmem ,,graf*
Grafy binarnich relaci — napft. uzlovy, kartézsky

Pi. 1. Je dana mnozina M = {1, 2,3,4,5, 6, 7}. Znazornéte graficky (napf. pomoci uzlového
grafu) vztah ,Cislo x je ndsobkem c¢isla y .

Grafy funkei - grafem funkce fve zvolené souradné soustavé Oxy v roviné rozumime mnozinu
v8ech bodt X o soutadnicich [x, f(x)]. Dvé pfimky — osy volime tak, aby byly navzajem kolmé
a jejich prisecik O nazyvame pocatek souradné soustavy.

Na prvnim stupni ZS se setkame s piimou imérnosti . Grafem pfimé imérnosti je piimka
prochazejici pocatkem soutfadné soustavy, nebo cast této piimky. V piipadé, Ze defini¢nim
oborem funkce je mnozina vSech pfirozenych Ccisel, potom grafem funkce je mnozina
izolovanych bodd, které lezi v pfimce.

Pt. 2. Za jednu ty¢inku zaplatime 9 K¢. Znazornéte graficky, kolik K¢ zaplatime za 2, 3, 4, 5, 6
ty¢inek (pozor — nemizeme koupit polovinu ty¢inky ani jinou jeji cast).

Pt. 3. Jonas jede na kole primérnou rychlosti 12 kilometrii za 1 hodinu. Znézornéte graficky,
kolik kilometrii ujede za 2, 3, 4 hodiny.

Setkavame se i s nepfimou imérnosti — grafem funkce neptimd timérnost je hyperbola.
Pt. 4. Znazornéte graficky, jak zavisi Sitka obdélniku na jeho délce pii konstantnim obsahu.
S=a-b, b=S5:a, volte napt. S =48 cm>.

Kdybychom chtéli zndzornit zavislost obsahu ¢tverce na délce jeho strany, potom se setkavame
s kvadratickou funkci. Jejim grafem je parabola.

Diagramy — setkavame se s nimi ve statistice, ke znazorfiovani statistickych udajti. Diagram
poskytuje vizudln€ vice informaci nez napt. tabulka. Pod pojmem diagram rozumime
schématické zndzornéni zavislost dvou nebo vice velicin.

Typy diagramt, které se ¢asto pouZzivaji:

Diagram obrazkovy

Diagram sloupkovy — histogram
Diagram tseckovy

Diagram spojnicovy - polygon Cetnosti
Diagram kruhovy

Vsechny typy diagram@ mohou byt zndzornény i prostorové, napt. pomoci kvadrl, valct.
Ptikladem mohou byt diagramy znazorfiované v televizi pii sledovani vysledkl voleb.



Pt. 5. Vyhledejte priklady jednotlivych typt diagramii v dennim tisku nebo v ¢asopisech.

Teorie grafi

Teorie grafii patii mezi nové¢jsi obory moderni matematiky, tvoii samostatnou ¢ast diskrétni
matematiky. Mé velké uplatnéni v mnoha dalSich oborech nejen matematiky, ale také fyziky,
chemie, biologii, ekonomiky, vypocetni techniky aj. Je mozné ji vyuzivat i ve Skolské
matematice od 1. stupné zakladni Skoly, kdy pomoci grafii miizeme feSit mnoho iloh bézné
Skolské matematiky, a to zajimavym zpiisobem.

Uved’'me nejprve nékolik zékladnich pojmii. Poznamenejme, ze pro naSe potfeby neuvadime
vystavbu teorie graft s ptisluSnymi definicemi, ale pojmy pfiblizujeme.

Mg¢jme libovolnou neprazdnou mnozinu U a mnozinu K vSech jejich dvouprvkovych
podmnozZin. Libovolnou podmnozinu mnoziny K ozna¢ime H. Uspoiadanou dvojici [U, H]
nazyvame neorientovany graf. Prvky mnoZziny U nazyvame uzly, prvky mnoZiny H nazyvame
hrany.

Tedy: Neorientovanym grafem nazyvame mnozinu, kterd obsahuje prvky dvojiho druhu: prvni
z nich jsou uzly, druhé z nich jsou hrany, které uzly spojuji. Pfitom piedpokladame, ze kazda
hrana spojuje nejvyse dva uzly. Pokud hrana spojuje uzly A, B, fikdme Ze, hrana je s témito
vrcholy incidentni.

Mnozina U miZe byt koneéna, nebo nekoneéna, potom graf [U, H] je koneény nebo nekoneény.
Pro nase tivahy budeme pouzivat grafy konecné.

Uplny graf je takovy graf, ve kterém jsou kazdé dva uzly spojené hranou.

Q

Stupeni uzlu uréuje pocet hran, které s timto uzlem inciduji. Oznacuje se st x

Pravidelny graf k-tého stupné je graf, jestlize st x = k (z kazdého uzlu vychazi stejny pocet hran).
Na obrézku je pravidelny graf stupné 4.

Dilezitymi pojmy jsou pojmy sled, tah a cesta, dale pak kruznice a strom.

Sled: Mame graf [U, H] s uzly xo x1, x2, ... xn. Posloupnost uzli a hran xg, xo X7, X7, X1 X2, ......
Xn-1Xn, Xn S€ nazyva sled zacinajici v uzlu x¢ a koncici v uzlu x,. Pocet hran ve sledu se nazyva
délka sledu.



Tah: tah je sled, ve kterém se neopakuje zddna hrana. Jestlize je pocatecni uzel roven uzlu
koncovému, pak se tah nazyva uzavieny ( xo = x,). V opacném piipad¢ se tah nazyva otevieny.

Cesta je sled, ve kterém se neopakuje zadny uzel. Kazdé cesta je tahem, avSak kazdy tah nemusi
byt cestou.

Jestlize mezi dvéma uzly grafu existuje sled, pak v daném grafu existuje alespoii jedna cesta.
Graf, v némz mezi kazdymi dvéma uzly existuje sled, se nazyva souvisly graf.

Konecny souvisly pravidelny graf 2. stupné se nazyva kruznice. Pocet uzli kruznice se nazyva
jeji délkou.

Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje Zadnou kruznici.
Grafy mohou byt neorientované, nebo orientované.

Hrana grafu je orientovand, jestlize je dano pravidlo, ktery uzel je pocatecni a ktery koncovy
(je dana orientace hrany urcena zpravidla Sipkou). Orientovany graf je graf, jehoz vSechny
hrany jsou orientované.

Grafy mohou byt neohodnocené nebo ohodnocené. Ohodnocené mohou byt jejich hrany nebo
jejich uzly.

Hranové ohodnoceny graf je graf, ve kterém je jeho hrandm pfifazeno nékteré realné cislo.

Uzlové ohodnoceny graf je graf, ve které je jeho uzlim ptifazeno nekteré realné ¢islo.

Naméty k vyuZziti ve Skolské matematice

Hranové ohodnocené grafy slouzi k procviCovani s¢itani ne¢kolika ¢isel, porovnavani cisel,
hledani nejmensiho Cisla apod. Napt. Pan HruSka rozvazi kazdy den pecivo z pekarny P do
nckolika prodejen. Planek mist prodejen je na obrazku a vzdélenosti mist, ktera jsou spojena
cestou jsou: PA 7 km, AB 5 km, BE 6 km, AC 3 km, BD 6 km, DC 2 km, CE 5 km, PE 8 km,
ED 4 km. Nakreslete graf a navrhnéte, jak mé jezdit, aby ujel co neyjmensi pocet kilometrti.
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Pt. 6. Nakreslete obrazek grafu podle zadani a vypocitejte nejkratSi vzdalenost tak, aby pan
Hruska vyjel z pekéarny, projel kazdé misto praveé jednou a vratil se do pekarny.



Poznamka: pro vyssi rocniky mizeme volit vétsi Cisla, pripadné pouzit automapu. V patém
ro¢niku lze vyuzit i ¢isel desetinnych.

Stromy muzeme vyuzit k feSeni rtznych slovnich tuloh, ke klasifikaci pojmu, k vytvaieni
genetickych stromt, k feSeni kombinatorickych tiloh apod.

Stromem je napt. kazdy fetézec, kdy zaci provadéji postupné s ¢isly operace a postupuji od
pocatecniho uzlu ke koncovému, nebo naopak. Mohou byt znazornény v poloze svislé,
vodorovné, 1 jinak.

Napft. Myslim si ¢islo. Kdyz ho vynasobim osmi, pfictu 6 a odectu 20, dostanu 50. Které Cislo
si myslim?

O-+OO2O

Slovni uloha:

Kolik je vSech zaka ve tfid¢, jestlize vime, ze Spanélstinu studuje 15 zaka, francouzstinu 18
zaka, oba jazyky studuje 8 zaku, kazdy zak tiidy studuje néktery z téchto jazykt. Vsichni zaci
tiidy studuji anglictinu.

ReSeni pomoci stromu:

8 10 7 0
0 0 0 0
ano ne ano ne
Spanélstina 0 0
15 ano ne
18 o
francouzStina

V horni ¢asti stromu znazornime Zaky, ktefi studuji oba jazyky — vétev vlevo — je jich 8. Pak na
zaky, ktefi studuji francouzstinu a nestuduji SpanélStinu zbyva 10, na Zaky, kteti studuji
Spanélstinu a nestuduji francouzstinu zbyva 7. Celkem je ve tfid¢ 25 zaku.

Ulohy kombinatorické

Kolik riznych trojcifernych ¢isel mizeme zapsat pomoci Cislic 3, 5, 8 tak, aby se
a) Cislice v zapisu &isla neopakovaly.



b) Cislice se v zapisu &isla mohou opakovat.
a) Reseni pomoci stromu:
jednotky 8 5 8 3 5 3
0 0 0

desitky 50 08 306 08 3o 05

stovky 30 50 80

0
Cisla ¢teme po jednotlivych vétvich stromu: 358, 385, 538, 583, 835, 853. Strom je mozné
nakreslit 1 vodorovné.

b)
V ptipadé, Ze se Cislice v zapisu Cisla opakuji, budou z kazdého uzlu vychazet tfi vétve, Cisel
bude 27.

Pt. 7. Nakreslete strom pro tlohu b)

Stromy genetické:

Cast rodokmenu Lucemburki:

JAN LUCEMBURSKY
KAREL IV Premysl Otakar Jan Jindfich Viaclav
Lucembursky Lucembursky

Prokop Jan Sobéslav  Jost

Vaclav Vaclav IV. Zikmund Jan Karel Jindfich

Pt. 8. Nakreslete geneticky strom vasi rodiny.



Stromy Kklasifikaé¢ni

Klasifika¢ni stromy je vhodné pouzit k tfidéni - klasifikaci pojmu. Klasifikovat miizeme
trojihelniky, ¢tyfuhelniky, ¢iselné obory, rovnice, vzajemné polohy utvart (napft. rovin, piimek
v prostoru), sité krychle, sité osmisténu, apod. Uvedeme piiklad klasifikace geometrickych
zobrazeni v roving.

translace rotace stejnolehlost podobna
nestejnolehla
piimo nepiimo
shodna shodna podobna neshodna
nepodobna
shodna neshodna
zobrazeni zobrazeni

zobrazeni roviny na sebe

Stromy kédovaci

Znate Morseovu abecedu? VSechna pismena a ¢islice miizeme zndzornit pomoci kédovaciho
stromu. Cast stromu znazornime:
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Pt. 8. Dopliite kédovaci strom Morseovy abecedy.
Stromy rozhodovaci

Rozhodovaci stromy mizeme vyuzit k feSeni bludist’.

Jedotazky
Pokuste se nakreslit obrazky jednim tahem, aniz byste zvedli tuzku od papiru.

1 2 3 4

Pro¢ je mozné nékteré obrazky jednim tahem nakreslit a jiné ne?

Tento problém fesil jiZ v roce 1736 Leonard Euler, kdyz fesil ulohu o sedmi mostech mésta
Kralovce (Koniksberg, Kaliningrad). Méstem tece feka Pergel, v této fece jsou dva ostrovy a
jsou propojeny mezi sebou a pevninou celkem sedmi mosty. Euler fesil ulohu, zda je mozné
vyjit z jednoho mista, projit po kazdém mosté prave jednou a skoncit prochazku ve vychozim
bodé¢. Tato tloha nema feseni.

Uloha ,,nakreslit obrazek (graf) jednim tahem® je ulohou, ve které mame najit v grafu tah, ktery
obsahuje vSechny hrany tohoto grafu.

K feseni tloh tohoto typu je vhodné uvést, co je tzv. eulerovsky tah. Eulerovsky tah je tah, ktery
obsahuje vSechny hrany daného grafu.

Jestlize médme dan konec¢ny souvisly graf, pak v tomto grafu existuje:
a) Uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyZz vSechny uzly jsou sudého stupné. Tah
zacind 1 konci v jednom uzlu, ktery je mozné volit libovolng.
b) Otevieny eulerovsky tah prave tehdy, kdyz jsou v gratu pravé dva uzly lichého stupné.
Tah zacind v jednom uzlu stupné lichého a kon¢i v druhém uzlu stupné lichého.

K tomu, abychom zjistili, zda je moZné nakreslit obrazek jednim tahem staci, abychom zjistili
stupné jednotlivych uzlh. Prvni a ¢tvrty obrazek obsahuji pravé dva uzly lichého stupné, je



mozné je nakreslit jednim tahem. Druhy obrazek obsahuje 4 uzly stupné 5, neni mozné jej
nakreslit jednim tahem. Ve tfetim obrazku jsou vSechny uzly stupné sudého, je mozné nakreslit
jej jednim tahem.

Pi. 9. Hledejte dalsi ptiklady, kdy miiZete vyuzit teorie grafti v u¢ivu matematiky 1. stupné ZS.

Zaveér: Obrazek je za tisic slov.



