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2. DIFERENCIÁLNÍ POČET FUNKCÍ NĚKOLIKA PROMĚNNÝCH 
 

 

Def. 2.1: (Parciální derivace) 

 Nechť 1  k  n, ( n, k  N ). Nechť funkce ( )nxxxf ,...,, 21
 je definovaná v bodě 

  000

2

0

1

0 ,...,,...,, nk xxxxX =  a na množině  

 =kA {   ( ),;  ,...,,,,...,, 0000

1

0

1

0

2

0

1  +−+− kkknkkk xxxxxxxxx  kde   0}. 

 Pak derivace )(´ 0

kk x  funkce ( )00

2

0

1 ,...,,...,,)( nkkk xxxxfx =  v bodě  0X  se nazývá  

 parciální derivace funkce f  v bodě 0X  podle proměnné kx .  

 Značíme ji )( 0X
x

f

k


, 

kx

Xf



 )( 0

, )( 0Xf
kx
 , )( 0Xf

kx
. 

 

Pozn.: Nechť 
kM   nR  je množina všech bodů X, ve kterých existuje parciální derivace  

 )(X
x

f

k


. Na množině 

kM  pak funkci definovanou předpisem )(X
x

f
X

k


→   

 nazýváme parciální derivací funkce f  podle proměnné kx  a značíme ji 

 
kx

f




 nebo 

kx
f   nebo 

kx
f . 

 Funkce n nezávisle proměnných má n parciálních derivací 1. řádu. 

 

Věta 2.1: Nechť  parciální derivace )(),( 00 XgXf
kk xx
  a nechť c R. Pak  také parciální  

 derivace )().();().();()( 000 XgfXfcXgf
kkk xxx
+  a je-li 0)( 0 xg  také parciální  

 derivace )()/( 0Xgf
kx
  a platí: 

 )()()()( 000 XgXfXgf
kkk xxx
+=+  

 

)(

)().()().(
)()/(

)().()().()().(

)(.)().(

02

0000

0

00000

00

Xg

XgXfXgXf
Xgf

XgXfXgXfXgf

XfcXfc

kk

k

kkk

kk

xx

x

xxx

xx

−
=
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Věta 2.2: (Parciální derivace složené funkce) 

 Nechť má funkce ),...,,( 21 nxxxf  v bodě  00

2

0

1

0 ,...,, nxxxX  spojité parciální derivace  

1.řádu podle všech nezávisle proměnných.  

Nechť zobrazení ( )
( )
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,...,,

,...,,

,...,, X

tttg
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r 

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



   zobrazuje bod 

 00

2

0

1

0 ,...,, rtttT =  

do bodu 0X  a  parciální derivace ),...,2,1(),();.....;();( 00201 riT
t
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T
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




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
. 

Označme ),...,,( 21 ngggfF =  složenou funkci gf  .  
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Def. 2.2: Říkáme, že funkce f  má v bodě 0X  parciální derivaci druhého řádu podle  

 proměnných ,, lk xx (v tomto pořadí), právě když  parciální derivace 1. řádu funkce 

 ),...,,(),...,,( 2121 nxn xxxfxxxg
k
=  v tomto bodě 0X  podle proměnné lx . Tuto  

 parciální derivaci 2. řádu značíme: 

 )( 0
2

X
xx

f

lk


; )( 0Xf

lk xx
 ; )( 0Xf

lk xx
. Lze rozšířit na celou funkci. 

 Analogicky značíme a definujeme parciální derivaci třetího a vyššího řádu.  

 Parciální derivaci nazýváme smíšenou, je-li lk xx  . Obecně neplatí  

 
kllk xxxx ff = , tj. záleží na pořadí. 

 

Věta 2.3: Jsou-li funkce
lk xx

f   a 
kl xx

f   spojité, jsou si rovny. 

 

Def. 2.3: Říkáme, že funkce ),...,,( 21 nxxx  je harmonická na oblasti 
nEG , právě když má  

 na G spojité všechny parciální derivace prvního a druhého řádu a platí: 

 pro   GX    0)(...)()(
2211

=+++ XXX
nnxxxxxx  . 

 Levou stranu rovnosti značíme stručně  .               [“laplas na “] 

 Znak   











+




+




=

2

2

2

2

2

2

zyx
 se nazývá Laplaceův operátor. 

 

Def. 2.4: (Směrová derivace) 

 Nechť ( )nuuuu ,...,, 21=


 je jednotkový vektor. Nechť funkce f  je definována  

 v bodě 0X  a na nějakém jeho okolí na přímce utXX


.0 += , kde ( ) ,−t  pro  

 0 . 

 -li derivace )(t  funkce ).,,.()( 0

1

0

1 nn utxutxft ++=  , nazýváme ji směrovou  

 derivací funkce f  v bodě 0X  ve směru vektoru u


 a značíme ji )( 0X
u

f





. 

 

Pozn.: Derivace 
u

f





 udává, jak rychle roste, popř. klesá v bodě 0X  funkce f ve směru u


. 
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Def. 2.5: (Gradient) 

 Nechť funkce f má v bodě 0X  spojité parciální derivace prvního řádu podle všech  

proměnných nxxx ,...,, 21 . Pak vektor ( ))(),...,(),( 000

21
XfXfXf

nxxx
  nazýváme 

gradientem funkce f v bodě 0X  a značíme jej )( 0Xfgrad  nebo )( 0Xf  

("nabla").   

Lze jej rozšířit na množinu bodů X a obdržet vektorovou funkci 

k
z

f
j

y

f
i
x

f
ffgrad






+




+




== . 

 

Věta 2.4: Má-li funkce f  v bodě 0X  spojité parciální derivace prvního řádu podle všech  

 svých proměnných, má v bodě 0X  směrovou derivaci ve směru každého  

 (jednotkového) vektoru u


 a platí:   

 =



)( 0X

u

f
  uXfgrad


).( 0  

 

Pozn.: Dále platí 

 cos..ufgrad
u

f 
 =




           fgrad … největší směr derivace 

       u


…….1 1,1−  

 

 Je-li 0)( 0 =Xfgrad , je 0)( 0 =



X

u

f
  pro každý vektor u


. Je-li 0)( 0 Xfgrad ,   

jistá maximální směrová derivace.  

Je to derivace ve směru vektoru  
)(

)(

0

0

Xfgrad

Xfgrad
g = . 

 

Def. 2.6: (Totální diferenciál) 

 Nechť funkce ( )nxxxf ,...,, 21
 je definovaná na okolí bodu 0X . Říkáme, že lineární  

 funkce ( ) nnn dxAdxAdxAdxdxdxl +++= ...,...,, 221121
 je totálním (úplným)  
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 diferenciálem funkce f  v bodě 0X , platí-li: 

 

        
   

( ) ( )  ( )
0

...

...,...,,,...,,
lim

22

2

2

1

2211

00

2

0

1

0

2

0

21

0

1

,...0,0,..., 21

=
+++

++−−+++

→
n

nnn

dxdx dxdxdx

dxAdxAxxxfdxxdxxdxxf
 

 Totální diferenciál funkce značíme dl . 

 

Věta 2.5: a) Má-li funkce f v bodě 0X  totální diferenciál, je v tomto bodě spojitá, má v něm  

parciální derivaci 1. řádu podle všech svých proměnných a směrové derivace 

)( 0X
u

f





 ( pro libovolný jednotkový vektor u


). 

Přitom platí: ( )0XfA
ixi = ,  i = 1, 2, ..., n 

tj. ( )
=

=
n

i

ix dxXfdf
i

1

0 .  

 b) Má-li funkce f v bodě 0X  spojité parciální derivace 1. řádu podle všech svých  

  proměnných, má v tomto bodě také totální diferenciál. 

 

Pozn.: 1) Přírůstky souřadnic 
nxxx ...21

 tj. ndxdxdx ...21  se nazývají diferenciály nezávisle  

  proměnných. 

Totální diferenciál funkce ),( yxfz =  v bodě  000 , yxX =  pak je 

dyyxfdxyxfdz yx ),(),( 0000 += . 

 

 2) Pro body X blízké bodu 0X  lze psát )(Xf  dfXf +)( 0  nebo 

   )(Xf  )).((...)).(()).(()( 000

22

00

11

00

21 nnxxx xxXfxxXfxxXfXf
n

−++−+−+  

 

Def. 2.7: Kvadratickou formu 
=

=
n

ji

ji

o

xx dxdxXffd
ji

1,

2 )(  nazýváme totálním diferenciálem 2. 

řádu funkce f  v bodě 0X . Analogicky definujeme totální diferenciály vyšších řádů. 

 

Věta 2.6: (Taylorova věta) 

 Nechť funkce f má na okolí bodu 0X  totální diferenciály až do řádu k a nechť  

 0XXu −=


.  

 Pak platí:     )(
!

1
...

!2

1

!1

1
)()( 1

20 uRfd
k

fddfXfXf k

k 
++++++= . 

 Přičemž pro zbytek )(1 uRk


+  platí 0
)(

lim 1

0
=+

→ k

k

u u

uR




 . 

 

 

Příklad: Vypočtěte parciální derivace prvního řádu daných funkcí 

 
yx

xy
z

−
=

3
.1    

y
xz

cos
)(sin.2 =   

 )ln(.3 22 yxxz ++=   
xyxyez sin.4 =  

 

 
yyxz )(.5 +=    

yxyxz ++= 2)2(.6   
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xyx

xyx
z

++
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=
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33
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+
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Výsledky: 1. ;
)(

3
´

2

2

yx

y
z x

−
−=   

2

2

)(

3
´

yx

x
z y

−
=  

  2. ;)(sincoscos´ 1)(cos −= y

x xyxz   )ln(sin.sin.)(sin´ cos xyxz y

y −=    

 3. ;
1

´
22 yx

z x

+
=   

2222
´

yxxyx

y
z y

+++
=  

4. ;)cos1(´ zxyxyyz x +=   zxyxyxz y )cos1(´ +=  

5. ;)(´ 1−+= y

x yxyz   








+
+++=

yx

y
yxyxz y

y )ln()(´  

6.   ;)2ln(12´ zyxz x ++=    zyxz y )2ln(1´ ++=  

7. ;
2

´
22 yx

z x

+
−=   

22

2
´

yxy

x
z y

+

−
=  

8. ;
)(

23
´

222

3224

yx

xyyxx
z x

+

−+
=   

222

3224

)(

23
´

yx

yxyxy
z y

+

−+
=  

  

 

Příklad: Vypočtěte všechny požadované derivace daných funkcí 

1. ?;sin ´́ ´22 == xxyzyxz  

2. ??,,lnsinln ´́ ´´́ ´ ==+= yyyxyy

x zzxyyez  

3. ?; ´́ ´2 2

=+= xxy

xy zeyxz  

 

Výsledky: 1. yzxxy 2sin2´´´ =  

 2. ;
sin

2

´́ ´

x

y

y

e
z

x

xyy −−=   xy
y

e
z

x

yyy lncos
2

3

´́ ´ −=  

3. )24(2 23´́´ 2

xyyez xy

xxy ++=  

 

 

Příklad: Dokažte, že daná funkce vyhovuje dané diferenciální rovnici 

 1. 0)(),ln( 2´́´́´́ =−+= xyyyxx

yx zzzeez  

 2. 02),2arctan( ´́´́ =+−= xyxx zzyxz  

 3. 02),
2

(cos2 ´́´́2 =+−= xyyy zz
y

xz  

 4. 02, ´́´́´́ =+−+−
+

= yyxyxx zzzyxy
yx

x
z  

 

 

Příklad: Určete gradient v bodě A,dz v bodě A a zd 2 v bodě A funkce ),( yxf  
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 1. )
4

,
4

(?),,
4

,
4

(,cossin


=== ATyxz  

 2. )1,1(?),,1,1(,ln === ATxyz  

 3. )
2

,1(?),,
2

,1(,sin 2 
=== ATyxz  

 4. )2,1(?),,2,1(, === ATez xy  

 

Výsledky: 1. 22

2

1

2

1
,

2

1

2

1
,

2

1

2

1
dydxdydxdydxji −−−−−  

 2. dxdydxdxi 2,, 2 +−  

 3. 22,, dydxi −  

 4. 222222222 64,2,2 dyedxdyedxedyedxejeie ++++  

 

 

Příklad: Napište Taylorův polynom stupně n pro funkci ),( yxfz =  v bodě A 

 1. 3),
4

,
4

(,sinsin === nAyxz


 

 2. 2),0,0(,
cos

cos
=== nA

y

x
z  

 3. 3),0,0(),1ln()1ln( ==−−= nAyxz  

 4. 3),0,0(,25sin3 22 ==−++= nAyxyxz  

 5. 2),
2

,1(,sin 2 === nAyxz


 

 

Výsledky: 1. 
3223
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)
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1
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4
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4
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4

1
)

4
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4
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4

1
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4
(
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1
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4

(
4

1
)

4
()

4
(

2

1
)

4
(

4

1
)

4
(

2

1
)

4
(

2

1

2

1





−−−−−−−−−−

−−−−−+−−−+−+

yyxyxx

yyxxyx

 

 2. 22

2

1

2

1
1 yx +−  

 3. 22

2

1

2

1
xyyxxy ++  

 4. yxxy 22 352 +++−  

 5. 2)
2

()1(1


−−−+ yx  


