2. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI NEKOLIKA PROMENNYCH

Def. 2.1:

Pozn.:

Véta 2.1:

Véta 2.2:

(Parciélni derivace)

Necht' 1 <k<n, (n,k e N). Necht funkce f(xl, Xy peeey Xn) je definovana v bod¢
X0 = [x?,xg,...,x,?,...,x,?] a na mnozind

A :{[xf,xg,...,x,?fl,xk,x,?ﬂ,...,x,?] | X, e(x,? —5;x) +5), kde o > 0}.

Pak derivace ¢, (x°) funkce @, (%)= f (6, XS, X, s X°) VbodE X° se nazyvé
parcialni derivace funkce f v bodé X° podle proménné X, .

I oy TXY

Znacime ji
ox, ox,

S (X0, S, (X0,

Necht M, < R" je mnozina v§ech bodii X, ve kterych existuje parcialni derivace
o
o,
nazyvame parcialni derivaci funkce f podle proménné x, a znac¢ime ji
a nebo f! nebo f, .
OX, ¢ g

Funkce n nezavisle proménnych ma n parcialnich derivaci 1. fadu.

(X).Namnozin¢ M, pak funkci definovanou piedpisem X — aal(X )
Xk

Necht’ 3 parcidlni derivace f; (X %, g, (X %) anecht ¢ eR. Pak 3 také parcialni
derivace (f'+g)., (XO);(c.f);k (XO);(f.g);k (X°) aje-li g(x°) =0 také parcialni
derivace (f/g), (X") a plati:
(f+8), (X)=fl(X")+g (X"
() (X =cfl(X")
(f.g), (X )=fI (X").g(X")+ f(X").g\ (X"
fi(X).g(X) = f(X").g, (X*)
g (X"

(f/g), (X*)=

(Parciélni derivace slozené funkce)
Necht ma funkce f (X, X,,...,X,) vV bodé X’ [xl JXY ey X ] spojité parcialni derivace
1.fadu podle vSech nezévisle promennych.

gl(tlstzv--str)
Necht’ zobrazeni g(t,.t,.,...,t, )= : = X’ zobrazuje bod

gn(tlstz’---str)
=[085t
do bodu X° a3 parcialni derivace ;‘ (T°); =2 ng (TO) ..... ;a;" (T, ie@2,...,r).

i i

Ozna¢me F = f(9,,9,,..,9,) sloZzenou funkCI f °og.



Def. 2.2:

Véta 2.3:

Def. 2.3:

Def. 2.4:

Pozn.:

0
= Ox .

OF 2 og;
pak3 L0y =3 & (x") % gy,
o, 730X, o,
Rikame, Ze funkce f ma v bodé X° parcialni derivaci druhého fadu podle
proménnych X,, X, (v tomto potadi), pravé kdyz 3 parcialni derivace 1. fadu funkce
g(xy, Xy s X,) = f1 (X),%5,0..,%,) V tomto bod€ X ® podle proménné X, . Tuto
parcialni derivaci 2. fadu znacime:
aZf 0y . " 0y . 0 vy .
——(X"); T (X); f..(X"). Lze rozsifit na celou funkci.
ax ax kM kM
k 1
Analogicky zna¢ime a definujeme parcialni derivaci tfetiho a vyssiho fadu.
Parcialni derivaci nazyvame smiSenou, je-li X, # X,. Obecné neplati
S, =iy, » G- zalezi na potadi.

Jsou-li funkee /' ~a f7 spojité, jsou si rovny.

Rikame, 7e funkce @(X, %y, X,,) je harmonickd na oblasti G cE_ , prave kdyz ma

na G spojité vSechny parcialni derivace prvniho a druhého tadu a plati:
proV XeG ¢ (X)+o  (X)+..+¢] (X)=0.

Levou stranu rovnosti zna¢ime strucné A¢. [“laplas na ¢]
o° o 0

Znak A | A=—5 +—5 +— | se nazyva Laplaceliv operator.
ox~ oy* oz

(Smérova derivace)
Necht' u = (ul,u2 ,...,un) je jednotkovy vektor. Necht’ funkce f je definovana

vbodé X° ana n&jakém jeho okoli na ptimce X = X +zii , kde t (= 5,5) pro
0>0.
3-li derivace ¢'(¢) funkce @(t) = f(x] +tu,,...,x) +tu,), nazyvame ji smérovou

o

derivaci funkce f vbodé X° ve sméru vektoru # a zna¢ime ji E(X %.
i

o

Derivace P> udéava, jak rychle roste, popt. klesa v bodé X° funkce f ve sméru i .
u



X2

Def. 2.5: (Gradient)
Necht funkce f ma v bodé X° spojité parcialni derivace prvniho ¥adu podle viech
proménnych X, X,...., X, . Pak vektor (fx’l X)L (XN)ns S (XO)) nazyvame

gradientem funkce f v bodé X° a znacime jej grad f(X°) nebo V£ (X°)
("nabla™).

Lze jej rozsifit na mnozinu bodi X a obdrzet vektorovou funkci

gradszf=g17+@j+al/;.
ox Oy 0z

Véta 2.4: Ma-li funkce f v bodé X° spojité parcialni derivace prvniho fadu podle viech

svych proménnych, ma v bodé X ° smérovou derivaci ve sméru kazdého
(jednotkového) vektoru u a plati:

T (x*)= grad f(X°).ii
ou

Pozn.:  Dadle plati
o

E:

‘ grad f ‘ .‘ﬁ‘.COS(p ‘gmd f1... nejvétsi smér derivace

il . 1 (11

Je-li grad £(X°)=0, je %(X"):O pro kazdy vektor i . Je-li grad f(X°)+0,3
u

Jistd maximalni smérova derivace.

~ grad f(X°
Je to derivace ve sméru vektoru g = % .
gra

Def. 2.6: (Totalni diferencial)
Necht funkce f ()c1 , X, ,...,xn) je definovana na okoli bodu X°. Rikame, Ze linearni

funkce 1(dx,,dx, ,...,dx, )= Adx + Adx, +...+ A dx, je totalnim (Gplnym)



[dx,dx, ,...]>[0,0....]

Véta 2.5:

Pozn.:

Def. 2.7:

Véta 2.6:

Piiklad:

diferencidlem funkce f v bod& X°, plati-li:

fim [f (%© + dx, X3 + dlx, ..., x° + dx, )— F(x2,%0,..., xg)]—(Aidx1 + AdX, +...) 0

JAE + A + ...+ dx

Totélni diferencidl funkce znac¢ime di .

a) Ma-li funkce f v bodé X° totalni diferencial, je v tomto bodé spojitd, ma v ném
parcialni derivaci 1. fadu podle vSech svych proménnych a smérové derivace

%(X %) ( pro libovolny jednotkovy vektor i ).
i

Pfitom plati: 4, :fx,. (X°>, i=1,2,..,n

. df= Z 1 (x°)dx,

b) Ma-li funkce fv bodé X° spojité parcialni derivace 1. fadu podle viech svych
proménnych, ma v tomto bod¢ také totalni diferencial.

1) Prirdstky soufadnic XX,...x, tj. dxdx,..dx, se nazyvaji diferencialy nezavisle

proménnych.
Totalni diferencial funkce z = f(x,y) vbodé X° = [xo, yo] pak je

dz=fl(x",y")dx+ f](x",y")dy.

2) Pro body X blizké bodu X° Ize psat f(X)~ f(X°)+df nebo
SX) = fX)+ fIX).00 =20+ [ (X006 =)+t £ (X )%, —x,)

H 2 o " 0 ;oz r1.7 . .y
Kvadratickou formu 4~ f = 21 S, (X?)dx,dx; nazgvame totalnim diferencialem 2.
i,j=

fadu funkce f v bodé X°. Analogicky definujeme totalni diferencialy vyssich fada.

(Taylorova véta)
Necht’ funkce f ma na okoli bodu X° totalni diferencialy az do ¥adu k a necht’
u=X-X°.

Pak plati: f(X)=f(X0)+%df+%d2f+...+%dkf+Rk+,(ﬁ).

. ~ . R (u
Pricemz pro zbytek R, ., (u) plati hmo’i*;rgu) =0.
uj—> 1:"

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu danych funkci

1 7= 2. 2=(sinx)™"’
X—y

3. z=In(Xx++xX*+y?) 4. 7 =xye"™

5. z=(x+Yy)’ 6. z=(2x+y)>*"



2 2 3,8
B e i g 1 XtV
X2+ Y2+ X X" +y

y* L 3%

Vysledky: 1.7 = — ) L =
(x=y)*" 7 (x-y)?

2.z =cosxcos y(sinx) 7z =—(sinx)

3.1 . 7 - Y

X ’ y
X2+ y? x2+y2+x\/x2+y2

4.7 = y(l+mxycosaxy)z; 7= X(1+7zxycoszxy)z

cosy

.sin y.In(sin x)

5.7 =y(x+y)™ Z,=(x+ y)y{ln(XJr y)+ y }
X+Yy

6.7, =2[1+In(2x+y)|z; 7 ,=[+In(2x+y)]z
2 . —2X

7.0, = 7 =

. X 3y - 2xyR ;o y* +3x%y% —2x°y

8- )
z X (XZ + y2)2 y (XZ + y2)2

Priklad: Vypoctéte vSechny pozadované derivace danych funkci
Lz=x"siny; 2, =2

=g~ ' T 7 =9
2.z=¢€"Iny+sinylnx, z,, =? 2, ="

2 o
3.z=x’y+e"¥; z, =?

XXy

Vysledky: 1. z ., = 2sin2y
e* sin y X
2.2,, —F—T Z,,=—5—Cosylnx

X2\ 3 2
3.2, =2+€7 y (4+2xy°)

Priklad: Dokazte, Ze dana funkce vyhovuje dané diferencidlni rovnici
. B
l.z=In(e*+¢"), 2,2, —(z,) =0

2.z=arctan2x—y), z, +22z,,=0

3.z2= Zcosz(x—%), 22, +12,,=0

4.z=\/%y—y1/x+ , Zy—22,,+2,=0

P¥iklad: Uréete gradient v bodé A,dz v bodé A a d°z v bodé A funkce f (x,Y)



. T T V4 T
l.z=sinxcosy, T=(=, =, ?), A=(=, =
v 1=CG. 20 A= D)

2.z=yhx, T=1L1 ?), A=11

3.z=xsin’y, T=@ %, 2, A=, =
Z=Xxsin“y ( > ) ( 2)

4.2=e",T=@12, 7, A= 2

1- 1-—1 1 1 1
Vysledky: 1.=i —=j, =dx—=dy, —=dx? —dxdy—=dy?
ysledky > 21 > > y > y > y

2.1, dx, —dx? + 2dxdy
3.1, dx, —2dy?
4.26%1 +e?], 2e’dx + e?dy, 4e’dx’ + 6e2dxdy + e2dy?

Piiklad: Napiste Taylorav polynom stupné n pro funkci z= f(x,y) v bodé¢ A
L T
l.z=sinxsiny, A=(—, =), n=3
y, A= )

2.2=55% A_(0,0), n=2
cosy
3.z=In(1-x)In(1-y), A=(0, 0), n=3

4.7 =3x*y+sin’x+5y—2, A=(0,0), n=3

5.z=xsin’y, A=(1, %), n=2

i+ 1 o = Y ox w1 oy oy L e
I S L a1 i L Ul L P Uit
ysledky: 1. L ! L L

L ome Y e, oy LAy e L T

12(>< 4) 4(>< 4) (y 4) 4(>< 4) (y 4) 12(y 4)

2. 1—1x2+£y2
2 2

1 1
3. Xy + = X2y + = xy?
y 5 y 5 y
4. —2+5y+x* +3x°y
5, 1+(x—1)—(y—%)2



