1 Funkce dvou a tii proménnych

1.1 Pojem funkce vice proménnych

Definice

Funkce dvou proménnych je predpis, ktery kazdému bodu z R? (tj. z roviny)
prifazuje jediné realné cislo.

Znacent: z = f(x,y),

D(f) C R? - defini¢ni obor funkce funkce f,

H(f) C R - obor funé¢nich hodnot funkce f

Priklady
Objem kvadru V = a?c
vzdélenost bodu v roviné od pocatku soustavy soufadnic d(z,y) = V22 + y2.

Definice

Funkce ti{ proménnych je predpis, ktery kazdému bodu z R3? (tj. z prostoru)
prifazuje jediné realné cislo.

Znacent: f(z,y,z)

Priklady

Objem hranolu V = abc

vzdalenost bodu v prostoru od poc¢éatku soustavy soufadnic d(z, y) = V2% + y? + y2.
Priklad

Je déna funkce f(x,y) = /2%y + y + 1. Vypoctéte f(1,2), f(—5,1).
Reseni

f(1,2) = V1224241 =1/5,

f(=5,1) = /(-5)2- 1+ 1+1=2T.

1.2 Parcialni derivace funkce

P¥i vypoctu parcialni derivace funkce f(z,y) podle x povazujeme proménnou
y za konstantu a stanovime derivaci podle vzorcii a pravidel pro derivovani
funkce jedné proménné. Analogicky pfi vypoctu parcialni derivace funkce
f(z,y) podle y povazujeme proménnou x za konstantu.

Znacent:

parcialni derivace funkce f podle x: g—i, fa'

parciélni derivace funkce f podle z v bodé (a,b): % é‘;’b), f.'(a,b)
parcialni derivace funkce f podle y: %’ f

parcidlni derivace funkce f podle y v bodé (a,b): 20 f/(q,b)



Parcialni derivace funkce f podle x udava zménu funkce f ve sméru osy
x, parcialni derivace funkce f podle y udava zménu funkce f ve sméru osy y.

Priklady
Vypoctéte parcialni derivace funkce f v bodé (a,b) podle obou proménnych:

1. f(z,y) = 32%y> + 5x — 6y + 4, (a,b) = (—1,6)

2. f(z,y) = jj + % (a,b) = (1,2)

Tty _
3' f($7y)_$_y7(a>b>_< 3’5)
Reseni
1'%:6@/3—!—5 MIG-(—l)-63+5:221
9 01 1,6)
92,2 IV T 9. (—1)2-62 -6 =
3 92%y* — 6 3 9.-(—=1)2-6%—6=130
o OF _1_y 0f12) 1 2 3
Cor oy a? or 2 1 2
of w1 of _ 1,13
oy y: oz oy(1,2) 4 1 4
g O0f _1L-@—y—(+y) -1 _ -2
Oz (z —y)? (x —y)?
af(_375) _ —10 _ _E — _E
or  (=3-52 64 32
Of _Lle—y)~(r+y)-(-1) _ 2
dy (x —y)? (x —y)?
f(=35 -6 6 3
or  (=3-5)2 64 32
Piiklad

Ukazte, Ze funkce u(z,y) = £ vyhovuje parcidlni diferencialni rovnici

Reseni



Dosadime do dané rovnice

1
L:x-(—ﬁ)+y~;:—%+3:0, P=0 = L=P

T2

1.3 Derivace ve sméru

Derivace funkce f v bodé (a,b) ve sméru daném vektorem § = (cos o, sin a)
udava zménu funkce f ve sméru vektoru §.

Znacent: af(a_z )
0s
Vypocet:

— in o
05 ox ’

kde « je thel, ktery svira vektor s s kladnou poloosou x.

0f(a,b) _ 9f(a,b) st Of (a,b) ;
dy

1.4 Gradient funkce

Gradient funkce f je vektor (f;, f,).
Znaci se grad f.
Gradient funkce f v bodé (a,b) udava smér nejvétsiho ristu funkce f v
bodé (a,b).
Vypocet derivace ve sméru pomoci gradientu:
J0f(a,b)

kde s° je jednotkovy vektor ve sméru vektoru 5.
Priklad
Je déna funkece f(z,y) = 2% — y* + 2zy.

1. Vypoctéte grad f v bodé [2, 3].

2. Vypocététe derivaci funkce f v bodé [2, 3] ve sméru vektoru § = (—3,2).

Reseni

1. grad f = (32® + 2y, —2y +2x) = grad f(2,3)=(3-22+2-3,-2-
342-2) = (18,-2)
af(2,3 32 54 4
B sy (e 2y =
03 V137 /13 V13 /13
58 58v/13

Vi3 13

2.




1.5 Derivace vyssich radua

Pro funkci dvou proménnych jsou parcialni derivace f, a f, funkcemi dvou
proménnych a mohou tedy mit parciadlni derivace. To jsou potom druhé par-
cidlni derivace funkce f.

Znacent:
0% f
— nebo o
0x? /
0% f
—ayQ nebo fuy -
et e o s 1 O0fs
Smisena” parcialni derivace By se zapisuje jako
Y
o*f
———, nebo f,
Oyox’ Jou
0
a parcialni derivace ﬂ jako
ox
o0 f
——— . nebo f,..
0xdy’ Ty

Na poradi proménnych v poznaceni smisené parcialni derivace prili§ nezalezi,
protoze obvykle se ukazuje, ze f;, a fy, si jsou rovny. Plati totiz:

Ezistuge-li f, © fuy a je-li fy, spojitd funkce, pak existuje i f,, a plati
fyx = f:cy-

Totéz plati, zaménime-li = a y.
Priklad
Najdéte prvni a druhé parcialni derivace funkce f(z) = 2%y + 3 sin .
Reseni
fe=2zy+y*cosx fop=2y—y?sinz fi, =2+ 2ycosx
fy =2*+42ysinz  f, =2sinz fyz = 22+ 2y cosw

O fuy
dy

Analogicky se definuji derivace vyssich fadi. napt. parcialni derivace

znamena tfeti parcidlni derivaci funkce f: f,,.
Priklad
Pro funkci z predchoziho piikladu vypoctéte vSechny tieti parcialni derivace.



Reseni

frzw = —y?sinzx fooy =2 —2ysinx
foys = 2 — 2ysinx foyy = 2cosx

fyzz = —2 — 2ysinx fyzy = 2cosx

Jyye = 2cos fyyy =0

1.6 Extrémy funkce dvou proménnych

Rekneme, 7e funkce f(x,y) ma v bodé (zo,yo) lokdlni mazimum (resp. lo-
kdlni minimum), nabyva-li v néjakém okoli bodu bodu (zy,yy) maximéalni
(resp. minimalni) hodnoty v (xg, yo). Analogicky jako pro funkeci jedné reélné
proménné plati (nutnd podminka existence extrému):
Ma-li funkce f lokdlni mazimum nebo lokdlni minimum v bodé (xg,yo),
potom je
fo(To,y0) =0 a fy(wo,0) = 0.

Bod (zg, 40), v némz jsou prvni parcidlni derivace nulové, se nazyva sta-
ciondrni bod.

Muze se stét, ze derivace f, a f, jsou v bodé (zg, yo) nulové a pfesto nema
funkce f v tomto bodé lokdlni maximum ani minimum. 7 tohoto hlediska je
zajimavy pripad tzv. sedlového bodu, tj. bodu, ve kterém méa funkce f v
jednom sméru lokalni maximum a v druhém sméru lokalni minimum.

Necht funkce f m8 spojité druhé parcidlni derivace. Oznacme (xg, yo)
stacionarni bod funkce f. Specifikace extrému se provadi pomoci druhych
parcidlnich derivaci. Ozna¢me D = f,, f,, — z2y . Plati

1. Je-li D(zg,y0) > 0, mé funkce f v bodé (xg,yo) extrém.

)
(a) Je-li frz(xo,y0) > 0, ma funkce f v bodé (o, yo) lokalni minimum.
(

(b) Je-li frz(xo,v0) < 0, ma funkce f v bodé (xg, yo) lokalni maximum.

2. Je-li D(xg,90) < 0, nema funkce f v bodé (z,yo) extrém, ma v bodé
(0, Y0) sedlovy bod.

3. Je-li D(zo,y0) = 0, nedava tato véta zadnou informaci o extrému funkce
f v bodé (zg,vo).



