Délitelnost v oboru celych Cisel
I. Uvod, zikladni pojmy

Definice. Rikame, Ze celé &islo b déli celé &islo a (nebo b je délitelem a nebo a je délitelné b
nebo a je nasobkem b), pravé kdyz existuje celé ¢islo x, pro které plati @ = b . x. Zapisujeme
b | a. Jestlize k ¢islim a, b € Z neexistuje x € Z takové, ze a = b . x, tikame, ze b nedéli a a
zapisujeme b t a.

Definice. Plati-li a = b . x, pak Cisla b a x jsou délitelé ¢isla a a nazyvaji se sdruzeni d¢litelé
¢isla a. Délitelé ¢isla a patfici do mnoziny pfirozenych ¢isel se nazyvaji ptirozeni délitelé Cisla
a.

Poznamka.

1. Kazdé celé ¢isloa # 0, I, = ma alespon 4 celociselné délitele, a to Cisla 7, a, —1, —a.
Tyto délitele nazyvame samoziejmymi (trividlnimi) déliteli ¢isla a. (Ostatni délitele Cisla
a, pokud existuji, nazyvame nesamoziejmymi nebo netrividlnimi déliteli Cisla a.)

2. Cisla / a—I maji pravé dva délitele v mnozin Z, ato I, —1.

Cislo 0 méa nekoneéné mnoho déliteld, a to kazdé celé &islo.

4. Cislo 0 neni délitelem zadného nenulového &isla a, protoze neexistuje zadné celé &islo x
tak, aby platilo 0.x=a.

5. Cislo 0 je délitelem sebe sama (0]0), nebot’ pro libovolné celé &islo x plati 0. x = 0.
Poznamenejme jesté, Ze tento posledni piipad se v praxi nezavadi ani nevyuziva. Proto ve
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Skolské matematice fikame, Ze podil ) neni definovan (pouze v matematické analyze se

predchozi zlomek fesi jako tzv. neurcity vyraz pti poc€itani limit).

Véta. Pro libovolna cela Cisla a, b, ¢ plati:

a) (bla n blc) = (bl(a+c) A b|(a—c),
b) bla = (b)|a,

c) bla = b|(-a)

Poznamka. Na zaklad¢ ¢asti b) a ¢) véty 10.27. mizeme dale teorii délitelnosti budovat jen
v mnoziné ptirozenych ¢isel. (Ur¢ime-1i pfirozené dé€litele pfirozeného ¢isla a, umime snadno
urcit vSechny délitele ¢isla a 1 ¢isla —a).

Definice. Celé Cislo, které je délitelné dvéma se nazyva sudé Cislo. Celé Cislo, které neni
délitelné dvéma (tj. pti déleni dvéma dava zbytek 7) se nazyva liché Eislo.

I1. Znaky délitelnosti

Znaky d¢litelnosti jsou véty, které umoziuji rozhodnout o dé€litelnosti €isla jinym ¢islem bez
provedeni dé€leni, jen ze zapisu dané¢ho Cisla. Ve vSech dalSich tivahach mame na mysli
pfirozena Cisla zapsand v desitkové soustave.



Véta.

1.

2.

Ptirozené Cislo a je délitelné dvéma (péti, deseti) prave tehdy, kdyz je dvéma (péti, deseti)
délitelné Cislo, zapsané jeho cifrou nultého fadu.

Ptirozené Cislo a je délitelné Ctyfmi, pravé kdyz je Ctyfmi délitelné Cislo zapsané jeho
poslednim dvojcislim.

Pfirozené Cislo a je délitelné osmi, pravé kdyz je osmi délitelné Cislo zapsané jeho
poslednim trojcislim.

Ptirozené Cislo a je délitelné tiemi (deviti), pravé kdyz je tiemi (deviti) dé€litelny jeho
ciferny soucet. (Ciferny soucet je soucet vSech Cisel zapsanych jednotlivymi Cislicemi
v zapisu Cisla a)

Ptirozené Cislo a je dé€litelné jedendcti, pravé kdyz je jedenacti dé€litelny soucet Cisel
zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmenSeny o soucet Ccisel zapsanych
jednotlivymi ciframi lichého fadu v zapisu Cisla a.

Uvedené znaky délitelnosti plynou z obecnéjsi véty:

Véta.

L Délime-li pfirozené Cislo a dvéma (péti, deseti) dostaneme stejny zbytek, jako kdyz
délime dvéma (péti, deseti) Cislo zapsané cifrou nultého fadu v zapisu Cisla a.

I Délime-li ptirozené Cislo a (aspon trojciferné) ¢tyifmi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyz d€lime ¢tyfmi Cislo zapsané jeho poslednim dvojcislim.

ML Délime-li pfirozené ¢islo a (asponl Ctyfciferné) osmi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyz d€lime osmi Cislo zapsané jeho poslednim troj¢islim.

IV.  Délime-li pfirozené Cislo a tremi (deviti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime
ttemi (deviti) jeho ciferny soucet.

V. Délime-li pfirozené Cislo a jedenacti, dostaneme stejny zbytek, jako kdyZz d¢lime

jedendcti soucet Cisel zapsanych ciframi sudého tadu zmenseny o soucet cisel
zapsanych ciframi lichych fadu.

Véta. Je-li celé ¢islo a souctem dvou celych €isel, z nichZ jedno je nasobkem celého ¢isla b,
pak druhy sc¢itanec dava pti déleni ¢islem b stejny zbytek jako ¢islo a.

II1. Nejvétsi spolecny délitel

Definice. Spolecny délitel pfirozenych Cisel a, b je kazdé pfirozené Cislo d, pro které plati d | a
ad | b. Nejvetsi spolecny délitel pfirozenych Cisel a, b je ten ze spolecnych déliteld, ktery je
délitelny vSemi spole¢nymi déliteli. Oznacujeme D(a, b).

Poznamka 10. 34. V mnoziné piirozenych ¢isel lze téz fici, ze nejvétsi spoleény délitel je
nejvetsi (maximalni) ¢islo z mnoZziny vSech spoleénych déliteli.

Poznamka 10. 35. Nejvétsi spolecny délitel dvou ¢isel miizeme urcit riznymi zpiisoby:

a) vyuzitim definice,
b) pomoci tzv. Euklidova algoritmu (na zaklad¢ nasledujici véty),
¢) pomoci rozkladu danych cisel na soucin prvocinitelil.

Véta. Jestlize piirozené Cislo a dava pfi déleni nenulovym pfirozenym cislem b nenulovy
zbytek z, tzn. a = b . g + z a plati nerovnost z < b, pak plati, Ze mnozina vSech spole¢nych
délitelti ¢isel a, b je mnoZinou vSech spolecnych délitelt Cisel b, z. Také nejvétsi spolecny



delitel Cisel a, b je roven nejvétSimu spoleCnému déliteli Cisel b, z, tj. D(a, b) = D(b, z). Tim
pievadime problém urceni D(a, b) na ureni D(b, z). Cisla b a z jsou mensi nez Cisla a, b.

Pouziti Euklidova algoritmu ukazeme na ptiklad¢:

Priklad. Urcete D(600, 252) pomoci Euklidova algoritmu.

Reseni:
600 : 252 =2 neboli 600 =252.2+ 96
96
252:96=2 252=96.2 + 60
60
96 : 60 =1 96 =60. 1+ 36
36
60: 36 =1 60=36.1+24
24
36: 24=1 36=24.1+12
12
24: 12=2 24=12.2
0

Nejvetsi spolecny délitel Cisel 600 a 252 je cCislo 12, tj. posledni nenulovy zbytek pfi
postupném déleni.

Definice. Pfirozena Cisla a, b se nazyvaji nesoudélna, praveé kdyz je jejich nejvetsi spolecny
délitel roven 1, tedy D(a, b) = 1. Ptirozena Cisla a, b se nazyvaji soud€lnd, prave kdyz je jejich
nejvetsi spolecny delitel vétsi nez 1, tedy D(a, b) > 1.

Definice. Necht’ a;, a2, as, ..., a», n > 2, jsou nesoudélna pfirozena Cisla (s vlastnosti
D(ai, az,, a3, ..., a,) = I). Jestlize pro libovolnou dvojici indext i, j € {1, 2, ..., n} plati
D(ai, a;) = 1, pak tikame, Ze Cisla aj, az,, as, ..., anjsou po dvou nesoudélna. Jestlize naopak

existuje dvojice indext 4, j € {1, 2, ..., n} s vlastnosti D(a;, a;) > I, pak fikame, Ze Cisla a;, a,,
as, ..., apnejsou po dvou nesoud€lna (jsou pouze nesoudélna podle predpokladu).

Priklad. Cisla 7, 19, 31 jsou po dvou nesoudélnd, zatimco &isla 6, 10, 15 jsou ,pouze”
nesoudé€lna.

IV. Nejmensi spoleény nasobek

Definice 10. 42. Spole¢ny ndsobek ptirozenych ¢isel a, b je kazdé ptirozené Cislo m, které je
délitelné obéma Cisly a, b, tj. a | mab | m. Nejmen$i kladny spole¢ny nédsobek ptirozenych
¢isel a, b je ten ze spoleénych nasobki, ktery je délitelem vSech spolecnych nasobkt Cisel a,
b. Zapisujeme n(a, b).



Poznamka. V mnozin¢ piirozenych Cisel lze téz fici, Ze n(a, b) je nejmensi Cislo z kladnych
spolecnych nasobkil Cisel a, b. Definici 1ze rozsifit na libovolny konecny pocet pfirozenych
¢isel ay, ..., an

Poznamka. Nejmensi spolecny nasobek Cisel @, b miizeme urcit riznymi zptisoby:
a) vyuzitim definice,
b) pomoci vztahu mezi n(a, b) a D(a, b)
¢) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvocinitela

Véta. Pro kazda dv¢ piirozena Cisla a, bplati a. b = n(a, b) . D(a, b).
Poznamka. Tuto vétu nelze rozsitit na vice nez dvé piirozena Cisla.
V. Obecna kritéria délitelnosti:

Véta: Je-li ptirozené ¢islo délitelné po dvou nesoudélnymi €isly, je délitelné i jejich soucinem.
Tuto vétu lze také obratit.

Priklad. Plati 12 =3 .4, 18 =2.9, 165 =3 . 5. 11. Proto lze délitelnost ¢islem dvanact
odvodit ze soucasné délitelnosti Cisly 3 a 4, délitelnost ¢islem /8 pomoci délitelnosti ¢isly 2 a
9 a délitelnost ¢islem 765 pomoci dé€litelnosti ¢isly 3, 5a /1.

VI. Prvocisla, ¢isla sloZzena

Definice. Pfirozené &islo p > I nazyvdme prvocislem, pravé kdyz ma pravé dva rizné
ptirozené délitele (tj. Cisla / a p). Pfirozené Cislo a > 1, které neni prvocislem (tj. mé vice nez
dva pfirozené délitele), nazyvame sloZzenym ¢islem.

Poznamka. Cislo / podle definice neni prvocislo ani ¢islo slozené.

Véta. Kazdé ptirozené Cislo n > 1 ma alespont jednoho prvociselného délitele, mensiho

neix/;.

Diisledek. Jestlize pfirozené ¢&islo n neni délitelné Z&dnym prvocislem mensim nebo
rovnym Jn, pak n je prvocislo.

Véta.. Kazdé sloZené Cislo a 1ze vyjadfit pravé jednim zptisobem ve tvaru soucinu
kone¢ného poctu prvocisel

a=p; -py .. -pk
kde pi1, p2, ....., pr jsou prvocisla, ey, ey, ..., ex jsou nenulova pfirozena Cisla.
Tento zapis se nazyva prvociselny (n¢kdy téZ kanonicky) rozklad pfirozeného Cisla a a pi, p,
..... , Pk jsou tzv. prvocinitelé rozkladu.

Poznamka. Prvociselny rozklad piirozeného €isla vyuzivame predevSim
a) k vypoctu nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho kladného spoleéného néasobku
danych cisel a, b



b) k urceni poctu vSech ptirozenych délitelti daného ptirozeného Cisla a
¢) kurceni vSech ptirozenych délitelt daného ptirozeného ¢isla a.

ad a) Nejvétsi spolecny délitel danych prirozenych cCisel je soucinem vSech prvocinitelt, kteti
se soucCasn¢ vyskytuji v prvociselnych rozkladech vSech danych cisel, a to s nejmensim
s vyskytujicich se exponentii. Nejmensi spolecny ndsobek danych Cisel je soufinem vSech
ruznych prvocinitelt, ktefi se vyskytuji v rozkladech danych ¢isel, a to v nejvétsi mocning.

Priklad. Uréete D(108, 90) a n(108, 90).

Reseni: 108 = 22. 33 90=2.3.5
NSD(108,90) =2 .3 = 18
NSN(108, 90) = 2°. 3°. 5 = 540

ad b) Urceni poctu vSech piirozenych déliteltt daného ptirozeného ¢isla:
Véta. Je-li a= pfl . p? et pzk prvociselny rozklad pfirozeného &isla a > 1, pak podet

vSech ptirozenych délitelil ¢isla a (ozn.7(a)) je urcen takto:
wa) =(e;+ 1).(e2+1). ... (ex+ 1)
ad c¢) VSechny pfirozené délitele Cisla a urime jako vSechny moZné souciny vSech

prvociniteli Cisla a, pficemz kazdy prvocinitel je umocnén postupné na vS§echny mocniny od 0
az po tu, ve které se vyskytuji v kanonickém rozkladu ¢isla a.

Priklad. Zjistéte pocet vSech ptirozenych délitela Cisla 648 a napiSte vSechny pfirozené
délitele Cisla 648. Dale urcete vSechny dvojice sdruZzenych délitelt ¢isla 648.

Reseni: 648 = 2°. 3% 1(648) = (3+1) . (4+1) = 20,
tzn. ¢islo 648 ma 20 ptirozenych déliteld.

300 30| 3 3 3
21 1] 3 9 27 81
20121 6 | 18| 54 | 162
22 | 4] 12| 36| 108 | 324
2 | 8| 24|72 216 | 648

Sdruzené dvojice délitelti: 7. 648, 2.324, 3.216, 4.162, 6.108, 8.81, 9.72,
12.54, 18.36, 24.27.

VII. Neurcité rovnice (nékdy téz diofantické nebo diofantovské)

Neur¢ité rovnice jsou rovnice se dvéma nebo vice neznamymi, které se fesi v oboru vSech
celych cisel.

Definice.
Lineérni neurcitd rovnice o dvou nezndmych x, y je rovnice
a.x+b.y=c, a#0,b#0,a b, c €.



Poznamka. Je-li alesponn jeden z koeficienti @, b, ¢ raciondlni necelé Cislo, vyndsobime
rovnici vhodnym ¢islem tak, aby vSechny tfi koeficienty nabyly celo¢iselnych hodnot.

Véta. (Resitelnost linearni neurdité rovnice.)

Neur¢ita rovnice a. x+ b .y =c ma feSeni v piipadé, ze nejvetsi spolecny deélitel koeficienth
a, b je také delitelem cisla ¢ . Pak feSenim je nekonecné¢ mnoho dvojic celych Cisel x, y.

V piipadé, Ze nejvetsi spoleCny délitel Cisel a, b neni délitelem koeficientu ¢, pak rovnice
nema feseni.

Postup ieSeni neurcité rovnice:
I. Necht xo, yoje jedno pevné feSeni neurcité rovnice. Potom obecné feSeni je dano vztahy

. a-t
xX=x0+ —, =yy—-———, teZ.
" Nspcab) P NsD(ab)
Vychozi dvojice xo, yo se urci bud'to isudkem nebo se vypocte z podilti Eukleidova algoritmu
pii hledani NSD(a, b).

II. Redukéni metoda.



