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PREDMLUVA

Milé kolegyné, vizeni kolegové, studenti,

dostavate do rukou sbirku tloh ze stereometrie. Autoti sbirky se na zakladé svych
zkuSenosti piikldni k ndzoru, zZe stereometrie predstavuje ve vyuce matematiky
partii, kterd patii k méné oblibenym. Casto se zdtraziiuje, Ze pro ispé$né studium
stereometrie je nezbytnd dobra prostorova predstavivost, kterd je u nékterych
studentd méné rozvinuta a bez které nelze ucivo ze stereometrie pochopit. Tuto
schopnost je v§ak mozné zdokonalovat a rozvijet. Vedle tohoto, jisté dulezitého
ptredpokladu, jsou zde divody dalsi. K tém patii zejména zmény v u¢ebnich pld-
nech sttednich skol v poslednich desetiletich, které vedly k omezovani vyuky geo-
metrie. Geometrie je dotovina mensim poc¢tem hodin a navic z u¢ebnich plinu
skoro vymizela deskriptivni geometrie. Autofi sbirky by radi povzbudili nejen své
kolegy ucitele, ale i jejich studenty v hledani cesty ke stereometrii, kterd je krdsnou
disciplinou s bohatou historii. Pravé prostiednictvim stereometrie se matematika
velmi vyrazné piiblizuje k feSeni celé fady praktickych problémi.

Uptimné dékujeme RNDr. Lence Juklové, Ph.D. za kontrolu vysledka u poloho-
vych tloh a za pomoc pfi tvorbé CD.



SEZNAM POUZIVANYCH SYMBOLU

A,B body A, B

a,b ptimky a, b

<~ AB ptimka A, B

— AB poloptimka AB

AB usecka AB

P, roviny p,0

<> ABC rovina ABC

< Ap rovina Ap (rovina uréend bodem A a ptimkou p)
“pq rovina pq (rovina uréend ptimkami pq)
Sap stied usecky AB

X AVB konvexni thel AV B

all b ptimka a je rovnobéind s piimkou b
alf b ptimka a neni rovnobézna s piimkou b

aNb=P  priasetkP piimeka, b
aNpf=p  prisetnice provina, ff

|AB| vzdélenost bodti A, B; délka use¢tky AB
|Ap| vzdalenost bodu A od ptimky p

|Aa| vzdalenost bodu A od roviny a

|ab| vzdalenost rovnobéznych ptimek 4, b
|aB| vzdalenost rovnobéznych rovin a, 8

| x AV B| velikost konvexniho thlu AV B

|  ab| odchylka ptimek g, b

| £ pa odchylka ptimky p a roviny a

| £ ap| odchylka rovin a,

\% objem télesa

S povrch télesa



A. ZAKLADY STEREOMETRIE

A.1 Zakladni stereometrické pojmy

Stereometrie, neboli geometrie v prostoru se zabyva fesenim prostorovych geome-
trickych uloh. Aby student byl schopen fesit ulohy na dané téma musi se sezndmit
s nékterymi stereometrickymi pojmy a vétami.

Za zakladni utvary ve stereometrii povazujeme body, pfimky a roviny. Dile uve-
deme jejich vlastnosti a vztahy.

URCENI PRIMKY

« dvéma rznymi body A a B je urc¢ena jedind piimka.

URCENI ROVINY

« ptimkou a bodem, ktery neleZi na této ptimce,
« tfemi body, které nelezi na jedné piimce,

« dvéma riznobézkami,

« dvéma raznymi rovnobézkami.

VZAJEMNA POLOHA PRIMEK a, b

« rovnobézné: a, bleZiv téze roviné a soucasné a N b= @ - riizné,
« rovnobézné splyvajici:a=b

o riznobézné: a N b =R, R - prisecik,

« mimobéZné: a, b neleZi v téZe roviné a soucasné a N b = Q.

VZAJEMNA POLOHA DVOU ROVIN a, B
« rovnobézné: a N B =@ - rtizné,

« rovnobézné splyvajici: a = B,

« riznobézné: a N B =r, r — prasecnice.

VZAJEMNA POLOHA TRi ROVIN

« VSechny tfi roviny jsou navzdjem rovnobézné.




« Dvé roviny jsou rovnobézné, tieti je protind ve dvou rovnobéznych ptimkach.
« Kazdé dvé roviny jsou ruznobézné a vechny tii prisec¢nice jsou navzdjem rov-
nobézné a ruzné.
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« Kazdé dvé roviny jsou raznobézné a véechny priise¢nice splyvaji vjedinou ptimku.
« Kazdé dveé roviny jsou riznobézné, jejich prusec¢nice jsou navzdjem riznobézné
a protinaji se v jednom spole¢ném bodé.
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VZAJEMNA POLOHA PRIMKY a A ROVINY p
o rovnobéiné: a N p = @ — rizné,

o ptimka a lezi vroviné p: a € p,

« riznobéiné: a N p = R, R - prusecik.

NEKTERE DALSI VLASTNOSTI BODU, PRIMEK A ROVIN:

« Bodem A Ize vést pravé jednu ptimku a rovnobéznou s pfimkou b.

o Lezi-li dvarazné body ptimky a v roviné p, pak kazdy bod piimky a lezi v roviné p.

o Maji-li dvé ruzné roviny a a B spole¢ny bod A, pak maji i spole¢nou piimku a,
kterd prochazi bodem A.

« Ptimka a je rovnobézna s rovinou p, pravé kdyz v roviné p existuje ptimka rov-
nobézna s piimkou a.

« Dvé roviny jsou rovnobézné, pravé kdyz jedna z nich obsahuje dvé raznobézky,
z nichz kazda je rovnobéznd s druhou rovinou.

« Danym bodem A lze vést jedinou rovinu @ rovnobéznou s danou rovinou p.
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A.2 Zobrazovani prostorovych atvart v roviné

Rovinu, do niZz geometrické utvary rovnobézné promitime, nazyvime pramét-
nou. Tuto pramétnu ztotoziiujeme s ndkresnou, tj. s rovinou tabule nebo sesitu.
K ndzornému zobrazovani prostorovych geometrickych utvart a k ilustraci feseni
nékterych stereometrickych tloh uzivime volné rovnobézného promitani.

Pti zobrazovani prostorovych geometrickych utvara ve VRP dodrzujeme jedno-

ducha pravidla:

1. Body zobrazujeme jako body.

2. Piimky zobrazujeme jako ptimky nebo jako body.

3. Zachovéavame incidenci bodu a ptimek.

4. Rovnobézné piimky zobrazujeme jako rovnobézky nebo jako body.

S. Zachovavame pomér velikosti rovnobéznych usecek.

6. Obrazce lezici v rovinach rovnobéznych s primétnou zobrazujeme ve skute¢né
velikosti.

Pti volném rovnobézném promitani se jednd o zobrazeni, ve kterém jsou bodum

prostoru piifazeny jisté body nékresny.

Pro nazornost obrazi ma prakticky vyznam pripojit nasledujici umluvy, které bu-

deme respektovat:

7. Obrazy piimek kolmych k primétné (tyto piimky budeme nazyvat hloubkové)
kreslime tak, aby sviraly s vodorovnou piimkou zvoleny thel, tzv. Ghel zkoseni.
Vétsinou volime thel o velikosti 45°.

8. Obrazy usecek na hloubkovych piimkach zkracujeme na polovinu jejich skute¢-
né velikosti.

PRO NAZORNOST ZOBRAZIME NEKOLIK UTVARU A TELES:

« ¢tverec ABCD o krychle ABCDEFGH
H G
[
D C I
E : E
[
[
a [
D , a |
c YR ).
a /7 a
25° 2 45° 5
A a B A a B
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« rovnostranny trojuhelnik ABC « pravidelny $estithelnik ABCDEF « pravidelny ¢tyistén ABCD
(Ke konstrukci pravidelného ¢tyisténu je nutné uréit jeho vysky, a to tak, ze

C E D
sklopime rovinu, ktera obsahuje vysku télesa a hranu CD, do roviny podstavy.)
c C
s \
y F C \\
C \/ E D a \
\
v S
) F c g a v \\
45° \ 45° T D
A B A B v (D) R
-7 \
- T
« pravidelny osmithelnik ABCDEFGH A o B A= 7 B
F E
« pravidelny osmistén ABCDEF « pravidelny ¢tytboky jehlan ABCD
G D F 4 a
E
G » o
/
% ¢ /!
H c A B
-\ --=-=>c
A B
g
2
B
« kruznice (obrazem kruZnice je elipsa) \
\
C \ A
\
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B. POLOHOVE VLASTNOSTI UTVARU V PROSTORU

B.1 Vzajemna poloha Ctyr bodil

1.
Je déna krychle ABCDEFGH.
a) zjistéte, zda body E, G, B, X lezi v jedné roviné. Bod X je stfed hrany BF
b) zjistéte, zda body A, C, K, L lezi v jedné roviné. Body K, L jsou stiedy hran EF,
FG
c) zjistéte, zda body K, L, B, X lezi v jedné roviné. Bod K je stfed hrany AE, bod L
je stied hrany DH a bod X lezi na hrané EF a plati | XE| = 2| XF|.
d) zjistéte, zda v krychli ABCDEFGH lezi uvedené body K, L, M, S vjedné roviné.
Bod K je stied hrany AE, bod L je stfed hrany DH, bod M je stied hrany BF
abod S je stied krychle

2.
Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Zjistéte, zda uvedené body B, D, F, K lezi
vjedné roviné. Bod K lezi na thlopti¢ce EF a plati 3|EK| = |FK]|.

B.2 Vzajemna poloha dvou primek

3.
Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze ptimek:
a) ASgaSasD

b) AP a BS(, bod Pje stied stétny CDGH

c) AP a S,:Scy, bod Pje stred sttny CDGH

d) AS;;aEC

e) SusSipa FH

f) AH a Si:G

g) BD a Sy:H

h) BHa S,zScq

4.
V pravidelném ¢étyibokém jehlanu ABCDV rozhodnéte o vzdjemné poloze ptimek:
a) ASpya BScy
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b) ABa ScySpy
c)BVaCD

d) CVaS,sSu
e) DV a SppSpy

5.

V pravidelném osmisténu ABCDEF rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:
a) DS,zaBS;

b) ASceaSurScr

C) ADa CSBF

B.3 Prunik roviny a télesa

Pti konstrukci fezt na télesech se fidime témito tiemi pravidly:

. pravidlo ¢&. 1: strany fezu tvoif body, které lezi v jedné sténé télesa, (Ize spojit
body lezici v téze roviné stény télesa),

« pravidlo ¢. 2: strany fezu, které lezi v rovnobéznych rovinidch jsou navzijem
rovnobézné,

« pravidlo ¢. 3: jestlize dvé prisecnice tif rovin prochazeji jednim bodem, musi
jim prochdzet také treti prase¢nice.

Poznamka: V zadani ptiklada nebude vyslovné uvadéno, kde body urcujici rovinu
fezu lezi, a tudiz ¢tendf se bude orientovat podle obrazku.

6.
Sestrojte ez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

Resent: H G
|
I L
E | K|
| F
|
|
I S
I M
Dy ¢
/
7/
/
A B
16

Rovina fezu je ur¢ena body KLM. Protoze bod K lezi na hrané EF, bod L lezi na
hrané FG a body EFG ur¢uji rovinu, ve které lezi horni podstava EFGH krychle
ABCDEFGH, proto v této roviné musi lezet i pfimka KL, proto spojime body KL
a usec¢ka KL tak ur¢uje jednu stranu fezu.

Analogicky totéz provedeme s body LM a KM, tedy podle pravidla ¢. 1 spojime
body KL, LM a MK, ¢imz je fez sestrojeny.

7.
Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

G
/
/
M

C

Resent: H

1. Body KL lezi v téze roviné stény ABEF a podle pravidla ¢. 1 tvoti stranu fezu.
2. Roviny ABF a DCG jsou rovnobézné, takze podle pravidla ¢. 2 vedeme bodem
M rovnobézku m s KL.

3. Pranik ptimky m a hrany DC je bod X.

4. Dalsi body fezu sestrojime uzitim pravidla ¢. 3. Roviny ADH, CDG a KLM se
protinaji vjednom bodé I € DH, kterym prochazeji vSechny pruse¢nice téchto
rovin. ADH a CDG se protinaji v piimce HD a na ni bude lezet bod I, jimZ pro-
chézeji dalsi dvé prusecnice. Tento bod I ur¢ime jako prisecik piimek HD a m.
Ptimka IK je pruse¢nice rovin ADH a KLM.

. Bod tezu Y je pruse¢ikem ptimky KI s hranou AD.

. Bodem L vedeme rovnobézkuls XY.

. Pranik pfimky 1 a hrany FG je bod Z.

. Rez je ur¢en body LZMXYK.

o J O\ »n
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8.

Sestrojte tez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

Resent:
G
C
/
1. Nemuzeme vyuzit zddné pravidlo. Sestrojime prasecik ptimky LM s rovinou

w

&)

podstavy ABC, a to tak, Ze sestrojime pravouhly pramét této ptimky do roviny
stény ABC, coz je pfimka L "M ". Prusecik ptimky LM's L’M" je bod I, coz je
prusecik ptimky LM s rovinou podstavy ABC.

. Sestrojime ptimku KI a jeji prusecik s hranou AB je dalsi bod fezu X.
. Spojime LX.
. Bodem M vedeme rovnobézku m s ptimkou KX a jeji prusecik s hranou FG je

bod fezu Y.

. Spojime LY.
. Dile bodem M vedeme rovnobézku [ s piimkou LX.
. Bod Z, ktery je prusec¢ikem ptimky [ a hrany HD, je bodem fezu a spojime ho

sbodem K.
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9.

Sestrojte tez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

a)

H
|
|
E i f
|
|
Kt +m
Df— |-
/
/
A 'L B
d)
H M
|
[
Ec—
K : F
[
[
D/_____"_L
7/
/
A B
g)
H
M/
[
E : f
[
[
[ 1
K“ D/______L
7/
/
A B
j)
H M
|
[
E | f
[
[
[
KT D)._____
7/
/
A B

b)
H
K|
EC—
|
|
|
Dyp— — — —
, |
s
A
e)
H
|
E : M:
|
|
|
Dyp— — — —
v
v
A K
h)
H
M/ |
E—
|
|
| K
Dy— — —
v
v
A
k)
H
|
L
|
|
DI
)_____
M\(
v
A K

c)

H
|
E |
T F
MI
+
|
D)._____
%
— B
f)
H M
|
E : :LF
|
|
|
Dy — — |-
s
— B
i)
H M
|
|
E I (3
|
|
! TL
D/._____
P
A B
)
H
|
E L
T x F
|
|
T
D/_A_/,____
s
A B
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H G H G  H G
I | M M |
[ I x |
£ I xr |F £ [ F L E [ F
Moo [ X [ X
x o (I | | [
P | || | | |
|/)__J_____ c /D/_L____J'C /D/___J____ c
/1« KT . KT Y
A B A B A K B
10.

Sestrojte tez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou bodem P a ptimkou p, jestlize
ptimka p lezi v roviné

a) ABC b) EFG
p
H G H G
[
-
F
[
[
[
[
D). _____ -—Jc
7/
7/
7/
A B__?_

11.
Sestrojte fez pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABCDV rovinou KLM.
b)

12.
Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV rovinou bodem P a piim-
kou p, jestlize ptimka p lezi v roviné ABC.

13.
Sestrojte fez pravidelného $estibokého hranolu ABCDEFA'B'C'D’E'F’ rovinou
KLM.

c) CDG
H
|
|
E f F
|
|
|
|
D)_ _____ —
s/ 4 P P
s
A B
22

a)
E D’
Fe My,
[ |
, I B’ I
A [
[ [
K [ [
[ [
[ [
L /EJ_ [ _lD
L — \
Fk
A B

E D’
oy DY
1 ¢
I B’ |
[ [
[ [
[ [
[ [
| Lk
E, | __ 1D
- \
C
B
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E M D’ = D’
" \ F' _— | | \
N c | e
o] B’ | A [ B’ |
AT K [ +Mm [
[ [ [ |
[ I 1L [ |
[ [ [ |
[ [ Pal [ |
< | PRSI "
L — \ P \
FX c F c
A B A B
16.
Sestrojte tez pravidelného ¢tyisténu ABCD rovinou KLM.
a) b)

17.
Sestrojte ez krychle ABCDEFGH a soucasné tez pravidelného osmisténu
PQRSTU rovinou KLM.
G
E
P
K_-
C
7
7/
A 1 B
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B.4 Vzajemna poloha dvou rovin

18.

Rozhodnéte o vzijemné poloze dvou rovin CEF a BDG, je-li dina krychle

ABCDEFGH, v ptipadé raznobéznych rovin sestrojte jejich prasecnici.

19.

Roviny CEF a BDG jsou riazné a maji
spole¢ny bod D, tedy prusecnice téch-
to rovin musi prochézet bodem D. Déle
plati pro ruznobézné piimky BG a CF,
které lezi v roviné stény krychle BCF, ze
BG lezi v roviné BDG a CF lezi v roviné
CEF, proto bod S = BG N CF nalezi sou-
¢asné obéma rovindm a je dal$im bodem
prusecnice p. Protoze je D # §, je pfimka
p = DS hledanou prise¢nici rovin CEF
aBDG.

Rozhodnéte o vzijemné poloze dvou rovin BCS,; a EHSgy, je-li ddna krychle

ABCDEFGH, v ptipadé riznobéznych rovin urcete jejich priisecnici.

26

SAE

Ukézeme, ze rovina EHSg; je rovnobéz-
na s rovinou BCS,;. V roviné EHSg si
vybere napt. ptimky EH a ESg; a ukdze-
me, ze tyto pfimky jsou rovnobézné s ro-
vinou BCS;. Ptimka EH je rovnobézna
s ptimkou S,zSpy a ptimka ESgr je rov-
nobéznd s ptimkou S,;B, tedy v roviné
EHSy; existuji dvé raznobézné piimky
rovnobéziné s rovinou BCS,;, a proto
jsou roviny BCS 4z a EHSg rovnobézné.

20.
Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin, je-li ddna krychle ABCDEFGH, v pti-
padé riznobéznych rovin urcete jejich prusecnici.
a) BES, ., HFS;y,
b) AFH, BDG
c) EFG, BCS;
d) ABSpry SapScaScn
e) ACE, AFH
f) EGSyc, BHF
g) ABG, HFS,,,
h) ABC, FHS .,
i) ABC, AFH
j) ACE, CGSs
k) ACH, S 5SpcSer
1) ASprSery CDSpg
m) BEG, S,5SpcScq
n) ASgrSery, CSreSno
0) BCS,g BSerSro
p) ACSpy, BCSgr

21.

Rozhodnéte o vzijemné poloze dvou rovin, je-li ddn jehlan ABCDV, v ptipadé rtiz-
nobéznych rovin urcete jejich prusecnici.

a) BVS,up, DSpcScy

b) ACV, BDS.y

¢) BCV, ADV

d) ACScy, VS4pSsc

e) BDV, S3ScvK, K € AD A |DK| = 3|AK|

f) ABC, SySuK, K € BV A |VK]| = 3|BK]|

g) BCV, S,yCK, K € AB A |AK| = 3|BK|

22.
Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin BDS,ra S,£SgeScr, je-li dan pravidelny
osmistén ABCDEF.
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B.5 Vzajemna poloha tFi rovin

23.
Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze tii rovin.
a) ECG, BDE, ABH

b) BCE, ADE, S,:SccSar

c) ADE, BCSgp, SarScaSsr

d) BDG, BDE, SgiSraSen

e) BDH, S;5SspSap SreScuSco

£) AGH, S5rSceSary SaeSanSco

24.

Je dén pravidelny ¢tytboky jehlan ABCDV. Rozhodnéte o vzajemné poloze
tfi rovin.

a) ACV, BDV, SSaiScv

b) ACV, S$4SpcSsy SapScpSpv

¢) DBV, S,5S 40V, SpcScnV

25.

Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Rozhodnéte o vzajemné poloze tii
rovin.

a) ABC, BEE, ACE

b) ABScr, CDS,p SasScoE
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B.6 Vzajemna poloha pfimky a roviny

26.
Je dana krychle ABCDEFGH. Ur¢ete prusecik ptimky BH s rovinou ACE.

;
\H | G Ptimkou BH prolozime vhodnou ro-
: ' vinu, v tomto piipadé to bude rovina
E : . : f BDH. Sestrojime pruse¢nici r téchto
: \: . rov1n.. Hledan'y prasecik prn‘nky BH
| P/ aroviny ACE je bod X, ktery je pruse-
| 'y ¢ikem ptimek BH ar.
D L
AT 1==/C
d -7
Lo 0N
A | B

27.

Je dana krychle ABCDEFGH, rozhodnéte o vzijemné poloze roviny a ptimky,
v ptipadé raznobéznosti urcete prasecik.

a) EC, ABH

b) BE, EGC

¢) FH, BDH

d) AG, BHS

28.

V krychli ABCDEFGH jsou body P, Q, R, S po tadé stiedy stén ADEH, ABEF,
BCFG, CDGH.

Ur¢ete vzdjemnou polohu:

a) ptimky PQ a roviny EFG

b) ptimky RS a roviny ABC

c) ptimky QR a roviny DHC

d) ptimky PR a roviny ABF

29.

Je dana krychle ABCDEFGH, rozhodnéte o vzijemné poloze ptimky a roviny,

v piipadé raznobéznosti urcete prasecik.

a) ptimky PR a roviny S,5SpcSgr body P, R jsou po fadé stiedy stén ADEH,
BCFG
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b) ptimky KL a roviny BDF, bod K lezi na AE a plati |EK| = 2|AK|, bod L lezi na
CGaplati |GL| = 2|CL]|

c) ptimky SgpSpy a roviny BSgpSgg

d) ptimky FSpy; a roviny S;S5cSas

30.

Je dédna krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda lezi:

a) ptimka KD v roviné ABC, bod K lezi na BC a plati |BK| = 2|CK]

b) ptimka BH v roviné ACG

c) ptimka AD v roviné AFH

d) ptimka PR v roviné ABG, body P, R jsou po fadé stiedy sttn ADEH, BCFG

31.
Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda body E, B a ptimka DH lezi v jedné

roviné.

32.

Je dan pravidelny ¢tytboky jehlan ABCDV. Sestrojte prusecik piimky s rovinou

a) ptimky CS,y s rovinou KLV, K lezi na AB a plati |BK| = 3|AK|, L lezi na CD
aplati |[DL| = 3|CL|

b) ptimky VS, s rovinou S 45ScyD

c) ptimky VS . s rovinou ASp-Scy

d) ptimky CS,y s rovinou KLM, K lezi na AB a plati |AK| = 3|BK|, L lezi na CV
aplati |CL| = 2|VL|, M1lezi na DV a plati [MV]| = 3|DM|

e) ptimky BV s rovinou JKL, ] lezi na AB a plati |BJ| = 3|AJ|, K lezi na CV a plati
|VK| = 3|CK|, Llezina DV aplati |[DL| = 3|LV|

f) ptimky VS s rovinou S 5S4y Scp

30

B.7 Prulnik pfimky s hranici télesa

33.
Je ddna krychle ABCDEFGH. Ur¢ete pruseciky piimky MN s hranici krychle. Bod
Mlezi na AB,bod Nlezi na EH

N Ptimkou MN prolozime rovi-
! y nu rovnobéznou se svislymi
g ¢ hranami krychle (tzv. sméro-
| : AN : © vou rovinu) a uréime jeji fez
\
E : : e STUV s krychli. Pfimka MN
N\
o P\ protind hranici tohoto fezu
| . .
: I : YN (tj. hranici krychle) v bodech
R XY.
Dyl Tyl ]
/
s S
/
A B M

34.

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete pruseciky ptimky PQ s hranici krychle. Pro
body P, Q plati:

a)B=S,,, H= Soc

b) Plezi na — DH a plati [DP| = 1,5|DH|, B = Sy

c) Plezina — CBaplati |CP| = 1,5|BC|, Qlezi na = EH a plati |[EQ| = 1,5|EH]|
d) Plezina — FBaplati |[FP| = 1,25|BF|, Qlezina — DH aplati |DQ| = 1,25|DH]|

35.

Je dén pravidelny $estiboky hranol ABCDEFA'B'C'D’E'F’. Urc¢ete pruseciky ptimky
MN s hranici hranolu. Pro body M, N plati:

a)F = Sy, Nlezina— B'C'aplati |B'N| = 1,25|B'C/|

b)B = S, N lezina — EE'a plati [EN| = 1,25|EE|

31



36.
Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Urcete pruseciky ptimky MN s hranici
jehlanu. Pro body M, N plati: A = Sy, N = Sgy, bod S je stied podstavy ABCD.

Ptimkou MN prolozime rovinu, kterd prochazi vrcholem jehlanu ( tzv. vrcholovou
rovinu) a uréime jeji fez UTV s jehlanem. Pfimka MN protin4 hranici tohoto fezu
(tj. hranici jehlanu) v bodech XY.

37.

Je dén pravidelny ctyiboky jehlan ABCDV. Ur¢ete pruseciky ptimky PQ s hranici
jehlanu. Pro body P, Q plati:

a)P =S85, B=S,

b) Plezina — VBaplati |VP| = 1,5|VB|, Q = Spy

¢) P =S4, Qlezina— DCaplati |DQ| = 1,5|DC]

38.

Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Ur¢ete prusecdiky ptimky MN s hranici osmi-
sténu. Pro body M, N plati: Mlezina — ABaplati |[AM| = 1,5|AB|, Nlezina — FD
aplati [EN| = 1,25|FD|.
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C. METRICKE VLASTNOSTI UTVARU V PROSTORU

C.1 Odchylky primek a rovin

ODCHYLKA RUZNOBEZNYCH PRIMEK

39.
Je dana krychle ABCDEFGH. Ur¢ete odchylku piimek
a) BD, BH b) BD, BG ¢) BH, CE
H G H G H G
N I I\
N | L\
£ N F £ [ F Fe= AN F
Ly [ I~ _\
o ! ooy
| \ | RN S
D/,:_A___ C D/.\:___ -Jc D).___\___ c
4 ~_ )\ 4 ~ %
7/ ~ \\ / ~ N ya \
A B A B A B
40.

Ur¢ete odchylku ptimek AH, BH v kvidru ABCDEFGH, je-li dino [AB| = 3 cm,
|AD| =2 cm, |AE| = 4 cm.

41.
Bod M je stied hrany AB tetraedru ABCD. Uréete odchylku ptimek DM, DC.

ODCHYLKA MIMOBEZNYCH PRIMEK

42.
Je déna krychle ABCDEFGH. Ur¢ete odchylku piimek
a) AD, BF b) AH, BF c) AH, CF
H G H G H G
I /I /!l
| /1 /1
E | F E— F E— F
| I I
[ I I
| // | // |
D/_______ c ; D/_______ C ; D).______ c
/ / /
/ !, I,
A B A B A B
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43.
V pravidelném trojbokém hranolu ABCDEF je |AB| = a, |AD| = v. Vypoctéte od-
chylku ¢ pfimek AF, BC

44,
Bod M je stfed hrany CV pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV. Urcete od-
chylku ¢ piimek BV, AM, je-li ddno |AB| = a, |AV| = b.

ODCHYLKA PRIMKY A ROVINY

45.
Je dana krychle ABCDEFGH. Ur¢ete odchylku piimky a roviny
a) BH, ABC b) FH, ACH ¢) CH, ADH
H G H G H G
[ //| Ny BN
[ I I
£ I\ F Eerm— £ —F
Lo I N ! AN
| \ I N | N
I \\ // l \\ I \\
s I N =
. \ L/ - ’
A B A B A B
46.

Odchylka télesové thlopticky kvadru od roviny jeho podstavy je 45°. Urcete
vztah mezi délkami hran kvadru.

47.
Jakd musi byt odchylka ¢ usecky a roviny, aby kolmy pramét usecky do této roviny
mé] polovi¢ni velikost?

48.
Ptimka n je kolmd k roviné p. Dokazte, ze pro kazdou ptimku m plati:

| £ mp| =90° — | 5 mn]|.

49.
Je dan kvadr ABCDEFGH, |AB| = a, |BC| = b, |AE| = c. Vypottéte odchylku ¢
ptimky BG a roviny BCE, je-lia =5 cm, b = 3 cm, ¢ = 6 cm.
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ODCHYLKA ROVIN

50.
Je déna krychle ABCDEFGH. Ur¢ete odchylku rovin
a) BCH, EFG b) BDE, ABC c) ACF, ACH
H G H .G H G
1N | N
| I [l N
E | \\\ F E \ | F E 7 ] < F
[ \ O I \
\\ \ / | N\
| N N // | M)
0 el Dracninsic | BAESEEESY
% 7/ \\\ /////’/
A B A B A B
51.

V tetraedru ABCD ur¢ete odchylku rovin ABC, BCD.

52.

Body K, L jsou stfedy hran AB, BC pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV. Ur-
¢ete odchylku rovin VKL, ABC, je-li dana vyska v jehlanu a velikost a podstavné
hrany.

C.2 Vzdalenosti bodtl, pFfimek a rovin

VZDALENOST BODU

53.
V krychli ABCDEFGH o hrané délky a je bod S prasecik uhlopticek AH, DE. Vy-
poctéte vzdilenost bodu:

a)F C b)E D oES
H G H G H G
| | i
E | E | E /|
| F | F I
| | // ;/J//
| | |
| D I\
D D /
- ————-—Jc ¥ ————|-—Jc ) D ———--—Jc
/ / //
/ / /
A B A B A B
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54.
V kvidru ABCDEFGH s délkami hran |AB| =a, |BC| = b, |AE| = ¢ vypoctéte
vzdélenost d bodu B, H.

55.
Body P, Qjsoustiedy hran AB, CD pravidelného ctyisténu ABCD s délkou hrany a.
Vypoctéte vzdalenost d boda P, Q.

VZDALENOST BODU OD PRIMKY

56.
V krychli ABCDEFGH o hrané délky a vypoctéte vzdalenost bodu F od ptimky
a) BD b) BH <) AH
H G H G H G
I I\ /!
| I\ /1
£ | F £ I\ F ey F
| | \ /|
! oo F
! RN N
Prz-=--/c Dr——=-—c ) P —c
/ SO / \ / /
s - s s
A B A B A B
57.

V pravidelném ¢tytbokém jehlanu ABCDV vysky v a podstavnou hranou délky
a vypoctéte vzdilenost d bodu A od piimky CV.

58.
V kvidru ABCDEFGH s délkami hran |AB| =a, |BC| = b, |AE| = ¢ vypoctéte
vzdalenost d bodu A od télesové thlopiitky BH.

VZDALENOST BODU OD ROVINY

59.
V krychli ABCDEFGH o hrané délky a vypoctéte vzdilenost bodu F od roviny
a) ABC b) ACH c) BEG
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N —
| A A
E E A EL==
[ F I S |F N F !
I I \ N /
| I N\ Sl /
| /’ | A I~ //
Dp———---/c / Dy ————==Jc Dy - |7 ~/c¢C
/ / _ - s N
7/ ls _ -~ / N
A B A B A B
60.

Vypoctéte vysku pravidelného ¢tytsténu s délkou hrany a.

61.
V pravidelném ¢tytbokém jehlanu ABCDV je bod S sttedem podstavy. Vypoctéte
vzdalenost d bodu S od roviny jeho pobo¢né stény, je-li ddno |AB| = |SV] = a.

VZDALENOST PRIMEK

62.
V krychli ABCDEFGH o hrané délky a je bod M prusecik ptimek EG, FH, bod N
je prusecik ptimek BD, ACabod O je stted hrany BF. Vypoctéte vzdalenost piimek:

a) AE, CG b) AM, GN ¢) BH, MO
H G H G H G
| / \
£ | F £ r, F/ £ v\ |F
/
| |/ | \\ \
I Vv | \
DI //| / [ \\ 0
e A e e N AV
v Ly =TS v
A B A B A B
63.

V pravidelném ¢tyrbokém jehlanu ABCDV jsou body K, L po fadé vnitini body
hran AV a DV takové, ze KL || AD. Vyjadiete vzdalenost d ptimky KL od roviny
ABC pomoci jeji vzdélenosti x od ptimky AD, je-li |AB| = 4, |AV| = b.
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64.
Je déna krychle ABCDEFGH, body M, N jsou po tadé sttedy hran EF, FG. Vypo-
¢téte vzdalenost d piimek MN, AC, je-li |[AB| = 6 cm.

VZDALENOST PRIMKY A ROVINY

65.
V krychli ABCDEFGH o hrané délky a jsou body K, L, M po fadé stiedy hran BF,
DH, AE a bod N je prusec¢ik uhloptitek EG, FH. Vypoctéte vzdalenost primky

aroviny
a) AE, BDF b) KN, ACH ¢) MN, AKLG
H G H G H G
AN N 7
| Il I _
| ANEY s
£ [ F £ I N |F £ L1~ F
I I A\ //T
[ // | N a
| | ps N M—( / | L
K
Di————-—J¢ // Dy — _ KN\ 2 c /Dy — ——|%_J-
% ~ s _ - /s
s . lr _—— 17
A B A B A B

VZDALENOST DVOU ROVIN

66.
V krychli ABCDEFGH jsou body K, L, M, O, P po tadé stiedy hran AB, BC, EF,
GH, EH. Vypoctéte vzdalenost rovin

a) ACE, KLM b) ACH, BEG ¢) KLF, DPO
H G H G H 0 G
[ n P /
/
E E N\ E (.
Y F T S [F v, F
| | N vy
| / N\ \ /
[ /’ | N \l/
Dp+==—Etc P ke o - e by —o/——-\-Jc
s/ ot / . anl s
o 1L el / -t
A K B A B A K B
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67.
V krychli ABCDEFGH s hranou délky a jsou body P, Q, R po fadé stfedy hran EF,
BF, CG. Vypoctéte vzdélenost d rovin BCE, PQR.

68.
V kvidru ABCDEFGH s hranami délek |AB| = a, |BC| = b, |AE| = ¢ vypoctéte
vzdalenost rovin ACH, BEG.
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D. MNOHOSTENY

D.1 Terminologie

HRANOL

— podstava hranolu

— podstavné hrany hranolu
— bo¢ni hrany hranolu

- bo¢ni stény hranolu

— vrcholy hranolu

— stény hranolu

— hranice hranolu

— plast hranolu

— vys$ka hranolu

— télesové thlopticky hranolu
— sténové uhlopricky

JEHLAN

— podstava jehlanu

— podstavné hrany jehlanu
— bo¢ni hrany jehlanu

— bo¢ni stény hranolu

— vrcholy jehlanu

— stény jehlanu

— hranice jehlanu

— plast jehlanu

— vyska jehlanu

KOLMY HRANOL

KOSY HRANOL
ROVNOBEZNOSTEN
PRAVIDELNY n-BOKY HRANOL
KVADR

KRYCHLE

KONVEXNI MNOHOSTEN

KOLMY JEHLAN

KOSY JEHLAN

PRAVIDELNY n-BOKY JEHLAN
KOMOLY JEHLAN

Hranoly a jehlany patfi mezi MNOH OSTENY.

OBJEM TELESA

Objem télesa T je kladné &islo V(T).
1. Shodna télesa maji stejné objemy

T,=T,- V(T1) = V( Tz)

2. Objem télesa slozeného ze dvou nepronikajicich se téles je roven souctu obje-

mu téchto téles.

T=T,UT,T,NT,=0 - V(T,UT,)=V(T,)+ V(T,)
3. Objem krychle o hrané velikosti 1 je roven 1.
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POVRCH TELESA

Povrch télesa je obsah jeho hranice.

D.2 Zakladni vzorce

KRYCHLE
V=d
S =6a*

[

[

;

[

\
u=a\B a }‘___

’ a

KVADR
V =abc
S=2ab+2ac+2bc
u=+a*+b*+c*
JEHLAN

1
V=§Sp1) .
$=$,+Q ,
KOMOLY JEHLAN

1
V= gv(s1 ++8,5,+S,)
S=S,+8,+Q
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D.3 Hranoly

69.
Vypoctéte objem a povrch krychle, je-li ddna velikost hrany a = 2,5 cm.

70.
Vypoctéte objem a povrch krychle, je-li dana velikost télesové uhlopticky u = 6 cm.

71.
Vypoctéte objem krychle, je-li dan jeji povrch S = 150 ecm?®.

72.
Vypoctéte povrch krychle, je-li dan jeji objem V' = 1 000 cm”.

73.
Urcete délku hrany zelezné krychle, kterd md hmotnost 1 000 kg. Hustota Zeleza
jep=78gcm™.

74.
Krychli je opsana koule o poloméru r. Vypoctéte objem a povrch krychle.

75.

Je dana krychle o hrané délky a. Urcete délku hrany krychle, kterd ma vzhledem
k dané krychli

a) dvojnasobny objem

b) dvojnésobny povrch

Poznamka. Uloha urtit hranu krychle, kterd md dvojndsobny objem nez dand krych-
le, byla zndma jiz ve starovéku. Zdvojeni neboli reduplikace krychle, patii mezi slavné
iilohy starovéku. V literatufe se s ni setkdme pod ndzvem delsky problém. Vedle delského
problému patii mezi slavné tilohy také kvadratura kruhu a trisekce tihlu. Lze ukdzat,
Ze tisecku délky x = a V2, kde a je velikost dané tisecky, nelze sestrojit pouze pomoci
pravitka a kruZitka.

76.
Vypoctéte objem a povrch kvédru, jsou-li dany délkyjeho hrana = 4 cm, b = 2 cm,
c=6cm.
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77.
Délky hran kvédru jsou v poméru 2:3:6 a télesovd uhlopiitka ma délku 14 cm.
Vypoctéte objem a povrch kvadru.

78.
Délky hran kvadru jsou v poméru 2 : 3: 4, povrch kvadru je 13 dm* Vypoctéte ob-
jem kvadru.

79.
Vypoctéte povrch kvddru, je-li dén soucet velikosti jeho hran a + b + ¢ = 19 cm
a velikost télesové thlopticky u = 13 cm.

80.
Vypoctéte objem kvddru, jsou-li ddny obsah podstavy S, a obsahy bo¢nich stén
Sy S5

81.
Povrch kvadru je 136 cm?, délky jeho hran jsou v poméru 1:2: 5. Vypoététe objem
kvadru.

82.
Vypoctéte objem kvidru ABCDEFGH, je-li déno |BC| = |CG| = 4, |AG| = u.

83.
Délky hran kvadru jsou kofeny rovnice x* — 124> + 47x — 60 = 0
Vypoctéte objem a povrch kvadru.

Poznamka. Ulohu je mozné také fesit s vyuzitim Viétovy véty tykajici se vztahii mezi
kofeny a koeficienty dané rovnice.
V nasem pripadé je x,x, + x x5 + x,005 = 47, x,x,%3 = 60.

84.
Vypoctéte objem a povrch pravidelného trojbokého hranolu vysky v a podstavnou
hranou délky a.

85.

Podstavou kolmého ¢tytbokého hranolu je kosoctverec, jehoZ strana ma délku a.
vypoctéte objem hranolu, maji-li jeho télesové thlopricky od roviny podstavy od-
chylky ¢, ¥. Reste obecné a potom pro hodnoty a = 3 cm, ¢ = 30°, ¥ = 45°.
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86.
Pravidelny Sestiboky hranol je dan télesovymi whloptickami o velikostech
u, = 12 cm, u, = 13 cm. Vypoctéte povrch a objem hranolu.

87.
Vypoctéte objem a povrch pravidelného n-bokého hranolu, je-li ddna vyska hrano-
lu v a podstavnd hrana a.

88.

Vypoctéte povrch kosého hranolu ABCDEFGH s hranami [AB| = a, |[BC| = b,
|AE| = c. Podstavou hranolu je obdélnik, odchylka bo¢ni hrany a roviny podstavy
je ¢ a odchylka bo¢ni stény BCG a roviny podstavy je v.

89.

Vkrychli ABCDEFGH o hrané délky a je vedena hranou CG rovina p tak, ze rozdeé-
li krychli na dva kolmé hranoly, ¢tyiboky a trojboky, jejichz objemy j sou v poméru
3:2.Vjakém pomeéru je touto rovinou rozdélena hrana AB?

D.4 Jehlany

90.

Pravidelny ¢tyiboky jehlan vysky v mé délku podstavné hrany a a délku bo¢ni hra-
ny b. Vypoctéte objem a povrch jehlanu, je-li déno:

a)a,b b) a, v )b

91.

Pravidelny trojboky jehlan vysky v méd délku podstavné hrany a a délku bo¢ni hra-
ny b. Vypoctéte objem a povrch jehlanu, je-li déno:

a)a b b)a, v c)bv

92.

Vypoctéte objem a povrch pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDYV; je-li dano
|AC| = |CV] = u.

93.

Vypoctéte objem ¢tytsténu ABCD, je-lidano |AB| =2, |AC| = |AD|=|BC|=|BD| =3,
|CD|=S5.
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94.
Vypoctéte objem pravidelného trojbokého jehlanu, je-li dina jeho vyska v a od-
chylka bo¢ni stény od roviny podstavy ¢.

95.
Je dana krychle ABCDEFGH. Rovina ACDH oddéluje od krychle jehlan ACDH,
jehoz povrch je S. Vypoctéte povrch krychle.

96.
Vypoctéte objem pravidelného pétibokého jehlanu, je-li ddna délka a bo¢ni hrany
a odchylka ¢ této hrany od roviny podstavy.

97.
Povrch pravidelného ¢ctyibokého jehlanu je S =360 cm? objem jehlanu je
V =400 cm’. Vypoctéte délku podstavné hrany a a vysku jehlanu v.

98.
V jaké vzdélenosti od vrcholu jehlanu je tfeba roztiznout jehlan vysky v fezem rov-

nobéznym s podstavou, aby se odrizla 3 objemu daného jehlanu?

99.
Podstavy komolého jehlanu jsou rovnostranné trojuhelniky o stranach velikosti g,
b. Vypoctéte objem jehlanu, jeli odchylka bo¢ni hrany od vétsi podstavy ¢.

100.

Vyska pravidelného ¢tytbokého komolého jehlanu je v, odchylka bo¢ni hrany od
roviny podstavy je ¢, odchylka télesové uhlopticky od roviny podstavy je y. Vy-
poctéte obsah plasté komolého jehlanu.

101.
Komoly jehlan md podstavy S,, S, Vypoctéte obsah fezu S, ktery je ur¢en rovinou
vedenou stfedy bo¢nich hran.
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D.5 Platonova télesa

Pravidelnym mnohosténem rozumime konvexni mnohostén, jehoz vsechny sté-
ny jsou shodné pravidelné mnohouhelniky a z kazdého jeho vrcholu vychazi stejny
pocethran. Existuje pravé pét pravidelnych téles, kterda nazyvime Platonova télesa.
Jsou to tetraedr (pravidelny étyistén), hexaedr (pravidelny Sestistén, krychle),
oktaedr (pravidelny osmistén), ikosaedr (pravidelny dvacetistén) a dodekaedr
(pravidelny dvanactistén).

TETRAEDR
. 613\/5 a
12

Szazx/g

HEXAEDR

V=a

S=6a*

OKTAEDR

V= aS\/E

3

S = 2a2\/§

IKOSAEDR
Ve 5a3(3+ \/g)
12

S=5a2\/§
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DODEKAEDR
V:a%w:7Jﬁ

S=3ay/5(5+25)

Poznamka

V kazdém pravidelném mnohosténu existuje bod, ktery md stejnou vzddlenost od vsech
vrcholil, stejnou vzddlenost od vsech stén a stejnou vzddlenost od vSech hran. Je to stied
kulové plochy mnohosténu opsané i vepsané. Na opsané kulové plose lezi vsechny vrcho-
ly mnohosténu. Je to analogie kruznice opsané a vepsané pravidelnym mnohoihelni-
kiim v planimetrii. Viechny pravidelné mnohostény jsou soucasné konvexni mnohostény
a plati tedy pro né Eulerova véta o mnohosténech. Teorii mnohosténii je do znacné miry
motivovdna terminologie teorie grafii. Kazdy mnohostén urcuje graf tim zpiisobem, Ze
vrcholy grafu odpovidaji vrcholiom mnohosténu a hrany grafu odpovidaji hrandm mno-
hosténu. Lze ukdzat, Ze stény libovolného rovinného nakresleni vzniklého grafu odpovi-
daji sténdm mnohosténu. Charakteristika grafii mnohosténii je jednoduchd. Graf G je
grafem mnohosténu, pravé kdyz G je rovinny 3-souvisly graf.

102.
Urcete pocty hran a vrcholu tetraedru, hexaedru, oktaedru, dodekaedru a ikosa-
edru.

103.
Vypoctéte objem a povrch tetraedru o hrané velikosti a.

104.
Vypoctéte polomér p kulové plochy vepsané tetraedru a polomér r kulové plochy
opsané tetraedru o hrané velikosti a.

105.
Vypoctéte velikost thlu mezi vazbami v molekule metanu za predpokladu, Ze mo-
lekula metanu je tetraedrickd. Atom uhliku je v hybridnim stavu sp°.
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Pozndmka

vv.y

Pod pojmem ,tetraedrickd” mdme na mysli, Ze atom uhliku je v téZisti tetraedru a ato-
my vodikii jsou ve vrcholech tetraedru.

106.
Vypoctéte objem a povrch krychle vepsané kouli o poloméru r.

107.
Vypoctéte objem a povrch oktaedru o hrané velikosti a.

108.
Vypoctéte objem a povrch oktaedru, je-li dan polomér p koule oktaedru vepsané.

109.
Krychli o hrané velikosti a vepiste téleso, jehoz v§echny vrcholy jsou stfedy stén
dané krychle. Ur¢ete, o jaké téleso se jednd a vypoctéte jeho objem a povrch.

110.
Dokazte, ze pro pocet hran H kazdého pravidelného mnohosténu plati

___ 1

2(p+q)-pq

kde p je pocet stran kazdé stény mnohosténu a g je pocet hran stykajicich se v jed-
nom vrcholu.
111.
Je-li p je pocet stran kazdé stény mnohosténu a g je pocet hran stykajicich se v jed-
nom vrcholu potom plati 1 1 1
Dokaite. P4

Ndvod. Uvazte, ze soucet velikosti tihli, které sviraji hrany p¥i spole¢ném vrcholu mno-

hosténu, musi byt mensi nez 2z. Odtud plyne

alp —2)r
p

<27
Pozndmka
Pravidelné mnohostény byly zndmy jiz ve starovéku. V souvislosti s Platonem (427~
347 p# n.1.) se casto uvddi jejich pfitazeni ke ttyfem teckym Zivlim, kterymi byly oher
(tetraedr), zemé (hexaedr), vzduch (oktaedr), voda (ikosaedr). V knize Timaios vyslo-
vil Platon myslenku, Ze ¢tyfi prvky povaZované za zdkladni slozky svéta — ohei, zemé,
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vzduch, voda — jsou ve skutecnosti seskupenim nepatrnych pevnych Cdstic. Navic tvr-
dil, Ze tyto Cdstice maji tvar pravidelnjch mnohosténii, protoZe svét mohl byt stvofen
pouze z dokonalych téles. Posledni mnohostén, ktery byl objeven, dodekaedr, predsta-
voval jsoucno. Jisty Jamblichos (283-330 pf: n. .) zaznamenal, Ze dodekaedr objevil
Hyppasos z Metapontu (520-480 pf. n. 1) z Pythagorovy skoly. Za to, Ze sviij objev
zvetejnil, pry zahynul v mofi. Problém je samoziejmé slozitéjsi, k hlubsimu sezndmeni
bychom se museli sezndmit s ndzory dalSich feckych filosofit. Pro nds by byli nejvyznam-
néjsi Anaximandros (611-54S p# n. 1.), Pythagoras (okolo 570-po S10 pf. n. L),
Empedokles (490430, pf. n. I, teorie Emepedokleova o ¢tyfech Zivlech) a Anaxa-
goras (500428 pf n. 1.). Péti pravidelnym mnohosténiim se ve své knize ,,O boZském
poméru” vénuje i jeden z nejvyznamnéjsich matematikii své doby Luca Pacioli (1445~
1514). Kniha nazvand podle ,zlatého fezu” byla vénovdna architektute, péti Platono-
vym télesiim a také proporcim lidského téla. Vyobrazeni mnohosténii na 59 tabulkdch
pro svého pritele zhotovil Leonardo da Vinci (1452-1519), ktery si s oblibou vyrdbel
dievéné kostry mnohosténii. Myslenka, Ze pravidelné mnohostény hraji zdsadni roli ve
struktute vesmiru, byla brdna vdzné jesté v 16. a 17. stoleti, kdy Johannes Kepler zacal
hledat v redlném svété matematicky dd.

Piehled pravidelnych mnohosténii
s — pocet stén mnohosténu, v — pocet vrcholit mnohosténu, h — pocet hran mnohosténu
Plq v | h | Mnohostén
4 | 6 | Tetraedr
8 | 12 | Hexaedr
6 | 12 | Oktaedr
12 | 20 | 30 | Dodekaedr
20 | 12 | 30 |Ikosaedr

[o o @ Nl I N )

W N W |k~ W
N W | |W w

O krychli a osmisténu fikdme, ze jsou dudlni mnohostény. Viimnéte si, Ze stiedy stén
krychle jsou vrcholy pravidelného osmisténu a naopak stiedy stén pravidelného osmisté-
nu jsou vrcholy krychle. Podobné jsou navzdjem dudlni i pravidelny dvandctistén a pra-
videlny dvacetistén. Pravidelny ctyi'stén je dudini sdm se sebou.
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E. Rotacni télesa

E.1 Terminologie

VALEC

— postava valce
— strana vélce

— plast vélce

— vyska vélce

— hranice vélce
— osovy fez valce

KUZEL

— podstava kuzele

— podstavna hrana kuzele
— strany kuzele

— vrchol kuzele

— hranice kuzele

- plast kuzele

— vyska kuzele

— osovy rez kuzele

KOULE

— stfed koule

— polomeér koule
— pramér koule

— kulové plocha (hranice koule)

— kulovd tise¢

— kulovd vrstva
— kulové vyse¢
— kulovy vrchlik
— kulovy pas

— anuloid

KOLMY VALEC

KOSY VALEC

DUTY ROTACNI VALEC
VALEC SIKMO SERIZNUTY

KOMOLY KUZEL

- podstavy komolého kuzele

— podstavné hrany komolého kuzele

— strany komolého kuzele

— hranice komolého kuzele

- plast komolého kuzele

— vyska komolého kuzele
ROVNOSTRANNY KUZEL

KOSY KUZEL

— charakteristicky trojahelnik kosého kuzele

— stfedovy thel osového fezu kulové vysece
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E.2 Zakladni vzorce

VALEC T
2

V =arv

S=2nr*+7rv

VALEC $IKMO SERIZNUTY - - ’\
| - 1
77',",2 v ‘
|
|
|
|
|
|
|

V= T(Vl +v,)

Vi

KUZEL
V=—xr*v

S=xar*+ars

KOMOLY KUZEL

1
V= gv(rf +rr,+ ri)

KOULE
4
V=—ur
3
S=4xr’
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KULOVA VYSEC

2(,. _
VoI s Y
6 3 B

2
V= 3711’21/ p — polomér podstavy V
kulové usece '

S=nr(2v+p) S

KULOVA USEC, KULOVY VRCHLIK

V= 2(3,02 +12) p — polomér podstavy
6 kulové tsece
v TV 3 )
=— Br—v

S=2zxrv+ap’

S=2nrv obsah kulového vrchliku

KULOVA VRSTVA, KULOVY PAS =
V=%(3P?+3P§+ v?) \
p
S=n(2rv+pi+p3)
S

E.3 Valec

112.
Jaké mnozstvi vody protece za hodinu potrubim kruhového prufezu s primérem
16 cm, te¢e-li voda rychlosti 2,5 m s™'2

113.
Dvé stejna vélcova potrubi s vnitinim pramérem 10 cm byla nahrazena jednim
potrubim se stejnym pratokem. Vypoctéte vnitini pramér nového potrubi.

114.
Miléko ze tif litrovych krabic bylo prelito do vdlcového hrnce s vnitiim pramérem
20 cm. Jak vysoko byla hladina mléka v hrnci?
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115.
O kolik se zvysi hladina kavy v $dlku tvaru valce o priméru 7 cm, jestlize do néj
ponofime 3 kostky cukru o rozmérech 11 mm, 18 mm, 22 mm?

116.
Urcete pomeér objemu dvou vélca V,:V, , jsou-li jejich plasté shodné obdélniky

rozmériaab.

117.
Plast rota¢niho vélce je ¢tverec. Urcete odchylku a uhloptic¢ky osového fezu toho-
to valce s rovinou podstavy.

118.
Jaky je pramér d médéného dratu délky [ = 200 m, je-li jeho hmotnost m = 80 kg
a hustota médijep = 8,9 g cm™?

119.
Vilcové roura mé délku d, svétlost s a tloustku ¢. Jak velky je jeji povrch?

120.

Nadoba tvaru vélce o poloméru podstavy r a vyskou v, je naplnéna vodou. Kolik
vody ziistane v nadobg, jestlize ji naklonime o tthel velikosti a? Reste obecné a po-
tom pro hodnoty r =5 cm, v =20 cmaa = 45°.

Ndvod. Zbyvajici voda predstavuje rotacni vdlec sefiznuty rovinou nerovnobéznou

r
s podstavou, pro jehoz objem V plati: 'V = T(V1 +v,)

121.
Nddoba tvaru kosého vélce s polomérem r, jehoz strana svira s podstavou thel ve-
likosti @, se plni vodou. Pti jakém objemu vody se vélec pravé prevrhne?

E.4 Kuzel

122.
Pravouhly trojahelnik s pfeponou ¢ = S cm a obsahem S = 6 cm? se otd¢f kolem
ptepony. Uréete objem a povrch vzniklého rota¢niho télesa.
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123.
Povrch rota¢niho kuzele je 30 cm?, obsah jeho plasté je 20 cm?® Vypoctéte odchyl-
ku ¢ strany tohoto kuzele od roviny podstavy.

124.
Vypoctéte objem a povrch rovnostranného kuzele vysky v.

125.
Vypoctéte sttedovy thel ¢ kruhové vysece, ve kterou se rozvine plast rota¢niho
kuzele s polomérem r = 3,5 cm a stranous = S cm.

126.
Kuzel, vysky v, plave ve vodé vrcholem dolu. Jak hluboko je ponoten, je-li jeho
hustota p.

127.
Rota¢ni komoly kuzel ma poloméry podstav r, = 17 cm, r, = § cm a jeho strana
ma od roviny podstavy odchylku ¢ = 60°. Urcete jeho objem a povrch.

128.

Objem kmene tvaru komolého kuzele se pocita prakticky tak, ze se aritmeticky
pramér obou podstav vynasobi vyskou. Urcete velikost chyby, které se pii takovém
vypoctu dopustime.

Ndvod. Od objemu vdlce odectéte objem komolého kuzele. Chyba je tim mensi, ¢im
mensi je rozdil obou poloméril.

129.
Povrch rota¢niho komolého kuzele s poloméry podstav r, = 28 cm, r, = 21 cm je
S =2 4507 cm’. Vypoctéte vysku daného komolého kuzele.

130.
V jaké vzdalenosti od vrcholu je tfeba roztiznout kuzel vysky v fezem rovnobéz-

nym s podstavou, aby se odfizla 3 objemu?

131.
Je-li do rota¢niho kuzele o poloméru podstavy r a vy$ce v vepsan rota¢éni valec

u
o poloméru podstavy p a vysce u pak plati: LA
roow

Dokazte.
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E.5 Koule

132.

Tti olovéné koule o polomérech r, = 3 cm, r, = 4 cm, r; = S cm byly slity vjedinou
kouli.

a) Vypotitejte polomér r odlité koule.

b) Zobecnéte tlohu pro n kouli s poloméry r, 1, ..., 1, .

c) Jaky je vztah mezi objem odlité koule a objemy pivodnich kouli?

d) Jaky je vztah mezi povrchem odlité koule a povrchy ptvodnich kouli?

133.
Kolik olovénych kouli s polomérem 1 cm Ize odlit z olovéné koule s polomérem
10 cm?

134.
Urcete polomér zelezné koule, jejiz hmotnost je 10 kg. Hustota zeleza je
pre = 7,8 gcm™.

135.
Dokaite, ze povrch koule, kterd se dotyka vech hran krychle o hrané délky g, se
rovnd rozdilu povrchi koule krychli opsané a vepsané.

136.
Koule a krychle maji stejny povrch. Urcete pomér jejich objemtl.

137.
Vilcova nédoba, jejiz podstava ma polomér r = 8 cm je z¢sti naplnénd vodou.
O kolik cm vystoupi voda v nddob¢, hodime-li do ni kouli o poloméru r = 6 cm?

138.
Kouli o poloméru r je opsdn rota¢ni kuzel o vysce v = 6r. V jakém pomeéru jsou
povrchy obou téles?

139.
Jakou tloustku stény musi mit dutd médéna koule 1 kg tézka, aby se vznasela ve
vodé? Hustota médi je pc, = 8,9 g cm™, hustota vody je po = 1 g cm™
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140.
Dutd kovova koule ma vnéjsi pramér d = 40 cm. Urcete jeji tloustku ¢, ma-li koule
hmotnost 25 kg. Hustota kovu je p = 8,45 g cm™.

141.
Do koule je vepsan rota¢ni kuzel, jehoz vyska je sttedem koule délena v poméru
zlatého fezu. Urcete pomér objemu obou téles.

142.
Nadoba tvaru polokoule o polomérur = 15 cm je naplnéna vodou. Kolik vody v ni
ztstane, nakloni-li se o thel velikosti ¢ = 30°?

143.
Dtevéna koule plave ve vodeé tak, ze 3 praméru vy¢nivaji z vody. Urcete hustotu

dfeva, z néhoz je koule zhotovena.

144.
Jak velkou ¢ast Zemé lze shlédnout z vysky h km? Reste obecné a potom pro hod-
noty h = 300 km, polomér Zemé r = 6 370 km.

145.
Koule o poloméru r je osvétlena z bodu, ktery mé od sttedu koule vzdalenost d.
Jakou hodnotu musi mit pomér d: r, aby byla osvétlena tfetina povrchu koule?

146.
Stied jedné ze dvou shodnych kouli lezi na plose druhé koule. Vypoctéte objem
spole¢né ¢asti obou kouli.

147.
Vypoctéte objem kulové vysece, je-li dan stiedovy thel 2¢ a polomér koule .

148.

Vypoctéte objem kulové vysece, je-li dan stredovy thel 2¢ a polomér podstavy
usece p.

149.

Povrch kulové tsece se rovnd 3 povrchu koule. Ur¢ete velikost stredového thlu

prislusného usedi.
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150.
1
Objem kulové vysece se rovna 7 objemu koule, z niZ vyse¢ vznikla. Ur¢ete povrch

vysece, je-li polomér koule r.

151.
Kulova vrstva je omezena hlavnim kruhem o poloméru r a kruhem, jehoz obsah

je roven — obsahu hlavniho kruhu. Vypoctéte objem a povrch kulové vrstvy.

Pozndmka.
Hlavni kruh je kruh, ktery obsahuje stied koule.
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c) protinaji se ve tfech navzéjem
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e) roviny SysSapSac 2 SreScuSca
jsou navzdjem rovnobézné, tedy
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24. a) spoleény pravé
jeden bod
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b) roviny ABScg a CDS,p
jsou navzdjem rovnobézné, tedy
treti rovina je protind ve dvou
navzdjem rovnobéznych ptimkach
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35.a)
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b)

B,

CI

39. a) 35,26°% b) 60°% c) 70,53°% 40. ¢ = 33,85°% 41. ¢ = 54,74°; 42. a) 90°

b) 45°% ¢) 90°; 43 — 2 . m e
% ¢) 90% 43.cosp= ; 44.cos p = ;
it 2b\4a*+ b?
45. a) 35,26° b) 54,73% c) 45°% 46.c*=a’+b*; 47. ¢ = 60°;

ac
49.sin ¢ = ;9 =235% 50. a) 45°% b) 54,73° c) 70,53
Var+cAb*+¢*
1 2420 a6
51.cosq>=€,¢>=70,53°; 52.tg¢=L; 53.a)av2;b)av3;c) S
a
av?2 2 av6
54.d=+a*+b*+c%; 55.d=T\/7; 56.a)a;b)a1€;c) [;
2av a\b*+¢c* 243 V3
57.d=———; 58.d=—————; 59.a) a; b) a ;o) a—
V2vi+a? Va*+b*+¢* 3 3
[2 S 3 6
60.v=a4—; 61.d=i; 62.a)a 2;b)a£;c)a£;
3 ) 3 6
x\4b*—2a* 9\/5 \/5 \/g a |2
63.d=——7—; 64.d= cm; 65.a)a—;b)a—;c) —1—;
b — 2 2 2 3 772\3
3 3 a2 cal+b*
GG.a)a;b)ai;c)ai;Gld: \/>;68.d= ;
3 2 4 Va*+b*+4¢*

69. V=15,625cm?®; S = 37,5 cm?; 70.V =24+/3 cm®; S =72 cm?;

S IS
71.V=g\/;=125cm3; 72.S=6$/?=600cm2; 73. a= 50,42 cm;

83
74.V = jré‘;s:sﬂ; 75.2) x =av2;b) x =a+2; 76. V=48 cm’

S=88cm? 77.V=288cm? S=288cm? 78. V=3dm? 79.S=192cm?

80.V =1/5,5,S,; 81.V=280cm?% 82.V=a>\u>—2a% 83.V=060; S =94

3 3 4a’cotg ¢ cot 2743
84.V=£a2v;82£a2+3av; 85.V= g cotgy ; V= /3
4 2 \/(cotg2<p + cotgz\[/)z' 2

1 1 T
86.S =753+ 3069 cm?; szzzsﬁcmS; 87.V=Zna2cotg

5
n

S= 12t77+ 88.5 =2 ab+ac\1— sin’p cotg®y + b Sin 9

=n 2acogn av|; 88.8§=2(ab+ac sm\/fcog\p Csin1// ;
2

89. rovina rozdéli hranu ABv poméru 1:4; 90.a) V = v a*\2b*—a*;

75



1 2
S=a2+a\/4b2—a2;b)VZgazv;SZaza\/4b2+a2; c)Vng(bz—vz);
1

S=2(b2—v2>+2\/b4—v4; 91.a) V=—a*y/3b* — a*;

12
3 V3 3
V3 /3 af +g\/12v2+a2;

1 3
S=a2—+?\/3b2—a2;b)VZEaZV;SZ

4
343

V= g(b2 — vz)v; S= T(b2 — v’ + \/(b2 - VZ)(I’Z + 3"2))5
V3

u? 5
92.V=Eu3;527<1+\/;); 93.V=g\/;; 94.V=\/§v2cotgcp;

S
95'Skrychle:28(3_\/§); 96.V=Ea3sin2gocosgosin72°; 97.a,=10;

1
v1=12;a2=4\/g;v2:15; 98.x=%; 99.V=—(a3—b3)tg<p;
3

12
i : VS, +4s, )’ V
100.Q =2v"cotg ¥ 2 + cotg”p; 101.S = — | 102. a) pocet
V2
hran: 6; 12; 12; 30; 30; b) pocet vrchola: 4; 8; 6; 20; 12; 103.V = a33;

V6 V6

S=a*y3; 104.p=a—;r=a—; 105 coscpz—i-<p2109°28’-
) © 12) 4 ) © 3) )

8
106.V =4’

3 2
.S =8r% 107.V=a3T; S=2a%\/3; 108.V =4+/3p%
3

a
S=12+/3p% 109.V=?;S=a2\/§; 112. 180,956 m*; 113.102 cm;
114. asi9,5cm; 115.3,4mm; 116. V,: V,=a:b; 117. a =72°20'35";

m
118.d=2\/:l=0,76cm; 119.S=2n(s+1t) (d+1t);
Tp

120.V=nr’(v—rtga); V=375 cm’; 121. V=2xr’tgp;
1
122. V=30,16 cm?; S = 52,78 cm?; 123. ¢ = 60°; 124.V=37rv3;5=7w3,-

1
125. ¢ = 252°; 126.x=v§/;; 127.V=§7r(r1—r2) tg¢(rf+r1r2+r§);

rt—rl

V =868447 cm*;S=nx (r§+r§+ ),- S =12 64522 cm?;

Ccos ¢

1 v
128.A=va(rl—r2)2; 129. v =24 cm; 130.x=%; 132.r=6cm;
3m
r=r+ri+ ... +r}; 133.1000; 134.r=f/4—=6,74cm; 136.6 : \7;
np
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4r3
137.A=v' —v= =45cm; 138. S ue: Siusele =4:9; 139. A =24 mm;

2

3 - d d\* 3
PO S POl APVPAPRRANE | (0 WL -
4mp, Peu 2 2 4mp

T
141, Vigsae: Vigue = 1:4; 142.V = — r*(1—sin @)(2 —sin ¢ — sin” ¢ ); asi 2,21

d
143. 0,612 i; 144. S = 2nr? ; asi 2,2 % povrchu Zemé; 145. — = 3;
Cm3 r h r
S 2 2
146.V = — 7r®; 147. V=—7rr2v=—7rr3(1 — cos <p);
12 3 3

2 3(l—cos¢>

2
148.V=§77r2v=§7rp S g ); 149. 2¢ = 120°;

225
5

2
150.S=%nr2(2+\/§); 151.V = 7':1‘3;52%(4\/3-1-6)
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