Kartézsky soucin mnozin, binarni relace z mnoziny do mnoziny

Kartézskym sou¢inem dvou mnozin A, B rozumime mnozZinu A x B = {[X,y]; X €A N y €B}, tj.
mnozinu v§ech usporadanych dvojic [x,y], kde x €A ay €B.

Znéazornéni kartézského soucinu A x B se provede tzv. kartézskym grafem — sestrojime dvé na
sebe kolmé piimky x, y (vodorovnou a svislou). Na vodorovnou pfimku x (osu) znazornime
pomoci bodl vSechny prvky mnoziny A, z niz vybirame prvni slozky dvojic, na svislou ptimku
y (osu) zndzornime pomoci bodi vSechny prvky mnoziny B, z niz vybirame druhé slozky
dvojic. Usporadanou dvojici [x,)] € A x B zndzornime bodem, ktery je priisecikem dvou ptimek
prochazejicich body x, y a rovnobé&znych po fad¢ se svislou a vodorovnou osou.

Binarni relaci R v neprazdné mnoziné¢ M rozumime libovolnou podmnozinu kartézského
souc¢inu M x M.

Znazornéni binadrnich relaci se provede:
+ Kartézskym grafem relace R — analogicky jako u kartézského soucinu vyse.
* Uzlovym grafem relace R v mnoziné¢ M - v rovin€ znazornime pomoci bodu (tzv.
uzll) vSechny prvky mnoziny M . Uspofadanou dvojici [x,y] € R zndzornime pomoci
Sipky (tzv. orientované hrany), kterd vychazi z uzlu x a smétuje do uzlu y. V piipade¢,
7e x =y, nazyvame Sipku smyckou. Pokud jsou v relaci R dvojice [x,y] a [y,x],
znazornime je “dvojSipkou” (tzv. neorientovanou hranou).
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Definice 1: Binarni relaci R z mnoZiny M do mnoZiny N rozumime libovolnou podmnoZinu
kartézského souc¢inu M x N.

Priklad 1. Jsou dany mnoziny M = {x, y, z}, N = {a, b}.
e Kartézsky souc¢in mnozin M, N: M x N = {[x.a], [x,b], [y.a], [y.b], [z,a], [z,b]}
e Binarni relace R z mnoziny M do mnoziny N je libovolna podmnoZina mnoZiny M x
N, tedy napt.:

R = {[x.a]},
Ro = {[x.a], [y.al, [y,bl},
Rs = {[z,a], [y.a], [z,b], [x,b]},
Rs= {[x,a], [x,b], [v.a], [y,b], [z,a], [z,b]} = M x N (tj. aplna relace z M do N)
Rs= ¢ (j. nulova relace z M do N)

Znazornéni bindrni relace R z mnoziny M do mnoziny N se provede:
e Kartézskym grafem — analogicky jako u kartézského sou¢inu mnozin vyse.
e Uzlovym grafem — vysvétleno niZe na Ptikladu 2.

Priklad 2. Jsou dany mnoziny M = {1, 2, 3, 4, 5}, N = {a, b, ¢, d} arelace R = {[2,a], [3,a],
[4,b], [5,d]} zmnoZiny M do mnoziny N. Sestrojte kartézsky a uzlovy graf relace R.

Definice 2: Necht’ R je relace z mnoZiny A do mnoZiny B a necht’ S je relace z mnoziny B do
mnoziny C. Pak relace dané vztahem



R o S={[xy] € AxC;existujeb € Btak, ze [x,b] € R A [b,y] € S}

se nazyva sloZena relace R o S zrelaci Ra S.

Poznamka. Relaci R o S ¢teme: ,,S po R*.

Priklad 3. Jsou dany mnoziny A = {a, b, ¢, d}, B = {x, y, z}, C = {k, I, m, n}. Déle je dana
relace R = {[a,x], [c,y], [¢,Zz]} z mnoziny A do mnoziny B a relace S = {[x,k], [x,1], [x,m], [x,n],

[v.k], [y,n]} z mnoziny B do mnoziny C. Urcete relaci R o S.

Definice 3: Necht' R je relace z mnoZiny A do mnoziny B. Relace R™! z mnoziny B do mnoziny
A dand vztahem

R = {[yx] € BxA: [xy] € R}

se nazyva relace inverzni k relaci R.

Poznamka. Vzhledem k Definici 3 plati:
e RcCcAxB
e R! cBxA.

Priklad 4. Jsou dany mnoziny A = {a, b, ¢, d}, B = {x, y, z} a relace R = {[a,x], [a,y], [b,z],
[c,y], [d,x]} z mnoZiny A do mnoziny B. Urcete relaci R™! (tj. relaci inverzni k relaci R).

Pozndmka. Pro libovolnou relaci R z mnoziny A do mnoziny B plati: (R1)1=R.

Zobrazeni z mnoziny do mnoZiny, typy zobrazeni

Definice 4: Necht’ R je relace z mnoZiny A do mnoZiny B spliiujici vlastnosti: Ke kazdému
prvku a € A existuje nejvyse jeden prvek b € B takovy, ze [a,b] € R. Tato relace se nazyva
zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B. Zna¢ime R: A — B.

Definice 5: Necht’ R je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B.

® Jestlize [a,b] € R, pak prvek a € A nazyvame vzorem prvku b € B v zobrazeni R;
prvek b € B nazyvame obrazem prvku a € A v zobrazeni R.

e Mnozina O1(R) = {a € A: existuje b € B takové, ze [a,b] € R} se nazyva defini¢ni
obor zobrazeni R. Plati O1(R) c A.

e Mnozina Ox(R)= {b € B:existujea € A takové¢, Ze [a,b] € R} se nazyva obor hodnot
zobrazeni R. O2(R) < B.

Priklad 5. Jsou dany mnoZiny A = {X, y, z}, B= {a, b}. Rozhodné&te, zda dané relace z mnoziny
A do mnoZiny B jsou zobrazeni z A do B, pfipadné urcete defini¢ni obor a obor hodnot
zobrazeni.

a) Ri = {[x,a], [y,b], [z.a], [z,b]},



b) Rz = {[x,a], [z,b]},
¢) Rs = {[x.a], [y.a], [z,a]}.
RozliSujeme nésledujici typy zobrazeni R:

I) Je — i O1(R) = A A O2(R) < B A O2(R) # B, nazyva se R zobrazeni mnozZiny A do
mnoZziny B.

I) Je — 11 O1(R) < A A O1(R) 2 A A O2(R) = B, nazyva se R zobrazeni z mnoZiny A na
mnoZinu B.

1) Je — 11 O1(R) = A A O2(R) = B, nazyva se R zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B.

IV) Je — 11 O1(R) € A A O1(R) # A A O2(R) © B A Ox(R) # B, nazyva se R zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny B.

Priklad 6. Jsou dany mnoziny A = {x, y, a, ¢}, B={c, x, b, z}.
a) Rozhodnéte, o jaky typ zadanych zobrazeni se jedna?
) R = {[x,z], [c,c], [y.cl}.
2) S = {[x,2], [y.2], [a.2], [c.x]}.
b) Zapiste vyctem prvki jednu binarni relaci z mnoziny A do mnoziny B, kterd neni
zobrazenim.
¢) Zapiste vyctem prvkil
1) jedno zobrazeni Ri1 typu z mnoziny A do mnoZiny B,
2) jedno zobrazeni Rz mnoziny A do mnoziny B,
3) jedno zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B,
4) jedno zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B.

Definice 5: Zobrazeni R z mnoZiny A do mnoziny B se nazyva prosté prave tehdy, kdyz relace
R'! je zobrazeni z mnoziny B do mnoZiny A.

Diisledek: Zobrazeni R z mnoziny A do mnoZziny B je prosté prave tehdy, kdyz
a) ke kazdému y € B existuje nejvyse jedno x € A takové, Ze [x,y] € R,
b) ke kazdym dvéma riiznym vzoriim xi, X2 € A pfifadime dva rizné obrazy y1,y> € B
v zobrazeni R.
Hovotime pak o:
Prostém zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B,
Prostém zobrazeni z mnoZiny A na mnoZinu B,
Prostém zobrazeni mnoziny A na mnoZiny B,
Prostém zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B.

Definice 6: Prosté zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B nazyvame bijektivni zobrazeni nebo
také vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Priklad 7. Jsou dany mnoziny A = {1, 2, 3,4}, B= {a, b, ¢, d}. Rozhodnéte, o jaky typ zobrazeni
se jedna a zda je toto zobrazeni prosté:

a) Rl = {[1,8.], [230]5 [3sd]}a

b) Rz-{[L.a], [2,c], [3.d], [4.a]},

c)R3-{[2,a], [1.,c], [3,b], [4.d]}.



Definice 7: Permutaci kone¢né mnoziny A nazyvame kazdé prosté zobrazeni mnoziny A na
mnozinu A (vzdjemné jednoznacné zobrazeni).

Priklad 8. Zapiste vSechny permutace tfiprvkové mnoziny A = {x, y, z}.

Definice 8: Necht' R je zobrazeni z mnoziny M do mnoziny N a S je zobrazeni z mnoziny N do
mnoziny K. Pak relace R o S je zobrazeni a nazyva se sloZené zobrazeni ze zobrazeni R a S.

Priklad 9. Slozte permutace P2 o P3, P3 o P2, P4 0 P6 z Prikladu 8.

Ekvivalence mnoZin, kone¢né a nekone¢né mnoziny

Definice 9: Rikame, Ze dvé mnoziny A, B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ existuje prosté
zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Zapisujeme A ~ B.

Priklad 10. Jsou dany mnoziny A = {a, b, c}, B = {x, y, z}, C = {X, y}. Rozhodnéte, které
dvojice zadanych mnoZin jsou ekvivalentni.

Poznamka. Relace ~ dvou mnozin definovand v libovolném systému mnozin M m4 vlastnosti:
reflexivni, symetricka, tranzitivni. Relace ~ je tedy relaci ekvivalence. Relace ekvivalence dvou
mnozin v libovolném systému mnozin M vytvari rozklad systému M na tiidy ekvivalentnich
mnozin.

Priklad 11. Je dan systém mnozin M = {A, B, C,D, E, F, G, H}, kde A= {a, b, c}, B= {1, 2},

C:{X,y}7D: {O) O’ O’ O}7E: {A9A7A}’F: { *9 *}’G:{D }’H:{©J©, ©, ©}'
Rozhodnéte, které mnoziny ze systému JM jsou ekvivalentni.

Definice 10: Rekneme, Ze mnozina A je kone¢na prave tehdy, kdyz zadna vlastni podmnozina
mnoziny A neni ekvivalentni s mnozinou A.

Definice 11: Rekneme, 7e mnozina B je nekone¢na pravé tehdy, kdyz existuje alespoii jedna
vlastni podmnoZzina mnoziny B, ktera je ekvivalentni s mnoZinou B.

Poznamka. Mnozina M je vlastni podmnoZinou mnoziny N pravé tehdy, kdyz
McNAM=zN.






