Rikame, Ze celé &islo b déli celé &islo a (nebo b je délitelem @ nebo a je délitelné b nebo a je
nasobkem b), praveé kdyz existuje celé ¢islo x, pro které plati a = b . x. Zapisujeme b | a.
Jestlize k ¢islim a, beC neexistuje xeZ takové, ze a = b . x, iikame, ze b nedé¢li a a
zapisujeme b t a.

Plati-li, Ze a =b . x, pak Cisla b a x jsou d¢litelé Cisla a a nazyvaji se sdruzeni délitelé
Cisla a. Délitelé Cisla a patfici do mnoziny pfirozenych Cisel se nazyvaji ptirozeni délitelé
Cisla a.

1. Kazdé celé ¢islo a= 0, I, —I ma alespon 4 celoCiselné délitele, a to ¢isla 1, a, -1, —a.
Tyto délitele nazyvame samoziejmymi (trividlnimi) déliteli ¢isla a. (Ostatni délitele Cisla
a, pokud existuji, nazyvame nesamoziejmymi nebo netrivialnimi déliteli ¢isla a.)

2. Cislala-I maji praveé dva délitele v mnozing Z, ato I, —I.

3. Cislo 0 mé nekoneén& mnoho déliteld, a to kazdé celé &islo.

4. Cislo 0 neni délitelem Zadného nenulového &isla a, protoZze neexistuje zadné celé &islo x
tak, aby platilo 0. x =a .

5. Cislo 0 je délitelem sebe sama (0|0), nebot’ pro libovolné celé &islo x plati 0. x =0.

Véta 1. Pro libovolna cela Cisla a, b, ¢ plati
a) (bla A blc) = (blatc A bla—c)

b) bla= (-b)la

c) bla= b|(-a)

Celé cislo, které je délitelné dvéma se nazyva sudé Cislo.
Celé cislo, které neni délitelné dvéma (tj. pfi déleni dvéma dava zbytek /) se nazyva liché
Cislo.

Na zédklad¢ c¢asti b) a c) uvedené véty 1. mizeme dale teorii délitelnosti budovat jen
v mnozing prirozenych ¢isel. (Urcime-li pfirozené délitele pfirozeného ¢isla a, umime snadno
urcit vSechny délitele ¢isla a 1 ¢isla —a.).

ZNAKY DELITELNOSTI

Znaky délitelnosti jsou véty, které umoziuji rozhodnout o délitelnosti ¢isla jinym Cislem bez
provedeni déleni, jen ze zépisu Cisla.

Ve vSech dalSich tvahach méme na mysli pfirozena Cisla zapsand v desitkové soustavé.

1. Pfirozené Cislo a je délitelné dvéma (péti, deseti) praveé tehdy, kdyz je dvéma (péti,
deseti) délitelné Cislo, zapsané jeho cifrou nultého fadu.

2. Pfirozené Cislo a je délitelné Ctyfmi, prave kdyz je ctyfmi délitelné ¢islo zapsané jeho
poslednim dvoj¢islim.

3. Pfirozené ¢islo a je délitelné osmi, praveé kdyz je osmi délitelné ¢islo zapsané jeho
poslednim troj¢islim.



4. Ptirozené¢ Cislo a je délitelné tiemi (deviti), prave kdyz je tfemi (deviti) délitelny jeho
ciferny soucet. (Ciferny soucet je soucet vSech ¢isel zapsanych jednotlivymi Cislicemi
v zapisu Cisla @)

5. Ptirozené Cislo a je délitelné jedenacti, pravé kdyz je jedendacti délitelny soucet Cisel
zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmensSeny o soucet ¢isel zapsanych
jednotlivymi ciframi lichého fadu v zapisu ¢isla a.

Uvedené znaky d¢litelnosti plynou z obecnéjsich vét:

L. Délime-li piirozené Cislo a dvéma (péti, deseti) dostaneme stejny zbytek, jako kdyz
délime dvéma (péti, deseti) Cislo zapsané cifrou nultého fadu v zapisu cisla a.

II. Délime-li piirozené Cislo a (aspon trojciferné) Ctyimi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyz d€lime ¢tyfmi Cislo zapsané jeho poslednim dvojcislim.

II1. Délime-li piirozené Cislo a (aspon Ctyfciferné) osmi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyz d€lime osmi Cislo zapsané jeho poslednim trojcislim.

IV.  Délime-li ptirozené ¢islo a tfemi (deviti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime
tremi (deviti) jeho ciferny soucet.

V. Délime-li pfirozené ¢islo a jedenécti, dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime

jedenécti soucet Cisel zapsanych ciframi sudého fadu zmenseny o soucet ¢isel
zapsanych ciframi lichych fada.

Dikazy vét I — V. provedeme s vyuzitim véty 2.

Véta 2. Je-li celé Cislo a souctem dvou celych ¢isel, z nichZ jedno je ndsobkem celého &isla b,
pak druhé dava pti déleni Cislem b stejny zbytek jako Cislo a.

Dtikaz:
Necht a=ci+c2 a blci, (tf ci=b.x, x€C), pak a =b.x + c2 (1)
Dale predpokladejme, Ze a dava pii déleni Cislem b zbytek z,
t. a=>b.q + 2z kde 0<z<]|b| (2)
Z (1) vyjadiime c2: c2= a—b.x a dosadimeza a z (2)
c2=b.q tz -b.x = b (q+x) +z.
Cislo ¢ tedy dava pii déleni &islem b zbytek z jako &islo a pii déleni &islem b.

Véta: Je-1i ptirozené Cislo délitelné po dvou nesoudélnymi Cisly, je délitelné 1 jejich soucinem.
Tuto vétu Ize také obratit. Ukazky d€litelnosti 12, 15, 18, 24, 36.

Obecné kritérium délitelnosti ptirozeného &isla a = ap +10a; +10 %a> +10 *az + ...+10 "a,
piirozenym ¢islem 7 : Pro dané ptirozené Cislo a vypocteme jeho ciferny soucet ¢ s vahami
jednotlivych cifer takto: Pro kazdé k = 0, ..., n ozna¢ime B« zbytek po déleni &isla 10" &islem
n (plati tedy B = 10F(mod n)). Potom ¢ = ag By + a1 i + a2 B2 + ...+ an B . Podle pravidel
pro pocitani s kongruencemi (bude uvedeno dale) dava cislo ¢ pii déleni Cislem n stejny
zbytek, jako &islo a. Odtud plyne tvrzeni: Cislo a je délitelné ¢islem n, pravé kdyz &islo ¢ je
délitelné Cislem n .

Poznamenejme, Ze posloupnost ¢isel fxje vzdy konecnd a pocet jejich prvkli nemize byt vétsi
nez ¢islo n—I (pocet moznych nenulovych zbytkl pii déleni Cislem n). V opacném piipade,
pokud by nékterd mocnina deseti byla délitelnd Cislem n, nepouzili bychom toto obecné
kritérium. Kritérium délitelnosti ¢islem n by potom bylo analogické kritériu délitelnosti
Cislem 4, 8, 25,...).



Piiklad: Délitelnost &isla 5894 sedmi. Plati: / = I(mod 7), 10 = 3(mod 7n), 100 = 2*(mod 7),
1000 = 6(mod 7), 10 =4(mod 7), 10° =5(mod 7), 10° = 1(mod 7), 10’ = 3(mod 7), 10° =
2(mod 7) atd. Induktivnim postupem jsme zjistili, ze posloupnost zbytklu 7, 3, 2, 6, 4, 5 se
neustale opakuje. Proto fo =1, fi1 =3, o =2, fs=6, By =4, Bs =5, Ps =1, fr =3, s =2
atd. Nyni vypoétemec =4.1+9.3+8.2+ 5.6 =77, cozje ¢islo délitelné sedmi. Proto i
Cislo 5894 je délitelné sedmi. Poznamenejme, Ze s ohledem na vlastnosti kongruenci lze
v posloupnosti ¢isel S nehradit kterékoliv z nich Cislem kongruentnim s 7, tedy posloupnost
1, 3, 2, 6, 4, 5 lze nahradit posloupnosti /, 3, 2, —I, -3, -2, ktera je 1épe zapamatovatelna a pii
vypoctech vhodnéjsi (vypoctena Cisla ¢ jsou mensi nez pro pivodni hodnoty). Napft. pro ¢islo
5894bybyloc=4.1+9.3+8.2+5.(-1) =42

Ptiklad: D¢litelnost Cisla a =548 893 672 185 729 643 Cislem 17. Vypocteme posloupnost
zbytkll S (podrobnosti si jiz odpustime): I, —7, -2, -3, 4, 6, =8, 5, -1, 7, 2, 3, -4, -6, 8, 5.
Nyni ur¢ime ciferny soucet c¢ ¢isla a s vahami cifer: ¢ = 3.1 —4.7 —6.2 =93+ 24+ 7.6 -5.8
+85-11+27+72+63-34-96+88—-85+4.1-57= 42 Cislo ¢ dava po
déleni Cislem 17 zbytek 9, tj. také zadané ¢islo a dava pii déleni sedmnacti zbytek 9, neni tedy
Cislem 77 délitelné.

PRVOCISLA, SLOZENA CISLA

Ptirozené Cislo p>1 nazyvame prvocislem, pravé kdyz ma pravé dva riizné ptirozené délitele
(. ¢isla 7 a p).

Ptirozené ¢islo a > 1, které neni prvocislem (tj. ma vice nez dva prirozené délitele),
nazyvame sloZzenym ¢islem.

Poznamka: Cislo I podle definice neni prvocislo ani Cislo slozené.

Véta 2. Kazdé ptirozené ¢islo n > 1 mé aspoil jednoho prvociselného délitele, mensiho nez

Jn.

Véta 3. Jestlize ptirozené Cislo a neni délitelné Zadnym prvocislem mensim nebo rovnym
\/;, pak a je prvocislo.

Véta 4. Kazdé sloZené Cislo a lze vyjadfit pravé jednim zplisobem ve tvaru soucinu
kone¢ného poctu prvocisel

€

— p€ €

a—pl 'p2 '...'pk s
kde pi, p2, ....., px jsou prvocisla, ey, ez, ..., ex jsou nenulova piirozena ¢isla.
Tento zépis a = p; - p5 -...- p;* se nazyva prvotiselny rozklad ptirozeného &isla a a pi, po,
..... , Pk jsou tzv. prvocinitelé rozkladu.
NEJVETSI SPOLECNY DELITEL
Spole¢ny délitel ptirozenych Cisel a, b je kazdé piirozené Cislo d, pro které plati d | a a
d | b. Nejveétsi spoleény délitel prirozenych Cisel a, b je ten ze spoleénych déliteld, ktery je

délitelny vSemi spole¢nymi déliteli. Oznacujeme NSD(a, b).

Poznamka. V mnoziné pfirozenych Cisel lze téZ fici, Ze nejveétsi spolecny délitel je nejvetsi
(maximalni) ¢islo ze spole¢nych délitela.

Nejveétsi spolecny délitel Cisel mizeme urcit riznymi zplsoby:



a) vyuzitim definice,
b) pomoci tzv. Euklidova algoritmu,
¢) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvocinitelt.

Véta S.

Jestlize pfirozené Cislo a dava pii déleni nenulovym pfirozenym ¢islem b nenulovy zbytek z,
tzn. a=b.q +z a z<b, pakplati, Ze mnozina vSech spolecnych d¢litela Cisel a, b je
mnozinou vSech spole¢nych délitela Cisel b, z. Také nejveétsi spoleény délitel Cisel a, b je
roven nejveétSimu spole¢nému déliteli ¢isel b, z, tj. NSD(a, b) = NSD(b, z).

Tim pievadime problém uréeni NSD(a, b) na uréeni NSD(b, z). Cisla b a z jsou mensi nez
¢isla a, b.

Na vété 5. je zalozen postup vypoctu nejvétsiho spolecného délitele dvou ptirozenych
¢isel nazyvany Euklidiv algoritmus. Pouziti Euklidova algoritmu ukézeme na ptiklad¢:

Priklad:
Urcete NSD(600, 252) pomoci Euklidova algoritmu.

Reseni:
600 : 252 =2 neboli 600 =252.2+ 96
96
252:96 =2 252=96.2+ 60
60
96 : 60 =1 96 =60. 1+ 36
36
60: 36 = 1 60=36.1+24
24
36: 24=1 36=24.1+12
12
24 : 12= 2 24=12.2
0

Nejvétsi spolecny délitel cisel 600 a 252 je Cislo 12, tj. posledni nenulovy zbytek pfi
postupném déleni.

Definice 5.
Ptirozena Cisla a, b se nazyvaji nesoudé€lnd, pravé kdyz je jejich nejvétsi spoleCny délitel
roven /, tedy NSD(a, b) = 1

Definice 6.
Ptirozena Cisla a, b se nazyvaji soudélnd, praveé kdyz je jejich nejvetsi spoleCny délitel veétsi
nez I, tedy NSD(a, b) > 1.

Definice 5. a 6. lze rozsifit na libovolny kone¢ny pocet pfirozenych cisel. Cisla po dvou
nesoudélna.



NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK

Definice 7.
Spole¢ny nasobek ptirozenych Cisel a, b je kazdé ptirozené Cislo m, které je délitelné obéma
Cislya, b, tj.a|mab|m.

Definice 8.
Nejmensi spole¢ny nasobek ptirozenych Cisel a, b je ten ze spoleCnych nasobki, ktery je
délitelem vsech spole¢nych nasobkt ¢isel a, b. Zapisujeme NSN(a, b).

Poznamka:

1. Vmnozin¢ piirozenych c¢isel lze téz fici, ze NSN(a, b) je nejmensi Cislo z kladnych
spole¢nych nasobk ¢isel a,b.

2. Definice 7. a 8. lze rozsifit na libovolny konecny pocet pfirozenych ¢isel ay, ..., an.

Nejmensi spole¢ny nasobek Cisel a, b mizeme urcit riznymi zptisoby:
d) vyuzitim definice,
e) pomoci vztahu mezi NSN(a, b) a NSD(a, b)
f) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvocinitelil

Véta 5.
Pro kazda dvé ptirozena Cisla a, bplati a. b = NSN(a, b) . NSD(a, b).

Poznamka: Vétu 5. nelze rozsifit na vice nez dvé piirozena cisla.
ROZKLAD PRIROZENEHO CISLA NA SOUCIN PRVOCIITELU - UZITI

Prvociselny rozklad pfirozeného ¢isla vyuZzivame predevs§im
a) k vypoctu nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho spolecného nasobku danych
Cisel a, b
b) k urceni poctu vSech pfirozenych délitelit daného ptirozeného ¢isla.

ad a) Vypocet nejvetsiho spolecného délitele a nejmensiho spolecného nasobku z rozkladu

danych ¢isel na soucin prvocCinitelil.

Nejvétsi spolecny délitel danych pfirozenych Cisel je souc¢inem vSech prvociniteld, ktefi se
soucasn¢ vyskytuji v prvociselnych rozkladech vSech danych Cisel, a to s nejmensim
s vyskytujicich se exponentu.

Nejmensi spole¢ny nasobek danych ¢isel je sou¢inem vSech riiznych prvocinitel, kteii se
vyskytuji v rozkladech danych ¢isel, a to v nejvétsi mocning.

Priklad:
Zjistéte NSD(108, 90) a NSN(108, 90).

Reseni: 108 = 2°. 3° 90=2.32.5



NSD(108, 90) =2 .3° = 18
NSN(108, 90) = 2°. 33. 5 = 540

ad b) Urceni poctu vSech ptirozenych délitelti daného piirozeného Cisla:
Véta 6: Je-li a=pj - -p¥-... pZ" prvociselny rozklad pfirozeného ¢isla a > 1, pak pocet

vSech pfirozenych délitelt ¢isla a (ozn, $(a)) je urcen takto:
J@) =+ 1).(e2+1). ... (ext+1)

Vsechny ptirozené délitele Cisla a urc¢ime jako vSechny mozné souciny prvociniteld,
piicemz kazdy prvocinitel, probihda vSechny mocniny od 0 po tu, ve které se vyskytuji
v rozkladu.

Priklad:
Zjistéte pocet vSech pfirozenych délitelt ¢isla 648 a napiSte vSechny ptirozené délitele
Cisla 648. Dale urcete vSechny dvojice sdruzenych délitela Cisla 648.

Reseni:
3003013 3| 3
200113191 27| 81
200216 |18 54 | 162
221 4112136108324
218124172216 648

648 = 23 3*
9(648) = (3+1) . (4+1) = 20

Cislo 648 ma 20 pfirozenych déliteld.
Sdruzené dvojice délitelt: 7. 648, 2.324, 3.216, 4.162, 6.108, 8.81, 9.72,
12.54, 18.36, 24.27.

NEURCITE ROVNICE

Neurcité rovnice jsou rovnice se dvéma nebo vice nezndmymi, které se fesi v oboru vSech
celych Cisel.

Definice 9
Lineérni neurc¢itd rovnice o dvou nezndmych x, y je rovnice
a.x+tb.y=c a#0b=0.
Poznamka.

— Jsou-li koeficienty a, b, ¢ raciondlni necelé Cisla, vynasobime rovnici vhodnym
¢islem tak, aby nabyly celo¢iselnych hodnot.

— Neurcité rovnice se nazyvaji téz diofantické , podle feckého matematika Diofanta
z Alexandrie, 3. stoleti pf.n.1., ktery se zabyval feSenim téchto rovnic.

Resitelnost linearni neurcité rovnice.

Neurcitd rovnice a. x+ b.y = c ma fteSeni v pripade€, Ze nejveétsi spolecny délitel koeficienth
a, b je také délitelem cCisla ¢ . Pak feSenim je nekone¢né¢ mnoho dvojic celych cisel x, y.



V ptipad¢€, ze nejveétsi spolecny délitel Cisel a, b neni délitelem koeficientu ¢, pak rovnice
nema feseni.

Reseni neurcité rovnice:

I. Necht xo, yoje jedno pevné feSeni neurcité rovnice. Potom obecné feSeni je dano vztahy

X =X0 y =y — te”.

a
+—, oo 0
NSD(a,b) NSID(a,b)
Vychozi dvojice xo, yo se urci bud’to usudkem nebo se vypocte z podilti Eukleidova algoritmu
pti hledani NSD(a, b).
II. Redukéni metoda.

Kongruence, rozklad na zbytkové tridy.

Véta: Necht’ a, b jsou celd Cisla takova, Ze b # 0. Potom existuji cela Cisla g, r splijici vztah:
a=bqg+r, 0 < r< |5, pfi¢emz toto vyjadreni je jednoznacné.

Poznamka: Je nutno si uvédomit, ze zbytek r pii déleni je vzdy nezaporny, a to i pfi déleni
zépornym Cislem. Napt. a =-26,b =8, q=—4, r =6, protoze —26 =8 . (—4) + 6.

Poznamka: Cela Cisla a, b jsou nesoudé€lnd, je-li jejich nejvétsi spoleny délitel roven jedné.
V opaéném ptipadé se nazyvaji soud€lnid. Nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b budeme
oznacovat NSD(a, b), nejmensi kladny spolecny ndsobek NSN(q, b).

Eulerova funkce ¢(n) vyjadifuje pocet pfirozenych cisel menSich nebo rovnych cislu n,

k
nesoudélnych s n. Necht n = p;*1. ... py*k, pak plati ¢m) = n .H(l—i). Je-li n
i=1 yZ
prvocislo, pak ¢mn) =n — 1.
Kongruence: a, b€ Z,me N,m > 2.Platia = b & m | (a —b). Cteme: Cislo a je
kongruentni s ¢islem b podle modulu m. Dvé Cisla kongruentni podle néjakého modulu m

davaji pti déleni timto modulem m tyz zbytek. Relace kongruence je ekvivalence na mnoziné
vSech celych ¢isel (je reflexivni, symetrickd a tranzitivni).

Vlastnosti kongruenci:

1) p prvocislo, pak a = b (modp") = a = b (mod p)

Plati-li kongruence podle modulu, ktery je mocninou prvocisla, plati i podle modulu rovného
tomuto prvocislu.

2)a = b(modmi),i=12,..k = a = b(modNSN(mj,...,my))



Plati-li kongruence podle n¢kolika moduld, plati i podle modulu rovného nejmenSimu
spole¢nému nasobku téchto modul.

k k k k
3)ai= bi(modm),i=1..k = Y a =) b(modm), []a =]]b (modm).
i=1 i=1 i=1

i1

Kongruence podle t¢hoz modulu Ize séitat i nasobit.
Necht v dal§im plati a = b (mod m):

YYa+x =b+x(modm), a.y = b.y(modm)

K obéma strandm kongruence Ize pficist stejné celé Cislo a obé strany kongruence lze
vynasobit tymz celym cCislem. Obecné ale nelze obé strany kongruence délit tymZ celym

Cislem, napt. 24 = 40 (mod 8), ale po vydéleni ¢tyimi 6 # 10 (mod 8).

5Ymlz = a+z = b(modm)

Celé cislo, které je nasobkem modulu, lze pricist pouze k jedné stran¢ kongruence.
6)a" = b" (mod m)

Obé strany kongruence 1ze umocnit na libovolny pfirozeny exponent.

Ndla A dlb A NSD(d, m)=1 = = %(modm)

a
d
Obe¢ strany kongruence lze vydélit celym ¢islem nesoudélnym s modulem.

8) ac = bc (mod mc)

Obé¢ strany kongruence i modul lze vynasobit tymz celym kladnym ¢islem.
9)e|a Aelb A ele 4 _
e

Obé strany kongruence i modul lze vyd¢lit tymzZ celym kladnym ¢islem riznym od nuly.
10)a =b(modm) A dlm = a = b(modd)

Plati-li kongruence podle modulu m, plati i podle modulu rovného libovolnému kladnému

déliteli ¢isla m, vétSimu nez jedna.

Eulerova véta: m € N, m > 1, a € Z, NSD(a, m) = 1, pak a®™ =1 (mod m).

Je-li specielné p prvocislo, které neni délitelem &isla a, pak plati ¢! = 1 (mod p) (tzv. mala
Fermatova véta).



