Neurcité rovnice (nékdy téz diofantické nebo diofantovské)

Uvod. Jist& jste se uz setkali s jednou rovnici o dvou nezndmych tvaru
a*x+b-y=c (az0,b#0,aeR beR ceR)

v oboru redlnych &isel. Nalézt nékteré z nekoneéné mnoha feSeni této rovnice je
velmi snadné; hodnotu jedné z neznamych lze zvolit libovolné a hodnotu druhé
neznadmé dopocitat. Obtizné&jsi situace nastane tehdy, jestlize pozadujeme, aby obé&
dvé slozky x a y feSeni byla cela ¢isla. Tomu se nyni budeme vénovat.

Neur¢ité rovnice jsou rovnice se dvéma neznamymi, které se fesi v oboru
vSech celych &isel. Je pochopitelné, Ze koeficienty u obou neznamych i prava
strana rovnice musi byt v tomto pfipadé racionalni &isla; vynasobenim celé
rovnice spoleénym jmenovatelem raciondlnich ¢isel a, b, ¢ dostaneme neurcitou
rovnici, jejiz koeficienty a, b i prava strana c jsou celd Cisla.

Poznamka 1. MoZn4 se néktefi z Vas setkali i s neuréitymi rovnicemi o vice
neznamych i s neurditymi rovnicemi vyssich stupiiii. Zde se omezime pouze na
linearni neur¢ité rovnice o dvou neznamych (obé€ dvé neznamé x, y jsou umocnény
na prvni).

Definice.
Linearni neur¢itd rovnice o dvou neznamych x, y je rovnice

ax+b-y=c¢ a=0b#l0,a b ¢ el, (1)

kde feSeni hledame v oboru celych cisel.

Véta 1. (Resitelnost linearni neurcité rovnice.)

Neurditd rovnice a. x+ b . y = ¢ ma feSeni v pfipadé€, Ze nejvetsi spolecny delitel
koeficienti a, b je také délitelem ¢&isla ¢ . Pak feSenim je nekonecné mnoho
dvojic celych ¢isel x, y.

V piipadé, Ze nejvétsi spoleény délitel Cisel a, b neni délitelem koeficientu c, pak
rovnice nema feSeni.

Poznamka 2: Je snadné uvést piiklad nefeSitelné neurcité rovnice. Napi. rovnice
4x + 6y = I nemiZe mit feSeni, protoze D(4, 6) = 2 a ¢islo I neni délitelné dvéma.
I tsudkem je nefeSitelnost této rovnice zfejmad, protoze na levé strané€ je po
dosazeni libovolnych hodnot x, y ¢islo sudé, zatimco na pravé strané je ¢islo liché.
Poznamenejme dale, Ze pokud je D(a, b) délitelem Cisla ¢ a rovnice je tedy
fesitelnd, vydélime celou rovnici ¢islem D(a, b). Tim se hodnoty koeficientd na
levé strané i &islo na pravé strané snizi a navic bude platit, ze koeficienty a, b
budou po vydéleni ¢islem D(a, b) ¢isla nesoudé€lna.



Véta 2. (Postup feSeni neurcité rovnice)
I. Necht xy, ys je jedno pevné zndmé FeSeni neurcité rovnice (1). Potom obecné

at

y:yO_ D(a,b)’ ! EZ (2)

feSeni je da i X =
feSeni je dano vztahy X0+ 3 @by
Urceni xy, yo: a) Gsudkem

b) vypoétem z podilti Eukleidova algoritmu pfi urcovani D(a, b).

II. Redukéni metoda.

Pozniamka 3. Vzhledem k Vasemu studijnimu programu U¢itelstvi pro 1. stupen
7S se v praxi setkéte s neur¢itymi rovnicemi, v nichz a, b, ¢ budou mala cela
&isla. V tomto piipadé je nejvyhodné&jsi postup feseni I a), protoze pii nizkych
hodnotach a, b, ¢ naleznete jedno feSeni rovnice (1) snadno tsudkem. Uvedeme
priklad.

Piiklad 1. Reste neurcitou rovnici 3x + 2y = 5.

Reseni. D(3,2) =1, 1 |5. Rovnice je tedy feSitelna. Zpaméti uréime jedno
mozné Feseni, napt. xp = 3, yp = — 2. Ze zadani rovnice platia = 3, b = 2,
D(3, 2) = 1. Pak podle vztahi (2) mame obecné feSeni (¢ je celoCiselny
parametr):

x=3+2ty=-2-3¢.

Provedeme zkousku: 3(3 +2¢t) + 2(-2 -3 1t) = 5.
Dosazenim libovolného celého &isla za ¢ dostaneme dvojici celych Cisel, ktera je

feSenim zadané rovnice. Napf. pro ¢ = 4 dostaneme x = 1/, y = — 14.

Poznamka 4. V piipadé, Ze feSeni dané rovnice je soucasti slovni tlohy, je
nutno s obecnym feSenim déle pracovat. Mizeme napf. pozadovat, aby x, y byla
kladna ¢&isla. V tom pripadé vypoétem omezime hodnoty parametru ¢ ktery pak
miize nabyvat tfeba jen nékolika hodnot. Ptiklady uvedeme v dalSim textu.
Poznamenejme jesté, Ze feSeni takovychto rovnic na 1. stupni ZS probiha
formou experimentu, postupnym vyplfiovanim tabulek atp. S t€mito postupy se
setkate v didaktice matematiky.

Poznamka 5. V piipadé, Ze koeficienty a, b v rovnici (1) jsou v&tsi Cisla, neni
jiz prakticky mozné ur&it usudkem jedno pevné feseni xo, yy a pfi feSeni je
nutno postupovat podle bodu I b) nebo II, kterym Ize nahradit oba zptisoby
teSeni I a) , I b). Ukazeme feSeni podle I b).
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P¥iklad 2. Reste neuréitou rovnici /37x —89y = 2.

Resent. Cisla 137 a 89 jsou prvoéisla (dokazte sami), proto D(137, 89) = 1,

1 | 2. Rovnice je tedy fesitelna. Pro uréeni jednoho pevného feSeni xy, yp uzijeme
Eukleidtv algoritmus pfi uréeni D(137, 89). Vyuzijeme pfitom nasledujici
tvrzeni. Je -li D(a, b) = d, pak existuji celd &isla u, v s vlastnosti au + bv = d.
Cisla u, v uréujeme podle Eukleidova algoritmu tim, ze v kazdém fadku
Eukleidova algoritmu vypocitame zbytek pomoci ¢isel a, b (vzdy postupné
dosazujeme jiz vypoctené hodnoty).

137 =1.89 + 48, odtud 48 = 137 — 89

89=1.48+41,0dtud 41 =89 — 48=89 — (137 -89) =2 .89 — 137

48=1 41+7, odtud 7 =48—-41=(137- 89) —(2.89-137)=2.137-3.89

41 =57+6odtud6=41-5.7=(2.89-137)—5.(2.137-3.89)=17 .89 —11. 137
7=1.6+1odtud =7 -6 =(2.137-3.89)—(17.89—-11.137)=13.137-20. 89
6=6.1+0

Z vypoétu plyne 137. 13 — 89. 20 = 1. Tento vztah vynasobime dvéma (Cisla /37
a 89 uréené v zadani neurcité rovnice ponechame pii nasobeni beze zmény) a
dostaneme:

137.26-89.40=2 3)

Porovname-li vztah (3) se zadanou neur¢itou rovnici, vidime, Ze xy = 26, yp = 40.
Neurditd rovnice 137x —89y = 2 ma pak obecné feSeni
x=26-89ty=40-137t

Zkouska: 137.(26 -89t) —89. (40 —1371) =2

Pozniamka 6. Nyni zbyva ukdzat postup feSeni neurcité rovnice (1) pomoci
postupu II, tj. redukéni metodou. Tato metoda nahrazuje obé metody I a), I b),
protoZe v ni neni nutné hledat jedno pevné feseni xy, yo. Postup spociva v tom, Ze
pomoci postupnych redukénich kroki pfevadime zadanou neurcitou rovnici na
neuréité rovnice s niz$imi koeficienty (odtud redukce) tak dlouho, az dostaneme
rovnici, jejiz feSeni mizeme pfimo urcit. Reseni pavodni rovnice pak ziskame
postupnym zpé&tnym dosazovanim. Uvedeme piiklad.
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P¥iklad 3. Redte neurditou rovnici /2x + 31y = 328.

Reseni. Cisla 12 a 31 jsou prvo&isla, proto D(12, 31) =1, 1 |328. Rovnice je
tedy fesitelna.
Z rovnice 12x +31y = 328 vypo&teme neznamou, u které je koeficient s nizsi

. 'V ¢itateli tohoto zlomku

absolutni hodnotou. V nasem ptipadé plati x = 3281_23 =
nalezneme nejblizsi nasobek dvanécti k &islim 328 a 3/ (je jedno, zda vetsi
nebo mens{) a vyraz pro x rozdélime na dva zlomky tak, aby prvni z nich bylo
mozno kratit 12. Nalezneme tedy

328-31y _ 324-36 4+5 4+5
- 123’: 12y+ : S y'

Aby bylo x celé &islo, musi byt ¢itatel posledniho zlomku dél1teln}'/ dvanacti,
tedy musi platit 4 + 5y = 12k. Po formélni apraveé 12k — 5y = 4. Tim jsme
dostali dal3i neurcitou rovnici s niz§imi koeficienty. Tu miizeme vyfesit napf.
metodou I a), kde pevné fesenti je ko = 2, yp = 4 nebo miizeme pokracovat opét

redukéni metodou. Pokradujeme jiz bez komentafe:

12k—4 10k-5 2k+1 2k+1
S IR T = 2k - ) 55

Aby bylo y celé &islo, musi byt ¢itatel posledniho zlomku déhtelny péti, tedy 2k
+ 1 = 5u. Po formalni upravé 5u — 2k = 1. Tim jsme dostali dalSi neurCitou
rovnici s niz$imi koeficienty. Tu miizeme opét vyfesit metodou I a), kde pevné
feSeni je up = 1, ky = 2 nebo miiZzeme pokracovat opét redukéni metodou.
Provedeme dalsi redukei:

u-1 _ u-1

5
i Leort
2 2 2 2

Aby bylo k celé &islo, musi byt &itatel posledniho zlomku délitelny dvéma, tedy
u — 1 = 2t, po formalni upravé u — 2¢ = 1. Tim jsme dostali dalSi neurcitou
rovnici s jesté nizsimi koeficienty. Jeji feSeni lze vSak pfimo napsat ve tvaru

u = I+ 2t (¢ je celodiselny parametr). Nyni postupnym dosazovanim dostaneme

fedeni ptivodné zadané rovnice. Podrobnéjsi tpravy si jiz odpustime.



u=1+2t;
j— Suzt _ 5(1420-1 _  _ 5, 5 :
2 2
12k—4 2 5t)—
—lokd _EEPSDR =4+ 12t;
5 5
32831 328— 4
x= RN RS e 5T
12 12

Neur¢ita rovnice 12x + 31y = 328 ma tedy obecné feSeni
x=17-31t,y= 4+ 12t.

Poznamka 7. Nyni uvedeme né&kolik slovnich ptikladii vedoucich k feSeni
neurdité rovnice. Tyto rovnice jiz fesit nebudeme, uvedeme vzdy pouze
vysledek. (feSeni proved’te sami). Cilem téchto piikladd je ukazat, jak se pii
matematizaci takovych tloh neur¢ité rovnice sestavuji, resp. jak se dale pracuje
S parametrem #.

Priklad 4. Naleznéte viechny dvojice kladnych celych &isel, které jsou feSenim
rovnice

12x +31y = 328.
Reseni: Obecné feseni jsme urcili v pifkladu 3. Rovnice /2x + 31y = 328 ma
nekoneéné mnoho feseni uréenych parametrickymi rovnicemi x = 17— 31¢,
y = 4 + 12t. Hleddme-li pouze kladna feSeni, musime nyni vyfesit soustavu
nerovnic

17—-31t > 0, 4 + 12t > 0. Vypoctem urCime nerovnost

-1 17 g et o : o 'l
~ <t <3 s pro vSechna cela éisla ¢ lezici v tomto intervalu plati, Ze po jejich

dosazeni do zadané rovnice budou hodnoty x, y kladna ¢isla. VySe uvedenym

nerovnostem vyhovuje pouze jediné celé ¢&islo ¢ = 0. Po dosazeni dostdvame

jediné kladné feSenix = 17, y = 4.



P¥iklad 5. Rozméiite 210 K& pomoci minci o hodnotach 10 K¢, 20 K¢ a 50 K¢
tak, aby celkovy pocet minci byl 9.

Reseni: Pocet padesatikorun ozna¢ime x, pocet dvacetikorun y a pocet
desetikorun z. Reseni piikladu je ddno soustavou rovnic

SO 20y 102 =210

O

Ze druhé rovnice vyjadiime z = 9 —x —y a dosadime do prvni rovnice. Po
Gipravé obdrzime neurcitou rovnici 4 x +y = /2. Tato rovnice je fesitelna a jeji
obecné fedeni (ziskané tfeba metodou I a), kde pevné feSeni je napi. xp = 2,
yo=4)jex=2+1y=4—4t Podosazeni do vztahu proz a uprave dostavame
z=3+ 3t
Nyni musi platit (po&et minci je nezdporné celé ¢islo) x = 0,y = 0,z 2 0.
Musime tedy vyfesit soustavu nerovnic 2+t 2> 0,4 -4t2> 0,3 +3t=> 0.
Resenim dostavame nerovnici —/ < ¢ < 1. VSechna cela ¢isla leZici v tomto
intervalu davaji po dosazeni feSeni zadaného piikladu. Pro # = — I mame feSeni
x =1,y =8, z = 0 (jedna padesétikoruna a osm dvacetikorun), pro = 0 mame
feSeni x = 2, y = 4, z = 3 (dvé& padesatikoruny, ¢tyfi dvacetikoruny a tfi
desetikoruny), pro ¢ = / mame feSenix = 3, y = 0, z = 6 (3 padesatikoruny a 6

desetikorun).

Priklad 6: Urete nejmensi trojciferné &islo a nejvétsi trojciferné ¢islo, ktera pfi
déleni osmi dava zbytek 7 a pti déleni jedenécti zbytek 3.
Reseni: Nejprve nalezneme obecny vztah pro hledané ¢islo, které oznacime

tteba k. Podle zadani plati k = 8 x + 7 a soucasné k = 11 y + 3. Must tedy platit

rovnost 8 x + 7= 11 y + 3; po upravé obdrzime neurcitou rovnici

8 x — 11y = —4. Tato rovnice je fesitelna, obecné fedeni je



x=5-11t y=4 -8t Po dosazeni do vztahu pro k dostaneme po Uprave

k =47 — 88t . Pro kazdou celo¢iselnou hodnotu parametru ¢ obdrzime po
dosazeni ¢islo s pozadovanymi vlastnostmi. Nejvétsi a nejmensi trojciferné cislo
1ze nalézt bud’to experimentem, kdy vypiSeme nékolik prvnich kladnych hodnot
k (vzdy se lisi o 88) a postupujeme az do tisice: 47, 135, 223, 311 ..., 927,

1015, ..., nebo fesime soustavu nerovnic k > 100, k < 1000, tedy

S e ~953 -53 -
100 < 47 — 88t < 1000. VyfeSenim obdrzime interval T S enae
ptiblizné — 10,83 < t < — 0,60. Nejmensi a nejvétsi celé Cislo t z tohoto
intervalu uréuje hledané feSeni (které jsme uz ur¢ili experimentem): pro ¢ = — /

mame k = /35, prot = — 10 mame k = 927.

Priklad 7. Rozlozte ¢islo 4000 na dva piirozené s¢itance, z nichz jeden je

délitelny ¢islem 4/ a druhy Cislem 6/.

Reseni: Hledana ¢isla oznaéime napf. a, b. Podle zadéni plati a = 41x, b = 61y.
Neurcita rovnice, kterou musime vyfesit, je tvaru 4/x + 61y = 4000. Tato
rovnice je fesitelna, obecné feSeni ziskame bud’to metodou I b) nebo redukéni
metodou. Toto obecné feSenti je

x=105-61ty=-5+ 41 t. Potom po dosazeni ziskdme vztahy pro hledana
¢isla a, b ve tvaru:

a=41(105-61t) =4305-2501t,b=061(-5+411)=-305+2501¢.
Seétenim vztahil pro a, b snadno ovéfime, ze a + b = 4000. Podle zadani mame
nalézt dva piirozené séitance, tzn. nezaporna cela ¢isla. Protoze Cislo nula
ziejmé feSenim neni, feSime soustavu nerovnic a >0, b >0, tedy

4305 —2501t >0, —305 +2501t >0 . Po vyieSeni dostavame interval

305 480 sl sy e g
se01 < 1 < 501 COZJE piiblizné 0,12 < t < 1,72. Jediné celé Cislo ¢ leZici v

tomto intervalu, je &islo /. Po dosazeni ¢ = I dostaneme a = 1804, b =2196.

~



Reste neurdité rovnice: a) -3x+7y=4 c) -14x -3y =10
b) 6x—22y=12 d) 5x—3y=15

Kolika zpsoby muZzeme vyplatit 69 K¢ pouze dvoukorunami a
pétikorunami?

Alenka ma 50 K¢ a chce je utratit za lizatka a ¢okoladové tyCinky. Lizatko stoji
4 K¢ a ty¢inka 6 K¢&. Kolik lizatek a kolik ty¢inek si miize Alenka koupit za
50 K¢?

Urdete nejvétsi (nejmensi) trojciferné &islo, které pii déleni osmi dava zbytek 2 a
pti déleni sedmi dava zbytek 6.

Cislo 131 rozloZte na soucet dvou séitancti, z nichZ jeden je délitelny péti a
druhy deviti.

Vytvori-li Zaci ve tfidé ¢tvefice, jeden zak zbude, vytvoii-li trojice, zbudou
dva z4ci. Kolik 74kt je ve t¥idé (ve tiidé je vice nez 20 zakd a méne nez 30)?

Rozdil dvou pfirozenych &isel, z nichz prvni je délitelné ¢islem 23, druhé
islem 29, je roven 1. Urcete nejmensi takova kladna cisla.



a)
b)

!‘J

1 —

. Jsou dana racionalni ¢isla B = -:6 . E=118

Vyjadrete ¢isla C pomoci zlomku.
Rozhodnéte, zda je nékieré které z ¢isel B, C desetinné islo.

Jsou déna dvé piirozena &isla u. b. pro kierd ‘plati: a je délitelné
deseti, b je délitelné Sesti. Dokazte, Ze soucin a.b tdchto dvou ¢isel
je délitelny patnacti.

Na mista symbolii x, v dopliite v &isle 3x87y takové cifry, aby
vzniklé &islo bylo délitelné éislem 36 (tj. soucasné Ctyfmi a deviti).

Uved'te viechny moznosti.

Cislo 2 484 rozlozte na prvotinitele a uréete pocet viech jeho
prirozenych déliteld.

Kolik riznych obdélnikii lze slozit z 90 shodnych c¢tvercovych
dlazdic?

Rozhodnéte a zdivodnéte. zda je ¢islo 713 prvoéislo nebo &islo
slozeneé.

Vypoéitejte: D [ D(48. 60). n(36, 126) |-

Pomoci neurité rovnice reste Glohu:
Rozloste ¢islo 116 na dva piirozené séitance rizné od nuly, z nichZ

jeden je délitelny Sesti a druhy dava pii déleni péti zbytek 1. UrCete

viechny moznosti.

Vysvétlete pojmy:

tislo celé Eislo a je nasobkem celého ¢isla b
slozené Cislo

nejvétsi spolecny délitel ¢isel pfirozenych Cisel a, b
iracionalni éislo



6.

- »

Jsou dana racionalpi ¢isla A= - . B=—.
Q 20

a) Kazde z Cisel A,B vyjadiele dvéma dal§imi zplisoby pomoci jinych reprezentantd
(zlomk).
b) Zapidie desetinny rozvoj tisel A. B a rozhodnéte, zda je nekieré z nich desetinnym

cislem. .

Jsou déna dvé piirozena Cisla a. b, pro kierd plati: a je délitelné deviti, b je délitelné Sesti.
Dokazie. Ze soutin a.b téchto dvou Cisel je délitelny osmnécti.

Na mista symbola x, v dopliite v Cisle 6x75y takové cifry. aby vzniklé Cislo bylo
délitelné ¢islem 36 (4. ¢tyFmi a soucasné deviti). Uved'te véechny moZnosti.

Cislo 2 392 1oz1o7te na prvocinitele a uréete pocet viech jeho piirozenych déliteli.

Obdélnik o 10zmeérech 56 cim a 98 cm se méa rozdelit pfickami rovnob&znymi se stranami
obdélniku na Civerce co mozng nejvetsi. Kolik bude étverctt a jaké bude jejich strana?

Rozhodnéte a zdiivodnéle. zda je cislo 493 prvocislo nebo &islo sloZené.

Pomoci Fukleidova algoritmu uréete Dia h). kde a =945, h=693.
Dale urCete n(945. 693). )

Re§te neuréitou rovnici: 9% + 5y=17

Vysvétlete pojmy:

—~  sloZené &islo

—~ nejvetsi spolecny délite] cisel a. b

- celé ¢islo ¢ je ndasobkem celého cisla 7
- desetinny zlomek



