Homomorfismus a izomorfismus alg. struktur s jednou operaci

Motto: Morfismus je zobrazeni zachovavajici operace.

M¢gjme dany dvé alg. struktury (G, o), (H, o). Ob¢ operace o, 0 musi mit vlastnost ND
(o ostatnich vlastnostech nic prozatim neptedpokladame), tzn. obé¢ struktury jsou
minimalné grupoidy. Necht’ f* je zobrazeni celé mnoZiny G do mnozZiny H. Uvazujme
nasledujici situaci (sledujte pribézné obrazek).

(6,0) Ak

V mnozin¢ G zvolime libovolné dva prvky x, y. Protoze struktura (G, o) je grupoid,
urCité existuje v mnozin¢ G prvek x o y. Vzhledem k tomu, Ze f je zobrazeni celé
mnoziny G, ma kazdy prvek mnoziny G svilj obraz v mnozin¢ H. Mé ho tedy 1 prvek
x © y, oznac¢ime ho f'(x o y). Z t¢hoz divodu maji v mnoziné H své obrazy i prvky x, y,
oznacime je f (x), f (v). V mnozin¢ H je definovana operace O, ktera je ND (struktura
(H, o) je grupoid). Pak v mnoziné¢ H existuje prvek f (x) o f (v). Ten se mize nebo
nemusi rovnat prvku f'(x o y). Z obrazku je vidét, Zze rovnost

fxoy)=fxofy) *)
vypada 1 z geometrického pohledu ,,hezky*. Tato rovnost vyjadiuje to, co je mottem
tohoto textu: f je =zobrazeni zachovévajici operace. Zobrazeni f nazveme
homomorfismem, pokud vySe uvedend rovnost (*) plati pro libovolnou dvojici prvkl
mnoziny G. Nyni miZeme formulovat definici.

Definice 1: Necht’ fje zobrazeni mnoziny G do mnoZiny H, necht’ (G, o), (H, 0) jsou
alg. struktury (alespon grupoidy). Pak zobrazeni f nazveme homomorfismus (G, o) do
(H, o), jestlize plati:

VxyeGfxoy)=fx)ofQy).

Poznamka 1: Existuje n€kolik typti morfismti. Lisi se podle typu zobrazeni f (mlze byt
do mnoziny H nebo na mnozinu H, miize a nemusi byt prosté¢, mnoziny G, H mohou byt
rizné nebo se mohou rovnat atd. Podle toho se pfed slovo morfismus davaji rizné
piedpony. NejobecnéjSim nazvem je homomorfismus, dale existuje monomorfismus,



epimorfismus, automorfismus, izomorfismus atd. Pro naSe potfeby budeme pozdéji
definovat pouze izomorfismus.

Nyni se budeme se zajimat o to, jaké jsou vlastnosti operaci o, o v piipadé, ze existuje
homomorfismus struktur (G, o), (H, 0). Mame definovano celkem Sest vlastnosti
operaci: ND, K, A, EN, EI, ZR, pti€emz vlastnost ND se u obou operaci ptfedpoklada
podle definice homomorfismu. Problém jejich pfendseni fesi nasledujici véta:

Véta 1: Necht’ fje homomorfismus alg. struktury (G, o) do alg. struktury (H, 0), tzn.
plati (Vx, y € G) f(x o y) =f(x) o f(y) . Pak plati: Jestlize operace © ma nékterou z
vlastnosti K, A, EN, EI, ZR, pak ma tuto vlastnost 1 operace 0.

Tuto vétu 1 nelze obratit, vlastnosti obou alg. operaci se tedy pienaseji pouze ,,zleva
doprava“, ze ,,vzorove* struktury na ,,obrazovou‘ strukturu. VSechny vlastnosti operace
o ma tedy 1 operace 0O, ta jich vSak miZe mit 1 vice. Uvedeme ptiklad.

Priklad 1: Necht G = {a, b, ¢}, H ={0}. Operace o, O jsou na mnoZzinach G, H dany
tabulkami:

© a b c
a bbc
b ac a
c acb

0

Struktura (G, o) je grupoid, operace © ma jedinou vlastnost ND. Vlastnost A vylou¢ime
protiptikladem a o (b o ¢) # (a © b) © ¢, neexistenci ostatnich vlastnosti ovétime
pohledem na tabulku. Struktura (H, 0) je komutativni grupa, piestoze obsahuje jediny
pocetni spoj 0 o 0 = 0. Platnost vSech vlastnosti operace o lze urcit ptimo z tabulky.
Definujeme-li nyni zobrazeni f ptedpisem f(a) =0, f(b) = 0, f(c) = 0, je ziejmé, Ze se
jedna o homomorfismus, protoze struktura (H, o) obsahuje pouze jediny prvek. Vidime,
ze muze existovat homomorfismus ,,oby¢ejného* grupoidu na komutativni grupu.

Nyni uvedeme dvé véty upiesiiujici vétu 1. Tykaji se vlastnosti EN a EI.

Véta 2: Necht’ fje homomorfismus alg. struktury (G, o) do alg. struktury (H, 0), tzn.
plati (Vx, y € G) f(x 0 y) =f(x) o f(y) . Jestlize operace © ma vlastnost EN, pak ma
tuto vlastnost 1 operace 0. Oznacime-li neutralni prvek operace o jako e; a neutrdlni
prvek operace O jako ez, plati f(e;) = e>. Obrazem neutralniho prvku operace o je
neutralni prvek operace o.

Véta 3: Necht' fje homomorfismus alg. struktury (G, ©) do alg. struktury (H, o), tzn.
plati(V x,y € G)f(x oy)=f(x) o f(y) . Jestlize operace © ma vlastnost EI, pak ma tuto
vlastnost i operace 0. Necht’ a € G je libovolny prvek, necht e~ & G je inverzni prvek
k prvku a v operaci o. Pak plati f (a™) = [f (a)] . Obrazem inverzniho prvku k prvku a
v operaci © je inverzni prvek k obrazu f(a) v operaci 0.



Poznamka 2: Nyni jiz mizeme pfistoupit k definici pojmu izomorfismus. Nejprve
pifipomeneme potfebné pojmy. Zobrazeni f mnoziny G do mnoziny H se nazyva
vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize je prostym zobrazenim celé mnoziny G na
celou mnozZinu H. Pokud takové prosté zobrazeni mnoZziny G na mnoZinu H existuje,
fikame, Ze mnoZiny G, H jsou ekvivalentni a piSeme G ~ H. Pfipomenme rovnéz, ze
ekvivalentni kone¢né mnoziny musi mit stejny pocet prvki.

Necht’ existuje prosté zobrazeni f celé mnoziny G na celou mnozinu H. Potom
inverzni zobrazeni f ~ je rovn&Z prostym zobrazenim celé mnoziny H na mnozinu G
(odtud plyne nézev vzajemné jednoznacné zobrazeni).

Definice 2: Necht’ f je vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoZiny G na mnoZinu H,
necht’ (G, o), (H, 0) jsou alg. struktury (alesponi grupoidy). Pak zobrazeni f nazveme
izomorfismus (G, o) na (H, 0), jestlize plati: (V x, y € G) f(x 0 y) =f(x) Oo.f(y). PiSeme
(G, o) = (H, o).

Ve smyslu pfedchozi pozndmky plati: Je-li f izomorfismus (G, ©) na (H, 0), je také
zobrazeni f = izomorfismem (H, o) na (G, o). Proto u izomorfismu algebraickych
struktur nezdlezi na potradi téchto struktur; fikdme, Ze algebraické struktury (G, o) a
(H, o) jsou izomorfni.

Véta 4: Necht' (G, o), (H, 0) jsou struktury (alespont grupoidy), necht’ (G, o) = (H, o)
(. ob¢ struktury jsou izomorfni). Pak plati:

1.G ~H.

2. Ma-li jedna z operaci o, 0 nékterou z vlastnosti K, A, EN, EI, ZR, ma tuto vlastnost
1 druha z téchto operaci. Ob¢ operace maji tedy tytéz vlastnosti.

3. Ob¢ algebraické struktury (G, o), (H, 0) jsou téhoz typu.

Priklad 2: Necht G = {a, b, ¢, d}, H ={1, —I, i, —i}. Operace o, * jsou na mnozinach
G, H déany tabulkami:

o abecd
a abocd
b badc
c cdba
d d cab
1 -1 1 4
11 -1 1 4
-1 -1 1 4 i
i1 4 -1 1
4 4 1 1 -1

Pro tplnost doplnime informaci, Ze mnozina H je mnozina vSech feSeni rovnice x* = I
v oboru komplexnich ¢isel, tedy mnozina vSech ¢tvrtych odmocnin z ¢isla 1. Operace -
na mnoziné H je pak ,,0byéejné” nasobeni v oboru komplexnich &isel. Ctenafi, ktery
neni sezndmen s komplexnimi ¢isly, postaci védét, ze i - i = —I. Ostatni spoje v tabulce



alg. struktury (H, *) se jiz snadno doplni s vyuzitim znalosti nasobeni v oboru R realnych
Cisel.

Zkoumanim vlastnosti operaci o, - zjistime, ze ob¢& tyto operace maji vSechny
probrané vlastnosti K, A, EN, EI, ZR, tzn. obé¢ algebraické struktury (G, o), (H, *) jsou
komutativni grupy. Definujeme-li nyni vzdjemné jednoznacné zobrazeni f mnoziny G
na mnozinu H piedpisem f'(a) = 1, f(b) = —1, f(c) =i, f (d) = —i, snadno se piesvédCime
pohledem na tabulky, Ze toto zobrazeni je izomorfismus, tedy plati vztah
(G, 0) = (H, *). Prvky v obou tabulkéch jsou totiz ,,konfigurovany* uplné stejné; prvek
a je na stejnych mistech jako ¢islo / (podle véty 2 je predpis f (a) = I vynuceny, oba
prvky jsou ve svych strukturdch neutralni), prvek b je na stejnych mistech jako ¢islo —/,
prvek c je na stejnych mistech jako Cislo i a prvek d je na stejnych mistech jako Cislo —i.
V tom mj. tkvi podstata izomorfismu: 1 kdyZ obé& algebraické struktury jsou formalné
rizné (maji rizné nosné mnoZiny a rizné operace), ,,poCita* se v nich pfitom podle
stejnych pravidel, protoze ob¢ tabulky obsahuji Ctyfi prvky rozmisténé Uplné stejné. Je
to 1 dal$i doklad toho, Ze ob&€ izomorfni struktury musi byt téhoz typu.

Priklad 3: Necht R* ozna¢uje mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel, necht’ R je
mnozina v§ech realnych ¢isel. Uvazujme algebraické struktury (R, +), (R, +). Ob¢ tyto
struktury jsou komutativni grupy (operace ° , +jsou ,,obyCejné* néasobeni a scitani
realnych ¢isel). Zobrazenim f mnoziny R* na mnozinu R necht’ je realna funkce jedné
proménné f{x) = In x pro kazdé xe R". Jak je znamo ze stfedni $koly, logaritmicka
funkce je definovana pro vSechna kladna redlna ¢isla a jejim definiénim oborem je
mnozina vSech redlnych &isel, pfitom je prostd v celém defini¢nim oboru. Pro funkci
f(x) =Inxplativztah f(x-y)=In(x-y) =Inx+Iny=f(x) + f(y). Logaritmické funkce
je tedy izomorfnim zobrazenim (R", - ) na (R, +), plati (R", *) = (R, +).

Jestlize existuje izomorfni zobrazeni f(x) = In x grupy (R*, - ) na grupu (R, +), existuje
také inverzni izomorfni zobrazeni £~ grupy (R, +) na grupu (R*, *). Timto zobrazenim
je redlna funkce f{x) = e*. Vskutku, exponencialni funkce je prosta a je definovana pro
vSechna redlna Cisla a jejimi funkénimi hodnotami jsou pouze kladnd redlna Cisla,
ptiCemz plati vztah e* 77 = ¢* - ¢,

Priklad 4: Necht M = {1, 2, 3}. Oznalime q, b, ¢, d, e f vSechny permutace mnoziny
M. Mnozinu téchto permutaci ozna¢me P.

=G 2 3G T30 5

02(3 2 1)"1:(; g i)f:(é i 3)

Nekomutativni grupa permutaci mnoziny M s operaci skladani permutaci je urcena
tabulkou:
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Necht’ ABC je rovnostranny trojuhelnik. VSechna shodna zobrazeni, kteréa ptevadé;i
tento trojuhelnik na sebe, ozna¢ime nasledujicim zpisobem:

1...1dentita

01 ... osova soumérnost podle osy strany AB
02 ... osova soumérnost podle osy strany BC
03 ... osova soumérnost podle osy strany AC
r1 ... otoCeni o +60° podle sttedu trojahelnika
12 ... otoceni 0 —60° podle stiedu trojuhelnika

Mnozinu vSech téchto zobrazeni oznaéime S.

Grupa skladani téchto shodnych zobrazeni s operaci sklddani zobrazeni je dana
tabulkou:

0 1 01 02 03 I I

1 1 01 00 03 11 I2
01 O1 1 o 11 03 02
02 02 1 1 12 01 03
03 03 12 1 1 02 o
I rp 02 03 01 2 i

rp r2 03 01 02 1 1

Definujme nyni zobrazeni f/: P — S takto:
f= <e a b ¢ d f )
I 04 0, 03 11 T/

Toto zobrazeni je izomorfismem, plati tedy (P, o) = (S, o).

Srovnejme nyni vS§echny permutace mnoziny M a vSechna shodné zobrazeni
z mnoziny S uréend vyctem:

G e 9l l D)

oe(b 8 O n=(h 2 (0 8 )



Ztotoznime-1i 4 ~ I, B ~ 2, C ~ 3, vidime, Ze Sest permutaci ttiprvkové mnoZiny piesné
odpovida Sesti shodnym zobrazenim, pfevadejicim rovnostranny trojuhelnik na sebe.

Homomorfismus a izomorfismus alg. struktur se dvéma operacemi

Tato ¢ast bude velmi kratka. Strucné ji mizeme charakterizovat takto: Jedna-li se o
algebraické struktury se dvéma operacemi, musi byt definice homomorfismu (resp.
izomorfismu) splnéna pro ob¢é dvé operace. Pro kazdou z nich pak plati v§echno, co bylo
uvedeno v prvni ¢asti zaméfené na homomorfismus a izomorfismus struktur s jednou
operaci. Proto uvedeme pouze definici, vétu a priklad.

Definice 3: Necht' (G, ®,0), (H, B,3) jsou algebraické struktury se dvéma operacemi.
Necht' f je zobrazeni mnoziny G do mnoziny H. Pak zobrazeni f nazveme
homomorfismus (G, ®,0) do (H, B,[), jestlize soucasné plati:

0 VxyeG)fx®y)=f(N)BfY),
(i) (Vx, y € G) f(x © y) =f(x) O f ().

Je-li f vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny G na mnozinu H, nazyva se
izomorfismus (G,®,®) na (H, B,3), piseme (G, ®,0) = (H, B,H).

Véta 5: Necht’ (G, ®,0), (H, B,3) jsou algebraické struktury, necht’ pro tyto struktury
plati (G,®,0) = (H, B,3) (tj. ob& struktury jsou izomorfni). Pak plati:

1.G ~H.
2. Obé algebraické struktury (G, ®,0), (H, #,H) jsou téhoZ typu.

Priklad 5. Necht' (Z, +, *) je obor integrity vSech celych ¢isel s operacemi s¢itani a
nasobeni, necht' (Q, +, *) je téleso vSech raciondlnich Cisel s operacemi sc¢itani a
nasobeni. Pro kazdé celé Cislo n definujme zobrazeni celé mnoziny Z do mnoziny Q
ptedpisem f(n) = % . Pak toto zobrazeni je homomorfismem oboru integrity (Z, +, *) do
télesa (Q, +, *), o cemz se snadno presvédcite rozepsanim. ProtoZe zobrazeni fje prosté,
fika se tomuto homomorfismu téZ vnoreni. Mlzete se proto setkat 1 s tvrzenim, Ze se
jedna o vnofeni oboru integrity do télesa.



