Vlastnosti binarnich operaci:

Definice : Binarni operace o v mnoziné M, ktera ma vlastnost, Ze je definovana
pro kazdou uspofadanou dvojici [x,y] € M x M, se nazyva operace neomezené
definovana v mnoziné M (zkracené operace definovana na mnoZin¢ M).
Znacime ND.

Symbolicky: x, ye M)(3zeM)[x oy =z].

Definice: Binarni operace o definovana na mnoziné M (je ND), se nazyva
komutativni pravé tehdy, kdyzZ plati:

x,yeM)[x0y=yoxl.
Znacime K.

Definice: Binarni operace o definovand na mnoziné M, se nazyva asociativni
prave tehdy, kdyz plati:

x,y,ze M)[(xoy)oz=x0(yoz).
Znacime A.

Definice: Necht' v mnoziné M je definovana binarni operace o. Existuje-li prvek
e € M, pro ktery plati:

xeM)[xoe=eox=x].
Pak se prvek e € M nazyva neutralnim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci
o.
Znacime EN.

Pozndmka. Je-li operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EN Ize vynechat
jedna ze dvou stran rovnosti x © e nebo e O x.

Definice : Necht v mnoziné M je definovéna binarni operace © a necht e je
neutrlni prvek mnoziny M vzhledem k operaci o. Prvek a € M nazyvame
inverznim prvkem k prvku a e M v operaci © v mnoziné M prave tehdy, kdyz
plati:

aocoa=aoaq =e.

Jestlize (aeM)@aeM)[aoa=aoa = e], fekneme, Ze ke kazdému prvku
mnoziny M existuje prvek inverzni vzhledem k operaci o. ZnaCime EL

Pozndmka . Je-li operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EI lze vynechat
jedna ze dvou stran rovnostia © a = a o a.



Definice : Rikame, Ze binarni operace o definovand na mnoziné M ma vlastnost

reSitelnost zakladnich rovnic prave tehdy, kdyZ plati:
abeM))3ax,yeM)|aox=b yoa =b].

Znacime ZR.

Pozndmka. Je-li operace o komutativni, pak v zépisu vlastnosti ZR lze vynechat
jedna z vyrokovych forema o x =bneboy oca =b.

Definice: Necht v mnoziné M je definovana binarni operace o. Existuje-li prvek
g € M, pro ktery plati:

xeM)xog=gox=gl
Pak se prvek g nazyva agresivaim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci o.

Urcovani vlastnosti operaci
I. Uréenych piedpisem — pfimym vypoCtem
II. Uréenych tabulkou:
ND - tabulka zcela vyplnéna prvky mnoziny M
K — tabulka soumérna podle hlavni diagonaly
A — kromé vyjimek nelze z tabulky ptimo poznat — viz dale
EN — existuje fadek a sloupec shodny se zdhlavim tabulky
EI — v kazdém tadku a kazdém sloupci tabulky je neutralni prvek
ZR — v kazdém tadku i sloupci tabulky jsou vSechny prvky mnoziny M

Agresivni prvek g € M pozname tak, ze v celém jemu prisludejicim fadku i
sloupci se vyskytuje pouze prvek g.

Uzite¢né vztahy: K = ND, A = ND, EI = EN (uzivaji se v obménéném tvaru)

A= (El & ZR)



Urcovani asociativnosti z tabulek:
1. Pohledem (velmi ziidka)

2. Ovéfenim vSech moznych trojic prvkd (s vyuzitim cviceni 9 — 13 v uCebnici,
s. 123 — 124) (tézkopadné a zdlouhavé)

3. Vyuzitim obmény implikace A = ND a implikace A = (EI & ZR)

4. Podle tvrzeni: ,, Operace, ktera splituje EN A EI A ZR a soucasné neni
asociativni, existuje na mnoziné€ o nejméné péti prvcich®.

Uziti na prikladech:
ad 1. Napt. ol Bt
al a a a
bl a a a
cla a a
ad 3. Nejcastéjsi piipad — rozbor implikace A = (EI < ZR). Je-liu El a ZR

rozdilna pravdivostni hodnota, pak operace neni asociativni. Jsou-li u EI a ZR
pravdivostni hodnoty 1, pak postupujeme podle bodu 4 (v pisemnych pracich
jsou zadavany tabulky o maximalné ¢tyfech prvcich). Jsou-li u EI a ZR
pravdivostni hodnoty 0, pak je nutno postupovat podle bodu 1 nebo 2. Zpravidla
jde o bod 1, kdy ur¢ime asociativnost pfimo z tabulky.

Ma vSechny vlastnosti.



Pi: Rozhodnéte a zdivodnéte, které z vlastnosti ND, A, K, EN, EI, ZR ma
v mnozing M = {a,b,c} operace urcena tabulkou:

*la|b|c ola|b]|c Oola|b|c mja|b|c
a al|b alblajc ajc|ala aja|b|c
bla|b|c blc|b|a b giMB bibla|c
¢ 1o e b clajc|b cla|b|c cic|bla

*: ND A KA A A EN A EIAZR
o: ND A k A A AEN A Ef AZR
0: NP A KA A A ENAELAZR
m: ND A KA A AENAEIAZR

PF: V mnoziné M = {a,b,c} definujte tabulkou aspofi jednu binarni operaci,

ktera ma vlastnosti:
a) K A EN b) NDA Kk A EN c) NDr ENAEF d)A A £ZR

e)K A ENAEI )EL A ZR g)ND A A A El A ZR h)A- AEN A EIAZR

a)la|b|c bYfa | be c)la|b|c d)ja|b|c
alclc|b a|blaja a|blaja alalala
bla|b|c b |c|b|b blajc|b b lajala
c |bjc|b ¢ {a|ble cla|b|c c |ala]a
e)la|b|c fyla|b|c g)la|b|c | Nema

a a|b alal|blc a|cla|a feSeni
bla|b|c b|b|c|a bla|c|b

c |c|c|a clcla|b c la|b|c




Algebraické struktury s jednou operaci

Definice 9: Usporadana dvojice (M, o), kde M je neprazdnd mnoZina, ve které je
definovdna binarni operace o, se nazyva algebraicka struktura s jednou
operaci.

Priklad 9: Piiklad algebraickych struktur: (N, +), (C, -), (Q - {0}, ), (R, *); (M, o),
kde mnoZina M = {a, b, ¢} a operace © je urcena tabulkou.

Definice 10:

I.  Algebraick4 struktura (M, o) se nazyva grupoid pravé tehdy, kdyz operace
o je neomezené definovand v mnoziné M (ND).

II. Grupoid (M, o), jehoZ operace O je asociativni, se nazyva podgrupa (ND,
A).

III. Pologrupa (M, o) takova, ze v M existuje neutrdlni prvek vzhledem
k operaci (M, 0) a ke kazdému prvku a € M existuje prvek inverznia € M,
se nazyva grupa (ND, A, EN, EI).

Pozndmka 6. Jestlize v pfipadech I., II., IIl. je operace o komutativni, pak
hovotime o

[.  Komutativnim grupoidu

II. Komutativni pologrupé
III. Komutativni grupé

Schéma k Definici 10:

Vlastnost operace © Algebraicka struktura
ND Grupoid
ND A K Komutativni grupoid
(M,0) |ND A A Pologrupa
ND AAAK Komutativni pologrupa
ND A A A EN A EI Grupa
ND AAAENA EIA K Komutativni grupa




Pozndmka: Operace v grupé ma vzdy také vlastnost ZR. Plyne z implikace A =
(EI & ZR). Proto se nékdy grupa definuje jako struktura, jejiZ operace je ND A
A A ZR.

Priklady algebraickych struktur s jednou operaci

1. (N, +) ... komutativni pologrupa
séitdni ... ND A K AAAENA H A £
rovnice a + x = b neni pro libovolné a, b € N fesitelna

2. (N, +) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e =0
séitani ... ND A K AAAEN A EH A £&

3. (Ny, -) ... neni ani grupoid
odéitani .. NP A KA A AEN A B A AR
hleddme neutralni prvek, pro ktery plati: a—e =e—a =a
a-e=a N e—a=a
e =0 A e = 2a (vlastnost EN neni splnéna)

4. (N, *) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e = 1
nasobeni ..ND A KA AAENA EH A £

5. (N, : ) ...neni ani grupoid
déleni... NB A KA A AEN A EH A £R
6. (C, +) ... komutativni grupa s neutralnim prvkem e =0
séitani.. ND A K A A AEN A EI A ZR
a=-a
rovnice a + x = b je pro libovolné g, b € C feSitelna

7.(C, -) ... grupoid s vlasnosti ZR
odditani .. ND A & A A A BN A B A ZR
operace od¢itanineni K: a-x=b Ay-a=5b
obé& rovnice jsou pro lib. g, b € C feSitelné

8. (C, *) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e = 1
nasobeni ..ND A K A A AEN A EH A £
rovnice a - x = b neni pro libovolné a, b € C feSitelna

9.(C, :) ...neni ani grupoid
déleni... NB A KA AAENA H A AR



10. (Q, +), (R, +) ... komutativni grupy s neutrdlnim prvkem e =0
séitani.. ND A KA A AEN A EI A ZR
a-=-a
rovnice a + x = b je pro libovolné a, b € Q, R fesitelna

11.(Q, -), (R, -)... grupoid s vlasnosti ZR
odéitdani .. ND A & A & A EN A EH A ZR

12.(Q, ), (R, -)... komutativni pologrupy s neutralnim prvkem e = 1
nasobeni ..ND A K A AAENA H A £

Bt: a-a-=1
ol
a=-
¢ 1
pro a = 0 vak neexistuje a, nebot’ vyraz P neni definovan
ZR: a'x=b
b

x:-—

a
proa =0 A b # 0 viak neexistuje x € Q, R tak, aby platilo 0-x =b.

13. (Q, :), (R, :)... neni ani grupoid
déleni... NB A KA AAENA H A £

14. (Q - {0}, *), (R - {0}, -)... komutativni grupa s neutralnim prvkem e = 1
nasobeni..ND A KA A AEN A EI A ZR

a=

QIR



~(A-3)= B-A

A+rC=3+C = A=3
U §~C\ CQ"%O]S\')
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(&)= -4
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