Neurcité rovnice (nékdy téz diofantické nebo diofantovské)

Uvod. Jisté jste se uz setkali s jednou rovnici o dvou neznamych tvaru
a*x+tb-y=c (a#0,b#0,aeR b eR ccR)

v oboru realnych c¢isel. Nalézt nékteré z nekone¢né mnoha feseni této rovnice je velmi snadné;
hodnotu jedné z neznamych lze zvolit libovoln¢ a hodnotu druhé nezndmé dopocitat. Obtizngjsi
situace nastane tehdy, jestlize pozadujeme, aby ob¢ dvé slozky x a y feSeni byla cela ¢isla. Tomu
se nyni budeme vénovat.

Neurcité rovnice jsou rovnice se dvéma neznamymi, které se fesi v oboru vsech celych Cisel.
Je pochopitelné, Ze koeficienty u obou neznamych i prava strana rovnice musi byt v tomto
piipadé racionalni ¢isla; vynasobenim celé rovnice spoleCnym jmenovatelem racionalnich ¢isel
a, b, c dostaneme neurcitou rovnici, jejiz koeficienty a, b i prava strana c jsou cela ¢isla.

Poznamka 1. Mozna se nékteti z Vas setkali i s neurcitymi rovnicemi o vice nezndmych ¢i s
neurcitymi rovnicemi vysSich stupiii. Zde se omezime pouze na linedrni neurcité rovnice o
dvou neznamych (obé dvé neznamé x, y jsou umocnény na prvni).

Definice.
Lineérni neurcitd rovnice o dvou neznamych x, y je rovnice

a*x+b-y=c, a=0,b#0,a b c €0, (1)
kde feSeni hleddme v oboru celych ¢isel.

Poznamka 2. Je-li alesponl jeden z koeficientii a, b, ¢ racionélni necelé ¢islo, vyndsobime
rovnici vhodnym c¢islem tak, aby vSechny tfi koeficienty nabyly celociselnych hodnot.

Véta 1. (Resitelnost linearni neurcité rovnice.)

Neur¢ita rovnice a . x+ b .y = ¢ mé feSeni v ptipad¢, Ze nejveétsi spolecny délitel koeficientl
a, b je také délitelem cCisla c¢ . Pak feSenim je nekonecn€ mnoho dvojic celych ¢isel x, y.

V ptipadé, Ze nejvetsi spolecny délitel Cisel a, b neni délitelem koeficientu ¢, pak rovnice nemé
feSeni.

Poznamka 3: Je snadné uvést piiklad nefeSitelné neurcité rovnice. Napt. rovnice 4x + 6y = /
nemuiZe mit feSeni, protoze D(4, 6) = 2 a ¢islo I neni délitelné dvéma. I tsudkem je netesitelnost
této rovnice zfejma, protoze na levé strané je po dosazeni libovolnych hodnot x, y Cislo sudé,
zatimco na pravé strané je Cislo liché. Poznamenejme déle, Ze pokud je D(a, b) délitelem cisla
c arovnice je tedy feSitelnd, vydélime celou rovnici ¢islem D(a, b). Tim se hodnoty koeficient
na levé stran€ 1 ¢islo na pravé strané sniZi a navic bude platit, ze koeficienty a, b budou po
vydéleni ¢islem D(a, b) ¢isla nesoudé€lna.

Véta 2. (Postup feseni neurcité rovnice)

I. Necht xo, yo je jedno pevné zndmé feSeni neurcité rovnice (1). Potom obecné feseni je dano

bt
vztahy: X=X0+ —>—= YV=Yo—

Z. 2
D(a,b) te 2)
Urceni x9, yo: a) Gsudkem

b) vypoctem z podilt Eukleidova algoritmu pfi uréovani D(a, b).
II. Reduk¢ni metoda.



Poznamka 4. Vzhledem k Vagemu studijnimu programu Ugitelstvi pro 1. stupeii ZS se v praxi
setkate s neurCitymi rovnicemi, v nichz a, b, ¢ budou mala cela Cisla. V tomto ptipad¢ je
nejvyhodnéjsi postup feseni I a), protoze pii nizkych hodnotach a, b, ¢ naleznete jedno feseni
rovnice (1) snadno tsudkem. Uvedeme piiklad.

Piiklad 1. Reste neuréitou rovnici 3x + 2y = 5.
Resent. D(3,2) =1, 1 | 3. Rovnice je tedy fesitelna. Zpaméti uréime jedno mozné feseni, napf.
xo0 =3, yo = — 2. Ze zadani rovnice plati a = 3, b = 2, D(3, 2) = 1. Pak podle vztahti (2) mame
obecné feseni (¢ je celoCiselny parametr):

x=3+2ty=-2-3t¢.
Provedeme zkousku: 3(3 +2¢) +2(-2 -3¢t = 5.

Dosazenim libovolného celého ¢isla za ¢ dostaneme dvojici celych Cisel, kterd je feSenim
zadané rovnice. Napf. pro ¢ = 4 dostaneme x = /1, y = — 14.

Poznamka 5. V pfipad¢, ze feSeni dané rovnice je soucasti slovni tlohy, je nutno s obecnym
feSenim dale pracovat. MliZzeme napt. pozadovat, aby x, y byla kladna ¢isla. V tom ptipadé
vypoc¢tem omezime hodnoty parametru ¢, ktery pak mize nabyvat tfeba jen n¢kolika hodnot.
Ptiklady uvedeme v dal$im textu. Poznamenejme jeste, Ze feSeni takovychto rovnic na 1.
stupni ZS probiha formou experimentu, postupnym vypliiovanim tabulek atp. S témito
postupy se setkate v didaktice matematiky.

Poznamka 6. V ptipad¢, Ze koeficienty a, b v rovnici (1) jsou vétsi ¢isla, neni jiz prakticky
mozné urcit usudkem jedno pevné feSeni xp, yo a pii feseni je nutno postupovat podle bodu
I'b) nebo II, kterym lze nahradit oba zpiisoby feSeni I a) , I b). Ukdzeme teSeni podle 1 b).

Piiklad 2. Reste neuréitou rovnici /37x — 89y = 2.

Reseni. Cisla 137 a 89 jsou prvoéisla (dokazte sami), proto D(137, 89) = 1, 1 | 2. Rovnice je
tedy fesitelna. Pro urceni jednoho pevného feSeni xo, yo uzZijeme Eukleidiiv algoritmus pfi
uréeni D(137, 89). VyuZzijeme pfitom nasledujici tvrzeni. Je -1i D(a, b) = d, pak existuji cela
&isla u, v s vlastnosti au + bv = d. Cisla u, v uréujeme podle Eukleidova algoritmu tim, Ze v
kazdém tadku Eukleidova algoritmu vypocitdme zbytek pomoci ¢isel a, b (vzdy postupné
dosazujeme jiz vypoctené hodnoty).

137=1.89 + 48, odtud 48 = 137 — 89
89=1.48+41,odtud 41 =89 — 48 =89 — (137 -89) = 2. 89 — 137

48=1.41+7 odtud 7=48 — 41 =(137—89) — (2.89— 137)=2.137-3.89
41=5.7+6 odtud 6=41-5.7=(2.89 — 137) — 5.(2.137 —3.89)=17.89 — 11 . 137
7=1.6+10dud]l=7-6=(2.137-3.89)—(17.89— 11.137)= 13.137— 20. 89
6=6.1+0

Z vypoctu plyne /37. 13 —89. 20 = I. Tento vztah vyndsobime dvéma (Cisla /37 a 89 urcené
v zadani neurcité rovnice ponechdme pfi nasobeni beze zmény) a dostaneme:
137.26 -89.40=2 3)



Porovname-li vztah (3) se zadanou neurcitou rovnici, vidime, ze xo = 26, yo = 40. Neurcita
rovnice 137x —89y = 2 mé pak obecné feSenix =26 —89¢ y =40 - 137t

Zkouska: 137.(26 —89¢t) —89. (40 —1371) =2

Poznamka 7. Nyni zbyva ukazat postup feSeni neurcité rovnice (1) pomoci postupu II, tj.
redukéni metodou. Tato metoda nahrazuje obé metody I a), I b), protoze v ni neni nutné hledat
jedno pevné feseni xp, yo. Postup spociva v tom, ze pomoci postupnych redukcnich krokt
prevadime zadanou neurcitou rovnici na neurcité rovnice s nizs§imi koeficienty (odtud redukce)
tak dlouho, aZ dostaneme rovnici, jejiZ fe§eni miizeme piimo uréit. Reseni ptivodni rovnice pak
ziskame postupnym zpétnym dosazovanim. Uvedeme piiklad.

Piiklad 3. Reste neurditou rovnici 72x + 31y = 328.

Reseni. Cisla 12 a 31 jsou prvoéisla, proto D(12, 31) =1, 1 | 328. Rovnice je tedy fesitelna.

Z rovnice [2x + 31y = 328 vypocteme nezndmou, u které je koeficient s nizsi absolutni
328-31

hodnotou. V naSem pfipad¢ plati x = Ty V citateli tohoto zlomku nalezneme nejblizsi

nasobek dvandcti k ¢islim 328 a 37 (je jedno, zda vétsi nebo mensi) a vyraz pro x rozdélime

na dva zlomky tak, aby prvni z nich bylo mozno kratit 12. Nalezneme tedy

328-31y 324-36y  4+5y 4+5y
- = - = (27 -3y) + .
12 12 12 12

X

Aby bylo x celé ¢islo, musi byt Citatel posledniho zlomku dé€litelny dvanacti, tedy musi platit
4 + 5y = 12k. Po formalni upravé 12k — 5y = 4. Tim jsme dostali dal$i neurc¢itou rovnici s
niz§imi koeficienty. Tu mizeme vyfesit napt. metodou I a), kde pevné feseni je ko = 2, yo = 4
nebo mizeme pokracovat opét redukéni metodou. Pokracujeme jiz bez komentare:

12k—-4 10k-5 2k+1 2k+1
y= - + = 2k —1) +—.
5 5 5 5

Aby bylo y celé ¢islo, musi byt Citatel posledniho zlomku délitelny péti, tedy 2k + I = 5u. Po
formalni Gpravé Su — 2k = 1. Tim jsme dostali dalsi neurcitou rovnici s niz§imi koeficienty.
Tu mzeme opét vytesit metodou I a), kde pevné feseni je up = I, ko = 2 nebo mizeme
pokracovat opét redukéni metodou. Provedeme dalsi redukci:

5u-1 u-—-1 u-1
= S =
2 2

k > -

Aby bylo k celé Cislo, musi byt ¢Citatel posledniho zlomku dé€litelny dvéma, tedy u — 1 = 2¢, po
formalni apravé u — 2t = 1. Tim jsme dostali dal$i neurcitou rovnici s jesté niz§imi
koeficienty. Jeji feSeni Ize vSak pfimo napsat ve tvaru u = [+ 2¢ (¢ je celo¢iselny parametr).

Nyni postupnym dosazovanim dostaneme feSeni plivodné zadané rovnice. Podrobnéjsi tipravy

si jiz odpustime (proved’te sami).



u=1+2¢t;
(o su-1  5(1+2t)-1

= ...=2+5¢;
2 2
12k—4  12(2+5t)—4
y= = =..=4+12t;
5 5
328—31y  328-31(4+12t)
X = = =..=17-31t.
12 12

Neurcita rovnice /2x + 31y = 328 ma tedy obecné feSenix = [7—-31t,y= 4 + 12t.

Poznamka 7. Nyni uvedeme né¢kolik slovnich priklad vedoucich k feseni neurcité rovnice.

Tyto rovnice jiz fesit nebudeme, uvedeme vzdy pouze vysledek. (feSeni proved’te sami).

Cilem téchto ptikladi je ukazat, jak se pfi matematizaci takovych tloh neur¢ité rovnice

sestavuji, resp. jak se dale pracuje s parametrem ¢.

Priklad 4. Naleznéte vSechny dvojice kladnych celych Cisel, které jsou feSenim rovnice
12x +31y = 328.

Reseni: Obecné feseni jsme urdili v ptikladu 3. Rovnice /2x + 31y = 328 ma nekoneénd

mnoho feseni uréenych parametrickymi rovnicemi x = [7—31t, y = 4 + 12t . Hledame-li

pouze kladna feSeni, musime nyni vyfesit soustavu nerovnic

-1 17
17-31t > 0, 4 + 12t > 0. Vypoctem urc¢ime nerovnost 3 < t< 31 Pro vSechna cela ¢isla ¢

lezici v tomto intervalu plati, Ze po jejich dosazeni do zadané rovnice budou hodnoty x, y
kladna ¢isla. VySe uvedenym nerovnostem vyhovuje pouze jediné celé Cislo ¢ = 0. Po

dosazeni dostavame jediné kladné feSenix = 17, y = 4.

Priklad 5. Rozménte 210 K¢ pomoci minci o hodnotach 10 K¢, 20 K¢ a 50 K¢ tak, aby

celkovy pocet minci byl 9.

Reseni: Pocet padesatikorun oznadime x, podet dvacetikorun y a pocet desetikorun z. Reseni
ptikladu je dano soustavou rovnic 50x+20y+10z=210

x+y+z=9
Ze druhé rovnice vyjadiime z = 9 —x —y a dosadime do prvni rovnice. Po upravé obdrzime
neurcitou rovnici 4 x +y = /2. Tato rovnice je feSitelnd a jeji obecné fesSeni (ziskané tfeba
metodou I a), kde pevné feSeni je napt. xo =2, yo =4)jex =2 +t,y =4 —4 t. Po dosazeni do
vztahu pro z a uprave dostavame z =3 + 3 ¢.
Nyni musi platit (po€et minci je nezdporné celé €islo) x = 0,y > 0, z > (. Musime tedy

vyftesit soustavu nerovnic 2 +¢2> 0,4 —4t> 0,3 +3¢t> 0. Resenim dostdvame nerovnici



—1 <t < 1. VSechna cela Cisla lezici v tomto intervalu ddvaji po dosazeni feSeni zadané¢ho
piikladu. Pro t = — I mame feSeni x = I, y = 8§, z = 0 (jedna padesatikoruna a osm
dvacetikorun), pro t = 0 mame feSeni x = 2, y = 4, z = 3 (dvé padesatikoruny, Ctyii
dvacetikoruny a tfi desetikoruny), pro ¢t = / mame feseni x = 3, y = 0, z = 6 (3 padesatikoruny

a 6 desetikorun).

Piiklad 6: Urcete nejmensi trojciferné Cislo a nejvétsi trojciferné ¢islo, kterd pii déleni osmi

dava zbytek 7 a pii déleni jedenacti zbytek 3.

Reseni: Nejprve nalezneme obecny vztah pro hledané &islo, které ozna¢ime tieba k. Podle
zadani plati k = 8 x + 7 a souCasné k = 1/ y + 3. Musi tedy platit rovnost 8x + 7=11y + 3;
po upraveé obdrzime neurcitou rovnici 8 x — /1y = —4. Tato rovnice je fesitelna, obecné
feSenijex =5 —11t, y =4 — 8t Po dosazeni do vztahu pro k dostaneme po upraveé k = 47

— 88t . Pro kazdou celociselnou hodnotu parametru ¢ obdrzime po dosazeni ¢islo s
pozadovanymi vlastnostmi. Nejvetsi a nejmensi trojciferné ¢islo 1ze nalézt bud’to
experimentem, kdy vypiSeme nekolik prvnich kladnych hodnot & (vzdy se 1iSi 0 88) a
postupujeme az do tisice: 47, 135, 223, 311 ..., 927, 1015, ..., nebo feS§ime soustavu nerovnic k

—953

> 100, k < 1000, tedy 100 < 47 —88t < 1000. VyteSenim obdrzime interval <t

—53 e o . " vewr 12w
<g , coZ je ptiblizné — 710,83 < t <— 0,60. Nejmensi a nejvétsi celé Cislo t z tohoto

intervalu urcuje hledané feSeni (které jsme uz ur€ili experimentem): pro ¢t = — / mame k =

135, prot = —10méame k = 927.

Priklad 7. RozloZte ¢islo 4000 na dva ptirozené s¢itance, z nichZ jeden je délitelny Cislem 4/

a druhy ¢islem 61.

Reseni: Hledana &isla oznadime napt. a, b. Podle zadani plati @ = 41x, b = 61y. Neurdita
rovnice, kterou musime vyftesit, je tvaru 4/x + 61y = 4000. Tato rovnice je feSitelnd, obecné
feSeni ziskdme bud’'to metodou I b) nebo redukéni metodou. Toto obecné feseni je
x=105-61t y= -5+ 41t Potom po dosazeni ziskame vztahy pro hledana ¢isla a, b ve
tvaru: a =41 (105 —611¢t) =4305—-2501t,b =061 (=5 +41t)=-305+2501t. Sectenim
vztahl pro a, b snadno ovétime, Ze a + b = 4000. Podle zadani mame nalézt dva piirozené
sCitance, tzn. nezdporna celd ¢isla. ProtoZe ¢islo nula zfejmé feSenim neni, feSime soustavu

nerovnic a >0, b >0, tedy 4305 —2501t >0, —305 +2501¢t >0 . Po vyieSeni dostavame



305 4305
<t<
2501 2501

interval , coz je ptiblizné€ 0,12 < ¢t < 1,72. Jediné cel¢ Cislo ¢ lezici v tomto

intervalu, je Cislo /. Po dosazeni ¢ = I dostaneme a = 1804, b = 2196.



