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1. Predskolni vék: Porovnavani délek a jednoducha méreni

V této kapitole si priblizime zkuSenosti déti v predskolnim véku, na které
navazuji v matematice 1. stupné ZS

V predskolnim véku déti provadéji jednoduché cinnosti, kterymi jsou
pfipravovany na méreni délky usecky. Jednou z jejich zdkladnich cinnosti je
porovnavani nejdfive dvou predmétl. Vyhledavaji predméty stejné délky, v riznych
stavebnicich se setkavaji se shodnymi pfedméty. Pfi manipulativnich cinnostech
napfiklad pfi stfihani prouzkl papiru téze délky dle daného vzoru si pfipravuji modely
usecek, i kdyz se ¢asto dopousti nepresnosti, kdy vystfizeny prouzek je kratsi nebo delsi
nez zadany vzor.

Predskolaci rozliSuji velikosti pfedmét(, jsou schopni vybrat predméty nejvétsi
nebo nejmensi. Predstavu o velikosti objektd ziskdvaji vzajemnym porovnavanim
rozmérl, odhadem a predstava jednotky je jesté velmi nepresna.

Vyznamné pro praxi jsou odhady vysledkl porovnavani, kdy porovndvané
pfedméty jsou umistény paralelné vele sebe (napf. dvé déti, dvé jablka apod.). Soucasti
méreni je tzv. vypliovani prostoru nebo roviny, kdy zjistujeme, kolik koralek se vejde
napftiklad do skleni¢ky apod. Jedna se vlastné o elementarni formu méreni objemu i
obsahu.

Veskera méreni provadi predskoldci jen pomoci porovndvani, pficemz se rozviji
schopnost porovndvat zrakem.

2. Méfeni geometrickych utvart — zakladni pojmy

Na ZS s SS se 74ci u¢i pozndvat, pojmenovavat a pouzivat geometrické Utvary a jejich
vlastnosti, studuji jejich tvar, polohové vztahy atd. Vyznamnou vlastnosti Utvar(
charakterizuje jejich velikost, kterou ziskame mérenim.

Méreni je urcovani velikosti fyzikalni veli¢iny ptisluSnym meéfidlem ve zvolenych
jednotkach, tj. ve zjisténi poctu téchto jednotek obsazenych v mérené veli¢iné. Pfipomerime,
Ze veli€inou rozumime pojem, kterého pouzivame ke kvalitativnimu a kvantitativnimu popisu
jeva, stavl a téles.

Ke stanoveni velikosti Utvaru dospéjeme jeho mérenim, kdy zakladem je tzv.
Jordanova teorie miry. Je vSak nejprve tfeba rozhodnout, které utvary lze méfrit, tj. zavést
pojem méfitelného Gtvaru, k cemuz bude treba zavést zakladni topologické pojmy.

2.1 Topologické pojmy

e Okolim bodu M v prostoru Enje mnozina bodl {XE Epn;| MX| < 8}, kde & € R+. Okoli
bodu M tedy obsahuje vSechny body prostoru Ej, jejichz vzdalenost od bodu M je



mensi nez zvolené cCislo §. Budeme-li mit na mysli okoli bodu M pro konkrétni Cislo 6,
budeme toto okoli nazyvat §-okoli bodu M a zapisovat symbolem §(M).

Pojem &-okoli bodu M Ize pouZit pro libovolny prostor E,. UkdaZeme si tuto skute¢nost
na prikladech pro prostory E; (pfimka), E2 (rovina) a Ez (prostor):

e 4-okoli bodu M v prostoru E; (na pfimce) je mnoZina {X€ Ez;| MX| < 8}, kde 6 € R+.
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0 — okoli bodu M

Vsimnéte si, Ze pro 6 - okoli bodu M plati, Ze |MX| < 6.
6 - okoli bodu M v prostoru E; (na pfimce p) je usecka X1X; bez hrani¢nich bodd Xi, Xa.

e §-okoli bodu M v prostoru E> (v roviné) je mnozina {X€ Ez;| MX| < 8}, kde 6§ € R+.
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Analogicky jako v ptipadé 6 - okoli bodu M
v prostoru E;zi zde plati, Ze |[MX]| < 6. Nyni se
viak pohybujeme v roviné.

& - okoli bodu M se tak stdva vnitfek K
kruhu (kruh bez hrani¢ni kruznice k)
s polomérem §.

e 4-okoli bodu M v prostoru Ez (v prostoru) je mnoZina {X€ E3;| MX| < 8}, kde 6 € R+.

Analogicky jako v ptipadé é - okoli bodu M
v prostoru E;i E> zde plati, Ze |[MX]| < §. Nyni
se vSak pohybujeme v prostoru.

6 - okoli bodu M se tak stava vnitfek X
koule (koule bez hraniéni kulové plochy g)

s polomérem §.



V dalsim textu budeme presné definovat pojmy, se kterymi bézné intuitivné pracujeme. Tyto
pojmy je mozné zavést az ve chvili, kdy jsme se seznamili s pojmem § - okoli bodu M. Pro
nejsnadnéjsi nazornost budeme tyto pojmy zavadét v E, tj. v roviné.

« Mnozina M se nazyva ohranitena pravé tehdy, kdy? je podmnoZinou okoli néjakého
bodu X€ E3,

S pojmem ohrani¢ena mnozina souvisi rovnéz pojem ohraniceny utvar.

e Geometricky utvar U se nazyva ohrani¢eny pravé tehdy, kdyz existuje alespon jeden
bod A€ E; a jeho okoli §, pro které plati, ze U < §(A).

U, UZ

MnoZina U. je ohrani¢end, mnozina U, neni ohranicena (U: je konvexni Uhel).

e Vnitini bod geometrického ttvaru U je takovy bod X € E;, pro ktery existuje alespon
jedno & — okoli takové, Ze toto okoli je podmnozinou utvaru U. Plati tedy 6(X) < U.

® Vnéjsi bod geometrického utvaru U je takovy bod Y € E3, pro ktery existuje alespon

jedno & — okoli takové, ze 6(Y) n U = @.

( \ Lem T~ Bod X je vnitfnim bodem atvaru U.
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N N
5,\' . Bod Z> je vn&j$im bodem utvaru U.
\\ o H /
/
\\\ZZ e

® Hranicni bod geometrického utvaru U je takovy bod H € E;, kdy pro kazdé § — okoli

tohoto bodu plati, Ze obsahuje alespon jeden bod (Z1), ktery je prvkem utvaru U a

zaroven obsahuje alespon jeden bod (Z2), ktery neni prvkem utvaru U.



S pojmem hrani¢ni bod geometrického Utvaru souvisi pojem hranice Utvaru, otevieny a
uzavieny utvar.

e Hranice geometrického utvaru je mnoZzina vSech jeho hrani¢nich bod( U.

e Geometricky utvar U je uzavieny pravé tehdy, kdyZz mu ndlezi vSechny jeho hrani¢ni
body.

e Geometricky utvar U je otevieny pravé tehdy, kdyZz mu nenalezi Zadny z jeho
hrani¢nich bod(.

Geometricky utvar U; je otevieny, geometricky Utvar Uj je uzavieny.
2.2 Topologické zobrazeni

V této kapitole nebudeme zavadét exaktni definici topologického zobrazeni, ale spokojime se
pouze s jeho intuitivni predstavou. Pro tuto predstavu budeme opét pracovat v roviné E;.

e Topologické zobrazeni Z je takové zobrazeni, které kazdym dvéma rliznym velmi
blizkym bod{m pfifadi dva rlizné velmi blizké body. Plati tedy

VA, BEE;: A#B= Z(A)* Z (B).

V tomto zobrazeni se nemusi zachovavat délka, rovnobéZnost, tvar, velikost ani délici pomér.
Topologické zobrazeni si lze dobfe predstavit pomoci provazku. Dva Utvary jsou si navzajem
topologickymi obrazy za predpokladu, Ze jeden z nich vytvorime z provazku a jsme schopni

z néj ziskat druhy, aniz bychom provazek stfihali, spojovali nebo vytvareli uzly.

» Topologickym obrazem usecky muze byt jednoducha krivka, jednoducha cara i
jednoduchd lomena ¢ara.

» Topologickym obrazem kruznice pak mlze byt jednoducha uzaviena krivka a
jednoduchd uzaviend lomena ¢ara.

» Pokud bychom z vyse uvedenych pojmu vynechali slovo , jednoducha“, znamenalo by
to, Ze ¢ary Ci krivky by samy sebe mohly protnout. NiZe na obrdzku si jednotlivé
pojmy vysvétlime.

Priklad 1: Ktera z téchto pismen si jsou topologickymi obrazy?
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Jednoducha krivka

Jednoducha c¢ara

Jednoducha lomena cara

Jednoducha uzaviena kfivka
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Jednoducha uzaviena lomena cara




e Geometricky Utvar U je konvexni praveé tehdy, kdyz pro jeho libovolné dva body
XeU, Y €U plati, Ze usecka XY < U.

e Geometricky utvar U je souvisly pravé tehdy, kdyz jeho libovolné dva body
X €U, Y €U lze spojit kfivkou K, pficem? plati K, = U.

Souvisly geometricky Utvar si lze predstavit tak, Ze jsme schopni se dostat jednim tahem
z jednoho jeho libovolného bodu do jiného jeho libovolného bodu, aniz bychom tento Utvar

L,opustili®.

a) b) c)

Geometrické utvary a), c) jsou souvislé; geometricky Utvar b) neni souvisly.

e Dva geometrické Utvary se prekryvaji pravé tehdy, kdyz jejich prlinik obsahuje
alespon jeden bod, ktery je vnitfnim bodem obou téchto Utvaru.

Na obrazku vyse se prekryvaji pouze utvary trojuhelnik a kruh.

3. Mira geometrickych utvaru

Mezi matematické pojmy, které se vyvinuly z potieb praxe lidi, jsou Usecka a jeji délka, rovinny
geometricky Utvar a jeho obsah, téleso a jeho objem. Lidé tyto Utvary zacali vice studovat



v souvislosti s vymeérovanim pozemkl, pfi planovani staveb, cest apod. Prvni miry se
odvozovaly od rozmér( ¢asti lidského téla, jakymi jsou napfiklad loket nebo palec.

Upustime-li od jednotek méreni, prijdeme kzavéru, Ze mérenim usecky ¢i jiného
geometrického Utvaru ziskdme urcité Cislo. Zjistujeme tak, Ze méfeni utvari je pfifazovani
Cisel utvartim, a jedna se tedy zobrazeni.

3.1 Mira usecky, délka usecky

Definice 1: Zobrazeni F mnoZiny vSech UseCek na mnoZinu vSech nezapornych redlnych Cisel
nazyvame mirou Usecek a Cislo, které je vtomto zobrazeni pfifazeno dané Usecce se nazyva
délka usecky (délku usecky AB zapisujeme |AB|) praveé tehdy, kdyz

Existuje Usecka, jejiz délka je rovna Cislu 1 (tzv. jednotkova Usecka): (3 AB)|AB|=1,
Pro kazdé dvé shodné uUsecky plati, ze jejich délky jsou si rovny:
(VAB,CD) AB =CD = |AB| = |CD]|,

3. Pro kazdé dvé usecky plati, Ze délka jejich grafického souctu je rovna souctu jejich
délek: (VAB,CD) |AB+ CD| = |AB| + |CD|.

S mirou Usecky jste se seznamili v ramci kurikula predmétu Geometrie 1 v minulém semestru.
Doporucujeme tedy toto téma zopakovat napf. z materidlu (Lvovska & Francovd, 2014).

Pripomerite si, jak se provadi:

e Graficky soucet usecek
e Prenaseni Usecek

Priklad 2: Jsou ddny usecky MN a OP. Urcete velikost tsecky OP, jestlize [MN [= 1 (use¢ka MIN
je jednotkova).
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Pfi hledani feseni se drzime tfi pravidel v Definici 1.
Prvni predpoklad existence jednotkové usecky je jiz splnén, jednotkova Usecka MN je zaddna.

MuzZeme tedy pokracovat prenasenim usecky MN na polopfimku -OP. Timto prenesenim
ziskame bod P1.

o 4 vP

0] P1

Vyuzitim druhého predpokladu ziskdme MN = OP; = |[MN| = |OP1| = |OP4| = 1.



Tento postup opakujeme, opét naneseme Usecku MN na poloptimku -OP, ovSem nyni do
bodu P1. Ziskdme MN = P1P; = |MN| = |P1P2| = |P1P2| = 1.

P
L4 L 4 L4

(0] Py P2 P

V tuto chvili jsme schopni zjistit velikost Usecky OP». To zjistime vyuzitim tfetiho predpokladu
z Definice 1 nasledovné:

|OP2| = |OP1 + P1P2| = |OP1| + [P1P2| =1 +1=2.

Dalsi kroky jsou intuitivni. Opét naneseme usecku MN na polopfimku -OP, nyni do bodu P,.
Nalezneme bod P3, ktery je vtomto pfipadé totozny s bodem P.

Y 8- Py
@

0 P1 P, Ps=pP

Pro vyfesSeni Ulohy, tj. uréeni délky usecky OP stali pouzit druhy a tfeti predpoklad Definice 1:
MN = P,P3; = |MN| = |P2P3| = |P2P3| = 1.
|OP| = |OP, + P,P3| = |OP| + |P2P3| =2+1=3.

Témito kroky jsme zjistili, Ze délka Usecky OP je trojndsobkem délky usecky MN. Plati tedy, ze
|OP| =3.

Poznamka: Pro zaka zdakladni Skoly neni ndrocné zjistit délku usecky vzhledem k dané
jednotkové uUsecce, tj. kolikrat je dand usecka delsSi nez jednotkovad, za predpokladu, Ze se
jedna o celociselny nasobek.

Priklad 3: Jsou ddny usecky KL a RS. Urcete velikost usecky RS, jestlize |[KL[= 1 dm (usecka KL
je jednotkovd).
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Prvni tfi kroky prenaseni usecky KL na polopfimku RS jsou analogické jako v Prikladu 2. Rozdil

nastava ve chvili, kdy se pfi prenaseni usecky pfiblizime k hraniénimu bodu S.
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Z obrazku vyse je zfejmé, Ze velikost Usecky RS neni celociselnym nasobkem usecky KL.
Pfeneseme-li Usecku ve ¢tvrtém kroku na polopfimku RS, ziskdme bod S4, pfiéemz bod
S lezi mezi body Ss, Sa.

S1 S2 S3 S S4
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Nyni Ize zapsat |RS3| < |RS| < |RSa4| a tedy plati3 dm < |RS| <4 dm.

e Délka 3 dm usecky RSs3 se nazyva dolni mez usecky RS.
e Délka 4 dm usecky RSsse nazyva horni mez usecky RS.

Takto ovSem neni velikost Usecky RS dana presné. Abychom zpresnili své méreni Usecky RS,
zvolime novou jednotkovou Usecku KT, ktera je presné jednou desetinou puvodni
jednotkové usecky KL, tj.

KT = — - KL a tedy
10

IKT| = — - [KL| == -1dm=0,1dm=1cm.
10 10

Naneseme nyni Usecku KT na polopfimku - RS do bodu Sz a postupujeme analogicky jako
v predchozich krocich.

Pokud je Usecka S3S celociselnym ndasobkem usecky KT, jsme s mérenim hotovi. Pokud neni
usecka Ss3S celodiselnym ndsobkem Usecky KT, zvolime opét novou jednotkovou Usecku KX,
ktera je presné jednou desetinou jednotkové Usecky KT, tj.

KX = — - KT a tedy
10

1

|KX] =
10

- |KT| =1i0 +1cm=0,1cm=1mm.
Nasledné postupujeme analogicky jako v prechozich krocich.

Pozndmka: Podobnych Gvah vyuZivaji #4ci jiz na prvnim stupni ZS. Sami si uvédomuiji, Ze
mérit v milimetrech je presnéjsi nez v centimetrech apod.

Budeme-li méfit délku usecky RS vySe uvedenym zplisobem, mohou nastat tfi moZnosti:

1. Krajni bod S usecky RS, kterou méfime a na kterou nandsime postupné jednotkovou
usecku, splyne s nékterym z bod( Sy, S»,..., Sn dfive, nez je potfeba zavést zpresnéni. Délka
usecky RS je pak kladnym celoéiselnym nasobkem jednotkové usecky.

2. Krajni bod S usecky RS, kterou mérime a na kterou nandsime postupné jednotkovou
usecku, splyne s nékterym z bod( S, S»,..., Sn v nékterém kroku zpresnovani. Pak Ize
jednoduse zapsat, Ze existuje n € N takové, Zze S, =S. Délka usecky RS jiz neni kladnym
celociselnym ndsobkem jednotkové Usecky, délka usecky RS je kladné racionalni Cislo.

3. Krajni bod S usecky RS, kterou mérime a na kterou nandsime postupné jednotkovou
usecku, nikdy nesplyne s Zadnym bodem Si, S»,..., Sn bez ohledu na skutecnost, kolik
zpfesnéni provedeme. Pak Ize zapsat, Ze pro kazdé n € N plati S, #S. Délka usecky RS jiz
neni kladnym celociselnym nasobkem jednotkové Usecky, ani kladné raciondlni ¢islo. Délka
usecky RS je kladné iracionalni Cislo.



3.2 Mira obrazce, obsah obrazce
V roviné Ize méfit pouze tzv. méfitelné utvary:

e Zakladni méfitelny utvar v roviné je rovinny utvar, ktery je:
a) Ohraniceny,
b) Hranici je jednoduchd uzaviena kfivka,
c) Jesouvisly.
e Méritelny utvar je Utvar, ktery lze ziskat z kone¢ného poctu tzv. zakladnich méfitelnych
utvarl pomoci mnozinovych operaci. Méritelnému Utvaru v roviné fikdme obrazec.

Z uvedeného je zifejmé, Ze napfriklad polorovina, konvexni Uhel nebo vnéjSek kruhu nejsou
méritelné atvary.

N

Pétidhelnik v pfipadé a) je méritelny uUtvar. Dvojice kruh(, které nejsou spojité v pripadé b) a
konvexni Uhel nejsou méfitelné utvary.

Definice 2: Mira obrazce je zobrazeni f mnoziny vSech rovinnych obrazc na mnoZinu vsech
nezapornych reélnych &isel. Cislo, které je vtomto zobrazeni f pfifazeno danému obrazci U, se
nazyva obsah obrazce a zna¢ime jej f (U). Dale plati:

Existuje obrazec, jehoZ obsah je roven Cislu 1: (3 U) f (U) = 1,
Pro kazdé dva shodné obrazce plati, Ze jejich obsahy jsou si rovny:
(VU U2) Us = U= f(U1) =f(Ul)
3. Jestlize se obrazce neprekryvaji, pak obsah jejich sjednoceni se rovna souctu jejich
obsahu:
(V Uz, U2) Uy, Uz se neprekryvaji = f(U1U Uz) =f(U1) + f (Uz)

Méreni obrazce budeme demonstrovat na nasledujicim pfikladu.

Priklad 4: Je dan jednotkovy Ctverec (Ctverec o obsahu 1) KLMN a obdélnik ABCD. Jaky ma
obsah obdélnik ABCD?



Chceme-li urcit obsah obdélnika ABCD, je tfeba, abychom se drzeli pravidel z Definice 2. Prvni
predpoklad o existenci jednotkového ctverce je splnén jiz ze zadani. Mizeme tedy pokracovat
prenasenim ctverce KLMN na obdélnik ABCD. Ziskame tak body P, Pa.

N M D P2 C

Jisté plati: Ctverec KLMN je shodny se ¢tvercem AP1P,D, a podle druhého predpokladu
v Definici 2 se jejich obsahy rovnaji. Obsah ¢tverce AP1P,D je tedy rovnéz roven jedné.

Cely postup opakujeme, pFicem? aplikujeme pfedpoklady Definice 2. Ctverec KLMN je shodny
se ¢tvercem P1P,P3P4 a tedy maiji podle druhého predpokladu Definice 2 stejné obsahy. Obsah
¢tverce P1P2PsP4 je tedy roven jedné. Dle tfetiho predpokladu Definice 2 je obdélnik APsP4D
sjednocenim ctverctd AP1P,D a P1P,P3Pa, které se neprekryvaji. Plati tedy, Ze obsah obdélniku
AP3P4D je roven souctu obsahu ¢tverc AP1P,D a P1P2P3Pa.

V dalsim kroku opét preneseme Ctverec KLMN a ziskame Ctverec P3BDP4, oba tyto Ctverce maji
stejné obsahy. V poslednim kroku obsahy ¢tvercl podle tretiho pfedpokladu seéteme. Soucet
obsah tfi ¢tverca AP1P,D, P1P,P3P4 a P3BDP4 je roven obsahu obdélnika ABCD:

D P, Ps C

U2 U3 U4

A P1 P3 B

Pro zjednoduseni zvolime jiné oznaceni obrazcU, viz obrazek vyse:



Ctverec AP1P,D oznaéme symbolem Uy,
Ctverec P1P3 P4P; 0znaéme symbolem Us,
Ctverec P3BCP4 oznaéme symbolem Uy,

Utvar U2 U Uz oznaéme symbolem Uz,

YV V V V V

Utvar U3 U Uz oznaéme symbolem Uzzs — jedna se o obdélnik ABCD.

Cely postup prendseni ¢tverce na obdélnik mizZzeme zapsat nasledujicim zplsobem:
Ui = U= f(Uy) =f(U2) = f(Uz) = 1,

U; = Uz = f(Uy) =f(Us) = f(U3) = 1,

f(Uz23) = f(U2U Us) =f(U2) +f(Us) =1+ 1=2,

Ui = Uz = f(U1) =f(Us) = f(Ua) = 1,

f(U23a) = f(U2s U Uas) =f(U23) +f(Us) =2 +1=3.

Obsah obdélnika ABCD je 3.

Poznamka: Analogicky, jako v pripadé miry Usecek nemusi byt jeden obrazec celociselnym
nasobkem druhého. Pokud by tomu tak bylo, provedli bychom zpfesnéni rozdélenim
jednotkového Etverce na shodné ¢tverce a postupovali bychom analogicky jako pfi méreni
usecky.

Problematiku méreni obsahu a pokryvani jednotkovym ¢tvercem je mozné resit také

v pfipadé narocnéjsich méritelnych rovinnych obrazcu, jejichz hrani¢ni kfivky jsou oblé.
V tomto pfipadé je vhodné vyuZit Ctvercové sité. V ndsledujicim prikladu si vysvétlime
postup méreni obsahu libovolného méritelného rovinného obrazce.

Priklad 5: Urcete obsah rovinného obrazce U.



Uvazujme ¢tvercovou sit S v roviné pokrytou jednotkovymi ¢tverci. Za stranu jednotkového
¢tverce zvolime jednotkovou tsecku 6. Obsah jednotkového ¢tverce je tedy 6.

N K

Sit'S \

=
\\ !

N

62

Na tomto misté je potfeba formulovat dva dUlezité pojmy.

e Jadro J obrazce U vsiti S je sjednocenim vSech takovych ctvercl sité, Ze kazdy jejich
bod naleZi obrazci U.

e Obal O obrazce U vsiti S je sjednocenim vsech takovych ¢tvercl sité S, Ze alespon
jeden jejich bod nalezi obrazci U.

Obal O kazdého rovinného obrazce U obsahuje aspon jeden ¢tverec sité S, jadro J nemusi
obsahovat zadny ¢tverec sité S.

V libovolné siti S je vidy jadro J podmnozinou obrazce U a obrazec U je podmnozZinou obalu
O, plati: JcUcO.

Vzhledem k tomu, Ze jadro J i obal O obrazce U jsou Utvary ohranicené, jejich hranice jsou
jednoduché uzaviené krivky, jsou jadro J i obal O obrazce U méfitelné atvary. MZzeme tedy
urcit jejich velikost.

e velikost jadra f (J) obrazce U je pocet ¢tvercl jadra J (tedy dolni mez obrazce U),
e velikost obalu f (O) obrazce U je pocet ¢tvercl obalu O (tedy horni mez obrazce U),

Plati tedy: f(J) <f(U) <f(0), kde f (U) je obsah obrazce U.



Jédrofr//

V pripadé naseho obrazce U vidime, Ze velikost jeho jadra je f (J) = 21 (pocet ¢tvercl jadra
obrazce U) a velikost jeho obalu je f (O) = 48 (pocet ¢tvercl obrazce U). Plati tedy, Ze obsah f
(U) obrazce U je 21 < f (U) < 48. Coz je velmi ,hrubé” méreni.

Chceme-li méfeni zpfesnit, vytvofime tzv. zjemnénou sit S1 o délce jednotkové Usecky 81, kde
61< 6. Rozdélme tedy jednotkovou Usecku na dvé shodné Usecky, pficemz nova jednotkova

Usecka 61 = % - 8. Zvolime-li za stranu jednotkového ¢tverce pro zjemnénou sit S; jednotkovou
uselku 81, pak obsah jednotkového &tverce bude 612

} 61

Sit Sq -

Jadro J1

— Obal 01

612 — F




Oznaéme pro sit S1 velikost jadra J1 symbolem f (J1) a velikost obalu O1 symbolem f (01).
UvaZzujeme-li sit Sy, je velikost jadra f (J1) = % =26 % a velikost obalu f (01) = 1758 =39 E .
Porovnejme nyni ziskané velikosti jader J a J1 i oballl O a O1 obrazce U pred zjemnénim a po
ném:

21 < 26% < f(u) 39% < 48

Vidime, Ze po prvnim zjemnéni sité jsme ziskali presné;jsi udaje o obsahu obrazce.
Z uvedeného postupu zfejmé plati mnozinova inkluze:

Jc JicUcO:cO.
Vzhledem k této mnozZinové inkluzi pro velikosti jadra a obalu po zjemnéni sité plati:

f(J)) < f(J1) < f(U) < f(01) < f(O)

Timto zpUsobem lze ve zjemnovani siti pokracovat. Potom v kazdé siti Sk (kde 1 <k <n pron,
k € N) Ize obrazci U pfiradit jddro Jx a obal Ok. Plati mnozinova inkluze

Jc hc hclhc.hc.cUcC..0hc..03c0,c0:1cO
Pro velikosti jader, méfitelného rovinného obrazce a oballi podobné plati
f(J) < f(J1) < f(J2) < f(J3) ...< f(Jn) £ f(U) £ f(On) ...< f(03) < f(02) < f(01) < f(O)

Z praxe vime, Ze pro presnéjSi méreni volime vidy pro zjemnovani sité jednu desetinu
jednotkové usecky, tj. 01 = L 0.,02 = L 01 atd.

10 10
Postupnym zjemnovanim siti se bude velikost jader zvétSovat, velikost oball se bude
zmensSovat, z obou stran - zdola i shora - se budeme pfiblizovat k obsahu f(U) rovinného
obrazce U, rozdil horni meze a dolni meze velikosti obrazce Ize ucinit libovolné malymi.

Priklad 6: Urcete obsah obdélniku ABCD, jehoz strany maji velikosti:
a) |AB| =6cma |BC| =4 cm
b) |AB| =6,3cma |BC| =4,7 cm

a) Vytvorime si ¢tvercovou sit S o rozméru & velikosti 1 cm. Do ¢tvercové sité S umistime
obdélnik ABCD tak, aby dvé sousedni strany AB, BC obdélniku byly podmnozinami pfimek sité
S. Vtomto pripadé obdélniku budou i strany CD a DA podmnozinami pfimek sité. Neni tedy
potfeba jiz sit S zjemrniovat a mdzeme urcit obsah obdélniku ABCD jako hodnotu, kterd
vyjadfuje pocet Ctvercll o délce strany 6, které obdélnik ABCD vytvari. Celkovy pocet
jednotkovych &tvercl je 24, tj. obsah obdélniku ABCD je 24 cm?.



}6=1cm

A B «— 862=1cm?

b) Méreny obdélnik umistime ve Ctvercové siti S o rozmeéru & velikosti 1 cm tak, aby obé jeho
strany AB i BC byly podmnozZinami pfimek sité S.

L \\\

A NN

JadroJ ~—_| }6=1cm

Obal O

Vsiti S znazornime jadro J a obal O obdélnika ABCD.

Velikost jadra f(J) = 24, velikost obalu f(O) = 35. Je zfejmé, ze f(J) < f(ABCD) < f(O).
Vzhledem k tomu, Ze ostatni strany CD a DA obdélnika ABCD nejsou podmnoZinami pfimek
sité S, provedeme zjemnéni sité S tak, Ze zvolime novou jednotkovou uUsecku 01 velikosti jedné

. - e . 1 . L . .
desetiny plvodni jednotkové usecky, tj. 01 = ) -0 =1 mm. V nové ¢tvercové siti S1 o velikosti

jednotkové usecky d1 = 1 mm uréime velikost jadra f(J1) a velikost obalu f(O1) obdéIniku ABCD:

f(J1) = 47 - 63 = 2961, f(01) = 47 - 63 = 2961.

Zde plati, Ze f(J1) = f(01) = f(ABCD) = |AB|-|CD| = 2961. Oznacime-li v obdélniku ABCD
symbolem a velikost Usecky AB a b velikost usecky BC, pak obsah obdélnika ABCD zapiSeme
jako f(ABCD) = @ + b. Oznac¢ime-li pismenem S obsah obrazce f(ABCD), tj. S = f(ABCD), ziskame
vztah:

S=a-b




Obsah obdélnika ABCD je 2961 mm?, coz je 29,61 cm?.
Priklad 7: Urcete obsah ¢tverce ABCD o velikosti strany AB 5 cm.

Obsah ctverce vypoclitdme jako obsah obdélniku. ProtoZze sousedni strany jsou shodné,
vypocitame obsah Ctverce ze vzorce

S=a-a

§=5:5=2525cm?

Obsah ¢tverce ABCD je 25 cm?.

Priklad 8: Odvodte obsah kosodélniku ABCD.

D C

A B

Na pfimce < DC nalezneme body E, resp. F tak, Zze & AE | < ED, resp. & AF | < FD.
Trojuhelnik AED je shodny s trojuhelnikem BFC (podle véty Ssu). Jestlize dva trojuhelniky jsou
shodné, pak maji podle definice miry stejny obsah. Jestlize posuneme trojihelnik AED na misto
trojuhelnika BFC, vznikne obdélnik ABFE, ktery ma stejny obsah jako kosodélnik ABCD. Obsah
obdélniku ziskdme jako soucin velikosti sousednich stran (|AB| - | BF|). Strana BF v obdélniku
ABFE je vySkou v kosodélniku ABCD na stranu AB. Jestlize obsah kosodélniku ABCD je stejny
jako obsah obdélniku ABFE, tak obsah S kosodélniku vypocitame jako soucin velikosti strany

a a pfrislusné vysky Vg, tj:

s=a'Va

Priklad 9: Odvodte obsah trojuhelniku ABC.



A B

V roviné nalezneme body X, Y tak, Ze vrchol C lezi na pfimce < XY a utvar ABXY je obdélnik.
Bodem C vedeme primku rovnobéznou s pfimkou < BX, kterd protind stranu AB trojuhelnika
ABC v bodé P, co? je pata kolmice z bodu C na stranu AB. Plati, Ze APC = CYA a BPC = CXB
(podle véty sus). Trojuhelniky APC, CYA maji tedy stejny obsah, stejné tak trojuhelniky BPC,
CXB maji stejny obsah. Je zfejmé, Ze velikost obsahu trojuhelniku ABC Cini polovinu obsahu
obdélnika ABXY. Obsah obdélnika ABXY ziskdme jako soucin velikosti sousednich stran (|AB| -
| BX]). Vzhledem k tomu, Ze Usecky PC a BX jsou rovnobézné a shodné, obsah trojuhelnika ABC
ziskame jako polovinu soucinu |AB| - |PC|, kde Usecka PC je vyska trojuhelnika ABC z bodu C
na stranu AB.

Oznaéme |AB| =4, |PC| = Vq, pak obsah S trojuahelniku ABC vypocitame jako polovinu soucinu
velikosti strany @ a pfislusné vysky Vg, tj:

S=%'a'Va
Y ¢ X
A P B

3.3 Povrch prostorového utvaru

Méreni obsahu rovinnych atvarl se pouZziva v praktickych ulohach napfiklad pfi uréovani
povrchu télesa.

e Télesa jsou prostorové utvary, které nejsou podmnoZinou téze roviny. Zajimaji nas
prevazné hranata télesa, tj. krychle, kvadry, hranoly a dale rotacni télesa koule, kuzel
valec.

e Povrch télesa je hranice télesa v prostoru. Urcujeme velikost této hranice, tedy obsah
hranice. Povrch télesa u hranatych téles uréime jako soucet obsaht vsech jeho stén. U
hranatych téles mGzeme vytvorit sit télesa, coZ je povrch télesa rozvinuty do roviny. U



rotacnich téles si vytvofime sit kromé koule, ktera je pro toto komplikovana (napfiklad
pfi zndzornovani zemského povrchu v roviné dochazi ke zkresleni).
Priklad 10: Urcete povrch krychle, jestlize hrana krychle méri 5 cm.

Povrch krychle je hranice krychle v prostoru. Mzeme si jej rozvinout do roviny a vytvofrit tak
rovinny utvar — n-uhelnik, z néhoz lze zpétné slozit povrch této krychle.

Na obrdazku nize je zndzornéna krychle ve volném rovnobézném promitani a jedna z jejich siti.
Povrch krychle je tvoren Sesti shodnymi ¢tverci, tedy povrch krychle vypocitame jako

$=6-ad°

$=6-25=150cm2

Povrch krychle &ini 150 cm?.

Priklad 11: Uréete povrch kvddru ABCDEFGH, jestlize délka jeho hrany AB je 4 cm (a = 4 cm),
hrany BCje 5 cm (b =5 cm) a hrany BF je 6 cm (c = 6 cm).

Analogicky jako u krychle si mGZeme pro ilustraci znazornit sit kvddru ABCDEFGH, coz? je
rozvinuty povrch kvadru do roviny. Kvadr ma 6 stén, ztoho 3 dvojice shodnych stén.
Vypocitame obsah kazdé stény a tyto obsahy se¢teme. MlzZeme také vypocitat obsahy tfi
raznych stén, pak tyto obsahy secist a vynasobit dvéma. Obecné je vzorec pro povrch kvadru:



S=2(a-b+a-c+ b-c)

Povrch zadaného kvadru vypoéteme S=2(4-5+4-6 +5-6) =148 cm?.
Povrch daného kvadru méFi 148 cm?.

Ukoly

1. Urcete obsahy jednotlivych ¢tyruhelnikd umisténych ve ¢tvercové siti o rozméru 4.

N

v
.

.

2. Urcete obsahy jednotlivych trojuhelnik( umisténych ve ¢tvercové siti o rozméru 6.

r

= B




3. Urcete obsahy jednotlivych obrazcli umisténych ve ¢tvercové siti o rozméru 4.

[

/

4. Vypoctéte povrch kolmého hranolu, ktery ma za podstavu rovnoramenny trojuhelnik

o zakladné a =10 cm a ramenu b = 13 cm, vyska hranolu je v=12 cm.

5. Zakrouzkujte obrazky, na kterych neni sit krychle:

]

]

6. Existuje 11 siti krychle. Dokazete je vSechny najit a naértnout?

7. Na obrazku je sit krychle, kterou vybarvily déti. Kolik procent povrchu krychle je

vybarveno?

f)




O

8. Na sténach krychle jsou nakresleny Sachové figurky. Jejich polohu vidite v zobrazené
siti. Urcete, které figurky patfi na mista otaznika.

pesec

Jjezdec

strelec

véz

dama

kral

a) b) c)

9. Je dana krychle, kterd ma na sténach tecky. Je zobrazena ve tfech raznych polohach.
Nacrtnéte jeji sit.
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10. Jsou dany obrazce U a V ve Ctvercové siti, kde délka usecky jednotkového Ctverce Cini
1 cm. Uréete obsah téchto obrazcli pomoci jejich jader a oball analogicky jako
v Pfikladu 5. Vysledek zapiSte pomoci nerovnosti. Provedte ddle alesponi jedno
zpfesnéni pomoci zjemnéni sité?



11. Které ze zndzornénych trojuhelnik’ ve ¢tvercové siti maji stejné obsahy?

Cs Ca Ce

C
C:
C;

12. Zapiste, kolik procent plochy zaujima trojuhelnik v dané podloZce tvaru:
a) Ctverce, b) obdélnika.

8,4cm

6cm 12,6 cm



13. Vyjadrete zlomkem, jakou c¢ast obsahu ctverce ABCD tvofi obsahy vybarvenych
obrazcll. Bod S je stfed ¢tverce, body S1, Sz, S3 jsou stredy stran.

a) S c b) p c
S &
S
A B A o7 B

14. Urcete, kolik ¢tvercovych dlazdi¢ek o strané 5 cm je tfeba k vydlazdéni dna a stén
zahradniho bazénu tvaru kvadru. Hloubka bazénu je 1,5 m, Sitka 2,5 m a délka 5 m.
Spary mezi dlazdickami zanedbejte.

15. Kterd z kostek odpovida zobrazeni v siti?

a 7 b) = ©) /] d)
Rl & 09 (P

H|A|O
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3.4 Mira téles, objem télesa

Definice 3: Mira téles je zobrazeni f mnoziny vSech téles na mnozinu vSech nezapornych cisel.
Cislo p¥ifazené télesu T v tomto zobrazeni se nazyva objem télesa a zna¢ime jej f(T). Dale plati:
1. Existuje téleso, jehoz objem je roven ¢islu1: (3 T) f(T) =1,
2. Pro kazdé dvé shodna télesa plati, Ze jejich objemy jsou si rovny:
(VT, T2) Ti=T=>f (T1) =f (Tz)
3. Jestlize télesa nemaji spolecny zadny bod, pak objem jejich sjednoceni se rovna souctu
jejich objem:
(VT, T2) TiNT2=0=>fT1U T2) =f(T1) +f(T2)

Pfi méreni obsahu obrazce jsme vypliovali méreny obrazec jednotkovymi étverci.
Podobné budeme postupovat pfi méreni télesa T. Téleso T, které méfrime, budeme vyplriovat
jednotkovymi krychlemi. Méreni télesa T budeme provadét nasledujicim postupem:
Vyjdeme z tzv. krychlové sité S o rozméru §, kde je jednotkova usecka 6. Téleso T umistime

do krychlové sité a urc¢ime jadro a obal obdobné jako pti méfeni rovinného obrazce.



e Jadro J télesa vsiti S je sjednoceni vSech jednotkovych krychli sité S, Ze kazdy jejich
bod nalezi télesu T.

e Obal O télesa vsiti S je sjednoceni vSech takovych jednotkovych krychli sité S, ze
alespon jeden jejich bod nalezi télesu T.

Obal kazdého télesa T obsahuje alespon jednu krychli sité S, jddro nemusi obsahovat Zadnou
krychli. Pro jadro J, téleso T a obal O plati vztah:

JcTcoO.

Ponévadz jaddro J i obal O télesa T jsou omezené Utvary a hranice jaddra i obalu jsou
topologickym obrazem kulové plochy, jsou jadro J i obal O méfitelné prostorové Utvary, lze
tedy urcit jejich velikost.

e Velikost jadra f(J) je pocet krychli jadra J télesa T v siti S.
e Velikost obalu f(O) je pocet krychli obalu O télesa T v siti S.

Ziskavame vztah:
f)) < f(T) < f(O)

Velikost jadra f(J) je dolni mez, velikost obalu f(O) je horni mez velikosti télesa T.
Chceme-li méreni zpresnit, vytvofime tzv. zjemnénou sit S1, o rozméru &1, kde 61 < 6.
Analogicky jako pti zjemnovani Ctvercové sité pfi méreni obsahu obrazcl, volime novou

. P . - . D . 1 S
jednotkovou usecku &1 velikosti jedné desetiny Usecky 6. tj. 01 = 0 0. Proces zjemnovani siti
neni omezen, mdZeme vytvofit mnoZinu siti Si, S, ..., Sk, kde kazda ze siti Sk je zjemnénim sité
Sk-1. V kazdé siti S Ize télesu T pfifadit jadro Jk a obal Ok. Z definice jddra a obalu plyne platnost
mnoZzinovych inkluzi:

Jchc hchc. . hc.cTc..Ohc..03c0,c0:1cO

Pro velikosti jader, télesa a oball podobné plati

f(J) < f(J1) < f(J2) < f(J3) ...< f(Jn) < f(T) < f(On) ...< f(03) < f(O2) < f(O1) < (O)

Ulohy:

1. Rozhodnéte, které dvojice ze Sesti danych utvar( vytvari krychli.



2. Urcete, z kolika krychli jsou postaveny tyto prostorové utvary.
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3. Urcete, z kolika krychli jsou postaveny tyto prostorové utvary.
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4. Krychle byla slepena z 27 malych bilych krychlicek o hrané délky 2 cm. Dvé malé
krychlicky odstranime a vznikne tak nové téleso. VSechny dostupné plochy tohoto
nového télesa byly obarvené na Sedo (i zespodu). Jaky je celkovy obsah vsech Sedych
ploch nového télesa?



5. Anicka postavila na podloZce krychli, kterd méla v kazdé radé 4 krychlicky. Kdyz
z postavené krychle odebrala nékolik krychlicek, vytvofila 1. stavbu. Po odebrdani
dalSich krychli¢ek vytvofila 2. stavbu a z té nakonec vytvofila 3. stavbu. Kolik krychli¢ek
musela Anicka odebrat z 1. stavby, aby ziskala 2. stavbu? Kolik krychlicek musela
Anicka odebrat z 2. stavby, aby ziskala 3. stavbu?

1. stavba 2.stavba 3. stavba

6. Télesa T;a Tzvznikla z krychle T; slozené z 27 stejnych kostek (délka hrany jedné kostky
je 1 cm) tak, Ze jsme nékolik kostek odebrali. Na obrazku je vidite zepfedu, pti pohledu
zezadu vypadaji stejné. Urcete:

a) jaky maji télesa T2 a Tz0bjem,

b) jaky maji télesa T, a Tz povrch.

7

7. Na obrdazku je nakreslena tfiposchodova pyramida sloZzena ze stejnych kostek o hrané
1cm.

a) Jaky ma toto téleso objem?



b) Jaky ma toto téleso povrch?

c) Kolik poschodi bude mit podobna pyramida slozena ze 455 stejnych kostek?

_/C

£

8. V krychli slepené ze 125 krychlicek (po 5 v kazdé fadé) se vytvori 9 otvord skrz naskrz
(usti kazdého otvoru je vyznaceno tmaveé).
V prvni fazi se vytvofi svislé otvory tak, Ze se vyznaci celkem 15 krychlicek ze tfi svislych
sloupcu. Ve druhé fazi se prorazi tfi otvory smérujici zepfedu dozadu. Ve treti fazi se
vytlaci posledni krychli¢ky tak, aby vznikly tfi otvory smétujici zprava doleva. Z kolika
krychlicek je sloZen takto vytvofeny prostorovy utvar?

3. faze

A

NS N NN

2.faze

9. Pojmenuj téleso, jehoz sit je na obrazku:



10. Pojmenuj téleso, jehoz sit je na obrazku:

R

11. Pojmenuj téleso, jehoz sit je na obrazku a uréi jeho povrch a objem.
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