Kongruence, rozklad na zbytkové tfidy.

Véta: Necht a, b jsou cela Cisla takova, Ze b # 0. Potom existuji cela ¢isla g, r spliiujici vztah:
a=bg+r 0<r< |51 , priemzZ toto vyjadfeni je jednoznacné.

Pozndmka: Je nutno si uvédomit, Ze zbytek r pifi déleni je vZdy nezapomy, a to i pii déleni
zapornym Cislem. Napf. a=-26,b =8, q = -4, r = 6, protoze —26 = 8 . (-4) + 6.

Pozndmka: Celd ¢isla a, b jsou nesoud€lna, je-li jejich nejvétsi spoleény délitel roven jedné.
V opaéném piipad€¢ se nazyvaji soudélnd. Nejvétsi spoleny délitel &isel g, b budeme
oznacovat NSD(a, b), nejmensi kladny spoleény nasobek NSN(a, b).

Eulerova funkce o¢(n) vyjadiuje pocet pifirozenych ¢&isel mensich nebo rovnych &islu n,

k
®1. .. pk, pak plati  @m) =n .H(1—-1-). Je-li
i=1 P

nesoudélnych s n. Necht n = p,
n prvodislo; pak ¢(n) =n — 1.

Kongruence: a,beZ meN,m22.Plati a=b < ml(a -b). Cteme: Cisloaje
kongruentni s ¢islem b podle modulu m. Dvé &isla kongruentni podle né&jakého modulu m
dévaji pfi déleni timto modulem m ty# zbytek. Relace kongruence je ekvivalence na mnoZiné
viech celych &isel (je reflexivni, symetricka a tranzitivni).

Vlastnosti kongruenci:

1) pprvocislo  a=b (mod p”) = a=b (mod p)

Plati-li kongruence podle modulu, ktery je mocninou prvodisla, plati i podle modulu rovného
tomuto prvoéislu.

2)a=b(modm),i=12..k = a=b(mod NSN(m,...,m,))

Plati-1i kongruence podle n€kolika moduld, plati i podle modulu rovného nejmensimu
spolecnému nasobku téchto modulu

3)a,=b,(mod m),i=1,..k=> Za _Zb (mod m), Ha —Hb (mod m).

i=] i=1

- Kongruence podle téhoZ modulu lze s¢itat i nasobit.
Necht v dals$im plati a = b (mod m):
4)a+x=b+x(modm), ay=b.y(modm)
K obéma stranam kongruence Ize pficist stejné celé Cislo a obé€ strany kongruence 1ze
vynasobit tymZ celym ¢islem. Obecné ale nelze obé strany kongruence délit tymz celym

dislem, napf. 24 = 40 (mod 8), ale po vyd€leni ¢tyfmi 6 # 10 (mod 8).




5)m k=a+z=b (mod m)

Celé &islo, které je ndsobkem modulu, Ize pficist pouze k jedné strané kongruence.
6) a”" = b" (mod m)

Obé strany kongruence lze umocnit na libovolny pfirozeny exponent.

7dlandlb ANSD@,m)=1= S-s g- (mod m)

Obé strany kongruence lze vyd¢lit celym &islem nesoudélnym s modulem.
8) ac = bc (mod mc)
Ob¢ strany kongruence i modul Ize vynasobit tymz celym kladnym &islem.

9)e|a/\e|b/\elc:> gs—b—(mod E)
' e e e

Obé strany kongruence i modul Ize vydélit tymzZ celym kladnym &islem riznym od nuly.
10)azb(modm)/\d|m:>azb(modd)
Plati-li kongruence podle modulu m, plati i podle modulu rovného libovolnému kladnému

déliteli Gisla m, vétSimu neZ jedna.

Eulerova véta: m e N,m>1,a € Z, D(am) =1, pak a*™ = 1 (mod m).
Je-li specieln€ p prvocislo, které neni délitelem &isla a, pak plati a”' = 1 (mod p) (tzv. mala
Fermatova véta).

Definice. —
Necht rn je pevné pfirozené ¢islo. Oznadme:

Ci = {z € Z | = dava po déleni &islem m zbytek i}, proi=0,1,...,m—1

Pak mnoZina C; se nazyva zbytkova tiida podle modulu m. Symbolemt Z,, se oznadi
mnoZina viech zbytkovych tfid podle modulu m, tzn. Z,, = {Cy,Cy;..., Crm—-1}-

Poznambka.
Nékdy bude technicky vyhodngjsi pFeformulovat definici sbytkové tFidy C; da ekviva- -
lentufho tvaru: <

Ci={re€Z|z=i(modm)}, proi=0,1,...,m—1.

Ekvivalentnost vyjadrent ~ okamZité plyne z vé_'t;y -, uvédomime-li si zfejmy
fakt, Ze €fslo i, kde 0 <4 < m—1, dévd po délen{ &fslem m zhytek 1.

Z véty o déleni se zbytkem celych Eisel plyne, #e zbytkovych tifd podle modulu m
musi byt opravdu pravé m (nebot zbytek po déleni kaZdého celého &isla Eislem m musi
podle této véty nabyvat pravé jedné z hodnot 0,1,...,m—1). Dale, kazd4 zbytkova
tfida podle modulu m obsahuje ziejmé nekonetns imnoho celfch Sisel, liicich se o ngj aky
celotiselny ndsobek modulu m. Pokusime-li se schematicky zapsat jednotlivé zbytkové
tfidy podle modulu m, dostaneme ‘

Co = (..., —-2m , —-m 0, -m 2Zm o, ...}
Ci = {..., =2m+1, —-m+1, 1, m+1l, 2m+1, -}

Cy = (..., =2m+2, -—m+2, 2, m+2, 2m42, ...}

Co-:1 ={..., ~m—1, -1 ,m-1, 2m-1, 3m-1, ...}
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7 Nechf m je peuné piirozené cislo. Pak mnozina Zy, viech zbytkovich tiid podle modulu

"~ m tvort. rozklad na mnoziné Z viech celjch cisel:

Dikuoz.
Uvasme mnoZzinu zbytkovych b id Zp = {C0,C1,---» Y
, doka.7eme #e Z.y, je rozklad na Z.

1. kaZda ze behkovy(,h tiid C; je zfejmé neprézdnou podmnozinou v Z .

2. necht C;,Cj € Z & C; N C; # 0. Potom existuje Cislo = € C;NCj, cod gnamend,
e © dava po déleni &islem m zbytek i a souCasné také zbytek 7. Ale z vity o déleni
celych &isel se zbytkem vime, %e zbytek po déleni je uréen jednoznalng, tzn. i=3,
odkud dostavae, ze C; = Cj .

3. ziejmé plati, Ze sjednoc enf CuUCLU-++UCm-1 = Z.
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