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Uvod

Tato skripta jsou napsdna jako doplnujici text do predmétu Algebra 1 pro 2. semestr
bakalafského studia budoucich ucitelt matematiky na 2.stupni ZS. Piedmét svym cha-
rakterem navazuje na témata predmétu MA0001 (Zéklady matematiky) a predpoklada, ze
studenti si budou pamatovat pojmy: mnozina, kartézsky soucin, relace, usporadani,
ekvivalence, zobrazeni, operace, posloupnost, realna funkce, a nékteré zakladni
vlastnosti relace, viz cviceni 1 tohoto textu.

V predmétu Zaklady matematiky jsme studovali zejména relace a jejich vlastnosti.
Nyni v predmétu Algebra 1 budeme studovat zejména pojem operace.

Tento text by nemohl vzniknout bez knihy (Pinter 2010), ze které jsem podstatné cerpal
jak pro prednéasku, tak pro cviceni. I kdyz tento predmeét se studentim nutné bude zdat
teoreticky, Charles Pinter napsal svou knihu s pfesvédcenim, ze algebra je pro matematiku
potiebnd — stejné potiebna jako geometrie.

V roce 2020 probéhla rekonstrukce osnovy, pro kterou budou v prubéhu roku 2021
skripta prubézné doplnovana. Pravdépodobné bude ve vyuce pouzit i text kolegyné dr.
Budinové o polynomech, pro c¢ést ,komplexni ¢isla“ bude obohacenim i stredoskolska
ucebnice (Robové, Hala, Calda 2013).

Bfetislav Fajmon,
verze textu leden 2021
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1 Tyden 01: Zakladni vlastnosti operace na mnoziné
M

1.1 Cviceni 1: Vlastnosti ¢iselnych operaci

Podivejme se na tzv. Axiomy euklidovské geometrie:
1. Kazdé dva ruzné body lze spojit tseckou.
2. Usecku lze libovolné daleko prodlouzit v pifmku.

3. Pro dva ruzné body S, A lze sestrojit kruznici se stredem v S, kterd prochézi bodem

A

4. Primy thel lze kolmici rozdélit na dva pravé uhly.

5. Bodem A, ktery nelezi na piimce p, lze vést pravé jednu primku q rovnobéznou s
primkou p.

Tyto axiomy si budete jesté prochazet v predmétu geometrie. Nyni si pouze vSimnéme
toho, ze axiomy uddvaji vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi pojmy (ty jsou
podtrzeny), nebo vlastnosti nékterych pojmu (napi. piimy thel je specidlni tihel, ktery
1ze rozdélit kolmici na dva shodné pravé thly ... vlastnost 4).

Ukol cca na 10 min ve dvojicich. Premyslejte nad vlastnostmi znamych operaci
sCitani, odcitani, ndsobeni a déleni realnych ¢isel a pokuste se sestavit pét axiomu, které
tyto operace spliiuji. Méte na to deset minut a porad’te se se sousedem (ve skupinkdch o
trech lidech).

Axiomy pro poéitani s ¢isly (které studenti znaji ze stfedni skoly) zhruba daly zdklad
pro definice nasledujicich vlastnosti, jez budou hrat klicovou roli:

Vlastnost (1) Uzavienost mnoziny M vzhledem k operaci *:

Ve,ye M: xxy e M.

Vlastnost (1) je pfirozend — chceme, aby operace na mnoziné byly definované takovym
zpusobem, aby vysledek operace zase byl prvkem dané mnoziny.

Vlastnost (2) Asociativita operace *:

Ve,y,z € M@ (zxy)xz=1xx(yx*z).

Vlastnost (2) plati pro vétsinu operaci, o kterych bude za chvili fe¢ — jednoduse
receno, nékolikandasobné pouziti jedné operace nezavisi na uzavorkovani. Snad jen
operace — a : nejsou asociativni.
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_ Existence jednotkového prvku vzhledem k operaci x:

dece M :zxxe=exx=x Vr € M.

Piiklad pro vlastnost (3): jednotkovy prvek vzhledem k operaci séitani je 0 (nékdy
nazyvan téz nulovy prvek, aby nedoslo k zdméné s prvkem 1), jednotkovy prvek vzhledem
k operaci nasobeni je 1.

_ Existence inverznich prvka vzhledem k operaci *:

VeeM e teM :zxaxt=axlxz=c.

Priklad pro vlastnost (4): Pro ¢islo 2 je inverznim prvkem vzhledem k operaci s¢itani
¢islo —2, vzhledem k operaci nasobeni ¢islo %

Uvedme nyn{ zékladn{ definice nékterych struktur, které spliuji dané vlastnosti:
Definice 1 Grupoid (M, *) ... mnozina M, na které operace * spliuje vlastnost (1);
Definice 2 Pologrupa (M, *) ... mnoZina M, na které operace x spliiuje vlastnosti (1),(2);
Definice 3 Monoid (M,*) ... mnozina M, na které operace * splnuje wvlastnosti

(1),(2),(3) (nékdy téz podle starsi terminologie: pologrupa s jednotkou, pologrupa s
jednotkovgm prvkem);

Definice 4 Grupa (M, *)... mnozina M s operaci *, kterd splriuje na mnoziné M vlast-

nosti (1), (2), (3), (4).

Kromé téchto ¢tyr zdkladnich struktur, které byly pravé definovany, jesté tada
operaci spliiuje vlastnost (5) — viz ndsledujici definice. Tato vlastnost (5) uz do samotné
definice stézejniho pojmu grupy neni zahrnuta, protoze jak uvidime v nasledujicich dvou
kapitolach, existuji vyznacné piiklady grup, které ji nespliuji. Proto slovo , komutativni®
musime k pravé definovanym strukturdam zvlast dodat jako novou vlastnost.

_ Operace * se nazyva komutativni na mnoziné M, pokud plati vlastnost
(5):

Ve,ye M . zxy=yx*uz.

Definice 5 (M, *) se nazjvd komutationi grupoid, pokud je grupoid a operace % spliugje
vlastnost (5), tj. je komutationi na mnoziné M.

Definice 6 (M, ) se nazgvd komutativni pologrupa, pokud je pologrupa a operace
splriuge vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

Definice 7 (M, x) se nazjvd komutativni monoid, pokud je monoid (tj. pokud je polo-
grupa s jednotkou) a operace x spliiuge vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.
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Definice 8 (M, *) se nazjva komutationi grupa, pokud je grupa a operace * spliiuje vlast-
nost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

Pti premysleni nad zdkladnimi vlastnostmi operaci scitani a nasobeni lze jesté najit
casto axiom, ktery si vSimé ,interakce” = vzdjemného vztahu mezi témito dvéma opera-
cemi: interakce operaci + a - spliuje tzv. distributivni zdkon = |vlastnost (6) :

VrzyzeM:x-(y+z2)=z-y+x-2, (y+z2)-x=y-x+z-x.

Nézev ,distributivni“ lingvisticky odpovida tomu, ze po odstranéni zavorek se prvek x
rozdéli = distribuuje k obéma ¢lenum souc¢tu. Matematicky se jedna o pravidlo nasobeni
zavorky, ve které se nachazi ,soucet” prvku, kde ,soucet” je operace s nizsi prioritou nez
nasobeni. Napiiklad znama operace sc¢itani redlnych ¢isel ma nizsi prioritu nez nasobeni
realnych cisel:

8+2-3 =14,

tj. operace - vaze jednotliva celd ¢isla s vétsi prioritou nez je tomu u séitani a odcitani (a
pokud bychom chtéli nejprve secist ¢isla 8 a 2, a teprve pak vysledek vyndasobit tremi,
musime diky vétsi priorité ndsobeni uzit pro séitani zéavorky).

Axiom (6) lze formulovat pro ruzné dvojice operaci, tj. obecné bychom méli psét, ze
distributivni zdkon mezi operacemi * a 3/ je

Vaoyze M:xx(yyz)=(zxy)V(xxz2), (yvz2)xx=(y*x)V(2*x).

To, ze rovnice distributivity jsou dvé, musime mit na mysli tam, kde operace % neni
komutativni, tj. nespliuje vlastnost (5).

Urcité si zopakujte ty nejdulezitéjsi pojmy predmeétu Zaklady matematiky:

Uloha 1.1 Uved'te definice ndsledugicich zdkladnich pojmu z predmétu Zdklady matema-
tiky a u kazdé uved'te priklad:

a) mnozina;

b) kartézsky soucin;
c) relace

d) ckvivalence;

e) uspordddni;

f) zobrazent;

g) operace;

h) (redlnd) posloupnost;
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i) (redlnd) funkce.

Uloha 1.2 Uved'te ndsledugici definice vlastnosti relaci a u kazdé z nich uved’te priklad:
e Relace p na mnoziné M je reflexioni , kdyz ...
e Relace p na mnoziné M je symetrickd, kdyz ...
e Relace p na mnoziné M je tranzitivni, kdyz ...
e Relace p na mnoziné M je uplna, kdyz ...
o Jobrazeni f z X do'Y je takovd relace na X XY, Ze plati ...

Definice z obou 1loh najdete v textu Zaklady matematiky.

1.2 Cyviceni 2: Urcéovani vlastnosti riaznych operaci

Uloha 1.3 Zjistéte, jaké struktury vzhledem k uvedené zndmé operaci (bézZné oznacent)
jsou nasledugici mnoziny:

a) (N,+).

b) (Z,+).

c) (Z,).

d) (Q,"), (R,)

e) (@—{0},), (R—{0},-).

f) (24,U), kde A = {a,b,c,d, e} je pétiprukovd mnoZina.

g) (24,N), kde A = {a,b,c,d, e} je petiprukovd mnozina.

h) (Z,-), (Z,:).

i) (M, +), kde M = {—100,—99, —98,...,—1,0,1,2,...,99,100}.
Uloha 1.4 Opakovdant definic a prdace s nimi

a) Nadiktujte sousedovi v lavici definici grupy a on ji zapiSe zkrdcenym matematickym
zapisem, ve kterém se nevyskytuje ani jedno ceské slovo, kromé slova ,,grupa*.

b) Co to znamend, zZe (M, x) neni grupoid, tj. neni splnéna vlastnost (1)? Negujte viast-
nost (1).

c) Co to znamend Ze neni splnéna vlastnost (4) z definice grupy? Negujte vlastnost (4).

Uloha 1.5 a) Uvedte definici vlastnosti (4) pro operaci <7 na mnoziné M ve struéném
matematickém zdpisu.
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b) Uvedte priklad struktury (M,<7), kterd spliuje viastnost (4).
c) Uved'te priklad struktury (M,~7), kterd NEsplriuje vlastnost (4).

Uloha 1.6 Dokazte, Ze mnozZina wvsech podmnozin triprokové mmnoziny s operaci
symetrického rozdilu + je grupa (viz Pinter 2010, str. 30, oddil C).

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 13.2.

1.3 Prednaska 1

Algebra je nauka o feseni rovnic!. Proto bychom mohli zminit, co je to rovnice s nezndmou
x na mnoziné M, na niz je definovana operace v/:

e Rovnost je relace ekvivalence na mnoziné vyrazu, ve kterych vystupuji prvky
mnoziny M a operace v/. Priklad: bézné rovnost na mnoziné redlnych ¢isel chapeme
jako relaci ekvivalence na mnoziné vyrazu, v nichz vystupuji redlna ¢isla, realné
funkce a znamé operace s redlnymi cisly.

e Rovnitko je symbol relace rovnosti.

e Rovnice s neznamou z na mnoziné M je vyrokova funkce, ve které vystupuje
neznamy prvek z, symbol rovnosti (rovnitko), prvky mnoziny M nebo vyrazy na
mnoziné M. Jak vime, vyrokova funkce neni vyrokem, protoze bychom museli do-
sadit za x, abychom dostali vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

e Resit rovnici s nezndmou r na mnoziné M znamend najit obor pravdivosti®
K vsech prvku z mnoziny M, pro které se stava dana rovnice pravdivym vyrokem.

Podivejme se na nékteré jednoduché priklady:
a) Specifikace mnoziny M je také pro feseni rovnice dulezita. Napiiklad rovnice
T+x=2

nem4 reseni na mnoziné prirozenych ¢isel (tedy tato rovnice nema feseni na monoidu
(No, +))!! Nebo rovnice
T-x=2

nemd feseni na mnoziné celych ¢isel (tj. na monoidu (Z,-)). Tj. vidime, ze uz na
monoidech (strukturdch s jednou operaci) nékteré rovnice nemaji feseni!! Nebo rov-
nice

7 —2=0

nem4 feseni na mnoziné raciondlnich ¢isel (v této rovnici uvazujeme soucasné vyrazy
s operaci s¢itdni (odéitéani) i ndsobeni, hleddme tedy Feseni na télese (@, +,-)).

L Arabské ,’al gebr* znamenalo ,slozit“ rovnici, tj. vyfesit ji = nalézt jeji feseni?. Zejména se jednd o
polynomické rovnice, kterymi se budeme zabyvat ve druhé poloviné semestru.
3K oznacuje tzv. mnozinu kofent dané rovnice na mnoziné M.
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b) Ve vétsiné tohoto textu se budeme zabyvat rovnicemi s vyrazy, ve kterych vystupuje
jedind operace, a mnozina, na které budeme teSeni rovnice hledat, bude zpravi-
dla grupa nebo monoid vzhledem k této operaci. Obéma operacemi soucasné (tedy
algebraickymi strukturami se dvéma operacemi) se budeme zabyvat az v kapitole 5.

Az dosud (v prvnim tydnu) byly uvedeny ruzné axiomy operaci, se kterymi se v mate-
matice setkdvame (operaci séitdani, ndsobeni ¢isel, operace pruniku a sjednoceni mnozin).
Zkusme se nyni odpoutat od konkrétnich operaci, které zname. Podobné jako v pfedmétu
Zakladu matematiky jsme se odpoutali od relaci ,,mensi nebo rovno*, ,je délitelem® a je
podmnozinou“ a studovali obecné vlastnosti usporadanych mnozin, tj. mnozin, na nichz je
definovana relace reflexivni, antisymetricka a tranzitivni, nyni se na chvili odpoutame od
konkrétnich operaci a budeme studovat obecné vlastnosti grupy — tj. vlastnosti mnoziny,
na niz je definovédna operace *, jez spliuje vlastnosti (1), (2), (3), (4).

Zacnéme ovsem jednim ptikladem konecné, Sestiprvkové grupy:

Piiklad 1 Grupa pootoceni hodinové rucicky. Uvazugme ¢isla 0 aZ b rozmisténa po obvodu
kruznice (napr. obvodu ciferniku hodin) timto zpusobem (viz obrdzek):

0
4
5’
/
Li \ 7,/?* y R
— -~

Cislo 0 se nachdzi tam, kde se obycejné na hodindch vyskytuje éislo 12. Ddle ¢isla 1
az b jsou spolecné s nulou rozmisténa rovnomeérné po obvodu kruznice tak, Ze whel urceny
stredem kruznice a rameny prochdzejicimi dvéma sousednimi cisly je 60° neboli .

Ddle se budeme zabyvat mnoZinou pootoceni jedné rucicky s osou otaceni ve stredu
kruznice:

e prvek 0 predstavuje nulové pootoceni rucicky — s rucickou se nic nestane;

prvek 1 predstavuje pootoceni o jednu jednotku, tj. o 60°;

prvek 2 predstavuje pootocent rucicky o dvé jednotky, tj. o 120°;

prvek 3 prestavuje pootoceni o 180°;

prvek 4 prestavuje pootoceni o 240°;
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e pruek b prestavuje pootoceni o 300°.

Pokud rucicka zacina sviij pohyb nasmérovana na nulu, tak otacenim o uvedené uhly ji
dostaneme opét do polohy nasmeérované na néktery z prvku — tj. mnozina otoceni spliuje
vlastnost (1), protoze slozenim dvou otoceni rucicky dostaneme zase néjaky ze zakladnich
Sesti prvku.

Daéle operace skladani otaceni je asociativni (splauje (2)), kdyz totiz pii pocateénim
nastaveni rucicky do nulové polohy slozime otoceni (1 + 2) +4*, dostaneme prvek 1 stejné
jako pfi postupu 1+ (2 + 4) — slozenim téchto tif pootoceni dostaneme vzdy thel 420°,
po jehoz aplikaci rucicka ukazuje na prvek 1. Tedy skladani pootoceni nezavisi na jejich
uzévorkovani®.

Pootoceni 0 je neutralnim prvkem vzhledem ke skladani pootoceni (plati vlastnost (3))
— kdyz napt. rucicku namirenou na prvek 4 pootoc¢ime o 0, rucicka je stale namifena na
prvek 4.

A konecné, kazdy prvek ma svuj inverzni prvek v této Sestiprvkové mmnoziné (plati
vlastnost (4)), se ktery kdyz jej slozime, dostaneme rucicku zase do polohy 0:

e inverzi k 0 je opét 0;
e inverzi k 1 je 5 — a naopak, inverzi k 5 je 1;
e inverzi k 2 je 4 — a naopak, inverzi k 4 je 2;
e inverzi k 3 je opét 3.

Tedy celkem nase mnozina pootoceni (oznac¢me ji Hg = {0,1,2,3,4,5}) vzhledem k
operaci sklddani pootoceni je grupa = operace + na ni definovand spliuje vlastnosti (1)
az (4).

Protoze Hg je koneé¢na mnozina, 1ze si vysledky operace 4+ napsat do tabulky:

Danou tabulku operace * konstruujeme tak, ze na pruseciku fadku prvku z a sloupce
prvku y se vyskytuje vysledek operace x * y (a této logiky konstrukce tabulek operaci se
budeme drzet v celém textu):

sy

Mame-li k dispozici iplnou tabulku operace * na mnoziné M, mdme pii zjistovani
vlastnosti operace vyhrano. Jak lze nahlédnout v tabulce 1.1, vlastnosti (1), (2), (3), (4)
operace + na Mnoziné Hg lze vSechny z této )tabulky vycist (viz vyklad ... elicit from

4Operaci oznacime jako + — i kdyz se nejedné o klasické séitani ¢isel, toto sklddani otoéeni ma velmi
piibuzné vlastnosti se s¢itanim.

5Dokonce skladani ti{ pootogeni nezavisi na jejich poifadi, protoze operace sklddani pootoceni splituje
i vlastnost (5) = komutativitu; tou se ovSem nyni nechceme piilis zabyvat.
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Tabulka 1.1: Tabulka operace + na mnoziné H.

+10 1 2 3 4 5
0/0 1 2 3 45
111 2 3 4 5 0
212 3 45 01
31345 01 2
414 5 01 2 3
515 0 1 2 3 4

the students).x (tento znak znamend konec daného piikladu)

Je jasné, ze lze obecné definovat grupu (H,, +) pootoceni hodinové rucicky o nésobky
uhlu %’r s operaci skladani pootocCeni — tato grupa ma n prvku.

— prii prepisu doplite: vSechny mozné podmnoziny, na kterych je operace sklddani
pootoceni uzaviena (tabulka pro operaci na podmnoziné {0, 2,4, }, ostatni jen zminte);

— posledni radek prikladu zakoncete takovou velkou teckou za teckou ve véteé, ktera
naznacuje konec piikladu. [.
Piiklad 2 Prozkoumejte vlastnosti operace scéitani na mnoziné celych cisel.

— pti prepisu dopliite ... tabulku operace s¢itani na mnoziné Z

— pii prepisu doplite ... 0 je neutrdlni prvek vzhledem ke s¢itani

— pri prepisu dopliite ... inverze

— pii prepisu doplite ... podmnoziny uzaviené na operaci
Definice 9 Trividlni podgrupy (= nevlastni podgrupy) grupy (G,v/) se nazjvaji
dvé podgrupy: a) S1 = {n} je podgrupou vzhledem k <7, kterd obsahuje pouze neutrdlni
pruek (je neprdazdnd a spliiuge (1) a (4)), b) Sa = G (samotnd celd grupa je téZ podgrupou

sama sebe). Kazdou jinou podgrupu nazveme vlastni podgrupou grupy (G, V).

Piiklad 3 Oznacéme (F(R),+) mnoZinu vSech funkci (= zobrazeni R — R, viz predmét
Ziklady matematiky) s operaci scitani funkct.
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— pii prepisu doplite ... naznak tabulky operace, néjaké ukazky skladani funkci,
skutecnost, ze skldadani funkci neni komutativni, struény dukaz, ze skladani funkci je
asociativni (je vlastné vlozen, jen ho okomentujte), co je neutralnim prvkem.

Skladani funkei, potazmo jakychkoli zobrazeni, je asociativni operace:

(fog)oh(x)=(fog)(h(x)) = flg(h(z))) = fo(g(h(x)) = folgoh)(x).

Piiklad 4 Dulezitym prikladem grupy, na kterou se nyni zamérime bliZe, je grupa bijekci
n-prokové mnoziny na sebe sama, kde operact je skldddni zobrazen®. Casto se ji téz rikd
grupa permutaci — oznaceni opravdu md blizko ke stredoskolskému pojmu permutace, kdy
napt. permutace 5-prokové mnoziny {1,2,3,4,5} byla chdpdna jako urcité poradi vech
jejich prvku, napt. poradi 51324. Nyni budeme na tyto permutace pohlizet jako na zobra-
zent, které zdkladni vzestupné poradi 12345 preméni na potadi napr. 51324.

Permutace n—prvkové mnoziny je bijekce mnoziny {1,2,...,n} na sebe sama. S, je
mnozina vSech permutaci tohoto typu. Naptiklad permutace f : M — M pro M =
{1,2,3,4,5} definovana

Tt 4— —
el )
e w
DO —
ot

1

je bijektivni, takze existuje permutace f~' k ni inverzni

w— W
DO —>
= = Ot

1 2
T 1
51

V dalsim textu budeme permutace zaddvat ispornéj$im zpusobem, ktery napise kazdé
¢islo jen jednou, nikoli dvakrat. V tomto tsporném oznaceni budeme permutaci

oznacovat jako f = (1,5,4,2)

PR
W
MO —
S 4 o

1
=
)

(v tomto oznaceni se jedna o uzavieny cyklus zobrazeni: 1 se zobrazi na nésledujici zapsané
¢islo, tj. 5, ¢islo 5 se zobrazi na 4, ¢islo 4 na 2 a posledni zapsané ¢islo v zavorce se zobrazi
na prvni ¢islo 1, a tim se cyklus uzavie!!). Cislo 3 neni v zdpise uvedeno, protoze se
zobrazenim f neméni. tj. f(3) = 3.

Podobné permutaci

budeme vyjadiovat jako f~' = (1,2,4,5)

= — Ot

4
/]\
2

—_— N
w — w

1
=
5)

6A7 do konce této prednasky se viechny informace tykaji tohoto piikladu.
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(tj. zménil se zmér cyklu, veskeré zobrazovani otocilo smér; mohli bychom zapsat i f~! =
(2,4,5,1), protoze nezalezi na tom, které ¢islo je v uzavieném cyklu jako prvni; stéle se
jedné o stejny prvek:

1 =(1,2,4,5) = (2,4,5,1) = (4,5,1,2) = (5,1,2, 4);

a protoze nezalezi na poradi prvku v cyklu, zavedeme dalsi imluvu, a sice prvni prvek
kazdého cyklu napiseme to nejmensi mozné ¢islo).

Protoze permutace je zvlastni ptipad zobrazeni a zobrazeni M — M lze skladat za
sebou, muzeme mluvit o operaci ,skladani zobrazeni“, respektive ,skladani permutaci®.

e oznaceni: o ... (¢ti ,po*) operace sklddani zobrazeni, ve které je nejdiive aplikovano
druhé zobrazeni v poradi, a pak prvni — proto i ¢teni tohoto symbolu pomoci
predlozky ,,po“ je zcela instruktivni;

[lustrujeme situaci pro n = 3: Uvazujme mnozinu permutaci tiiprvkové mnoziny
{1,2,3} do sebe — ozna¢me ji S3. Mnozina S3 ma Sest prvku:

e := id (timto symbolem budeme oznacovat identické zobrazeni, jez zobrazi vSechny
prvky na sebe sama, tj. 1 na 1, 2 na 2 a 3 na 3), s := (1,2,3) (pozor, neplést s identitou,
u této permutace v souladu s uspornym oznacenim plati s(1) = 2, s(2) = 3, s(3) = 1),
t:=(1,3,2) (pozor, (3,2,1) a (2,1, 3) je porad stejny prvek ¢, ve kterém ¢(1) = 3, ¢(3) = 2,
t(2) = 1), u:=(2,3) (u(2) =3, u(3) =2, u(l = 1)), a nakonec v := (1,3), w := (1,2).
Permutaci tiiprvkové mnoziny je tedy Sest.

Tyto permutace lze skladat, vysledkem slozeni je zase permutace tiiprvkové mnoziny:
naptiklad

soe=(1,2,3)0id=(1,2,3) =5

nebo
uov=(2,3)0(1,3)=(1,2,3)=s

(vSimnéte si, ze zobrazovani skladdme ZPRAVA DOLEVA| tj. 1 se zobrazi na 3, pak v levé
permutaci 3 na 2, tj. celkem 1 na 2; dvojka v permutaci psané napravo neni, tj. zobrazi
se na sebe sama, slozenim s permutaci vlevo se zobrazi na 3, celkem tedy 2 se zobrazi na
3; a konecneé 3 se v permutaci napravo zobrazi na 1, v levé permutaci se 1 zobrazi na sebe
sama, tj. celkem 3 na 1) nebo

vou=(1,3)0(2,3)=(1,3,2) =t.

Cili z poslednich dvou piikladi je vidét, ze vowu # uow, tj. operace o je nekomutativni
(neplati vlastnost (5))! Propoc¢itanim vsech moznych 36 kombinaci dostaneme prehlednou
tabulku vysledku operace o:

Nejprve je potieba fici, ze u kazdé tabulky operace * na konetné mnoziné prvku je
prvek z v levém sloupcovém zahlavi vybran jako prvni a prvek y v hornim radkovém
zéhlavi jako druhy”.
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Tabulka 1.2: Tabulka operace o na mnoziné Ss.

° id  (1,2,3) (1,3,2) (2,3)  (1,3) (1,2)
id id  (1,2,3) (1,3,2) (2,3)  (1,3) (1,2
(1,2,3) | (1,2,3) (1,3,2) id (1,2)  (2,3) (1,3
(1,3,2) | (1,3,2)  id  (1,2,3) (1,3) (1,2)  (2,3)
(2,3) | (2,3)  (1,3) (1,2) id  (1,2,3) (1,3,2)
(1,3) | (1,3) (1,2) (2,3) (1,3,2) id  (1,2,3)
(1,2) | (1,2)  (2,3)  (1,3) (1,2,3) (1,32,) id

Tedy konkrétné u operace o na mnoziné S3 dostaneme tabulku operace:

Z tabulky je vidét, ze operace je uzaviend na mnoziné Ss, tj. plati vlastnost (1).
Asociativita (2) plati pro skladani jakychkoli zobrazeni, viz piiklad 3. A nakonec,
je splnéna i vlastnost (4), protoze: jednotkovy prvek id je (jako kazdy jednotkovy
prvek v grupé) inverzni sdm k sob¢; z tabulky dale vidime, ze (1,2,3)7' = (1,3,2),
(1,3,2)71 = (1,2,3), a prvky (2,3), (1,3), (1,2) jsou inverzemi sebe sama!

Dale existuje Sest podgrup grupy (S3,0): tzv. trividlni podgrupa, kterd obsahuje pouze
jednotkovy prvek id, s tabulkou operace
o |1id
id | id
dalsi podgrupou je celd Sestiprvkové grupa (S3, o) samotnd. Kromé téchto dvou extrémné
malych nebo velkych podgrup existuji téz tii dvouprvkové podgrupy

o | did (2,3 o | dd (1,3 o | did (1,2
id id  (2,3) , id id  (1,3) id id  (1,2)
(2,3) | (2,3) id (1,3) | (1,3) id (1,2) | (1,2)  id

a jedna tiiprvkova podgrupa s tabulkou operace

o | id  (1,2,3) (1,3,2)
id id  (1,2,3) (1,3,2)
(1,2,3) | (1,3,2) (1,2,3)  id
(1,3,2) | (1,3,2)  id  (1,2,3)

K ¢emu je dobra grupa permutaci S3? M4 i svij geometricky vyznam, tj. lze ji pouzit
pri popisu nékterych zakladnich geometrickych zobrazeni, napiiklad bijektivnich zobrazeni

"Toto je klicove dilezitd domluva, fedend uz vyse. Pofadi hraje roli pravé u tohoto pifkladu, kdy se
jedna o operaci nekomutativni, tj. na poradi prvka do operace vstupujicich zalezi.
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trojuhelniku na sebe sama (tzv. symetrii trojihelniku, odtud i puvod pismene S v oznaceni
mnoziny), kterych je také Sest, stejné jako prvka mnoziny S3 — jednd se o tii otoceni a tii
osové soumérnosti. Kazdé z téchto geometrickych promén (= transformaci) trojihelniku
Ize pritadit jednu permutaci jeho tii vrcholu.

— zde by se hodil obrazek s pritazenim permutaci v kratkém zéapisu jednotlivym trans-
formacim trojuhelniku, s mirnym vysvétlenim. zkuste pouzit tento obrazek (vlastné jej
muzete prekreslit stejné, jen v poslednim sloupecku bude to zjednodusené oznaceni per-
mutaci pomoci cyklit = oznaceni uvedené v té tabulce grupy Ss):

sdodica _[A 23
. Po’( " 4
Fremderinace AT b
‘ A3
o] "200 K4 - < /3 % /\

)
r\)
N
—~—~
o>
s
N
2o

x|
>
1
A~
PN
o
M
~__

Obrazek 1.1: Mnozina D3 permutaci odpovidajicich symetriim trojihelniku.
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1.4 Dodatky 1

V této casti jsou ulozeny soucasti textu, které mozna nebudou probrany — nékteré obecné
dukazy, nékteré teoretické véci jsou zde ,matematicky presnéji vylozeny“. Studenti by
meéli z téchto dodatkovych c¢asti védét definice, a pak jen to, co jim specidlné zdurazni
vyucujici, respektive co se probere na prednasce.

Studujme nyni tedy obecné vlastnosti grupy (G, /). Co v této obecné poloze lze tici o
mnoziné GG a operaci 77 Pokud abstrahujeme od konkrétnich situaci a budeme studovat
pouze vlastnosti (1) az (4) na mnoziné G, dojdeme k poznatkum, které plati pro kazdou
strukturu, kterad je vzhledem k néjaké operaci grupa.

Prvni otdzku si polozme ohledné axiomu (3): pokud existuje neutralni prvek grupy,
mus{ byt jeden, nebo v jedné grupé muZe existovat vice neutralnich prvka?®

Véta 1 (o jednoznacnosti neutrdalniho prvku) V kazdé grupé (G,~7) existuje jediny ne-
utralni prvek.

Dikaz: Sporem: predpokladejme, ze v grupé existuji dva ruzné neutralni prvky n; a
no takové, ze ny # ng. Jaké z toho plynou vlastnosti téchto dvou prvku?

Klicova myslenka: pokud je prvek neutralni, tak neméni vysledek operace 17 vuéi
jakémukoli dalsimu prvku, tj. napt. g v n; = ¢g. Mohlo by tedy byt zajimavé, co se
stane, kdyz aplikujeme operaci na dané dva neutralni prvky ni, no’:

n1 (22 ny \V N2 (21 no,

coZ je spor s tim, Ze oba neutralni prvky jsou navzdjem rtuzné'®. O

Tak to je zajimavé, neutralni prvek grupy muze byt pouze jeden jediny. A jak je to s
inverznimi prvky grupy? Vime, ze v grupé existuje inverze ke kazdému prvku vzhledem
k operaci 7 — musi také ke kazdému prvku existovat jedind inverze? Mohli bychom najit
v grupé néjaky prvek, ke kterému existuji inverze dve?

Véta 2 (o jednoznacnosti inverznich proku) V kazdé grupé (G,~7) ezistuje ke kazdému
proku x jeding inverznd prvek x=! vzhledem k operaci <.

8Vime, 7e napf. na mnoziné Q — {0} existuje vzhledem k nasoben{ jediny neutralni prvek 1 — ale musf
tomu tak byt v kazdé grupé? Co kdyz existuji grupy se dvéma nebo tFemi neutralnimi prvky?

9Vlastnost (3); znamend, ze vyuzivame vlastnosti (3) pro prvek nj, vlastnost (3)2 plat{ pro neutrdln{
prvek no.

10Cely diikaz je mozné formulovat i jako pifmy ditkaz typu 2: piedpokldddme, ze prvky ni, no oba se
chovaji jako neutrélni, tj. uvedené odvozeni by o nich dokazalo, ze se musi nutné rovnat — tj. z toho plyne
ptfimo, ze prvek neutrédlni je pouze jeden.
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Diikaz: Piedpoklddejme opét, Ze k néjakému prvku a € G vykazuji dva prvky ap’,
ay ' vlastnost inverze, tj. plati
avaflzn, A aflva:n
(musi platit oba vztahy, protoze o operaci 57 zatim nevime, zda je komutativni) a souc¢asné
ava;lzn, A a;lva:n.
Klicova myslenka: vynasobenim! a;'<7a;! pravdépodobné nic neziskdme. Prvky aj’,
a;* vystupuji ve vlastnosti (4), tj. méli bychom studovat néco jako rovnice ve vlastnosti

(4). VYUZIJEME TOHO, ZE VE VLASTNOSTI (4) SE VYSKYTUJI DVE ROVNOSTI,
A JEDNU APLIKUJEME NA PRVEK a ZLEVA, DRUHOU ZPRAVA:

1 ¥ —1 (@ (2) 42 @

;' ==nvae' == (af'va)vae Zaq'vevae') =avn=arl

Vyuzili jsme platnosti asociativniho zdkona (2) pro kaskddu tii prvku uprostied
spojenych operaci 7. Z uvedené kaskddy rovnosti je vidét, ze prvky a;' a ay' musi
nutné byt stejné. Dukaz je hotov — inverzni prvek k prvku a existuje v grupé prave jeden. [

Véta 3 (miZeme ,krdtit“'? v rovnostech, ve kteryjch se vyskytuji proky grupy G a operace
v ?) V kazdé grupé (G,~7) plati zikony o kraceni (7), tj.

Va,b,ce G: (ayb=avyc=b=c) N (bya=cya=b=c).
Dikaz: Provedeme napiiklad pro prvni z implikaci: Vztah
ayJb=av/c

rozsitime zleva aplikaci inverzniho prvku na obé strany rovnice (to je vlastné vlastnost
anti-(7), kterd ovsem plyne z vlastnosti (1): ,,vynasobenim® téhoz prvku grupy G (ktery
je na obou strandch rovnice) dostaneme opét prvek grupy G-

alvayb=a' ave,

a s vyuzitim asociativity (2) (v grupé nezalezi na uzavorkovani ,soucinu“ tif prvka vzhle-
dem k operaci v7), vlastnosti inverzi (4) a vlastnosti neutralniho prvku (3) dostaneme

b=c.

Dukaz druhé nerovnosti bychom museli provadét vyndsobenim obou stran rovnice
zprava, abychom mohli aplikovat vlastnost inverzi (4). O

Hysimnéte si, ze fkdm ,,vyndsobenim®, ikdyz nyni nestudujeme operaci ndsobeni, ale operaci ¥/ ...
tak moc jsou operace s¢itani a nasobeni v nas zakdédovany, ze pouzivame terminologii, kterd odpovida
témto operacim — spravné bychom méli fici: aplikaci operace 57 na dané prvky v daném poradi, tj. na
uspoiddanou dvojici prvki ...

120pét terminologie: i kdyz mluvime obecné o operaci v/, pro vlastnost (7) se vzil termin ,zdkony o
kréceni“, tfebaze kréceni je termin vzaty z rovnosti, ve kterych se vyskytuje béznd operace nasobeni.
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Véta 4 (o vzdjemné inverznich prvich) V kazdé grupé (G,~7) z rovnosti a7 b =n (kde
n je neutrdlni prvek) plyne, Ze plati

al=0b, asoucasné b '=a

(tedy prvek b je inverzni k proku a, a soucasné prvek a je inverznim prokem k prvku b).

Diuikaz: je prosty, nebot plyne z véty 2: pokud b vykazuje vlastnosti inverze (4), tak
musi byt inverzni k prvku a, protoze vice inverznich prvku k danému prvku v grupé byt
nemuze. Dals{ moznost dikazu: pokud rozfifme rovnost a 57 b = n prvkem a~' zleva,
dostaneme

a_lvavb:a_lvn(i)a_l,

po aplikaci vlastnosti (4) na prvni vyraz dostaneme b = a~'. [J

Véta 5 (o vgpoctech inverznich proki) V kazdé grupé (G,<7) plati:

i) (asvb)™ =btyal (inverze soucinu dvou prvki je soucin jejich inverzi, ale v
opacném poradill!);
ii) (oY) = a (inverzi k inverzi je pivodni prvek).

Diukaz: ad i) Pifmo ovérenim vlastnosti (4) pro prvky asy b a b= 7 a1

@avnva’lgava’“ﬁn.

1

_ _1y (2) _ _
avby (b tva)=Eay(bvb)va

Protoze nevime, zda operace v/ je komutativni, méli bychom ovéfit i druhy za zakonu (4),
tj. upravovat vyraz

b va)vavb
analogickym zptsobem se v ném ,vyrusi“ nejprve a=! </ a, a pakb~! 7 b a dostaneme
opét pouze n.

ad ii) Z rovnosti a 7 a~! = n a véty 4 o vzdjemné inverzi mame (a=!)"! = a. O

Definice 10 Rad koneéné grupy se nazijvd pocet jejich proki, oznacujeme |G).

Oznaceni poctu prvku je standardni, nazyvat tento pocet prvku fadem je ponékud
bizarni, ale ma jakési opodstatnéni u cyklickych grup.

Ve vété 5 se vyskytuje ,souc¢in® ¢tyr prvku za sebou — pfesné pracujici matematik
by mél prozkoumat, zda se nedopousti pii dukazu nécéeho, co neni definovano. Pokud
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definujeme soucin ¢tyt prvku vzhledem k operaci y7jako soucin prvniho prvku se sou¢inem
nasledujicich ti{ prvku, tj.

a7 (bvcvd),
postupnym uzitim vlastnosti (2) pro tfi prvky dostaneme

av(bve)vd=ayby(cvd) =(@vb)v(cvd=(@vb)vevd

a jednd se stéle o tyz vysledek. ,Sou¢in“ ¢tyi prvku je tedy definovan korektné a plati
pro néj vlastnost (2)’ ... v sekvenci tiikrdt za sebou pouzité operaci 7 nezélezi na
uzavorkovani.

S takto rozsifenym zakonem asociativity muzeme pak vyslovit a dokazat nékteré véty
pro vétsi pocet operaci 7 v Fetézci za sebou, napiiklad analogii ¢ésti (a) véty 5:

(1 Vav--va) ' =aq'vae!, v--va va
Déle pro nas bude uzitecna naptiklad definici n-té mocniny vzhledem k operaci v/:

Definice 11 n-t4 mocnina prvku a grupy (G,<7) se definuje jako prvek ziskaniy v
retézci operaci

a'i=avav---va.

nfk’l”dt

A pokud uz mame definovanou mocninu, ma smysl ptat se, zda existuji odmocniny, a
sice v nasledujicim smyslu:

Definice 12 n-ta odmocnina prvku a grupy (G, ) je takovy prvek x € G (pokud tedy
eristuje), Ze a = x™.

Definice 13 zapornou odmocninu a™° grupy (G,~/) definujeme jako pdtou mocninu
jejiho inverzniho prvku, tj. a=° = (a=1)°.
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2 Tyden 02 — dalsi vlastnosti operace na mnoziné

2.1 Prednaska 2

Zabyvejme se nyni otdzkou: kdy je neprazdna podmnozina S grupy (G, 57) také grupou?

Definice 14 Podgrupa (S,v/) grupy (G,v) je takovd neprdzdnd podmnozina S
mnoziny G, kterd je uzavrend vzhledem k operaci <7 (vlastnost 1) a s kazdym prvkem a
obsahuge i jeho inverzi a=' (viastnost 4).

Kupodivu se ukazuje, Ze dané dvé vlastnosti (1), (4) neprazdné'® podmnoziné S grupy
(G, ) staci na to, aby byla grupou vzhledem k téze operaci v/:

Véta 6 (co staci podmnoziné grupy, aby byla sama grupou) Pokud neprdzdnd podmnozina
S grupy (G,~7) spliuge vlastnosti (1), (4), uz je sama grupou vzhledem k téZe operaci ;.

Dukaz: (S,v/) spliiuje asociativitu (2) diky tomu, ze je podmnozinou grupy, kde
vlastnost (2) plati. Vlastnost (3), = existence neutralniho prvku, plyne z vlastnosti (4):

Diky tomu, ze S je neprazdnd, obsahuje aspon jeden prvek, oznacme jej a.
aES(:@a*lES(:lgavcflzneS,
tedy neutralni prvek n patif i do mnoziny S a pro (S, /) plati (3). O

Oznaceni 01 ... hvézdicka znamend, ze z dané mnoziny Z, (), R vylou¢ime nulu,
znacime tedy symbolem Z*, Q*, R*.

Piiklad 5 Podmnozina Q* wvSech zlomku kromé nuly je podgrupou grupy (R*,-):
vyndsobenim dvou nenulovijch zlomki dostaneme nenulovy zlomek (plati (1)), inverzi k
nenulovému zlomku vzhledem k ndsobend je jeho prevrdcend hodnota (plati (4)) a Q* je
neprazdnd.

13Ve skuteénosti podminka neprazdnosti je tieti podminkou, ktera musi platit — uvidime v dikazu, ze
z neprézdnosti a vlastnosti (4) uz plyne vlastnost (3) o neutrdlnim prvku.
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Uvazujme mnozinu S = {a, b, ¢}, kterd je podmnozinou grupy (G, /). Na to, abychom
nasli nejmensi moznou podgrupu, kterda obsahuje prvky a, b, ¢, musime vyrobit vSechny
mozné souciny téchto tif prvki a jejich inverzi'®, a nejen to: musime brat véechny mozné
konecné sekvence prvku spojenych operaci 37, ve kterych se vyskytuji (i opakované) prvky
a, b, ¢ a jejich inverze.

Typickymi takto vytvarenymi prvky jsou napiiklad

avybyasyce! nebo clyvalvbyubye
Je jasné Ze souc¢inem dvou prvku tohoto typu je zase prvek tohoto typu (tj. plati (1)):
Napiiklad ,soucinem® prvku a7 b5/ a a prvku ¢y b~ 7 a 7 ¢ je prvek

avybyayeybtyvaye
Déle jsou prvky tohoto typu uzaviené vzhledem k inverzi, tj. k prvku a<y b=ty c v a je
inverzi (podle véty 5.a bereme soucin diléich inverznich prvka v opaéném poradi) prvek
atyeybyal
(tedy plati i (4)). Dokazali jsme celkem, ze mnozina prvku tohoto typu tvoii podgrupu

grupy (G, 7). Nazyva se

Definice 15 podgrupa grupy (G generovana mnozinou S, prvky mnoZiny S
nazyvdme generatory podgrupy < S >.

Podgrupu generovanou podmnozinou S oznacujeme jako ((oznaceni 02 ) < S >. A jesté
jedna definice, ktera s tim souvisi:

Definice 16 Pokud podgrupa < S > je celd generovina nékterym svym prvkem a, nazyvd
se cyklicka podgrupa grupy G.

Cyklickou podgrupu generovanou prvkem a nékdy oznacujeme ((oznaceni 03 ) < a > a
je jasné, ze obsahuje prvky

a, a*:=aya, d:=avyava,...,
a také prvky
a -, a "Yya , a va_lva_l,...,
a také prvek n = a7 a™t.
Ad Piiklad 1: Grupa (Hg,+) s operaci pootoceni hodinové rucicky je piikladem
cyklické grupy, generované jedinym prvkem — kterym? [

14V této chvili uz se v danych soucinech vyskytuje neutralni prvek n € G, protoze a 7 a~! = n.
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Ad piiklad 4: Ohledné generdtoru grupy Ss lze fici, ze (S3,0) je generovana dvéma
svymi prvky, a sice (1,3) a (1,2), protoze vSechny dalsi ¢tyfi prvky grupy lze vyjadrit
pomoci operace o a prvku (1,3), (1,2):

id = (1,3)0(1,3);
(1,2,3) (1,3) 0 (1,2);
(1,3,2) = (1,2,3)0(1,2,3) = ((1,3) 0 (1,2))% = ((1,3) o (1,2)) o ((1,3) o (1, 2));
(2,3) = (1,2)0(1,2,3) = (1,2) 0 ((1,3) o (1,2)).

Podle oznaceni mnoziny generatoru lze psat
(S3,0) =< (1,3),(1,2) > .

Tato grupa tedy neni cyklicka, protoze nase mnozina generatoru je dvouprvkova a zadnou
jednoprvkovou mnozinu generatoru v ni nelze najit. [J

Véta 7 (S,,0), mnozina permutaci™ M — M pro M = {1,2,...,n} vzhledem k operaci
skladdni permutact je pro n > 3 nekomutationi grupa.

Dikaz pro obecné n: Operace o je na mnozine S, uzaviend, tj. plati vlastnost
(1), protoze slozeni dvou permutaci je opét permutace. Asociativita (2) plati pro skladani
jakychkoli zobrazeni, viz piiklad 3. Identické zobrazeni id definované Va € {1,2,...,n}
vztahem id(a) = a je neutrdlnim prvkem na mnoziné permutaci, tj. plati (3): Pro obecnou
permutaci p: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} totiz mame pro kazdné a € {1,2,...,n}:

poid(a) =p(a) A idop(a)=id(p(a)) = p(a).

Zbyva dukaz vlastnosti (4): V obecném piipadé (S,,0) permutaci na n-prvkové
mnoziné M = {1,...,n} najdeme pro libovolnou permutaci p € S,, jeji inverzni prvek
p~! nasledujicim zptsobem. Jelikoz p : M — M je bijektivni zobrazeni, podle véty 17
ze zakladi matematiky (inverzni relace k prostému zobrazeni je také zobrazeni) vime,
7e inverzni relace p~! je zobrazenim. Déle p je surjekce, tj. p~! je definovdno pro kazdé
a € {1,2,...,n}. Tedy pro bijekci p je p~! také bijekce (v grafické reprezentaci relace

pouze zaménime smér vsech Sipek), a tedy permutace {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

A konecné pro n > 4 sta¢i najit jednu dvojici, pro kterou operace o nekomutuje, a to
je napt. cyklus (1,2) a cyklus (1,2,...,n):

(1,2) 0 (1,2,...,n) =(2,3,n—1,n) # (1,2,...,n) o (1,2) = (1,3,4,n — 1, n).

Dukaz je hotov. [J

15Pozor, prvky mnoziny S, nejsou podmnoziny ¢ jednotlivé prvky mnoziny M, ale zobrazeni mnoziny
M do sebel!l Jedna se uz o slozitéjsi strukturu.
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Navzdory pataliim nekomutativnich operaci existuje i v tabulkiach nekomutativnich
operaci jedna jistota a elegantni véc: Operace na cyklické podgrupé (= podgrupé genero-
vané jedinym prvkem) H grupy G je komutativni, tfebaze na celé grupé G tato operace
komutativni byt nemusi.

Napiiklad podgrupa {id, (1,2, 3),(1,3,2)} grupy (Ss,0) je generovand prvkem (1,2, 3),
a tedy je to cyklickd podgrupa, tj. cyklickd grupa. Je vidét, ze tabulka operace na
{id, (1,2,3),(1,3,2)} je symetrickd, tj. operace je na ni komutativni.

Dukaz faktu, ze operace na kazdé cyklické grupé je komutativni, je lehky — pokuste se
0 néj v ramci cviceni.

Priklad 6 Zopakujte vlastnosti (1) aZ (5) a priradte ndzvy algebraickych struktur k
prikladum z minulé predndsky podle definic 1 az 8.

Zminéna vlastnost (6) = distributivita souhry dvou operaci, na kterou se lze odkazovat
jako na stranu 6.

Piiklad 7 Urcete algebraické vlastnosti struktury (Zg, -).

— jesté pred timto piikladem uved'te vétu o kraceni v grupé, a pak upozornéte na
neplatnost této véty o kraceni v tomto prikladu (muze k tomu dojit, protoze se nejednd
o grupu);

— ten systém rovnic x na druhou =b, x na patou = ¢é radéji neopisujte, tuto cast z
prednasky vytadim
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3 Tyden 03

3.1 Cviceni 03: Vlastnosti grup, podgrupy a generatory grupy
Uloha 3.1 Priklady z Pinter 2010, str. 39, oddil B:

Napriklad B.1: Dokazte, Ze v kazdé grupé plati ndsledujici implikace (e je neutrdlni
prvek grupy), nebo uwved'te protipriklad, Ze neplati:

?=e = z=ec.
Napriklad B.2: Dokazte, Ze v kazdé grupé plati ndsledugjici implikace, nebo uved'te pro-
tipriklad, Ze neplati:

x2:a2 = T =aq.

Napriklad B./4: Dokazte, Ze v grupé plati ndsledujici implikace, nebo wvedte protipriklad,
Ze neplati (e je neutrdlni prvek grupy):

Napriklad B.5: Dokazte, Ze v grupé plati ndsledugici fakt, nebo uved’te protipriklad, Ze
neplati:
VieG I yeG : x=1y>

(tj. kazdy prvek x md v grupé svou ,,odmocninu®y).

Uloha 3.2 Priklady z Pinter 2010, str. 40, oddil E: pocet prvki a jejich inverzi — vyborné
priklady.

Uloha 3.3 Priklady z Pinter 2010, str. 41, oddil F: vytvdreni tabulky operace pro grupy
s malym poctem prvki — napf.:

Napiiklad F.2: Muze v grupé (G, %) nastat situace, ze v tabulce jeji operace se dvakrat
opakuje stejny prvek na jednom radku?

*‘ ry ... T

Zduvodnéte, pro¢ ano - pro¢ ne.
a | .. Y -y

Napiiklad F.3: M = {e,a,b}. Dopliite tabulku operace x

a b
a b
tak, aby (M, ) byla grupa.

QO F
>~ Q oo
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Napitklad F.4: Ctyiprvkovéa grupa G = {e,a,b,c, } splinje Vo € G : 2% = e (kde e je
jeji neutralni prvek). Sestavte tabulku operace * této grupy:

e a b c

QO " Q O *

Napiiklad F.5: Ctyiprvkovéd grupa G = {e, a,b, ¢, } spliuje a®> = e, b*> # e (kde e je jeji
neutralni prvek). Sestavte tabulku operace * této grupy:

e a b c

QO T O ¥

Uloha 3.4 (text Pinter 2010, str. 42, oddil G): Dokazte, Ze kartézsky soucin grup (G,<7)
a (H,*) je grupa (G x H,0) — jak definovat operaci ¢

Uloha 3.5 Priklady z Pinter 2010, str. 43, oddil H: mocniny a odmocniny v grupé —
vyborné priklady.

Napriklad H.0: a) zopakujte si definici n-té mocniny a n-té odmocniny v grupé. b) Jak
byste definovali v grupé zdpornou mocninu a=> pro néjaky prvek a?

Uloha 3.6 Priklady z Pinter 2010, str. 48, oddil A: rozezndni podgrupy — vyborné
priklady.

Napifklad A.1: G = (R,+) je grupa vzhledem k bézné operaci scéitani. Je
H ={loga;a € Q,a > 0} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zduavodnéte.

Napiiklad A.5: G = (R x R,+) je grupa vzhledem k bézné operaci scitani vektoru. Je
H = {(z,y);y = 2z} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zduvodnéte.

Napiiklad D.5 na str. 50: (G,*) je konetnd grupa, H jeji neprazdnd podmnozina
uzaviena vzhledem k operaci x, a navic e € H, kde e je jednotkovy prvek grupy G.
Dokazte, ze pro a € H také a=! € H (tj. H je uzaviend vzhledem k inverzim).

Népoveda k dukazu : H = {ay,as,...,a,} a vyberme si libovolné a; € H. Uvazujme
nyni navzajem RUZNE prvky a; x ai, a; x as, ..., a; x a,: atd.

Uloha 3.7 Priklady z Pinter 2010, str. 50, oddil E: generdtory grupy — vyborné priklady.
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Napiiklad N.1 (neni v textu Pinter 2010): Vypiste vSechny prvky podgrupy < 6 >
grupy (Hig, +) = grupy vsech pootoceni rucicky o jednu Sestnactinu plného uhlu.

Napiiklad E.1: Vypiste vsechny cyklické podgrupy grupy (Hio,+) sklddani otéceni
hodinové rucicky o nasobky desetiny plného thlu.

Napiiklad E.3: Vypiste vSechny prvky podgrupy < 6,9 > grupy (His,+).

Napiiklad E.7 — modifikace!®: V grupé H, x H, je operace scitani po slozkdch zadand
tabulkou

Tabulka 3.3: Tabulka operace + na mnoziné Hy X Hy.

+ | [0;0] [0;1] [0;2] [053] [1;0] [151] [1;2] [1;3]
[0;0] | [0;0] [0;1] [052] [0;3] [1;0] [1;1] [1;2] [1;3]
[0;1] | [0;1] [0;2] [0;3] [0;0] [1;1] [152] [1;3] [150]
[0;2] | [0;2] [0;3] [0;0] [0;1] [1;2] [1;3] [1;0] [151]
[0;3] | [0;3] [0;0] [0;1] [052] [1;3] [1;0] [1;1] [152]
[1;0] | [1;0] [1;1] [1;2] [153] [0;0] [0;1] [0;2] 053]
(LA 51 [1;2] [153] [150] [0;1] [0;2] [0;3] [0;0]
(2] | [152] [1;3] [1;00 [1;1] [0;2] [0;3] [0;0] [051]
(13| [5;3] [1;00 [1;1) [152] [0;3] [0;0] [0;1] [0;52]

Urcete, jakou podgrupu generuje prvek [1;1].

Napiiklad E.6: Sestavte tabulku operace grupy (Hs x Hj) vzhledem k operaci séitani
po slozkach. A druhy tkol: dokazte o této grupé, ze je cyklicka.

Naptiklad N.3: Zjistéte, zda je grupa z prikladu E.7 cyklickd, a pokud ne, tak najdéte
néjakou minimélni mnozinu jejich generatoru (existuje néjaké dva prvky, které uz

generuji celou tuto grupu?).

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 13.3.

16 Jediny diivod, proé¢ je piiklad E.7 pied piikladem E.6 je historicky — E.7 byl nejprve podrobné napsan
na pisemce. U prikladu E.6 se pak o¢ekava, ze si ¢tenar sestavi pti feSeni tabulku operace na soucinu
grup sam.
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3.2 Prednaska 3: Izomorfismus, Calyeho véta

V 18. a 19. stoleti, kdyz se formovaly terminy ¢eského ptrekladu predmétu algebra, byl
jednim z navrhu ¢eského prekladu slova algebra termin ,stejnostka“ neboli nauka o stej-
nostech'”. I kdyz se tento ¢esky picklad neujal, vystihuje snahy moderni algebry véimat
si shodnych ¢ podobnych vlastnosti ruznych objektu.

Ve shodé s navrhovanym starym ptekladem nazvu tohoto predmétu nyni budeme zkou-
mat pojem izomorfismu. Lapidarné feceno, dva objekty jsou izomorfni, kdyz maji tutéz
strukturu. I fecké slovo izomorfismus je podobného obsahu (isos = stejny, morfé = tvar,
tj. izomorfni budou objekty, které maji moznd jinou podstatu, ale v jistém smyslu stejny
tvar).

\_
V| o A 2

o o A 2 Z

Al a2 oo @ bz
.12 o A bl b 2 o

Obrazek 3.2: Dvé izomorfni grupy.

V této kapitolce se budeme zejména zabyvat ,stejnosti“ vzhledem k pojmu bindrni
operace — protoze operace je néco dynamického, kdy dvéma prvkum podle jistého predpisu
prifazujeme tieti prvek, tedy stejnost (¢i podobnost), kterd nds bude zajimat, je déna
tabulkou vysledkii operace na dané mnoziné'®. Na obrazku 3.2 vidime tabulky operace
dvou triprvkovych grup, které jsou izomorfni — existuje mezi nimi totiz bijekce

o — o
Q4 =
o o

ale nejen to — tato bijekce v jistém smyslu ,zachovava vysledky operace®, tj. napt. prvek
1</ 2 z grupy Gy, coz lze v tabulce operace sy grupy GGy najit, ze je roven 0, odpovidéa v
navrhované bijekci prvku e v grupé G, ktery je vysledkem operace a * b, kde a je obraz
prvku 1 a b je obraz prvku 2, TEDY plati a x b = e. Toto zachovani vysledku operace
musi platit pro kazdou dvojici prvku z G (v daném poradi).

17Viz Alena Solcové, prednaska o Cestéch k Geské terminologii v nékterych partiich matematiky, Ka-
tedra matematiky Pdf, 14. bfezna 2018.

18Tedy izomorfismus je v pifpadé zachovéani vysledkd operace vlastnosti ponékud skrytou — pozname
ji az podrobnéjsim studiem tabulky operace na obou strukturach.
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Definice 17 Izomorfismus grupy (G1,~7) na grupu (Ga, *) je bijekce f : Gy — Gy, kterd
splnugje vlastnost

Va, b€ Gy flasyb) = f(a)* f(b).

Obrazek 3.3: Podminka zachovani vysledku operace pii zobrazeni f.

Jinymi slovy (viz obrazek 3.3, izomorfismus mezi grupami je takové bijekce f : G; —
G, pii které jsou f(a<7b) a f(a)* f(b) tytéz prvky, pro jakoukoli dvojici prvku a, b.

£ o
b > %o 40

|V *

! b
avh i > ((07h) = SO

Obrazek 3.4: Komutativni diagram pro podminku zachovani vysledku operace.

A nebo jesté jinak, fikdme, ze izomorfismus f mezi grupami je bijekce, pro kterou
diagram na obrazku 3.4 komutuje, neboli kdyz vypustime na prvky a, b z ,ohrady”
(G, operaci v/, a pak vysledek preneseme (zobrazenim f) do ,ohrady“ G,, dosdhneme
stejného vysledku, jako kdyz bychom nejprve prenesli oddélené prvky a, b zobrazenim f

do ,ohrady“ G5 a tam na né vypustili operaci .

Piiklad 8 (R,+) a (R™,-) jsou izomorfni grupy, pokud definujeme zobrazeni R — R*
vztahem f(z) = €®. Snadno se vidi, Ze zobrazeni f je injekce, protoZe nenabyvd dvou

Diagram komutuje = nezalez{ na pofadi: operace nasledovand zobrazenim d4vé tentyz vysledek jako
zobrazeni nasledované operaci, pokud vzdy mluvime o binarni operaci na té mnoziné, ve které se dané
dva prvky vyskytuji.
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stejnijch hodnot pro dvé riznd x1, x5 € R. Ddle je [ surjekce R na RT — pro kazdé y € R™
existuje x € R tak, Ze e® = y. Celkem tedy f je bijekce. Ddle podminka zachovdni vijsledki
operace nyni ma vzhledem k zadanym operacim tvar

fla+b) = f(a)- f(b).

Tato podminka také plati, protoze

Celkem f je grupovym izomorfismem.x

Pri hledani odpovédi na otazku, zda jsou dvé ruzné grupy izomorfni, musime tedy
projit tii kroky: a) definovat zobrazeni f : G; — G5; b) dokézat o tomto zobrazeni, ze je
injektivni a surjektivni, a tedy bijekce; ¢) dokazat, ze plati vlastnost zachovéni vysledku
operace.

Pokud jsou dvé grupy izomorfni, tak chovani operace na té druhé je presnou kopii
chovéni operace na prvni grupé. Tedy pokud prvni grupa (Gi,s7) ma vlastnost, kterou
grupa (Ga, *) nemé, nemohou byt tyto grupy izomorfni. Napiiklad

e (51 je komutativni, ale G5 ne.
e (71 ma néjaky prvek, ktery je inverzi sebe sama, ale GGy takovy prvek nem4.

e (51 je generovana dvéma svymi prvky, ale (G5 neni generovana zadnou dvojici svych
prvki.

e Atd., moznd vice viz cviceni.

Pred vice nez 100 lety dokazal Arhur Cayley vétu, kterou se nyni budeme zabyvat:
Kazdd grupa (libovolné, koneénd i nekoneénd, komutativni i nekomutativni) je izomorfni
néjaké podgrupé grupy permutact (ty byly predstaveny v minulé kapitole). Tento vysledek
je revoluénim ve studiu grup, protoze vlastné tvrdi, ze zadné jiné grupy (az na preznaceni
prvku) nez grupy permutaci vlastné neexistujil!! A o to vice je tento vysledek revoluéni
ve studiu operaci — tvrdi totiz, Zze na grupach neexistuje zadna Jlna operace nez operace
skladdni permutaci!!!! Jinymi slovy, pomoci operace SKLADANI PERMUTACI lze
reprezentovat jakékoli dalsi operace na grupéch, tj. s¢itani, nasobeni, atd.

Véta 8 (Cayley) Kazdd grupa (G,~7) je izomorfni néjaké grupé permutaci.
Dikaz: dokazeme ve tiech krocich:

1. Ke kazdému prvku a € G vytvoiime permutaci 7, : G — G (a dokdzeme, ze se
jedné o permutaci G, tedy o bijekei).
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2. O mnoziné téchto permutaci
G :={m,;a € G}
dokazeme, ze je podgrupa grupy S vSech permutaci mnoziny G (= grupy vsech

bijekcei G — G).

3. Definujeme zobrazeni f : G — G* a dokdzeme o ném, ze je izomorfismus mezi
grupami.

Tak pojd'me na to!!

Dikaz podrobnéji:

1. Ke kazdému prvku a € G vytvorime permutaci 7, : G — G (a dokdzeme,
ze se jedna o permutaci G, tedy o bijekci).

Definujme pro libovolny prvek a € G zobrazeni 7, definované vztahem
Vee G :m(z):=avyx
(zobrazeni 7, zobrazi kazdé x € G na prvek a 7 x € G). Dokazme o 7,, ze se jedna
o bijekei:
e 7, je injekce G — G: Predpokladejme, ze m,(z1) = m,(z2) — to by znamenalo
podle definice zobrazeni 7, ze
a\/ Ty =a\/ T,

a protoze v grupé plati vlastnost (7), muzeme vykratit po vyndsobeni rovnosti
prvkem a~! zleva a dostaneme x; = w5 ... tedy rovnost hodnot zobrazeni m,
muze nastat jen pro tentyz prvek z; = 9, a tedy f je injekce.

e 7, je surjekce G na G: Pro libovolny prvek y € G musime najit jeho vzor
vzhledem k zobrazeni 7w, — jakmile najdeme aspon jeden vzor, budeme védeét,
ze jedna se o surjekci, protoze vSechny prvky y € G by pak byly pokryty
néjakymi vzory vzhledem k zobrazeni f. Odpovéd: hledany vzor z G je prvek
a~!' 7y, pak totiz

T(a ' VYY) =ava ' vy=y.

e Celkem 7, je bijekce.
2. O mnoziné téchto permutaci
G :={m,;a € G}

dokazeme, Ze je podgrupa grupy Sg vSech permutaci mnoziny G (= grupy
vSech bijekci G — G).

G* je podmnozinou grupy Sg vSech permutaci na G — G. Dokdzeme o G*, Ze je
podgrupa:
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e G* je neprazdnd, nejmensi moznd grupa G je totiz minimalné jednoprvkova
(obsahuje neutralni prvek e), a tedy minimélné m.(z) := e 7 z je identicka
permutace, ktera nalezi do G*.

e (G*, o) spliuje vlastnost (1), tedy pro dvé ruzné permutace 7,, 7, musime najit
prvek ¢ € G, ze w. = pi, o m,. Skutecné to plati — pokud vezmeme ¢ := a 7 b,
potom

Tasyb = Tq O Tp.

Podrobnéji rozepséano,

Ve e G: () = (avb)ve = avy(bye) = aym(x) = m(m(z)) = (me0m) ().
Tedy slozenim dvou prvku m, a m, z G* je zase prvek z G*, tj. mnozina G* je
uzaviend vzhledem k operaci o.

e (G*,0) spliuje vlastnost (4): Stac¢i dokézat, ze ke kazdému 7w, € G* existuje
inverzni permutace vzhledem ke skladani permutaci: A to opravdu existuje,
je to totiz permutace m,-1 odpovidajici prvku a=! € G — pak plati (podle
vlastnosti (1) je slozenim permutaci permutace odpovidajici ,nasobku* obou
diléich prvku)

Tq O Mg—1 = Magq—1 = Te.

e Tedy celkem G* je neprazdna a spliuje vlastnosti (1) a (4) — podle véty 6 je

G* podgrupa grupy Sg, a tedy hlavné sama (G*,0) je grupou.

3. Definujeme zobrazeni f : ¢ — G* a dokdzeme o ném, Ze je izomorfismus
mezi grupami.

e Jako zobrazeni f se nabizi pritazeni, o kterém uz dlouho mluvime: prvku a € G
pritadime jim definovanou permutaci 7, € G*, neboli

fla) = m,.
e f je injekce: Pokud f(a) = f(b), znamena to, ze m, = m, tedy
VeeG: mu(x) =m(x);
a tak i specidlné pro jednotku e € G plati 7,(e) = m(e), coz znamena
avyye=>bve,

to ale znamend, ze a = b. Rovnost obrazu si vynucuje rovnost vzoru, tedy f je
injekce.

e f je surjekce: Tato vlastnost je zarucena uz tim, jak je mnozina G* vytvorena:
jsou do ni vybirdny jen ty permutace 7,, které odpovidaji prvku a € G, tj.
kazda permutace 7, ma svij vzor a € G vzhledem k zobrazeni f.
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e f zachovava vysledky operace: chceme dokazat podminku

Va,be G: f(ayb)= f(a)o f(b),

a tu snadno dokazeme rozepsanim podle definice zobrazeni f a vlastnosti (1)
pro skladani permutaci:

(a7 b) = Mun, £ 7 0m, = f(a) o f(b).
e Celkem f je izomorfismus grupy (G, /) na grupu (G*, o).

Piiklad 9 Kniha Pinter 2010, str. 97-102, opét poskytuje Tadu cviceni na pojem izomor-
fismu:

Napriklad C.3: Zjistéte, zda je grupa 2% s operaci symetrického rozdilu + (stejnd
operace jako v iloze 1.6) izomorfni s grupou (V,-), kde V.= {1,—1,i,—i} a - je operace
nasobent komplexnich ¢isel. Své zjisténd zduvodnéte.

Napriklad D.1: Prozkoumejte grupy a) (Hy,+); b) (Hy x Ha,+) (scitani definovdno
po slozkdch po slozkach); ¢) grupu komplexnich jednotek (V,-), kde V- ={1,—1,i,—i} a -
je operace ndsobeni komplexnich cisel. Které dve z nich jsou izomorfni, a proc¢ ta treti s
nimi nend izomorfni?

Napriklad D.2: Viz cviceni 05, kde budou zhruba probrdiny grupy zbytkoviych trid.

(cvicent sady G): Izomorfni grupy na mnozZiné redlnijch éisel.

(cvicent sady J): Reguldrni reprezentace grupy — rychld konstrukce podgrupy grupy Sp,
kterd je s grupou G izomorfni!!
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4 Tyden 04

4.1 Cviceni 04: Nekomutativni grupy
Uloha 4.1 Jsou ddny permutace

P=(1,56,23), R=(1,7,54,362).
Vypoctéte P o R? (vysledek najdete na konci tohoto textu,).

Uloha 4.2 Kniha Pinter 2010, str. 75, oddil B, priklady na grupy permutact.

Napriklad B.2: Vypiste proky cyklické podgrupy grupy (Sg, o) generované prvkem
f=1(1,2,3,4)0(5,6).

Napriklad B.3: Najdéte étyrprvkovou komutativni podgrupu grupy (Ss, o) a napiste jeji
tabulku operace.

Napriklad B.4: Podgrupa grupy (Ss,0) generovand pruky

f= (172)’ g = (37475)

md Sest proku. Vypiste tyto prvky, oznacte je e, f, g, h,i,7 a sestavte tabulku operace o.

Napriklad N.1: Podgrupa grupy (Sy,o) generovand prvky
f - (1’3) © (2>4>7 9= (374)

md osm prukiu. Najdéte je vSechny. MuZe vdm pomoci vytvareni tabulky operace o, ale
nemusite 71 délat celou.

Napriklad N.2: Vypiste vsechny prvky cyklické podgrupy grupy (S7,0) generované pru-
kem

f=1(1,3)0(4,5,7).

Napriklad N.3: Grupa (Sy,0) md 24 prvki. Najdéte néjakou jeji osmiprvkovou pod-
grupu — vypiste podrobné zbylych sedm prvkiu krome neutrdlniho prvku. MuzZe vdm pomoci
vytvdrend tabulky operace o, ale nemusite ji délat celou.

Uloha 4.3 (ad Pinter 2010, str. 77, sada F) na grupu symetrii pravidelného n-ihelnika:
Grupa symetrii étverce (priklad je zde podrobné rozebrdn, ale moznd, Ze bude treba se
studenty projit jeste priklad na symetrie trojuhelnika z prednadasky 1 a pripomenout celou
problematiku,).

UvazZugme ctverec a takové jeho transformace, Ze po jejich provedeni dostaneme zase
Ctverec se stranami rovnobéznymi s vertikdlnim a horizontdlnim smerem. Mdam na mysli
pootocent ¢tverce (se stredem otdcent ve stiedu ctverce) o ndsobky 90° (ty jsou ctyri, a sice
pootoceni o 0°, 0 90°, 0 180° a o 270°), a jesté preklopeni ctverce v 0sové soumeérnosti
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podle navzdjem symetrickych os (ty jsou téz ctyri pro osy otaceni v obou uhloprickdch
¢tverce a ve dvou osdch prochdzejicich stredy protéjsich stran c¢tverce). PouZitim nékteré z
téchto osmi transformaci na ¢tverec dostaneme zase néjakou pozici ¢terce, kterd vznikne ze
zakladni polohy uplatnénim jedné dilci transformace, tj. mnozina téchto osmi transformaci
(= premén ve smyslu osového preklopeni ¢i ve smyslu pootoceni ctverce) tvori grupu.

Jak nyni dojdeme k permutaci pfirozenych ¢isel? Napiiklad tak, ze do rohu zakladni
polohy ¢tverce umistime ¢isla 1,2,3,4. A po provedeni dané transformace zapiSeme per-
mutaci téchto ¢ty ¢isel vzhledem k zdkladni poloze. Pak identické transformaci (pfi
které se nedéje nic) odpovidd permutace Ry = id, pootoceni o 90° odpovidd permu-
tace Ry = (1,2,3,4) (v tom smyslu, ze ¢islo 1 se pooto¢enim dostalo na pozici ¢isla 2,
¢islo 2 se na pozici ¢isla 3, ¢islo 3 na 4 a ¢islo 4 na pozici 1). Podobné pootoceni o 180°
odpovidd permutace Ry = (1,3)0(2,4)% a pootoceni o 270° permutace R3 = (1,4, 3,2)%!.

(podrobnéji viz obrazek 4.5).

o |4 2 1 2] )
Adaslidhn /A2
reubferturco Re=(( 2 14
A 3 " 3
™\
) A 2 A
protess ! ~(A%5 ‘1>
o 90 Riml2 s 4
b 3 3 2

»{JWEW 3 L( 29 ‘1\

0 430° Ra=lg 4 4 7.)
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o Tk’ “55<L1 423
4 q1

Obrazek 4.5: Permutace odpovidajici pootoceni ctverce.

20Pozor, tuto permutaci nelze lépe oznaéit nez spojenim dvou disjunktnich cykld délky 2, protoze
dochéazi ke dvéma nezavislym prohozenim béhem jedné permutace.

21Co7 je totéz jako (4,3,2,1), ale zaéiname pii zapisu nejmensim moznym é&fslem, abychom se vyznali
ve vysledcich operaci a podle pozice nejmensiho ¢isla poznali jednoznacné dany prvek.



Algebra 1 (MA 0003) 35

A'\
/‘;W }\ z A 4 A % “()
o N Ry~ ( y 5 o
e aw b K Ny " "
N
g 3
At A /L b 2 ) A N ~1>
- e |4 4
%
cl
e Y A PRy
S | L IR
=y s (8 “H
i
\%w\ 7
/‘w T 4 r " 7 (/\ . 5 Ll}
JAERY, - i} Rq H3 2
b ) 11 2

Obrazek 4.6: Permutace odpovidajici osové symetrii ¢tverce.

Podobné dostaneme permutace odpovidajici preméné ¢isel ve vrcholech ¢tverce pii
osové soumeérnosti vzhledem ke ¢tyfem hlavnim osdm soumérnosti, viz obrazek 4.6.
Skladanim R; o R4 napriklad dostaneme

RyoRy=(1,2,3,4)0(2,4) = (1,2) 0 (3,4) = Re,

atd. Vyplnénim operace pro kazdou dvojici prvku v obou poradich (operace je opét
nekomutativni, protoze napi. Ry o Ry = R;) dostaneme tabulku grupy (Dy, o) symetrif
¢tverce, kterd odpovida podgrupé grupy permutaci s osmi prvky (viz tabulka 4.4). Vsech
permutaci ¢tyrprvkové mnoziny je 24; tedy nase osmiprvkova mnozina je podgrupou grupy
S4.

Pro kazdé prirozené n > 3 lze sestrojit grupu symetrii pravidelného n-thelniku a
oznacit ji D, vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Napiiklad D5 oznacuje grupu
symetrii pétithelniku, atd. Kazdému rovinnému tutvaru, ktery je pravidelny vzhledem k
otaceni nebo osové soumeérnosti, lze priradit jistou grupu symetrii. Grupy symetrii se
Siroce pouzivaji v teorii elektronové struktury a molekularnich vibraci. V elementarni
casticové fyzice byly tyto grupy symetrii vyuzity k predpovézeni existence castic, které
jesté ani nebyly experimentalné zjistény! Proto i studium nekomutativnich grup ma svoje
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misto v algebrte.

Tabulka 4.4: Tabulka operace o na mnoziné D, symetrii ¢tverce.

o | Ry R Ry Rs Ry Rs R¢ Rz
Ry|Ry Ri Ry Ry Ry Ry R¢ Ry
Ri|Ri Ry Rs id R¢ Ry Rs Ry
Ry | Ry Ry Ry Ry Rs Ry Ry Rs
Ry | Rs Ry R Ry Ry R¢ R4 Rs
Ry|Ry Ri Rs R¢ Ry Ry Rs Ry
Rs|Rs R¢ Ry Ry Ry Ry Ry R3
Re¢|Re Ry Ry Ry Ry Rs Ry Ry
R:|R; Rs R¢e Ry Rs R Ry Ry

Ukol: Najdéte vSechny inverzni prvky a vSechny podgrupy v grupé Djy.

Uloha 4.4 Dua ikoly pro grupu permutaci (Ss,0) (pouZijte prosim oznaceni prvki a
tabulku operace o v prikladu 4): a) dokazte, Ze (Ss,o) neni cyklickd grupa;
b) najdéte dvouprvkovou podmnozinu grupy, kterd generuje celou grupu (Ss, o).

Uloha 4.5 Pokud bude cas, je mozné se zabyvat nekterymai dalsimi vliastnostmi permutact
(ad Pinter 2010, kapitola 8): Kazdou permutaci lze rozloZit na soucin cykli, kazdy cyklus
lze rozloZit ma soucin transpozic. Sudd a lichd permutace podle poctu transpozic. Ale to
spise az do predmétu Algebra 2 (linedrni algebra).

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 13.4.

4.2 Prednaska 04: Lagrangeova véta, homomorfismus grup, fak-
torgrupa

V dnesnim oddilu budeme potiebovat znalosti o pojmu ekvivalence (relace reflexivni,
symetricka a tranzitivni) a pojmu rozklad urceny ekvivalenci (v jedné tfidé rozkladu jsou
pravé ty prvky mmnoziny M, které jsou navzajem v relaci prislusné ekvivalence) — viz
predmét Zaklady matematiky. Jen zde pfipomenme, ze rozklad mnoziny M na systém
podmnozin My, My, ..., My je takovy systém podmnozin, které jsou a) neprazdné, b) po
dvou disjunktni (kazdé dvé ruzné mnoziny maji prazdny prunik) a c) jejich sjednocenim
je cela mnozina M — nékdy se takovému systému podmnozin iikd téz disjunktni pokryti,
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tj. je to systém po dvou disjunktnich podmnozin, ktery pokryva celou mnozinu M v tom
smyslu, ze |JM; = M.
Ptidejme nyni navic k predmétu Zaklady matematiky:

e Pro dikaz jednoho zajimavého tvrzeni (véty 17) ndm bude stacit si uvédomit, ze
pokud dvé tiidy rozkladu M;, M; maji neprdzdny prunik, pak se musi rovnat, ¢ili
M; = M; a jedna se o tutéz tiidu. Lze tedy rozklad mnoziny M na podmnoziny M;
definovat i nésledovneé:

- Vie{l,2,....k}: M;#0;
- CLEMlUM]lezMJ,
— kazdy prvek a € M lezi v jedné tridé rozkladu.

e Oznaceni 04: Znak ~ bude znacit relaci ekvivalence ur¢enou danym rozkladem, tj.
a ~ b pravé tehdy, kdyz a,b € M; pro néjaké .

e Oznaceni 05: Ozna¢me dale [a] tu tfidu rozkladu, kterd obsahuje prvek a, tedy
podminku z oznaceni 07 budeme psat ve tvaru

a~b < [a] =[b].

Nekdy se matematické vysledky dostavuji zajimavym a prekvapujicim zpusobem. Pti
studiu pojmu grupa, tj. pojmu binarni operace v/, kterd na mnoziné M spliuje ctyti
axiomy znamé z operaci s¢itani a nasobeni racionalnich ¢isel, jsme se zatim dostali ke
Cayleyho véteé, ktera je svym zpusobem Sokujici: kazdou operaci v grupé lze reprezentovat
operaci skladani permutaci na néjaké grupé permutaci. K dalsimu zajimavému, a snad i
necekanému vysledku dojdeme nyni, kdyz budeme premyslet o pojmu tzv. ti¥idy prvku
vzhledem k podgrupé.

Definice 18 Va z grupy (G,~7) a jeji podgrupu (H,<7) lze definovat:

levd trida prvku a € G vzhledem k podgrupé H je mnoZina

avvH:={asyvheG:he H}
(mnozina vysledku operace a7 h, kde prvek a € G je pevné a prvek h probihd podgrupu H );

podobneé prava trida proku a € G vzhledem k podgrupé H je mnozZina

Hyya:={hsyacG:he H}

(mnozina vysledki operace h<ya, kde prvek a € G je pevné a prvek h probihd podgrupu H ).
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Pojmy levéa a prava ttida prvku splyvaji jen tehdy, pokud v/ je komutativni operace,
jinak ne. Dfive, nez pujdeme dale, musime se podivat na néjaky ptiklad trid prvku
vzhledem k podgrupé:

Piiklad 10 Pro grupu G = (Hy,+) = (Zs,+) = ({0,1,2,3,},+) a podgrupu H =
({0,2}) dostdvdme ndsledugjict levé tridy proki podle podgrupy:

levd trida prvku 0 vzhledem k H je 0+ H = {0,2} = H = H + 0 (tedy levd trida
prvku 0 je rovnd pravé tridé prvku 0);

levd trida proku 2 vzhledem k H je 2+ H = {0,2} = H = H + 2 (tedy levd trida
prvku 2 je rovnd pravé tride proku 2);

levd trida prvku 1 vzhledem k H je 1+ H = {1,3} = H + 1 (tedy levd trida proku 1
je rovnd pravé tridé proku 1);

levd trida prvku 3 vzhledem k H je 3+ H = {1,3} = H + 3 (tedy levd trida proku 3
je rovnd pravé tridé proku 3);

Priklad 11 Pro grupu G =  (S3,0) permutaci z prikladu 4 a podgrupu
= ({id,(1,2,3),(1,3,2)}) dostdvdme ndsledugici levé tridy prvki podle podgrupy (viz
tabulka operace o u prikladu 4):

levd trida prvku id vzhledem k H je id o H = {id, (1,2,3),(1,3,2)} = H = Hoid
(tedy levd trida prvku id je rovnd pravé tridé prvku id vzhledem k operaci o);

levd trida proku (1,2, 3) vzhledem k H je (1,2,3)o H = {id, (1,2,3),(1,3,2)} = H =
H o (1,2,3) (tedy levd trida proku (1,2,3) je rovnd pravé tridé prvku (1,2,3));

levd trida prvku (1,3,2) vzhledem k H je (1,3,2) o H = {id,(1,2,3),(1,3,2)} =
H o (1,3,2) (tedy levd trida proku (1,3,2) je rovnd pravé tridé prvku (1,3,2));

levd trida proku (2,3) vzhledem k H je (2,3)o H = {(2,3), (1,
(tedy levad trida proku (2,3) je rovnd pravé tridé proku (2,3));

levd trida proku (1, 3) vzhledem k H je (1,3) o H = {(2,3), 3) (1,2)} = Ho(1,3)
(

(tedy levad trida proku (1,3) je rovnd pravé tridé prvku (1,

levd trida proku (1,2) vzhledem k H je (1,2) o H = {(2,3),

(1,3),(1,2)} = Ho(1,2)
(tedy levd trida proku (1,2) je rovnd pravé tridé proku (1,2));

Na piikladu 11 je vidét, ze napiiklad mnozina (2,3) o H nemusi obsahovat zadny
z puvodnich prvku podgrupy H, a taky nemusi byt podgrupa, protoze neobsahuje
neutralni prvek id, i kdyz H podgrupa grupy G je (ze vSech navzdjem disjunktnich tiid
= podmnozin je podgrupou pravé jedna — ta, kterd obsahuje neutralni prvek, a tedy
tiida H o id neboli tiida H).
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Zabyvejme se dale pouze pravymi tfidami prvku — vSechny nésledujici véty se budou
tykat pravych tiid prvku vzhledem k podgrupé H, ikdyz bychom je mohli analogicky (¢i
dudlné?) formulovat i pro levé tiidy prvku. Véta 9 je pouze pomocnou vétou, kterd bude
potieba v dukazu véty 10 (véty 9 az 12 jsou teceny za predpokladu oznaceni z definice

18, tj. (H,v) je podgrupa grupy (G,v)).

Véta 9 a € H <y b pravé tehdy, kdyz H<7 a = H <7 b.

Dikaz: ,<“: tato ¢ast dukazu je trivialni: protoze a = ey a € H v a a také
b=esybe H /b, z rovnosti mnozin plyne i a € H 3/ b.

»,=": predpokladejme, ze a € H 7 b, a tedy existuje h € H tak, ze a = h</b. Za tohoto
predpokladu dokdzeme mnozinovou rovnost z platnosti dvou inkluzi:

H<yaCHsyb: Pokud x € H v/ a, tak * = hy 7 a pro néjaké hy € H. 7 predpokladu
véty dosadme za a a dostaneme

r=hivva=h v (hvb)=(hiyh)b,
a protoze souc¢in v posledni zavorce je prvkem H, dostavame celkem, ze x € H <7 b.

HybC Hsya: Pokud x € H sy b, tak x = hy 37 b pro néjaké hy € H. Z predpokladu
véty (a = h/b) si vyjadieme b, konkrétné (protoze jsme v grupé GG, vsechny inverze
existuji)

a=hyb = hlyya=0b,

a po dosazeni za b dostaneme

t=hyyb=hyy (h'va)=(havh")Va,

a protoze soucin v posledni zavorce je prvkem mnoziny H, dostavame celkem, ze
x € Hya.

Véta 9 netvrdi nic svétoborného, v podstaté jen to, ze pokud prvky a, b jsou spojeny
v operaci v/ ,,pres podgrupu H*, tak jejich pravé tiidy jsou totozné. Nasledujici véta 10
je prvnim vyznamnym vysledkem této kapitoly.

Véta 10 Pravé®® tridy H <7 a pro vsechny mozné prvky a grupy (G,~7) tvori rozklad
mnoziny G.

Duikaz: Dokéazeme ve dvou krocich: a) H<7a, H7b jsou bud disjunktni, nebo totozné;
b) kazdy prvek grupy G lezi v néjaké tiidé takto vytvoreného rozkladu.

22Plat{ i analogicka véta: Vsechny levé tiidy a <7 H ...
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a) Pokud mnoziny H <7 a, H 7 b maji prazdny spoleény prunik, nedélame nic, protoze
to je pozitivni situace, kterou jsme si prali; zbyva projit situaci, kdy prunik obou
téchto mnozin je neprazdny a obsahuje néjaky prvek x:

re(Hya)N(Hyb)=(x=hva) AN (x=hyvb)=h va=hyb;

vyjadieme napiiklad prvek a z rovnosti, ke které jsme dospéli (jsme v grupé, tedy
véechny inverze existuji): a = h;' 57 hy v b. To tedy znamena, ze

a=(hi'vhy)vbeHwb,
a to podle véty 9 (tady prave ji potfebujeme!!) znamend, ze H 7 a = H <7 b.

b) Zbyva ukézat, ze libovolny prvek ¢ € G lezi v nékteré z pravych tiid vzhledem k
podgrupé H: to je uz celkem snadné, protoze ¢ = e 5/ ¢ (kde e je neutrédlni prvek),
a tedy ¢ € H 7 c. Nasli jsme tiidu rozkladu, ve které prvek c lezi.

Nez se dostaneme k vété 12 vedouci k Lagrangeove vété, jesté jedno oznaceni a jeden
vysledek, véta 11: Oznaceni 06. Oznac¢me mnozinu tiid G/ g rozkladu grupy G podle jeji
komutativni podgrupy H ... vzhledem k operaci 7 definované pomoci vztahu

(H<a)v(H 7 b):=H< (av/b)

jako tzv. rozkladovou grupu nebo té7 pii doslovném piekladu faktorgrupu?®.

Véta 11 Struktura G/g vytvorend z trid podle néjaké své komutativni podgrupy H s
operaci 7 je grupa.

Dukaz véty 11 je technicky a nebudeme ho uvddét. Radéji zde zminime, ze G/y v
prikladech 10 a 11 jsou tedy grupy, jejimiz prvky jsou podmnoziny puvodni mnoziny G,
a operace scitani ¢i skladani zobrazeni je tak definovana mezi mnozinami! Zdkladnim
casto pouzitym prikladem v tomto textu je pravé priklad 10, kde Z, je tzv. mnozina
zbytkovych tiid. Zbytkovym tfidam se budeme vénovat v piisti kapitole, v této kapitole
jsme pouze zminili vétu, v niz je klicové zejména to, ze operace ,s¢itani mnozin“ je
definovana korektné, tj. bez ohledu na to, jaky prvek vybereme z prvni mnoziny a ze
druhé mnoziny, vysledek jejich operace stale padne téz do stejné mnoziny jako vSechny
ostatni takto zkonstruované vysledky.

Véta 12 Existuje bijekce mezi podgrupou (H,~7) a kaZdou pravou tridou H <7 a.

Dikaz: Bijekci bude to nejptirozenéjsi zobrazeni f : H — H <y a, které bychom asi
vytvorili:
f(h)=hvya.
Takto definované f je injekce:

f(h) = f(ha) = hiva=hysya= hi=hy

23 Anglicky FACTOR znamena, ,rozlozit®.
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(a podminka injekce o rovnosti vzoru pfi rovnosti obrazu je dokézana). Déle f je
surjekce: kazdy prvek mnoziny H </ a je tvaru h 57 a pro néjaké h € H, a toto h je
hledanym vzorem vzhledem k zobrazeni f. Celkem f je tedy injekce i surjekce, a tedy
bijekce. Dukaz je hotov. [

Disledkem véty 12 pro koneéné grupy G je: VSechny pravé tiidy H </ a maji
Ctenar si urcité rikd, kdy uz prijde ta slavna Lagrangeova véta z nazvu této kapitoly
— uz se blizi, je to véta néasledujicil!ll Ale ty nejdulezitéjsi véty, véta 10 a véta 12, uz byly

feceny. Ta nasledujici je pouze jejich dusledkem, tj. pan Lagrange je autorem souvislosti
vSech téchto vét. Podivejme se ovSem predtim na piiklad ilustrujici celou situaci:

p

|G| = 5. H|

Obrazek 4.7: Rozklad konecné grupy G na pét pravych tiid vzhledem k podgrupé H.
Vsechny tiidy rozkladu maji stejny pocet prvku.

Priklad 12 Uvazujme situact na obrdzku 4.7: vsech pravich trid vzhledem k podgrupée H
konecéné grupy G je pét — jedna z nich je H <y e = H a dalsi ¢tyri jsou H 7 a, H <7 b,
H~yc, Hyd. Ezistuje bijekce (podle véty 12) mezi témito ctyrmi mnoZinami a grupou H,
tj. vSech pét mnozZin ma stejny pocet proki. Pri koneéném poctu proku grupy G by platil
vztah

|Gl =5-[H]|.

Véta 13 Lagrangeova véta pro konec¢né grupy. Pocet proku libovolné podgrupy H
je délitelem poctu prvku koneéné grupy G (pripomeneme-li si definici 7adu grupy, tak: 7dd
podgrupy H je délitelem radu grupy G ).

Dukaz Lagrangeovy véty je dalsim dusledkem véty 12: pokud vSechny pravé tiidy maji
stejny pocet prvku, tak pocet vsech prvku je pouze néjakym nasobkem poctu |H|.

Priklad 13 Pokud G md 15 proki, tak kromé nevlastnich podgrup (jednoprvkové obsa-
hugici pouze neutrdlnd prvek a celé grupy G) mohou mit jakékoli vlastni podgrupy jen tri
proky nebo pét pruki (coz jsou vlastni deélitelé cisla 15).
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Piiklad 14 Pokud |G| je prvocislo, tak grupa G md pouze nevlastni podgrupy (sebe sa-
motnou a jednoprvkovou trividini podgrupu,).

Véta 14 Pokud |G| = p je prvocislo, tak grupa (G,<7) je cyklickd grupa a jakékoli a € G
ruzné od neutrdlniho prvku e je jejim generdtorem.

Dikaz: Uvazujme a € G, a ddle plati a # e (kde e je neutrdlni prvek). Rad prvku a
je roven m > 1 (protoze fadu 1 je pouze neutralni prvek grupy). Pak < a > je cyklickd
podgrupa, kterd méa m prvku (a soucasné z predchoziho plati m > 1), tj. celkem

mlp AN m>1 = m=p

(z neexistence vlastnich délitelu ¢isla p tedy plyne, ze tad libovolného prvku a ruzného
od e je roven p). OJ

Véta 14 je dalsim dulezitym faktem sama o sobé: existuje jedind grupa (az na izo-
morfismus) daného prvociselného poctu prvku. Napiiklad (Z7, +) je jedind sedmiprvkova
grupa, (Z11,+) je jedind jedindctiprvkové grupa, apod. Ziskali jsme tedy tplnou informaci
o grupach o prvociselném poétu prvku — jsou cyklické, az na izomorfismus jediné (co se
tyka poctu prvku) a lze je generovat libovolnym jejich prvkem a ruznym od neutrdlniho
prvku.

Véta 15 Rdd kazdého prvku a € G je délitelem 7ddu konecné grupy G.

Dikaz: pro prvek ¢ € G fadu m je < ¢ > cyklickou podgrupou fadu m (libovolny prvek
generuje cyklickou podgrupu grupy G), a tedy m je néktery z délitelu ¢isla |G|, coz je Fad
grupy G.

Definice 19 Protoze prirozené cislo, které uddava vad podgrupy |H|, je délitelem

Fadu konecné grupy |G|, lze provést tuto operaci déleni prirozenym dislem a oznacit
index podgrupy H v grupé G jako

G
(G:H)= % = pocet navzajem ruznych trid rozkladu {H <7 a;a € G}.

[zomorfismus grup je bijektivnim zobrazenim, které zachovava vysledky operace. Tato
vlastnost (zachovani vysledku operace) se objevuje i u jinych zobrazeni nez bijekei —
takové zobrazeni nazveme homomorfismy?*.

Definice 20 Grupovy homomorfismus f : G — H je takové zobrazeni mezi grupamsi
(G,v) a (H,*), které zachovdvd visledky operace, tj. plati vlastnost

Va,be G: flaxyb) = f(a)* f(b).

24 Jazykové: izomorfismus = stejny tvar, totozny tvar; homomorfismus = podobny tvar, odvozeny tvar
(v jistém smyslu).
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Piiklad 15 Zobrazeni grupy (Z,4) na grupu zbytkovych trid (Zs, +) definované vztahem
L f(2) = zbytek po déleni ¢isla z ¢islem 6 je homomorfismus grup.

Takto definované zobrazeni opravdu spliuje podminku zachovani vysledku operace:
napiiklad plati
f(5+53) = f(5) + f(53),
protoze

[4] = [5]+ [3]

(rovnost skute¢né plati, protoze v Zg plati [5] + [5] = [10] = [4], neboli ¢islo 56 dava po
deéleni Sesti zbytek 4, ktery urcuje stejnou tiidu rozkladu [4], kterd obsahuje prvek 10,
coz je soucet zbytku po déleni ¢isla 5 Sesti a zbytku po déleni ¢isla 53 Sesti).[d

Vyznam homomorfismu: Pod homomorfismem lze v tadé piipadu (tehdy, kdyz f
je surjekce grupy G na grupu H) vidét jistou projekei, kterda nékteré vlastnosti ptuvodni
grupy ztraci, ale zachova jednu jistou vlastnost. Tteba v pravé uvedeném piikladu se
pri zobrazeni f jistym zpusobem ztraci nekoneénost mnoziny Z a zustava jen informace,
jaké zbytky po déleni Sesti existovaly mezi celymi ¢isly, a dale zustava na Zg zachovana
vlastnost souc¢tu zbytkl, neboli souc¢et dvou celych ¢isel dava po vydéleni Sesti zbytek,
ktery je obsazen v té tiidé rozkladu mmnoziny Zg, ktera obsahuje soucet zbytku obou
puvodnich ¢isel po vydéleni Sesti.

Piiklad 16 Zobrazeni f : Zs — Zs, pricemZ na obou mnoZindch uwvazZujeme operaci
scéitant, definované vztahem

DN <— DO
O <— W
—_
DN <— Ot

1
!
1

~
I
S <— O

je také grupovy homomorfismus, protoZe zbytek po déleni Sesti v grupé (Zg,+) je
zobrazen na zbytek tohoto zbytku po délent tremi v grupé (Zs,+). V dusledku zobrazeni f
se ztract jisté informace z grupy Zg, a sice celociselnd odchylka nejblizsiho nasobku Sesti
na ciselné ose smeéerem vlevo od libovolného reprezentanta dané tridy rozkladu, ovsem
zustavd zachovdna celociselnd odchylka nejblizstho ndsobku tri na ciselné ose smérem
vlevo od libovolného reprezentanta dané tridy rozkladu.[]

Definice 21 Pokud f : G — H je grupovy homomorfismus a soucasné surjekce,
oznacujeme f(G) = H a grupa H se nazgva homomorfni obraz grupy G.

Viz piiklad 16: grupa (Z3,+) je homomorfnim obrazem grupy (Zs,+) vzhledem k
homomorfismu f.

Podivejme se tedy na nékteré vlastnosti kazdého grupového homomorfismu. Tyto
vlastnosti plati i pro izomorfismus, protoze homomorfismus je obecnéjsi pojem (kazdy
grupovy izomorfismus je soucasné i grupovym homomorfismem):
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Véta 16 Pro grupovy homomorfismus f : G — H grupy (G,<7) do grupy (H,*) plati:

a) fleq) = ey (grupovy homomorfismus vidy zobrazuje jednotkovy prvek grupy G na
Jednotkovy prvek grupy H);

b) (f(a))™ = f(a™) (vzhledem ke grupovému homomorfismu plati: inverze obrazu =
obraz inverze).

Dukaz:

e ad a) Prvek eq jisté muzeme psit jako eg v/ e, a po vyuziti vlastnosti (k) homo-
morfismu (= vlastnosti zachovani vysledku operace) dostaneme:

h

flec) = Flea v ea) Y fleq) * fea),

dostali jsme tedy rovnost
flec) = flec) * f(eq),

ze které po vynasobeni rovnosti prvkem (f(eq))™! (ktery existuje diky vlastnosti
(4) v grupé (H,x)) zprava dostaneme

fleq) = (f(eq) ™" = fleaq) = fleq) = (fleq)) ™",

a nyni pouzitim vlastnosti (3) grupy (H, *) na levé i pravé strané posledn{ rovnosti
mame neutralni prvek ey grupy H a dostaneme

en = flec) en 2 f(eq),

a to jsme chtéli dokdzat (jednotkovy prvek se zobrazi na jednotkovy prvek).
e ad b) chceme dokdzat vztah
fla)* f(a™") = en,

pak totiz podle véty 4 v grupé oba prvky, jejichz soucin je neutralni prvek, si jsou
navzajem inverzni. No ale to neni tézké, zatneme upravovat levou stranu rovnosti,
kterou chceme dokazat, a vyuzijeme vlastnost homomorfismu grup:

fla) f@) Y flava™) L fleq) Y en,

takze podle véty 4 inverzni prvek k prvku f(a) je prvek f(a™!), neboli
(f(a))™' = f(a™t). Diikaz je hotov. (J

Definice 22 Jddro grupového homomorfismu f : G — H se nazyvd mnoZina kery

((oznaceni 07 )*> téch proki z grupy (G,~7), které se zobrazi na neutrdlni prvek ey grupy
(H,*).

250znaceni plyne z némeckého slova kernel — anglické core se z historickych diivodd neprosadilo.
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Piiklad 17 a) V grupovém izomorfismu je jadrem zobrazeni f pouze jednoprvkovd
mnozina {eg}.

b) V- homomorfismu f : Zg — Z3 z prikladu 16 je jadrem mnoZina téch prvku, které se
zobrazi na nulu: kery = {0, 3}.

Veéta 17 Pro kazZdy grupovy homomorfismus plati tyto dalsi vlastnosti:
a) kery je normdlni podgrupa v (G,</);

b) f(G) je podgrupa v (H,x).

Dukaz: ad a) vezméme libovolny a € kery a libovolny x € G. Chceme ukézat,
ze x 37 a7 7t € kerp. Pujde to jednoduse, vyuzijeme pritom piedpokladu (p) véty
(f(a) = eq) a vlastnosti (h) homomorfismu:

flxyasyz™) ®) f(@)* f(a) * f(z™) ) Fl@) % e * f(z) (3) () # fla) @,

tj. protoze se prvek = 57 a 7 ™! zobrazil na neutrdln{ prvek, pati{ do jadra ker;, protoze

praveé témito prvky je jadro definovano.

ad b) i) f(G) je neprdzdnd mnozina, protoze obsahuje minimélné neutralni prvek
fleg) = em; ii) f(G) je uzaviena vzhledem k operaci *: pro f(x) a f(y) plati

F@)« f) 2 fevy),

tedy prvek f(z)* f(y) je obrazem prvku x 7y € G, a tedy f(x) * f(y) € f(G), plati (1);
iii) f(G) je uzaviend vzhledem k inverzim: pokud f(a) € f(G) také f(a™') € f(G) a
diky veété 22(b) vime ze tyto dva prvky jsou navzdjem inverzni, tj. nasli jsme inverzi k
prvku f(a), plati vlastnost (4). Celkem podle véty 6 je f(G) podgrupa grupy (H, ). O
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5 Tyden 05
5.1 Cviceni 05: Rad prvku, cyklické grupy, grupy zbytkovych
tiid

V prvinim tydnu jsme uz mluvili o n-té mocniné prvku. Jednoduse v kazdé grupé plati i
zakonitosti, na které jsme zvykli napt. z operace ndsobeni na mnoziné vsech zlomku:

° am v &n — am—i—n’
° (am)n — am-n)
e ¢ "= (a—l)n.

Pii nasem hloubavém premysleni o vlastnostech obecnych grup se ukazuje dilezitym
jeden pojem, ktery je s otazkou mocniny prirozené spjaty — pojem radu prvku. Uvidime,
ze tento pojem je dulezity zejména pro konecéné grupy, a v nekone¢nych grupach hraje
svou specifickou roli, ktera souvisi s nekoneé¢nymi mnozinami.

Definice 23 Rdd prvku a grupy (G,x7) je roven nejmensimu prirozenému cislu n, pro
které a™ = e (n-td mocnina proku a € G je rovna neutrdlnimu prvku e € G. Pokud takové
prirozené cislo neexistuje, rikame, Ze rad prvku a je nekonecny.

Pi#iklad 18 Co se tykd radu jednotliviich proki grupy (Ss, o), plati:
o id' =id, tj. id je prvek rddu 1;
e (2,3)2=(1,3)>=(1,2)* =1d, tj. prvky (2,3), (1,3), (1,2) jsou Fddu 2;
o (1,2,3)3 =(1,3,2)® =id, tj. proky (1,2,3), (1,3,2) jsou rddu 3.

Z Tadu jednotlivych proki také vidime, Ze existuje k = 6 (nejmenst spolecny ndsobek tddi
jednotlivijch proki) tak, Ze libovolny z prvkiu umocnény na Sestou se rovnd jednotce id:

id® =id, (2,3)% = ((2,3)?)® =id® =id, (1,3)° =id, (1,2)° = id,
(1,2,3)° = ((1,2,3)*)* = id* = id, (1,3,2)° = id.

To je tedy zajimava vlastnost, ke které jsme dospéli — v konecné grupé vzdy po
nékolikerém umocnéni kazdého prvku dostaneme prvek jednotkovy.

Piiklad 19 V grupé (Z,+) je 7dd viech prvku nekonecny, kromé proku 0, jehoZ ad (jako
7ad kazdého neutrdlniho proku) je roven jedné.

Pii krdtkém zkoumdni pojmu fadu prvku (at uz je koneény, nebo nekonecny), mate-
matici dospéli k nésledujicim dvéma vétam, které vrhaji svétlo na celou situaci:
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Véta 18 Pro prvek a tddun v grupé (G,~7) plati: v této grupé existuje prdavé nriuznych
hodnot a° = e = a™ (e je neutrdlni prvek grupy), a*, a®, ..., a"L.

Dikaz: Dokézeme ve dvou ééstich: a) kazdd mocnina o™ prvku a fddu n je rovna

nékteré z mocnin a°; a, ..., a7 % b) prvky a°, al, ..., a®! jsou navzdjem rizné.

Dukaz ¢ésti a): Uvazujme libovolnou mocninu a™ prvku a € G, ktery je fadu n. Pak
podle véty 21 z predmétu Zéklady matematiky (véta o déleni se zbytkem, ktera plati pro
celd ¢isla — my ji nyni pouzijeme pouze pro ¢isla piirozend) vydélime m : n a dostaneme,
ze existuji prirozena cisla q, r tak, ze

m=n-q+r, 0<r<n.
Pak lze upravit a™ na tvar
a"=a" " = (a")yad =elyad =d,

a protoze r je prirozené cislo, pro které 0 < r < n, musi byt 7 rovno jednomu z ¢isel 0, 1,
oo, n—1.

Dukaz ¢dsti b): Zbyva dokdzat, ze prvky a°, a', ..., a®! jsou navzajem ruzné. Pokud
se nékteré z téchto dvou prvku rovnaji, plati a” = a°, kde r i s jsou dvé ruzna cisla z
mnoziny {0,1,2,...,n — 1}, tj. r # s. BUNO?® naptiklad s < r, tj. plati 0 < s < r < n,
atedy 0 <r — s <n.A protoze a” = a® (to je nas predpoklad (p)), lze psat

arfs — ar v (as>71 @ as v (as)fl = e.

To je ovsem spor s definici fadu n jako nejmensiho prirozeného ¢isla takového, ze a™ = e,
protoze r — s < n. Nas predpoklad a” = a® byl nespravny, je tedy dokazan opak, ze se
jedna o n navzajem ruznych hodnot. [J

Pokud se nad vétou 18 zamyslime, plyne z ni, ze poté, co dosahneme umocnovanim
prvku a kone¢ného radu n prvku a" = e, dalsi mocniny uz nevytvaii nové prvky, ale
zaéinaji opakovat predchozi prvky: a"™! = a, a"*? = a2, ..., a®" ! = a""!, a pak zacina
druhé kolo opakovani a®” = e, a®**! = q, atd.

Véta 19 Pro prvek a nekonecného tadu v grupé (G, /) plati: v této grupé neezistuji dvé
mocniny tohoto prvku, které se rovnaji, tj. pro dvé riznd celd ¢isla r, s plati a” # a®.

Dikaz: je prosty, pouzijeme tutéz uvahu jako v dukazu véty 18, ¢ast b): Pokud by
platilo a” = a*, tipravou a” 57 (a®*)~! dostaneme

1

a’s = qa” \V4 (as)—l —q \V/ (CLS)_ =e,

a to je spor s tvrzenim, ze tad prvku a je nekonecny, protoze by existovala konecna
mocnina prvku a rovna neutralnimu prvku. Tj. predpoklad a” = a® je nespravny a dukaz

26BUNO = Bez 1jmy na obecnosti.
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sporem je hotov.[]

«27

To tedy znamenda, ze prvek nekonecného fadu ,svym umocnovanim vede na

nekonec¢né mnoho navzajem ruznych prvku grupy.

A dodejme jesté vétu, kterd upresnuje situaci kolem koneéného radu prvku grupy:

Véta 20 Pokud 7ad prvku a v grupé je n ( oznacéend 08 : oznacme ord(a) = n), pak plati
pro celociselné t:

a'=e< (nlt, tj.t=n<yq, proncjakéqc 7).

(mocnina proku konecného Fddu je rovna neutrdlnimu proku tehdy a jen tehdy®®, kdyz
mocnitel t je ndsobek 7adu n daného prvku).

Dtikaz: Dokazeme obé implikace: Ad ,,=“: Dukaz je podobny jako dukaz véty 18,
¢ast a): Pokud a' = e, pak podle véty o déleni se zbytkem pro celd ¢isla plati t = n-q+r,
kde 0 < r < n. Pak dosazenim do nasi rovnosti dostaneme

e=a =a""" = (a")yad =eva.
Ale protoze n jako fad prvku a je nejmensi ptirozené cislo takové, ze a™ = e, Nemuze byt
r > 0, ale musi r = 0.
Dukaz opacéné implikace ,<*“: je zfejmy ... pokud t = n - g, pak

at=a""=(a")=¢e=e.

Pojem cyklické grupy a jejiho generdtoru (jediného prvku) uz byl vysvétlen difve v
dodatcich v kapitole 1. Nyni se podivejme na cyklické grupy jesté jednou poté, co zndme
pojmy izomorfismus grup a rfad prvku grupy:

Je jasné, ze pokud < a > je cyklickd grupa generovana svym prvkem, ktery je fadu n,
plati

<a>=1{ead, ... a" '}

Existuje tedy izomorfismus grupy (H,,+) pootoceni hodinové rucicky s operaci
skldddni pootoceni na grupu (< a >,5v/) definovany vztahem f(k) = a* pro
k =0,1,...,n — 1. Hned vidime, ze podminka zachovani vysledku operace je skutecné
splnéna:

flk+1)=d"" =d"vd = fk) v f).

Touto kratinkou tvahou jsme vlastné dokazali vétu

2TUmochovani = opakované pouziti operace 7 na tyz prvek.

28Pozndmka pro ¢tenafe v angliéting: anglické matematické vyjadfovani vyjadiuje nékdy logickou
spojku < vyrazem iff, coz je zkracené piesnéjsiho nematematického if and only if = tehdy a jen tehdy,
kdyz.
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Véta 21 Kazdd konecnd cyklickd grupa 7dadu n (= grupa generovand jedingm prvkem
Fddu n) je izomorfni grupé (H,,+). Specidlné, kazdé dvé koneéné cyklické grupy rddu n*®
jsou navzdjem izomorfni.

A podobné pro cyklickou grupu generovanou prvkem nekonecného radu: Ize psat

2 1 2 3
,a” e a,a”,a’, ...},

<a>={..,a"
a tedy muzeme definovat izomorfismus grupy (Z,+) na grupu (< a >,v/) definovany
vztahem f(k) = a* pro jakékoli celé &islo k, ktery opét splituje podminku zachovani
vysledki operace. Dostavame tak vétu

Véta 22 Kazdd nekonecénd cyklickd grupa (= grupa generovand jedingm prvkem ne-
konecného tddu) je izomorfni grupé (Z,+). Specidlné, kazdé dvé nekonecné cyklické grupy
jsou navzdjem izomorfni.

Tedy véty 21 a 22 ndm davaji nahlédnout do situace cyklickych grup: vSechny cyklické
grupy jsou viceméné urceny grupami celych ¢isel — at uz nekonecné grupy jsou urceny
a popsany grupou (Z,4+), tak koneéné cyklické grupy jsou urceny a popsany (az na
preznaceni prvku) grupou (Z,,+) (coz je grupa zbytkovych tiid modulo n, ktera je
izomorfni grupé pootoc¢eni hodinové rucicky (H,,+))). Mohli bychom pracovat stéle
s grupou pootoceni hodinové rucicky, ale protoze studenti uz grupy zbytkovych tiid
absolvovali na cviceni, lze pracovat ptimo s nimi. Nésleduje oddilek opakujici znalosti ze
cviceni o grupach zbytkovych ttid.

Klicovou strukturu predstavuje nasledujici pojem:

Definice 24 mnozina zbytkovyjch trid modulo n ... popiseme celou konstrukci této
mnoziny napriklad pro n = 6: Rozdélime vsechna celd c¢isla do Sesti podmnoZin podle
toho, jak daleko je dané ¢islo na éiselné ose vpravo od nejblizsiho ndsobku ¢isla 6 (viz
obrdzek 5.8). Pak v kaZdé tridé jsou prdvé ta celd ¢isla, kterd jsou mezi sebou kongruentni
modulo 6, 1.

a="b, kdyz 6|(a —b).

O relaci kongruence lze dokazat, ze je to ekvivalence (tj. relace reflexivni, symetrick4,
tranzitivni).

e Tiida [1] obsahuje ¢isla 1, 7, 13, atd. ale také zaporna cisla —5, —11, —17, atd.,
protoze nejblizi nasobek ¢isla 6 je od nich vzdaleny o jednu jednotku vlevo.

e Tiida [2] obsahuje ¢isla 2, 8, 14, atd. ale také zaporna ¢isla —4, —10, —16, atd. a
jsou to prave ta cisla, od nichz je vzdalen nasobek Sesti o dvé jednotky vlevo.

29Pfipominka bizarni definice fadu grupy: fdd grupy = poéet prvki grupy.
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L 4 ‘ ‘ 1 A

(e

atd.

Obrazek 5.8: Rozdéleni celych ¢isel do Sesti podmnozin.

e Tiida [3] obsahuje ¢isla 3, 9, 15, atd. ale také zapornd ¢isla —3, —9, —15, atd.
e Tiida [4] obsahuje ¢isla 4, 10, 16, atd. ale také zdporna ¢isla —2, —8, —14, atd.
e Tiida [5] obsahuje ¢isla 5, 11, 17, atd. ale také zdporna ¢isla —1, —7, —13, atd.

e A konecné tiida [0] obsahuje vSechna celd ¢isla délitelnd Sesti, tj. 0, 6, 12, atd. ale
také zaporna cisla —6, —12, —18, atd.

V kazdé trideé takto vytvorené jsou prave ta cela cisla, kterd jsou mezi sebou kongruentni
modulo 6. Kazda z danych téchto Sesti podmnozin je nekonec¢na, odtud tedy honosny
nazev ,trida“.

Nyni se budeme déle divat na tyto tiidy jako na prvky mnoziny Zs (tj. mnozina Zg je
konecna a mé jen Sest prvku!l!) a definujeme na této mnoziné operace @, ® nasledovné:

[a] & [b] := [a +b];
tj. soucet ttid je tiida, kterd obsahuje celé ¢islo a + b,

[a] © [0] == [a - b];
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tj. soucin tiid je tfida obsahujici celé ¢islo a - b. Lze ukazat, ze tyto dvé operace nezavisi
na vybéru celych ¢isel a, b z danych nekonecnych mnozin. Pro takto definovanou
Sestiprvkovou mmnozinu a operace na ni nyni plati, ze (Zs, @) je grupa (zbytkovych tiid
modulo 6), (Zgx,®) = (Zs — {[0]}, ®) je monoid (zbytkovych tfid modulo 6).

Piiklad 20 a) Pomoci tabulky operace & dokazte, Ze (Zg, D) je grupa:

Tabulka 5.5: Tabulka operace ¢ na mnoziné Zs.

@ 0] [] [2] [3] [4] [5]
of [ [o] ] 2] 3] [4] [3]
Ap (0] 21 3] 4[5 [o]
21121 18] {4 5] [0 [1
BB [ 5] 0] [1 [2]
4] |14 5] o] 1] 2] (3]
BB [ 2] (3] [4]

b) Pomoci tabulky operace ® dokazte, Ze(Zg, ®) je monoid:

Tabulka 5.6: Tabulka operace ® na mnoziné Zg.

© [0 [ 2] [B] M4 [5]
O] | [o] [0 [0] [0 [0] [o]
Apfor 0 21 B8 4 [l
21 [0] 2] 4] [0] [2] [4]
B[] 3] (o] 3] [0] [3]
4] [[0] 4] 2] [0] [4] [2]
BI[0] (5] 4] B8] 2] [4

e oznaceni 09 : Z, ... mnozina zbytkovych t¥id modulo n;
e oznaceni 10 : Z* ... mnozina zbytkovych tiid modulo n mimo prvek [0], tj.
zZr = Z, —{[0]}.

Toto oznaceni pouzivame i pro klasické mnoziny Q* (raciondlni ¢isla mimo nuly),
R* (redlna ¢isla mimo nuly), protoze se nam hodji, ze (Q*, ), (R*,-) jsou grupy (nulu
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z téchto mnozin musime vyloucit, protoze pro ni neexistuje inverzni prvek vzhledem
k operaci ndsobeni).

Zbytkové tiidy lze sestavit nejen pro n = 6, ale pro jakékoli prirozené n > 1. Nasledujici
dvé véty studenti nemusi umét dokazat (ale je dobré si zapamatovat, co fikaji):

Veéta 23 Ve strukture (Z%,®) existuje k proku [k] inverzni proek vzhledem k ndsobeni ®
prave tehdy, kdyz k, n jsou nesoudélnd.

Napiiklad v (Zg, ®) neexistuji k prvkum [2], [3], [4] inverzni prvky, protoze ¢isla 2, 3,
4 jsou soudélnd s cislem 6.

Veéta 24 Disledek predchozi véty: Pokud n je prvocislo, tak k, n jsou nesoudélnd cisla
pro k = 1,2,...,(n — 1), tj. ke vsem prvkum (kromé [0], kterou jsme vyloucili) existuji
inverzni proky vzhledem k ndsobeni ®, a tedy (Z*,®) je grupa.

Napifklad (ZZ,®) je grupa. Ctendi by se o tom mohl snadno presvédéit z tabulky
operace ® na mnoziné Z;:

© |1 [2] B [4 [5] 6]
RN PG I I (6
21121 4 (6] (1] [3] [
BBl (6] 2] [5] [ [4]
[4] | [4 [0 5] [2] [6] 3]
I B 8] [ (6] [4 [2]
6] | [6] [5] [4] B [21 [1

Uloha 5.1 Cuvicend k pojmu Tad prvku: Ad Pinter 2010, str. 107-110:
e Cwiceni B (str. 108): Priklady rddu prvku.
Napriklad N.4: Na grupé permutact (S7,0) jsou zaddny proky (formou soucinu cykli,

ktery vypoctéte) o = (1,2,3,4) o (2,4,5), 8 = (1,6,7) o (2,5,7). Vypoctéte prvek
(a3 0 BY)® a urcete jeho Tdd.

o Ciceni F: rdd mocnin proku.
e Cviceni G: vztah mezi ord(a) a ord(a®).
Uloha 5.2 Cuicent k pogmu cyklickd grupa:

e Na prednadsce uz nezbyl ¢as na dukaz véty: kazdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd,
tj. lze i generovat jedingm prvkem — kterym?? (viz Pinter 2010, str. 114-115).

e Cwiceni A (str. 115): priklady cyklickijch grup.

e Ciceni B: elementdrni vlastnosti cyklickiyjch grup.
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o Cuiceni C: generdtory cyklické grupy.
o Cvicent E: kartézsky soucin cyklickych grup.

Uloha 5.3 Cuvicend k pojmu grupy zbytkovych trid:

Napriklad D.2 z knihy Pinter 2010, str. 98: Vsechny ndsledujici ctyri grupy jsou
sestiprvkové. Vytvorte jejich rozklad do trid tak, Ze v jedné tridé jsou grupy navzdjem
1zomorfni. Najdéte danyj izomorfismus, popripadé vysvétlete, pro¢ grupy v ruznych triddch
1zomorfni nejsou.

Grupa (S5, 0) permutact triprvkové mnoziny na sebe sama — tabulku operace najdete v
predndsce o nekomutativnich grupdch.

Grupa (Z5,®) (je vyloucena tiida [0], ke které neexistuje inverze vzhledem k ndsobent):

© | [1] 2] [3] [4 [5] [6]

[y 2 B[4 516l

2] | 2] [4] [6] [1] [3] I[5]

3] 1 (3] [6] [2] [5] [1] [4]

[4] | 4] 1] 5] [2] [6] [3]

511 Bl 3] [ [6] [4] [2]

6] | (6] [5] [4 [3] [2] [1]

(Zs, ®) je grupa:
© 0] [1] [2] [3] [4] [5]

of | [o] [1] [2] [3] [4] [5]

(| (1] 2] [3] [4] [5] 0]

2] | [2] [3] [4] [5] [0} [1]

(3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]

[4] | [4] [5] [0] [1] [2] [3]

(5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]

Grupa (Hs X Hy, +):

0;0] [0;1] [1;0] [151] [2;0] [2;1]
[0;0] | [0;0] [0;1] [1;0] [1;1] [2;0] [2;1]
0;1] | [0;1] [0;0] [1;1] [1;0] [2;1] [2;0]
[1;0] | [1;0] [1;1] [2;0] [2;1] [0;0] [0;1] .
(1) | [1;1] [1;0] [251] [2;0] [0;1] [0;0]
2;0] | [2;0] [2;1] [0;0] [0;1] [1;0] [1;1]
2;1] | [21] [2;0] [0;1] [0;0] [1;1] [1;0]
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o4

Napriklad N.1: Jsou grupy (Zy,+) a (Z3 x Z3) izomorfni? Pokud ano, dany izomorfis-

mus najdéte. Pokud ne, vysvétlete, pro¢ izomorfni byt nemohou.

——— — — —— —— — — —

[ i i R Bt B S S S B S el

—a—m— — — —— —— —— — —

[ Y S B i S B S i i B S i

—— — —— —— e —— —— — —

T e T T e Y

——— — —— — — —— — —

[ Y U B e B S e R IY  B li

[y i S e S T i i S

———— — — T —— 1 —

[ i i B B Wt St S Y i B i ST

—a—— — — — —— —— ——

[ i T S St T O B Bt

————— — —— — — — —

N o= N o = NS =
NNANNS S S H

[ i B B S S ST Y S S

SN S RN S NS
NANNNS S S

Do NSNS =N
NNNNS S S H

[ P B B i S ST Y S Y S

NN o= N oo =N oS =
A A A ANNNS S S

TN ST TN ST NS
Al A A ANANS SS

[ e B B I S St St B St}

SR NS RNS =N
A A A ANANNS S S

R O B S S St Y S B i

N o= N o = NS —
SSS T A A NANAN

[t P i e R S B S ST S I D I R

NS NSNS
SIS 4 A A NANN

[ P i i S S ST S S S D Dl

—|— — ————— —— — ——

SloR NS T NS =N
SIS S A4 AdNANN

[t P e e S S ST St I D I Rl

— e —— —— ——

o N o =R No =™
SES A4 AT NANN

[t S S R S Sy e i St

jdéte minimalnd (vzhledem k poctu prvki) mnoZinu generdtori grupy

Napriklad N.
(ZQ X ZQ X ZQ,@).’

— | — = — — = = ——

S e s S i S i

— | — — = = — — o —

PO s S s S i

e L s e =L /L

— | — = — — = = — —

| L L S e e e e e

| s L s e L

— | — — = = — — — —

| e L S e e e e e

| =L L L s S e e

— | — — = = — — o —

| e L S e e e e e

L =L =L s S e e
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Napriklad D.3: Vsechny nasledugici tri grupy jsou osmiprvkové. Zjistéte, zda nékteré z
téchto grup jsou izomorfni, popripadé vysvétlete, pro¢ izomorfni nejsou: Grupa (Zg, ®):

[niSY P i T i i A i i

—|— ——— — — — — —

[t P S et ST I I el S Y S

[ P e e S I R I St ST

[ PO e S el I s R S S i)

—|— —— — — — — —

[ P S B S I I S ST S i

—|——— —— — — —— — —

[ P S I B e i SR

—|——— —— —— — — — —

[t P S i i I W i i S

it R S B S B

Grupa (Zy X Zy X Zy, ®):

[0;0;1] [0;1;0] [1;050] [0;151] [1;051] [1;150] [1;1;1]

[0;0; 0]

——r— — e — — —

o oo =3
R = N )
= a=N==)

O S B S S ST I St B S B i

O —H O O~ = O

HA O HS A S S
AT S HS S S

O S S AT Sl B S B i

o H oo —HS
SS S HS
TS HS S S

o H oo wo

HH S A S HS S
SS S A S A~

[t i e B S S B S R

O —=H O O = — O

SS S A S~ —
S S S S

O S B S S ST St B S B i

oo o = —=o—
—IA O S A S S
S S S A==

Pt e B i A B i Sy Sy S|

—— e —— —

o oo =D
SSH S = S~ —~
S S S~ —H

S oo H =S —
SSHS HS =
SS S A S~ ——

[ e e R B S R B S R

S oo H—HDS—
SS S A S H —
SSS A S A A A

[t B e A B i S B S R

ti vzhledem ke

ernos

%

ti vzhledem k uhloprickam ctverce; Sg, St 0s0vé soum

Grupa (Dy,0): (Ro, Ri, Ra, R3 jsou rotace cétverce o ndasobek pravého ihlu; Sy, Ss
0SOVE SOUMErnos

v v s

spojnicim stredu protéjsich stran ctverce)

FAE AT E LSS
Ol © v b~ <t W - O A
NUHTNAN KL
BEA AL S S &
FAAERT S
Ml.MN O = N _©o I~ _0 <
MK NN
| o o T A S
E|E 5T S
O . = O M < 10 _©O b~
KKK N NN
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Napriklad N.3: Definugte presné izomorfismus (Z%,®) na (Zs, @), ktery zachovdvd
vysledky operace. Grupa (Z3,®) (je vyloucena trida [0], ke které neexistuje inverze vzhle-
dem k ndsobent):

© | [1] 2] 3] [4] [5] [6]
[ 2] (3] [4 [5] [6]
2] | [2] [4] [6] [1] [3] [5]
B]|[8] [6] [21 [5] [1] [4]
[4] | [4] 1] [5] [21 [6] [3]
]| [5] (3] (1] [6] [4] [2]
(6] |[6] [5] [4 (3] [2] [1]
Grupa (Zg, ®):
© | [o] (1] [2] [3] [4] [5]
o) | o} [1] [2] (3] [4] [5]
[ 2] 3] [ [5] (0]
2] 21 3] [4 [5] [0] [1]
3] 8] [4] [5] [0 [1] [2]
[4] | 4] [5] [0] [1] [2] [3]
(5] | 3] [o] {1} 2] [3] [4]

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 13.5.

5.2 Prednaska 05

vvvvv

— stejné na prikladech lze vSechny pojmy vidét nejlépe.

Priklad 21 Cwviceni na podgrupy, které vyuzZivd poznatku Lagrangeovy vety: Pro grupu
(D5, 0), kde Ds je desetiprvkovd mnoZina transformaci pravidelného pétiihelnika na sebe
sama a operace o (=,po“) je skladdani transformaci, vypiste vSechny jeji podgrupy.
Pouzijte pritom informace o jejich procich (zachovejte prosim oznacent):

e c ... identita (nedéld s pétiihelnikem nic);

e f ... pootoceni pétithelnika v jeho stredu o 72° po smeéru hodinovich rucicek;
® ¢ ... pootocent pétithelnika v jeho stredu o 144° po smeru hodinovych rucicek;
e h ... pootoceni péetiihelnika v jeho stredu o 216° po sméru hodinovych rucicek;

® i ... pootoceni pétiuhelnika v jeho stredu o 288° po sméru hodinovych rucicek;
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® u ... 0osovd soumernost vzhledem k ose AU, kde A je vrchol pétiihelnika a U je stred

strany C'D;

® v ... 0sovd soumernost vzhledem k ose BV, kde B je vrchol pétiihelnika a V' je stred
strany DFE;

e w ... osovd soumérnost vzhledem k ose CW, kde C je wvrchol pétiihelnika a W je

stred strany EA;

e & ... osovd soumernost vzhledem k ose DX, kde D je wvrchol pétiuhelnika a X je
stred strany AB;

® y ... 0sovd soumernost vzhledem k ose EY |, kde E je vrchol pétiihelnika a 'Y je stred
strany BC';

a informace o vlastnostech, které plati:
e Podle Lagrangeovy véty muze mit podgrupa koneéné grupy jen jisty pocet proki;

e uvazte také uzavienost operace na podgrupé: nékteré prvky samy od sebe generuji
Jiné proky (a jejich zahrnuti v podgrupé tedy vyZadugje i zahrnuti dalsich proki);

e jeste musite do kaZdé podgrupy zahrnout i vsechny prislusné inverzni proky.

Priklad 22 Cwicend k pojmu levd a pravd trida prvku vzhledem k podgrupé (Pinter 2010,
str. 130-135):

o A. Priklady trid prvku vzhledem k podgrupé konecné grupy

o B. Priklady trid prvku vzhledem k podgrupé nekonecné grupy:
Napriklad N.1: H =<5 > je podgrupa grupy (Z,+) generovand prvkem 5. Vypiste
vSechny pravé tridy prvku vzhledem k podgrupé H .

e C. Dusledky Lagrangeovy véty

e D. Dalsi dusledky Lagrangeovy véty

o F. Viastnosti trid prvku vzhledem k podgrupé.

Piiklad 23 Lagrangeova véta (a jeji dusledek — véta 14) spoleéné s vétou 21 ndm pomalu,
ale jisté davd informace o vSech konecnyjch grupdch o malém poctu prvki:

e Jednoprvkovd grupa je (aZ na izomorfismus) jedind a obsahuje pouze neutrdlni proek.

e Grupa o prvociselném poctu proki 2, 3, 5, 7, atd. je cyklickd (véta 14), a tedy aZ na
izomorfismus stejnd jako (H,,+) neboli (Z,,+) (véta 21), tedy grupa prvociselného
poctu proku je az na izomorfismus jedind.
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e Ddle grupa o poctu prvki p?, ktery je druhou mocninou prvocisla, je podle cviceni
G (Pinter 2010, str.154-155) izomorfni bud (Z,,+), nebo (Z, x Z,), tedy existuji
pouze dvé navzdjem neizomorfni grupy rddu p*.

e Prehled vsech sestiprvkovych grup: cviceni F, str. 132.

e Prehled vsech desetiprvkovych grup: cviceni G, str. 132.
e Prehled vsech osmiprvkovich grup: cviceni H, str. 133.

Nasledujici priklady viz Pinter 2010, str. 141-146:

Priiklad 24 Napriklad A.1.
a) Definujte néjaky (aspon jeden) homomorfismus f : (Zs,+) — (Z4, +):

012 3 456 7
f=l b ey

b) Urcete jadro K homomorfismu z édsti (a).

Priiklad 25 Napriklad A.5: Kazdd z dvandcti transformaci pravidelného sSestitihelnika v
grupé (Dg, o) (Sest pootoceni o ndsobek Sedesdti stuprii, véetné identity = pootocent o thel
nulovy; dalsich sest jsou osové soumérnosti podle tii uhlopricek prochdzejicich protéjsimi
vrcholy (A,D a B,E a C,F) a podle tii spojnic stredu protéjsich stran) néjak permutuje
jeho tri uhlopricky, které si oznacme ¢isly 1 (AD), 2 (BE) a 3 (CF), tj. tato soucasnd
permutace Sesti vrcholi a permutace tri whlopricek definuje homomorfismus f : Dg — S3,
v obou grupdch uvazujeme operaci sklddani permutaci. Napriklad

flidg) = ids, f(1,2,3,4,5,6) = (1,2,3).

Napiste, na jaké prvky se zobrazi timto homomorfismem zbylych deset prvki grupy Dg.
Grupa (Ss,0) md proky: id, (1,2,3), (1,3,2), (2,3), (1,3), (1,2).

Piiklad 26 B. Priklady homomorfismu nekoneénych grup:

Napriklad B.2: Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni ¢ je grupovym homomorfismem, a najdéte
jeho jadro:

¢ : (D(R),+) = (F(R),+) je definované vztahem ¢(f) = [

(D(R) je mnozina redlnyjch funkci, u kterych ezistuje jejich derivace f', a F(R) je
mnozina redlnijch funkci).

Napriklad B.3: Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni f je grupovym homomorfismem, a najdéte
jeho jadro:

f:(RXxR,+)— (R,+) je definované vztahem f([z,y]) =z +y

(R x R,+) je mnoZina je mnozina usporddanijch dvojic redlngch cisel, které sc¢itdme po
slozkdch).
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Piiklad 27 F. Homomorfismus a 7dd prvku (postup a vijsledky tohoto prikladu viz 13.5).

Napriklad F.1: Pro homomorfismus grup [ : (G,57) — (H,*) je a € G prvek radu n.
Vyzkoumejte na prikladech (napr A.1), co lze tici o Tadu prvku f(a) — POZOR, nemusi
byt stejny jako Tdd proku a.

Napriklad N.3: Dokazte véticku: Grupovy homomorfismus zobrazuje generdtor cyklické
podgrupy na generdtor cyklické podgrupy.

Napriklad N.4: Pomoci véty 16 a predchozich dvou véticek F.1, N.3 najdéte vsechny
mozné homomorfismy z prikladu A.1, tj. vsechny mozné homomorfismy grupy (Zs,®) do
grupy (Zy, ®) a urcete jejich jadra.

Napriklad N.2: Vypiste vsechny proky grup (Zg,®), (S3,0) a u kazdého prvku urcete
jeho tdd. Potom popiste vSechny mozné homomorfismy grupy (Zy,®) do grupy (Ss,0),
které existuji — musite pri kaZdém z nich urcit, kam se zobrazi kaZdy prvek mnoZiny Zg.
U kazdého z téchto homomorfismu urcete jeho jadro.

Piiklad 28 Napriklad N.1: Uvazujme homomorfismus ¢ grupy (Zs,®) do grupy (Zs, ®)
definovany ¢(0) =0, (1) =1, atd.

a) Urcete jadro K tohoto homomorfismu,

b) Jaké prvky md faktorgrupa Zs/k s operaci rozsirenou na tridy? Je mozné vyjadrit
obrdzkem, ale vyznacte zretelné prvky faktorgrupy.

Vysledky nékterych piikladu najdete v zavéru textu v oddilu 13.5.
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6 Tyden 06

6.1 Cviceni 06: Rezerva, resty z minulych hodin, odpovédi na
otazky

6.2 Prednaska 06: struktury se dvéma operacemi

Okruh je po grupé druhou zakladni definici struktury v kursech moderni algebry. A je to
definice naprosto prirozena. Kdyz totiz zkoumame mnozinu Z, nikdy o ni ne premyslime
jako o mnoziné s jedinou operaci, ale mame soucasné na mysli s¢itdni (odéiténi je skryto
v inverznich prveich) a nésobeni (déleni je skryto v inverznich prvcich). Matematik se
tedy snazi formulovat, jaké zakonitosti plati pro interakci operaci 4+ a -. Tato interakce
je popsana v definici algebraické struktury zvané okruh:

Definice 25 okruh (anglicky: ring) je mnozina (M, +,-) s operacemi + a -, které spliugi
vlastnosti:

a) Operace + spliuge vlastnosti (1), (2), (3), (4), (5), tj. (M,+) je komutationi grupa;

b) operace - spliiuje vlastnosti (1), (2), (3), tj. mnoZina (M, -) je monoid (= pologrupa
s jednotkou);

c) interakce operaci + a - splnuje tzv. distributivni zdkon = vlastnost (6):

Vx,yzeM:x-(y+z2)=z-y+x-2, (y+z)-x=y-z+z-x

(rovnice jsou dvé diky tomu, Ze operace - neni obecné komutativni).

Priklad 29 o Prikladem konecného okruhu je struktura zbytkovych trid (Z,,®,®).

o Prikladem nekonecného okruhu je (Z,+,-), tedy mnoZina celyjch ¢isel s tradicnimi
operacemsi s¢itani a ndsobend.

Ovsem struktura (Z,,-) vykazuje urcité defekty, tj. obsahuje tzv, netrividlni délitele
nuly:

Definice 26 nenulovi délitelé nuly jsou takové prvky a, b mnoziny M, které se nerovnaji
nule (0 = neutrdlni prvek v grupé (M, +)), ale jejich soucin (= visledek operace ndsobeni
v pologrupé (M, -)) je roven nule: a-b=0;

Priklad 30 Prikladem struktury s nenulovymi délitely nuly je mnozina Zg zbytkovijch
trid modulo 6: jeji proky (2], [3] nebo [3], [4] jsou nenulovi délitelé nuly, protoZe plati

2lo Bl =[0], [Bo[4]=[0].
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Je vidét, ze pravé deélitelé nuly zpusobuji, ze v nékterych pologrupach ¢ monoidech
(napt. (Zg, ®) je monoid vzhledem k operaci ®) neplati zdkon o kréceni (7): napt. prave
v (Zg, @, ®) vidime, ze

2lo[2] =[2] o 5],

ale nemuzeme vykrétit z rovnosti tiidu [2], protoze [2] # [5] .

Netrivialni délitelé nuly jsou dosti prekvapivym jevem, ktery naptiklad u celych cisel
nenastane — a také nezadoucim jevem. Okamzita otazka pro matematicky popis vyvstava,
kdy se takova situace vyskytne a jak zarucit, ze k ni nedojde. Z tohoto duvodu definujeme
obor integrity:

Definice 27 obor integrity®® (anglicky: integral domain) je mnozina®** (M, +,-) s opera-
cemi + a -, kterd je okruhem a navic jsou splnény vlastnosti:

ad a) Operace + nespliuje nic navic;
ad b) operace - spliiuje navic:

e M neobsahuje netrivdlni délitele nuly (vzhledem k operaci -);

e vlastnost (5), tj. operace - je komutativni na M;
ad c) diky komutativité operace - lze distributivni zdkon psdt v jediné rovnici:

VazyzeM:x-(y+z2)=z-y+x-z=y-x+z-2=(y+2z2) -

Priklad 31 o (Z7,®,0) je konecény obor integrity, protoze 7 je prvocislo, tj. (Z3,®)
neobsahugje netrivialni délitele nuly.

e (Z,+,") je nejen nekonecény okruh, ale i nekoneény obor integrity, protoze neobsahuje
netrividlni délitele nuly a ndsobeni je komutationi, a tedy distributivni zdkon lze psdt
v jedné rovnici.

V klasické teorii operaci se definuje jesté jeden pojem, ktery je dokonce jesté silnéjsi
nez obor integrity, a sice téleso:

30Vyznam slova integrita: celistvost. Ve stejné rodiné vyznamii je i slovo integer = celek, celé &islo.
Podobné i slovo ,integral“ vlastné znamend soucet, spojeni, seCteni. A fraze .is an integral part of ...* =
je nedilnou soucasti, je zakomponovanou soucasti. V Bibli je hebrejsky vyraz ,:{§ tdmim“ piekladan do
angli¢tiny jako ,,the man of integrity“, do ¢estiny jako ,muz bezihonny*, ale lepsi by byl pieklad ,,celistvy
clovek® ... to neznamend clovék naprosto dokonaly, ale clovék, ktery je ochoten pracovat na vSech tiech
hlavnich oblastech zivota: na svém vztahu k Bohu, na vztahu k lidem i na svém vztahu k praci. Tedy
integrita je néco pozitivniho, velmi zadouciho a charakterniho. Podobné tomu bude i v matematice: obor
integrity neobsahuje patologicky jev vyskytu netrivialnich déliteli nuly.

31 Aby byla definice naprosto ¢ist4, méli bychom dodat, ze mnozina je minimalné dvouprvkova, obsahuje
totiz nulu jako jednotkovy prvek vzhledem ke sc¢itdni a jednicku jako jednotkovy prvek vzhledem k
nasobeni a 0 # 1.
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Definice 28 Téleso (anglicky: field ... proto nékteré ceské ucebnice pouzZivaji téz ndzev
,pole®) je mnozina (M, +,-), kterd je oborem integrity a navic operace - splniuje vlastnost
(4), 1.

ad a) Operace + nespliuje nic nového,

ad b) operace - spliiuje navic vlastnost (4), tedy (M — {0},) je grupa®*;

ad c) zde nic nového.

Priklad 32 o (Z7,®,0) je konecny obor integrity, ale téZ i konecné téleso, protoze v
pripadé konecné mnoZiny M pojmy obor integrity a téleso splyjvaji.

e (Q,+,) je nekonecné téleso, protoze (QQ — {0},-) je grupa ... je splnéna i vlastnost
(4), Ze mnozina M obsahuje i inverzni proky vzhledem k operaci ndsoben.

e (Z,+,-) je nekonecny obor integrity, ktery neni télesem, protoZe mnozina Z neob-
sahuje vétsinu inverznich prvki vzhledem k operaci ndsobent.

Tedy pojmy okruh, obor integrity a téleso predstavuji struktury stale silnéjsich vlast-
nosti:

Obrazek 6.9: Vztah mezi pojmy okruh, obor integrity, téleso.

Kazdé téleso je oborem integrity, kazdy obor integrity je i okruh (a z tranzitivity
pojmu plyne, ze i kazdé téleso je okruh). Ale naopak to neplati: existuji okruhy, které
nejsou oborem integrity, napt. (Zg, ®, ®); a existuji obory integrity, které nejsou télesem,
napt. (Z,+,-).

Kromé terminu okruh, obor integrity, téleso se nékdy v algebraické teorii vyskytuji
pojmy ideal a hlavni idedl, které bude asi dobré doplnit spolecné s priklady, a tim se
semestr uzavre.

32Vlastnost (4) je silnéjsf nez vlastnost ,neobsahuje netrividlni délitele nuly*, tj. u bodu b) je dostatecné
uvést, ze operace - u télesa spliuje (1),(2),(3),(4),(5). Lze dokazat tvrzeni, ze kazdé téleso je i oborem
integrity, tj. téleso ,neobsahuje netrivialni délitele nuly*.
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Definice 29 Idedl je neprdzdnd podmnozina B okruhu (M, +,-) takovd, Ze (B,+) je pod-
grupa (tj. B vzhledem k operaci + spliuje vlastnosti (1) a (4)) a navic B absorbuje souciny
na mnozine M, 1.

YVoe B, meM: b-meB

(vyndsobime-li prvek mnozZiny B prvkem mnoziny M, visledek padne do mnoziny B).

Priklad 33 Nejprirozenéjsim prikladem idedlu je podmnoZina B sudych celych cisel
okruhu (Z,+,-):
B={..,-4,-2,0,2,4,...}.

Je zrejmé, zZe (B,+) je podgrupa grupy (Z,+) a vyndsobime-li sudé ¢islo jakymkoli celym
cislem, vysledek je opét sudé cislo, tj. mnoZina B absorbuje vsechny ndsobky sebe sama s
lichymi ¢isly. Tedy B je idedl v (Z,+,-).

Definice 30 V teorii idedlu hraje klicové misto tzv. hlavni idedl okruhu, ktery definujeme
jako takovy idedl B, ktery vygenerujeme jedinym prvkem b, jenZ vynasobime se vsemi proky
mnoziny M.

Piiklad 34 Pro M = (Z,+,-) jsou hlavnimi idedly tyto mnoZiny:

e By =< 1 > ... idedl generovany prvkem 1 a vSemi souciny 1 -z pro z € Z, tj.
By = Z (okruh (Z,+,-) je sdm o sobé hlavnim idedlem);

e By :=< 2> .. idedl generovany prvkem 2 a vsemi souciny 2-z pro z € Z, tj. jednd
se o ideal z prikladu 6.5:

B={...,—4,-2,0,2,4,...}.

e B3 :=< 3> ... idedl generovany prvkem 3 a vsemi souciny 3 -z pro z € Z, tj.

By=1{...,—6,-3,0,3,6,...}.

e ald.

o Pokud v okruhu (Z,+,-) vezmeme idedl generovany dvéma prvky, napriklad B =<
{3,7} >, jeho prvky jsou napriklad celd ¢isla délitelnd tremi nebo sedmi, ale POZOR,
to nejsou vsechny jeho proky: B musi byt grupou vzhledem k operaci scitani, obsahuje
tedy i ¢islo 7T—3 =4, a pokud obsahuje ¢isla 3 14, obsahuje také jejich rozdil 4 —3 =
1, a pokud obsahuje jednicku, obsahuje vlastné vsechna celd c¢isla, protozZe jednicka
vzhledem ke scitdni vygeneruje celou mnozZinu Z, a to je hlavni idedl vzhledem k
prvku 1, tedy dosli jsme k tomu, Ze

<{3,7}>=7Z=<1>.

Takze nent tak jednoduché najit idedl, ktery neni hlavni, protoZe o mnoziné Z vime,
ze je hlavnim idedlem vzhledem ke generdtoru 1. Ve skutecnosti je docela schudné
dokdzat matematickou vétu, Ze kazdy idedl okruhu (Z,+,-) je hlavnim idedlem.
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Ctendf tohoto textu ¢i student pfedmétu Algebra 1 si uréité ifkd, nac je toto vse
podrobné studium pojmiu, vychazejicich vétsinou z vlastnosti operaci s¢itani, nasobent,
pruniku a sjednoceni. Rad bych jej ubezpecil, ze kromé toho, ze zdkonitosti jsou samy

vvvvvv

ke hledani tfeSeni algebraickych rovnic. Ve druhé poloviné semestru se budeme prave
feSenim algebraickych rovnic zabyvat podrobné.

Procvi¢eni pojmu okruh, obor integrity, téleso: napt. viz Pinter 2010, kapitola 17 a
cviceni na str. 174-178.

Napiiklad N.1:
a) Které z vlastnosti (1) az (10) spliuje struktura (27, U,N) pro P = {a, b, c}?

b) Jak byste strukturu (2, U, N) z ¢ésti (a) nazvali (okruh, obor integrity, téleso, nebo
néco jiného)?

c) Najdéte netrividln{ délitele nuly na strukture (27, U, N). Dejte pozor na to, ze ,nula“
je vzdy prvek vzhledem k prvni uvedené operaci struktury, zatimco délitelnost se
zkoumd vzhledem ke druhé operaci struktury.

d) Najdéte netrividln{ délitele nuly na struktuie (27,N,U). Dejte pozor na to, Ze ,nula“
je vzdy prvek vzhledem k prvni uvedené operaci struktury, zatimco délitelnost se
zkoumd vzhledem ke druhé operaci struktury.

Napiiklad N.2: Uvedte piiklad nekonecného oboru integrity, ktery neni télesem.

Napiiklad D.1:

a) Uvazujme mnozinu 27 vech podmnozin mnoziny P = {a, b, c}. Na této mnoziné lze
definovat operaci symetrického rozdilu A + B := (A — B) U (B — A) a klasickou
operaci N pruniku. Sestavte tabulky operaci <+ a N na mnoziné 2%

b) Jak byste strukturu (27, <+, N) z ¢4sti (a) algebraicky popsali (je to okruh, obor inte-
grity, téleso, nebo néco jiného)?

Procvic¢eni pojmu idedl, hlavni ideal, homomorfismus okruhu: viz Pinter 2010, kapitola
18 a cviceni na str. 185-189.

Napiiklad N.3: Idedl (D,+,-) okruhu celych ¢isel (Z,+,-) je takovy jeho podokruh,
ktery je uzavieny vzhledem k nésobeni celym ¢islem, tj.

d-zeD VYdeD, ze Z.

Uved'te pifklad idedlu D okruhu (Z, +, ), ktery obsahuje ¢islo 2 a neobsahuje ¢islo 3.
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7

7.1

Tyden 07

Cviceni 07: Polynomy 01

Rozklad polynomu na soucin polynomu prvniho stupné, korfen polynomu, Hornerovo
schéma, nejvétsi spolecny délitel polynomu.

Studenti méli Hornerovo schéma i Eukleiduv algoritmus a déleni polynomu v predmétu
Diskrétni matematika (MA0001), ale je potieba zopakovat.

Doporucené materidly k vyuziti:

Oznaceni: (Z[z],+,-), (Q[z],+,+), (R[z],+,-), ... po fadé okruhy polynomu s
koeficienty z okruhu celych ¢éisel, télesa raciondlnich cisel a télesa redlnych éisel.
Tyto okruhy neobsahuji netrividlni délitele nuly, takze se jedna o obory integrity
(Budinova 2013, str. 7, véta 1). Idedlni definice okruhu Z[z]: jedna se o rozsifeni
okruhu (Z,+,-) o prvek =z, kde nevime, co je, muze tam byt cokoliv, tieba®
¢islo . Mnozina polynomu tedy neobsahuje vSechny inverze vzhledem k nasobeni
polynomu.

Budinova 2013, str.8-10: stupen polynomu, déleni polynomu se zbytkem ... studenti
znaji, ale pripomente.

Hornerovo schéma (Budinova 2013, str. 10-12), zakladni véta algebry, vydélte poly-
nom 6z°® + 1322 — 1 polynomem (z — 1) nebo (x + 2):

U "+ ap g -2" P tar v tag=a, - (2 —21) - (T —29) - (1 — 1),

napiiklad
1 2
62° + 132% — 4 = 6(x + 2)(x — 5)(30 + 5)
Budinova 2013, str. 18-21 po pojem ireducubilni polynom, objasnéni, ze v zakladni
véteé algebry se vyskytuji ireducibilni polynomy. Délitel polynomu, nejvétsi spoleény
deélitel polynomu, Eukleiduv algoritmus: znaji, ale pfipomente (na piikladu). Nor-
movany nejvetsi spoleény délitel.

Naleznéte NSD polynomu: Eukleidovym algoritmem (Budinova 2013, str.20, pf.
16), rozkladem na soucin ireducibilnich polynomu (p#. 18,19, str. 23 ... upozornéte
studenty, ze rozklad lze realizovat substituci (pf.18) nebo postupnym vytykanim).

33Pinter, 2010, str. 241.
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7.2 Prednaska 07: Struktury se dvéma operacemi II

Analogie Cayleyho véty, analogie Lagrangeovy véty, analogie véty o homomorfismu, analo-
gie dobre definované operace na faktorgrupé. Véta o rozsiteni téles: polynom s koeficienty
z télesa T nemusi mit kofeny pfimo v télese T', ale to lze rozsitit na téleso Fy, které uz
obsahuje koteny puvodniho polynomu.
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8 Tyden 08

8.1 Cviceni 08: Polynomy 02

Véta o raciondlnich kofenech polynomu v (Z[z],+,-). Odstranéni ndsobnych kofenu
polynomu.

Vyuzijte naptiklad nédsledujici material:

e Véta o raciondlnich kotrenech polynomu z (Z[z], +, -) — Budinova 2013, str. 33, véta
24. Piiklad. 21 na str. 28: Naleznéte kofeny polynomu x° — 5a* + 723 — 222 + 42 — 8.
Pojem nasobnosti korene, zédkladni véta algebry v terminologii nasobnosti korene.

e Piiklady na procviceni: str.34-pi.29, str.35-pt.30 ... je nutné délat ty znaménkové
zmény? To rozhodne cvicici.

e Odstranéni nasobnych kotfenu: str.32 poznamka az str. 33 piiklad 28. Pak jesté
n¢jaky priklad s nasobnymi kofeny, napf. polynom ¢tvrtého stupné se dvéma
dvojnasobnymi komplexné sdruzenymi kofeny.
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8.2 Prednaska 08: Prehled algebraickych metod hledani korene
polynomu
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9 Tyden 09

9.1 Cviceni 09: Polynomy 03

Dodélani osnovy na cviceni pro polynomy, viz plan cvi¢iciho.
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9.2 Prednaska 09: Prehled numerickych metod hledani korene
polynomu

Hledani iracionalnich a komplexnich kofenti polynomu numerickymi metodami — metoda
puleni intervalu, Newtonova metoda.

Pouzijte napi. nasledujici material:
e Budinova, PT. 23-str.29: naleznéte feSeni algebraické rovnice

20° + 3a — T3+ 622 — 1lax +5=0.

Hornerovym schématem ovérime, ze zadné raciondlni feSeni neexistuje. VSechna
feseni tedy jsou realnd iracionalni, nebo komplexni.

e A) Hruba detekce (Budinova, str.29, véta 16): vsechny koreny lezi v komplexni
rovnice uvnitt kruznice se stiredem v pocatku a polomérem

max {|ao|, |a1], ..., |an_1]}

T ]

Dosazenim do tohoto vzorce v nasem ptikladu mame

max{3,7,6,11,5} :14_2:65
2 2

|z;| <1+

To znamend, ze viechna feSeni, imaginarni i komplexni (a kdyby byla néktera ra-
cionalni, coz v nasem piikaldu nejsou, tak i ta) lezi v Gaussové roviné v kruhu se
sttedem v pocatku a polomérem 6.,5.

e B) Jemngjsi detekce redlnych feseni: Ad A ... stéle stejny teseny priklad, |z;| < 6, 5:
Vime, ze x; € (—6,5;6,5), fesime rovnici p(x) = 0 pro

p(z) = 22° + 32 — 7% 4+ 62% — 11w + 5.
Protoze p(z) je spojita funkce, tj. vypocteme p(h;) pro h; postupné rovno —6,5, pak
—6,4, pak —6,3, ..., pak 6,3, pak 6,4, pak 6.,5.

Pokud se stane pro né&jaké i, ze p(h;) - p(h;—1) < 0, znamend to, ze dvé po sobé
jdouci hodoty maji rozdilnd znaménka, tedy objevime, ze na intervalu (h;; h;yq) lezi
néjaké feseni. Dalsi moznosti je nakreslit si graf funkce p(x) a intervaly s feSenim
upresnit z grafu.

Cely postup lze snadno predvést v jazyce R (Ize volné stahnout a nainstalovat), coz
je takové lepsi offline kalkulacka a kreslicka. Napiseme v tomto prostredi za zobacek

r < —seq(from = —6.5,t0 = 6.5, by = 0.5)
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(a stiskneme ENTER ... vytvoii se vektor « nasich hodnot h;), pak napiSeme
p<—2%xx"+3xat — T3 +6x22—1lxx+5
(a stiskneme ENTER). V paméti se vypocte vektor funkénich hodnot, musime

jej jesté zobrazit na obrazovce, kdyz napf. napiSeme pouze pismenko oznacujici
proménnou ,,p“ a stiskneme ENTER.

Timto zpusobem jsme odhalili, Ze kofeny lezi v intervalech (—3,5;—3), (0,5;1),
(1;1,5). Pokud méme jistotu, ze krok 0,5 byl zvolen dostatecné jemné, takze na
zadném z téchto ti{ intervali se nevyskytuje vice feseni souc¢asné (to bychom mohli
zpresnit tfeba volbou 0,1), znamend to, ze zbyvajici dvé feseni jsou komplexni (a
diky vété ,pokud a + ib je kofenem polynomu z (R[z],+,-), tak nutné i a — ib je
kofenem tohoto polynomu*) vime, zZe tato feseni jsou komplexné sdruzend ¢isla.

Jiny zpusob by zde spoéival v nakresleni grafu polynomu p(z), lze téz v jazyce R
zadanim posloupnosti bodu, které se vykresli (ENTER po kazdém tadku):

y < —seq(from = —3.5,to = 3.5,by = 0.01)

pp < —2xy° + 3%yt — TP +6xy> —11xy+5

plot(y, pp)

(obrazek lze ,zvétsit“ zadanim kratstho intervalu pfi definici vektoru y, napiiklad
from = 0 a to = 1.5 nakresli graf na sporném intervalu, na kterém existuji dvé
fesent).

e C) Findlni dopocteni korenti: Do proménné pol v prostiedi R si nadefinujeme po-
lynom, jehoz funkéni hodnoty jsme poéitali, jako funkci, kterda vypocte pol(k) pro
jakoukoli hodnotu k:

pol < — function(z)return(2* 2° + 3% 2* — 7% 2° + 6% 2> — 11 % 2 +5)

a stiskneme ENTER. Poté zkusime najit feSeni rovnice na intervalu (—3,5;—3)
metodou puleni intervalu (vysvétleni viz BP (Trombikova, 2019, str. 28-30)). Cely
algoritmus lze naprogramovat v R pomoci cyklu WHILE, napiiklad s tou presnosti,
ze délka zkracujiciho se intervalu bude mensi nez 0,00001:

a<——35
a ENTER (prvni minus je soucasti ptirazovaci $ipky, druhé minus je soucasti ¢isla),
b<—-3
a ENTER, a déle cely cyklus WHILE napiSeme na jeden fadek (v prostiedi R to

bude mozné, zde v textu to vyjde na vice fadku) a stiskneme ENTER:
while(abs(a — b) > 0.00001)
[if (pol((a+1)/2) «pol(b) < 0) {a < —((a-+b)/2); print((a+b)/2)}
else {b< —((a+0)/2);print((a+b)/2)}}
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(na obrazovku se nyni vypiSe posloupnost stfedu intervali blizicich se k feSeni,
které zhruba s presnosti na pét desetinnych mist je z; = —3,12991).

Pokud cely postup (posloupnost tii kroku ukonéenych ENTER) zopakujeme
pouze pro volbu a = 0,5, b = 1, najdeme feSeni zo = 0,56489. Toho lze
dosdhnout velmi jednoduse, protoze v prostitedi R nemusime uz jednou
napsané prikazy vypisovat znovu, ale volbou Sipky nahoru se lze dostat na
predchozi tii piikazy, ve kterych pozménime pouze hodnoty a, b a cely cyklus
while beze zmény jesté jednou potom zobrazime Sipkou nahoru a stiskneme ENTER.

Posledni realné iracionalni feseni pro a = 1, b = 1,5 najdeme podobné s presnosti
na pét desetinnych mist z3 = 1,22892.

Vyhoda metody puleni intervalu (metody bisekce): vzdy najde feSeni, pokud
na pocatku algoritmu vime, ze na daném intervalu existuje feSeni pravé jedno.
Teoreticky (pokud bychom hledali timto zpusobem i kofeny raciondlni) by mohla po
jistém poctu kroku nastat situace, ze stied intervalu bude presné roven hledanému
feSeni — to ovSsem u hledani iracionalniho feSeni nemuze nastat, protoze puleni
racionalnich ¢isel a, b a stfedu z nich vzniklych nelze dostat ¢islo iracionalni, tato
posloupnost stredu intervalu se pouze bude limitné blizit k feseni.

Metoda Newtonova = metoda tecen: obrazek a vysvétleni viz BP Trombikova, str.

34-38: zvolime vhodné zy a pocitame posloupnost hodnot zq, 25, ... uzitim vzorce
= p(zn)
mn - n .
P (2n)

Vypocet v prostiedi R: Navic k definici funkce pol(k) z predchoziho algoritmu, kterou
méme stéle v paméti prostiedi nadefinovanou (a pokud jsme ukoncili praci a pii
ukonc¢ovani zvolili ANO na otézku, zda si ma prostiedi pamatovat ulozena data,
bude nadefinovana i pii opétovném spusténi prostiedi R), budeme potiebovat jesté
nadefinovat funkci pro vypocet derivace p’(x) naseho polynomu:

der < — function(w){return(10 * w* + 12 x w® — 21 x w?* + 12 % w — 11)}

(a ENTER). Nyni podobnym cyklem WHILE najdeme vSechna tii feseni jako u
metody puleni, nicméné nyni pomoci metody Newtonovy: rozdil je zde v tom, ze
misto intervalu se zadava pouze jediny vstupni bod z:

z<——35
a ENTER, a provedeme cyklus WHILE:

pol(z) .

while(abs(pol(z)) > 0.00001){z < —z — der(z)’

print(z)}
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(a ENTER) ... po nékolika krocich bude nalezeno feseni z; = —3,12991. Podobné
pro vstupni z = —1 dostaneme z3 = 1,22892 a pro vstupni z = 0,5 dostaneme z, =
0,54689. Slabina Newtonovy metody: diky konstrukci pomoci te¢ny muze postup
zcela zhavarovat, smérovat do nekonecna nebo najit feseni, které uz zname z jiného
intevalu (jak se to stalo pti volbé z = 1).

Vyhody Newtonovy metody ovSem jsou znacné: a) najde feSeni (pokud je tedy

tonové metodé (ani jazyku R) principidlné nevadi, kdyz pracujeme s ¢isly kom-
plexnimi. Jedinou podminkou zde je, aby pocatecni z bylo komplexni, nikoli realné
¢islo — pro redlné vstupni z se totiz vzorec metody sam od sebe nikdy nedostane.
Zkusme tedy najit zbyvajici feSeni z4, 25, které podle zédkladni véty algebry vime,
ze musi existovat. Newtonovou metodou:

— Volme vstupni z = 1+ 14, najed'me sipkou na piikaz cyklu WHILE a stisknéme
enter ... dospivame k feSeni zo = 0,56489 ... to se tedy muze stat, ze volbou
komplexniho vstupniho z cela posloupnost konstruovanych c¢isel konverguje k
feseni realnému.

— Zkusme jiné vstupni z = 1 + 3i z naseho kruhu v komplexni roviné |z| < 6,5:
dojdeme k teseni z4 = —0,07295 + ¢ - 1,08773 s presnosti na pét desetinnych
mist, a diky teoretické vété o komplexné sdruzenych kotenech uz nemusime
dale pocitat, staci psat z5 = —0,07295 — ¢ - 1,08773.

e Nasli jsme tedy podle numerickych metod vSechna feSeni, ktera podle presnych
algebraickych postupu najit nelze — presnéji feceno, nenasli jsme je zcela presné,
pouze s presnosti na pét desetinnych mist, to je ovSem presnost dostatecna.

e Celkem jednoduchou metodou lze najit komplexni feseni specialni rovnice, tzv. bino-
mické rovnice, protoze je v této rovnici pouze binom = dvojé¢len: mocnina neznamé
z a néjaké komplexni ¢islo. Tento posledni rychly zpusob pro tuto specialni rovnici
se studenti nauci v néasledujicich ¢trnacti dnech, které budou vénovany komplexnim
¢islum.
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10 Tyden 10

10.1 Cviceni 10: Komplexni ¢isla 01

Operace s komplexnimi ¢&isly, algebraicky a goniometricky tvar komplexniho ¢isla
(argument a velikost komplexniho ¢isla), geometricky vyznam ndsobeni a déleni
komplexnich ¢isel.

Lze postupovat podle nejnovéjsi ucéebnice pro stiedni skoly (Robova, Héla, Calda 2013),
ale vSe se asi nestihne, tj. cvicici rozhodnou, co presné ve cvicenich 10 a 11 stihne probrat.

10.2 Prednaska 10: Konstrukce ¢iselnych oboriu

Peanova mnozina (= axiomy mnoziny N), konstrukce N — 7, konstrukce Z — @,
konstrukce  — R.

11 Tyden 11

11.1 Cviceni 11: Komplexni ¢isla 02

n-t4 mocnina a n-t4 odmocnina z komplexniho ¢isla, feSeni binomickych rovnic.

11.2 Prednaska 11: Konstrukce oboru C, o komplexnich ¢islech
12 Tyden 12

12.1 Cviceni 12: Provérka-b na polynomy a komplexni ¢isla
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12.2 Prednaska 12: Priprava a otazky ke zkousce

Otazka 01. Struktury s jednou binarni operaci a jejich vlastnosti.
e Definice binarni operace na mnoziné.

e Vyberte si ptiklad jedné konecné mnoziny s jednou operaci, a jedné nekonecné
mnoziny s jednou operaci (prosim volte jiné operace nez operace pruniku, sjed-
noceni, rozdilu, symetrického rozdilu ... mnozinové operace budou tématem otazky
02) — vypiste vlastnosti téchto operaci a feknéte, o jaké algebraické struktury se
vzhledem k této operaci jedné.

e Pokud je to mozné ¢i snadno proveditelné ¢i to vite, zduvodnéte, pro¢ vlastnosti
plati: napi. plati vlastnost neutralniho prvku, protoze jim je ... ; plati vlastnost
existence inverzi, protoze naptiklad pro ... je inverzi ...

Otazka 02. Mnozinové operace a jejich vlastnosti. Uvazujte strukturu 24 pro
A ={1,2,3,4,5}, tj. mnozinu vSech podmnozin mnoziny A.

e Co za algebraickou strukturu (viz prednaska 6: struktury se dvéma operacemi) je
(24, =,M)? Uved'te u kazdé z operaci neutrdlni prvek a piiklad, ze existuje-neexistuje
inverzni prvek.

e Jednotlivé vlastnosti téchto operaci jsou vlastné vztahy mezi mnozinami. Dokazte
néktery z nich, idedlné napiiklad distributivni zdkon (pomoci Vennovych diagramu).

e Obsahuje tato struktura nenulové délitele nuly? Uved'te ptiklad.

e Dopliiujici nedilezitd®* otdzka: Operace pruniku, sjednoceni a symetrického rozdilu
jsou tzv. binarni operace. Znate néjaky priklad unarni mnozinové operace — do ope-
race vstupuje jen jedna mnozina, nikoli dvé? Odpoveéd’: pifkladem unédrni operace je
operace dopliku — doplnék vzdy hleddme jen pro jednu mnozinu. Zajimavou vlast-
nosti jsou tzv. de Morganova pravidla (Zéklady mat., prednaska 4), ktera vyjadiuji
vztah mezi binarni operaci sjednoceni-pruniku a unarni operaci doplinku. Dokazuji
se jak jinak, pomoci Vennovych diagramu.

e Doplnujici nedulezitd, ale zajimava otdazka: Maji operace pruniku a sjednoceni
mnozin néjakou vlastnost, kterou mnemaji operace scitdni a néasobeni ¢isel?
Odpovéd: jednu zajimavost specidlni pro sjednoceni a prunik v kombinaci jsem
fikal v predndsce ¢islo 6 (zaménitelnost operaci v distributivnim zakonu). Ale
existuji i dalsi vlastnosti napf. samotného pruniku ¢i samotného sjednoceni (tzv.
idempotence®), nebo dalsi vlastnosti interakce operaci sjednoceni a pruniku
(absorbce, modularita). Vsechny se dokazuji pomoci Vennovych diagramu.

34Nedtlezité otdzky jsou zajimavé z hlediska matematiky, ale nerozhodnou o tom, zda zkousku slozite
nebo ne — vénujte se v prvé radé otdzkam, které jako nedulezité oznaceny nejsou; ty byste zndt méli.
Nedulezité otazky ovSem muzete dostat tfeba u statnic, tj. je dobré se zamyslet nad odpovédi.

35Napt. X2 = X UX = X, nebo X? = XUXUX = X ... tj. vzhledem k operaci sjednoceni neexistuji
mocniny, ,umocnovanim® dostaneme zase jen mnozinu X . Naprosto jiné nez u ¢isel.
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Otazka 03: Pojem homomorfismu a jeho vyznam.
e Uved'te definici homomorfismu mezi grupoidy.

e Reknéte, jak se pfirozené (jak jsme si fikali na prednasce 03) definuje homomorfismus
grupy (Z, +) do grupy (Zs, +). Tento homomorfismus neni prosty, ale je surjektivnim
zobrazenim. Co je pro pojem surjektivnitho homomorfismu charakteristické?

Odpovéd na ¢ést otdzky: Surjektivni homomorfismus redukuje mnoZinu Z na mensi
mnozinu Zg, na které nékteré vlastnosti zustaly zachovany (napt. zbytek po déleni
¢islem 6 je stejny u vzoru i obrazu tohoto zobrazeni), kdezto nékteré vlastnosti
zachovany nebyly (ztratila se nekone¢nost mnoziny Z, napi. vSech nekoneéné mnoho
nasobku ¢isla 6 se zredukovalo do jednoho prvku [0]). Tedy pokud chceme pracovat
pouze se zbytky po déleni Sesti, vlastné ve svém premysleni-vyjadfovani provadime
fiktivni homomorfismus mnoziny celych ¢isel na mnozinu zbytku.

e Co je charakteristické pro pojem injektivniho homomorfismu?

Odpovéd': Pojem injektivniho homomorfismu se objevuje napiiklad pii konstrukci
nebo koncepénim prechodu od mnoziny N na mnozinu Z. Formalné do mnoziny N
ypridavame® dalsi prvky, a pritom ovSsem chceme, aby dosavadni pojeti pfirozenych
¢isel (véetné vysledku operaci s¢itani a ndsobeni) zustalo zachovéno. To presné
wkontroluje“, dokazuje ¢i ,zaruc¢uje“ homomorfismus ¢p : N — N x N/.. Mluvime
o VNORENI mnoziny N do mnoziny N x N/., kterd mé vice prvku (nekoneénsd
mnoho dalsich prvkia) — ty jsou ,modelem* nuly a zapornych ¢isel. Tedy v tomto
pohledu injektivni homomorfismus presné matematicky ukazuje, ze pii prechodu od
N k Z na ZS zachovévdme dosavadn{ pojeti prace s ¢isly, pouze ,rozsifujeme® toto
pojeti ¢isla na nadmnozinu Z. (podobnou argumentaci lze provést pii rozsiteni Z na

Q)

e Ne¢jaké vlastnosti homomorfismu dokazte:

— homomorfismus zobrazuje neutralni prvek na neutralni prvek,

— homomorfismus  ,zachovava inverze“ v tom smyslu, ze prvky
fla™h) = (fa) ™,

— Ker(p) je podgrupa grupy (G4, /) pti homomorfismu grupy (G1, /) do grupy
(G27 *)7

— Im(yp) je podgrupa grupy (Go,*) pfi homomorfismu grupy (Gi,w) do grupy
(Ga, *).

e U pojmu jadra homomorfismu se zkuste zamyslet nad ptiklady 24 a 26 na str. 58,
nebo si prectéte priklad 27 na str. 59 a jeho feSeni na konci skript v oddilu 13.5.
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Otazka 04: Pojem izomorfismu a jeho vyznam.

e Definice izomorfismu mezi grupoidy?°.

e Jaky je vyznam izomorfismu?

Odpovéd': Izomorfismus i homomorfismus v algebfe slouzi pro porovndvani ruznych
algebraickych struktur — pokud mezi dvéma strukturami lze zavést homomorfismus
nebo izomorfismus, popiseme tim dosti velkou ptibuznost téchto struktur, protoze
pii homomorfismu i izomorfismu jsou zachovany vysledky dané operace. Izomor-
fismus (= bijekce zachovavajici vysledky operace) ndm predstavuje velmi silné al-
gebraické tvrzeni: operace na obou mnozinach vykazuje naprosto stejné vlastnosti.
Napftiklad

— izomorfismus zobrazi podgrupu na podgrupu o stejném poctu prvku. Srovnani
s homomorfismem: Homomorfismus téz zobrazi podgrupu na podgrupu, ale
pocet prvku se muze redukovat — uvazujte napiiklad homomorfismus (Zs, +)
na (Zy, +). definovany

01234567
e B I
01230123

Podgrupa (2) := {0,2,4,6} grupy Zs se zobrazi na podgrupu (2) := {0,2}
grupy Zjy.

— izomorfismus zobrazi prvek rfadu 3 na prvek radu 3. Srovnani s homomorfis-
mem: ad obrazu u homomorfismu muze byt nizsi nez rad vzoru — uvazujte
napiiklad homomorfismus (Zs, +) na (Z4, +) (viz vyse): fad prvku 2 v Zg je
roven ¢tyfem, iad obrazu 2 v Z, je roven dvéma (fad obrazu u homomorfismu
nemusi byt stejny, ale je délitelem tddu vzoru).

— izomorfismus zobrazi cyklickou podgrupu na cyklickou podgrupu o stejném
poc¢tu prvku. Srovndni s homomorfismem, ad homomorfismus (Zs,+) na
(Z4,+) (viz vyse): Cyklickd ¢tyiprvkova podgrupa (2) grupy Zs se zobrazi na
cyklickou dvouprvkovou podgrupu (2) grupy Zj.

— atd.

Tedy pokud preznac¢ime prvky prvni struktury ptislusnymi prvky druhé struktury
ur¢enymi izomorfismem, dand tabulka operace prvni struktury (pokud prvky v
zéhlavi tabulky napiSeme ve stejném poradi) bude naprosto totoznd jako tabulka
operace druhé struktury.

e Piiklad: Rozhodnéte, které z grup ({1, —1,i, —i},-), (Zs,+), (Za X Zs,+) jsou mezi
sebou izomorfni (= vykazuji naprosto stejné vlastnosti dané operace, kromé toho,
ze se jednd o bijekci)a které ne.

36Grupoidy jsou struktury s nejmensim moznym poétem podminek (jedinou — uzavienosti operace na
dané mnoziné), mezi kterymi lze homomorfismus nebo izomorfismus definovat. V realité pak velmi ¢asto
studujeme ¢i popisujeme homomorfismus ¢i izomorfismus grup, kde plati v kazdé struktuie uz podminky
CtyTi.
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Dalsi priklady, které by se mohly objevit: Str. 52, priklad 5.1, naptiklad N.4; str.
53, priklad 5.2, ruzné naptiklady o izomorfismu.

Otazka 05: Grupa permutaci a Cayleyho véta

Vypiste celou tabulku operace sklddani permutaci grupy Ss.

Z tabulky vyctéte zakladni informace o inverznich prveich a podgrupach, neutralnim
prvku.

Co tika Cayleyho véta?
[ustrujte Cayleyho vétu na koneéné grupé (Zs, +) a nekonecné grupé (Z, +).

Mohl by se objevit napt. piiklad: Jakou osmiprvkovou podgrupu grupy (S, o) vyge-
neruji cykly (1,2,3,4) a (1,2) pii operaci skladdni permutaci? Nédpovéda: nemusite
vypisovat celou tabulku operace, ale pri vytvareni tabulky operace se objevuji ruzné
prvky jako vysledky, tj. sestavit aspon ¢ast této tabulky by vam pomohlo.

Otazka 06: Dihedralni grupy D3 (grupa symetrii trojihelnika), D, (grupa
symetrii ¢tverce), D; (grupa symetrii pétitihelniku pravidelného), Ds (grupa
symetrii Sestitthelnika pravidelného) a Lagrangeova véta.

Vysvétlete prvky téchto grup geometricky i v jejich algebraickém tvaru.

Zkonstruujte tabulky operace skladani zobrazeni v téchto grupach, nebo v nékterych
podgrupach.

Co je tvrzenim Lagrangeovy véty?

Vypiste na zakladé geometrického vyznamu i Lagrangeovy véty vSechny podgrupy
téchto grup.

Urcete mnozinu generatoru dané grupy.

Mohl by se tieba objevit ptriklad 25 ze str. 58.

Otazka 07: Struktury se dvéma operacemi. Viz prednaska 6:

Definujte okruh; uved'te ptiklad okruhu zbytkovych tiid, ktery neni oborem integrity,
véetné vysvétleni a piikladu nenulovych délitela nuly.

Definujte obor integrity; uved'te pitklad a) okruhu zbytkovych tifd, ktery je oborem
integrity; b) oboru integrity, ktery neni télesem.
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e Definujte téleso; uvedte priklad a) koneéného, b) nekoneéného télesa.

e Dokazte véticku: Kazdy koneény obor integrity je uz automaticky télesem (dukaz
viz video 12).

e Dokazte véticku (dukaz lépe viz video 12): V okruhu plati: Dany okruh (M, +, ) je
obor integrity pravé tehdy, kdyz v ném plati vlastnost kraceni (7x) pro okruhy:

Ya,b,ce M, a#0, :a-b=a-¢ = b=c.

Otazka 08: Polynomické rovnice — algebraické metody resSeni. Viz prednaska 7
a kousek predn 8. U zkousky z algebry 1 tato otazka nebude, ale bude opét u bakalarskych
zkousek na konci tretiho rocniku.

e Co je to mnozina vsech polynomu (R[z],+,) s redlnymi koeficienty, s operacemi
scitani a nasobeni, z algebraického hlediska?

e (o je to polynom stupné n, vedouci koeficient polynomu, kofen polynomu, nasobnost
kotene? Co tikd zakladni véta algebry?

e (o tiké véta o racionalnich kofenech polynomu a jak je 1ze urcit pomoci Hornerova
schématu?

e Co tika ,véta o odstranéni ndsobnych kofenu polynomu“? Popiste postup, piiklad
uvadét nemusite (prednaska 8, oddil B).

e Co je zajimavé na komplexnich kofenech polynomu z R[z]? Odpovéd: véta z oddilu
C prednésky 8.

Otazka 09: Polynomické rovnice — numerické metody resSeni. Viz prednéaska
¢islo 8, nebo i ve skriptech cviceni ¢islo 9.

e Jak lze zhruba vymezit vSechny koteny polynomu? Odpovéd: Oddily A ze cviceni
9 v tomto textu.

e Jak lze zhruba najit interval, na kterém existuje redlné reseni polynomu, ktery jsme
zbavili ndsobnych koienti®”? Odpovéd: oddil B ze cviceni 9 v tomto textu.

37Tento predpoklad jsem v prednisce 8 nezminil a je dilezity: Kdybychom totiz zkoumali polynom
p(z), aniz bychom snizili stupen polynomu pii vicendsobnych kofenech postupem popsanym na prednasce,
mohlo by dojit k situaci, ze nékteré reilné kofeny maji ndsobnost 2 nebo 4 atd. zkratka ndsobnost sudou.
Pii zkouméan{ grafu funkce p(z) pak neplati skutec¢nost, ze by funkce prechdzela v bodé kotrene se sudou
ndsobnosti ze zdpornych funkénich hodnot na kladné (nebo z kladnych funkénich hodnot na zdporné),
nybrz graf funkce p(z) se v blizkosti kofene blizi k ose z, v bodé kofene xj, se ji dotkne a ,odrazi se na
tutéz stranu, tj. napf. p(z) < 0 pro = < zy, pak p(zy) = 0, ale pak p(z) < 0 nastane i pro = > x, tj.
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e Popiste na prikladu, jak upresnime iracionalni kofen polynomu ziskany z oddilu
F, pomoci metody ptleni intervalu a metody Newtonovy. Najdéte feSeni rovnice
2% — 2% —1 = 0 na intervalu (1;2) obéma témito numerickymi metodami ... proved'te

tfi kroky u kazdé z metod. Je mozné, Ze u zkousky zde bude jind rovnice, naptiklad

rovnice 223 + 5z — 1 = 0, a interval délky 1, ktery obsahuje feSeni, budete muset

sami najit.

Otazka 10: Peanova mnozina P, mnozina N prirozenych cisel. Viz predn. 9.
e Peanovy axiomy,

e vztah mnozin P a N,

e definice usporadani na P,

e 7 Peanovych axiomu lze tedy zkostruovat algebraickou strukturu (P, +,-), resp.
(No, +,+). Cely tento postup jsme si vlastné neiikali (jesté zbyva definovat ope-
race s¢itani a ndsobeni na Peanové mnoziné a dokdzat, ze splnuji bézné vlastnosti),
uvedte pouze pojem, ktery strukturu (Ng, +, -) vystihuje.

Otazka 11: Algebraicky popis, jak z N zkonstruujeme Z. Viz prednaska 9,
odkazy jsou vzhledem ke skenu ptipravy.

e Popiste konstrukei intuitivné (viz predn. 9, strana 3, oddil (a)) a Feknéte, jaké jsou
algebraické vlastnosti vysledku (Z, +, ).

e Popiste konstrukci presné algebraicky — minimélné posledni strana z prednasky 9,
mohl by stacit i dobfe okomentovany obrazek z té posledni strany (kdyz se naucite
celou stranu, to je vlastné komentai k obrazku)3®.

Otazka 12: Algebraicky popis, jak ze Z zkonstruujeme Q

neplati, ze by funkéni hodnoty p(x) pii pruchodu proménné x bodem zj ménily znaménko. To znamena,
ze postupné pocitan{ funkénich hodnot z intervalu (—r;r) takovy kofen neodhali. Tomuto problému se
vyhneme, kdyz provedeme postup odstranéni nasobnych kofenti polynomu. Potom pfi vypoctu funkénich
hodnot v intervalu (—r;r) s dostate¢né malym krokem odhalime uz vsechny iraciondlni jednondsobné
kofeny pomoci na prednasce popsané zmény znaménka funkéni hodnoty pti prochazeni tohoto kofene.

38Poznamka k bodu (iii) této konstrukce: Faktormnozinu jsme mockrat nevytvéaieli, ale jedn4 se o pro-
ces analogicky vytvofeni struktury zbytkovych t¥id, napiiklad Z5 — pfitom jsme také rozdélili mnozinu
na podmnoziny a definovali s¢itdni a ndsobeni mezi témito podmnozinami pomoci tzv. ,reprezentanti“ z
téchto podmnozin, tj. jakychkoli prvku z nich vybranych. Presné stejny proces zde délame, ale nikoli tedy
s mnozinou Z, ale s mnozinou N X N — rozdélime ji na podmnoziny, kazdd z podmnozin ma nekonecné
mnoho prvki, definujeme pak v kroku (iv) séitdn{ mezi témito podmnozinami pomoci libovolnych repre-
zentantu z podmnozin vybranych, a vysledkem s¢itani neni jen jedna uspoiddand dvojice, ale zase jedna
celd podmnozina, ktera soucet téch dvou vybranych reprezentantt obsahuje.
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e Popiste konstrukei intuitivné (viz predn. 9, strana 3, oddil (b) vzhledem ke skenu

piipravy) a feknéte, jaké jsou algebraické vlastnosti vysledku (@, +,-).

e Popiste konstrukci presné algebraicky — minimalné prvni strana z prednasky 10,

mohl by stacit i dobfe okomentovany obrazek z této strany (doporucuji se kroky
a,b,c,d téz naucit).

Otazka 13: Algebraicky popis, jak z () zkonstruujeme R pomoci fezu
mnoziny Q).

Otazka 14: Algebraicky popis, jak z R zkonstruujeme C.

Informace ke zkousce v predmétu Algebra 1 v roce 2021: u zkousky dostanete Ctyii z
predchozich otazek nebo jejich ¢asti, asi v nasledujicim slozeni:

1.
2.

jednu z otazek 1,2,7 ... zdkladni definice vlastnosti operace, algebraickych struktur;

jednu z otazek 3,4,5,6 ... néco o homomorfismu, izomorfismu, grupé permutaci .S,
nebo dihedrélni grupé D,;

. otazku 8 nedostanete, ta byla prozkouSena na cviceni; ale vSichni dostanete otazku

9, tj. prineste si kalkulacku a pro zadanou rovnici a interval a) najdete interval délky
1 obsahujici teseni, b) zptesnite Feseni metodou puleni, ¢) zpfesnite Feseni metodou
Newtonovou,

jednu z otazek 10 az 14 nebo jejich casti.
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13 Vysledky nékterych prikladua
13.1 Vysledky ke cviceni 1.1 — zatim Zadné nejsou uvedeny

13.2 Vysledky ke cviceni 1.2 — Urcovani vlastnosti riznych ope-
raci

Ad uloha 1.3:

a) (N,+) je komutativni pologrupa. Opravdu, operace s¢itani je komutativni — plati (5).
Se¢tenim dvou prirozenych ¢isel je zase prirozené ¢islo — plati (1). Secteni tif ¢isel z
N nezélezi na uzévorkovani — plati (2). Vlastnosti (1),(2) plati na struktufe, kterd se
nazyva pologrupa. Vlastnost (3) neplati, protoze 0 = jednotkovy prvek vzhledem ke
s¢itani, neni pfirozené ¢islo (eventudlné bychom mohli tvrdit, ze (No, +) je monoid).
Vlastnost (4) na (N, +) neplati, protoze napt. inverzni prvek k 2 je —2, ale —2 ¢ N.
O]

b) (Z,+) je komutativni grupa.

c) (Z,-) je komutativni monoid. Opravdu, ndsobeni je komutativni — plati (5).
Vynésobenim dvou celych ¢isel je zase celé ¢islo — plati (1). Nésobeni tii ¢isel
nezavisi na uzdvorkovani — plati (2). Jednotkovym prvkem vzhledem k nésobeni
je cislo 1, coz je celé ¢islo — plati tedy (3), tedy (Z,-) je monoid. OvSem inverzni
prvky vzhledem k nésobeni nejsou celd ¢isla: napt. inverzi k ¢islu 2 vzhledem k
nasobenti je %, ale to neni celé ¢islo, inverzi k 3 je %, ale % ¢ 7, atd. O

d) (@,-), (R,-) jsou komutativni monoidy. Opravdu, ptfece jen chybi jesté jeden inverzni
prvek vzhledem k operaci nasobeni, a sice pro nulu: rovnice 0-z = 1 nema feseni na
mnoziné ) nebo R, tj. neplati vlastnost (4), dané mnoziny nejsou grupami vzhledem
k nésobeni. [J

e) (Q—{0},-), (R—{0},-) jsou komutativni grupy. Nekdy téz znacime

Q" :=Q—{0}, R":=R-{0},
tj. (Q*,-), (R*,-) jsou komutativni grupy.

f),g) (24,U), (24,N) jsou komutativni monoidy. Opravdu, sjednocenim ¢&i priinikem
dvou podmnozin dané mnoziny A je zase néjakda podmnozina mnoziny A — plati
(1). Operace U a N nezdlezi na uzdvorkovani — plati (2). Jednotkovym prvkem
vzhledem ke sjednoceni je (), jednotkovym prvkem vzhledem k pruniku je celd
mnozina A ... plati (3) vzhledem k obéma operacim. Inverze ke mnoha prvkum této
struktury neexistuji — napiiklad pro operaci sjednoceni a podmnozinu {a} mnoziny
A ={a,b,c,d,e} by musela existovat podmnozina X mnoziny A, aby {a} U X =0,
a to neexistuje.

h) (Z,—) je jen grupoid, protoze operace MINUS neni asociativni, tj. zalezi na
uzavorkovani; (Z,:) neni ani grupoid, protoze vysledek déleni fady celych ¢isel neni
celé cislo.



Algebra 1 (MA 0003) 83

i) (M,+), kde M = {-100,—-99,-98,...,—1,0,1,2,...,99,100} neni ani grupoid,
protoze souctem nékterych dvojic dostaneme ¢islo, které nelezi v mnoziné M.

13.3 Vysledky ke cviéeni 3.1 — Vlastnosti grup, podgrupy a ge-
neratory grupy
Ad dloha 3.3 — F.2: Na jednom fadku operace v grupé nemohou byt stejné dva prvky,
protoze v grupé plati zdkon o kréceni (7). Sporem: Na jednom fadku se vyskytuji ruzné
1 a T9. Rovnici
A% Ty =Y =a*Ty

vynasobime prvkem A~! zleva a dostaneme po vyuziti vlastnosti (3) na obou strandch
rovnosti dostaneme x; = x5, coz je spor s tim, ze x; a xy jsou ruzné prvky.

Ad F.3: Tabulku lze doplnit na:

QO *
Q2 oo
o o9
Q@ 0 oo

Ad tdloha 3.6 — A.1: H je podgrupou grupy G, protoze (1) soucet logaritmu je logaritmus
soucinu a soucin kladnych hodnot je zase kladnd hodnota, tj. H je uzaviena vzhledem k
souctu. Déle je neprazdna, obsahuje napt. prvek log 1, coz je neutralni prvek vzhledem ke
scitani (plati (3)). Asociativita se sveze z asociativity grupy (R, +), plati (2). A nakonec
inverzni prvek k prvku log a je prvek log %, protoze plati (4): pro kazdé loga € H

1
loga + log — =log1 = 0.
a

Ad A.5:ano, jedna se o podgrupu, prvky grupy jsou body na piimce prochdazejici
pocatkem, operace séitani téchto prvku (funguje stejné jako operace séitani vektoru s
pocateénim bodem v pocatku a koncovym bodem v daném prvku) spliuje vlastnosti (1),
(4 ... inverzni prvek k prvku (z,2x) je prvek (—z, —2z), ktery opét lezi na dané piimce)
a mnozina je jasné neprazdna.

Ad D.5: Pokud dané souciny jsou navzajem ruzné prvky (to plyne mimo jiné z
ulohy F.2 z minulého cvic¢eni, Ze na jednom tadku operace grupy nemohou byt stejné
prvky), jeden z téchto sou¢intt musi byt roven neutrdlnimu prvku n, tj. necht napifklad
a;xa; = n, pak podle véty 4 plati a;l = a;, nasli jsme inverzi k prvku a;, plati vlastnost (4).

Ad dloha 3.7 — ad N.1: H = {6,12,2,8,14,4,10,0} a prvky jsou napsiny v tom
poradi, jak je ziskavame uzitim prvku 6.

Ad E.1: podgrupy jsou ¢étyfi: a) celd Hjy generovand prvkem 1 nebo prvkem 3 nebo
prvkem 7 nebo prvkem 9;
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b) druhd trividlni podgrupa ({0}, +) generovand prvkem 0;

c¢) podgrupa ({0,2,4,6,8},4) generovand prvkem 2 nebo prvkem 4 nebo prvkem 6 nebo
prvkem 8;

d) podgrupa ({0,5}, +) generovand prvkem 5;

Ad E.3: < 6,9 >= {6,0,9,3} vzhledem k operaci skladani otdceni.

Ad E.7 modifikace: prvek [1,1] je generdtorem podgrupy {[1;1;],[0;2],[1;3],[0;0]}
vzhledem ke scitani.

Ad E.6: ano, prvek [1,1] je generdtorem celé grupy vzhledem ke séitani. Grupa ma
Sest prvku a vysledek lze vycist z tabulky operace v této grupeé.

13.4 Vysledky ke cviceni 4.1 — nekomutativni grupy
Ad 1loha 4.1: Podle definice skladani zobrazeni plati

1234567

AR T SR

7163425 1234567
PoR*=PoRoR=| L L L L L L L=+ L 4L L1

5726 314 6 732154

A TR R

6 732154

Ad 1dloha 4.3: Zde je jen vysledek k prvni ¢asti prikladu, a sice tabulka operace o na
mnoziné D3 symetrii trojuhelniku:

Tabulka 13.7: Tabulka operace o na mnoziné D3 symetrii trojihelniku.

o | Ry R Ry R3 Ry R;j
Ry | Ry Ri Ry R3 Ry Rs
Ry |Ry Ry Ry Ry Rs Ry
Ry | Ry Ry Ry Ry Rs; Rs
Rs|Rs Ry Ry Ry Ri Rs
Ry\Ry Rs R3 Ry Ry R
Rs |Rs Ry Ry Ry Ry Ry

Pokud tuto tabulku porovndme s tabulkou grupy (Ss,0) v piikladu 4 je vidét, ze
mezi obéma grupami existuje izomorfismus, tj. prislusné tabulky operace se lisi pouze
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preznacenim prvku: f(e) = Ry, f(s) = Ry, f(t) = Rs, f(u) = R, f(v) = R4, f(w) = Rs
(toto izomorfni ptifazeni je vidét i na obrdzku 1.1). Aby zobrazeni f bylo izomorfismem,
musime z tabulky operace prvni grupy dostat preznacenim prvku vzhledem k zobrazeni
f presné tutéz tabulku vzhledem k operaci v druhé grupé.

13.5 Vysledky ke cviceni 5.1 — rad prvku, cyklické grupy, grupy
zbytkovych trid

ad Cviceni 5.1.
Napiiklad N.4: o i § vyjadiime jako souc¢in navzajem nezavislych cykli:

a=(1,2)0(3,4,5), B=1(1,6,7,2,5).

Pak lIze cykly zvlast umocnit a spojit: o® = (1,2) oid = (1,2), 8* = (1,5,2,7,6)%.
Spocteme ,soucin“ a rozlozime na diléi ,souc¢in® navzajem nezavislych cyklu:

o®o Bt =(1,5)0(2,7,6).
Pii umocnéni na patou nyni opét umocnime kazdy cyklus zvI4st:
(%0 %) =(1,5)0(2,6,7).
Réd cyklu (1,5) je 2, fad cyklu (2,6,7) je 3, a tedy fad jejich slozen{ je nejmensi spoleény

nasobek dil¢ich radu, tedy 6.

Nasleduji nékteré vysledky ptikladu z prednasky 7?7 o homomorfismu a Lagrangeovée
véte:

Ad piiklad 27 Ad Napiiklad F.1: Rad obrazu je délitelem fédu vzoru. Lze i celkem
jednoduse dokazat: Sporem ... predpokladejme, ze prvek a Ffadu k se zobrazi na prvek
fadu [, kde [ neni délitelem k, tj. k = 1-q¢+m, kde 0 < m < [. Oznac¢me jesté e; neutralni
prvek v grupé G; = (G, V), ez je neutrdlni prvek v grupé Gy = (H, *). Celkem mame

2 = p(e1) = p(a") = (") = p(a)"" x p(a)™ = €3 x p(a)™,

coz je spor s tim, ze ad prvku ¢(a) neni m, ale vétsi ¢islo [.

Ad Napiiklad N.3: Nevim, jak presné dokazat, ale nebude to tezké — snad stadci fici, ze
to plyne z predchozi véticky N.1 a vlastnosti zachovani operace u homomorfismu. Pokud
zobrazime generator na generator, obrazy vSech ostatnich prvkua uz jsou jednoznacné
urceny. Dukaz: KdyZ a je generdtor cyklické podgrupy prvni grupy, ¢(a) jisté také
vygeneruje néjaké prvky svymi mocninami, a podle véticky N.1 jich bude tolik, zZe jejich

39Mimochodem: protoze Podgrupa generovans permutaci 3 je cyklickd a prvek 8 je fddu 5 (cyklus
délky k je fadu k, plati 8° = id, a tedy p* = ! ... inverznim prvkem k cyklu 8 je mocnina prvku 8 o
jednicku nizsi nez rad prvku .
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pocet déli Tad prvku a v prvni grupeé.

Ad Napriiklad N.4: 0 se v kazdém homomorfismu zobrazi na 0. Dale (Zs, ®) je cyk-
licka grupa generovana napi.prvkem 1. Tedy cely homomorfismus je jednoznacné urcen,
zadame-li obraz generatoru 1.

hom 01: 0 % 0,15 0 ... pokud se generdtor zobraz{ na nulu, aby byla splnéna podminka
homomorfismu, vSechny dalsi prvky se zobrazi na nulu. Jadrem je tedy celda mnozina
Z3.

hom 02: 0 % 0, 1 5 1 ... podle podminky homomorfismu nyni dopoéteme, ze musi
nastat 2=1+15 p(1)+¢(1) =2, ddle 3 =2+15 p(2) + (1) =2+ 1 = 3, atd.
Jadrem je mnozina {0, 4}

hom 03: 0 5 0,1 5 2 ... prvek 2 € Z, generuje podgrupu {0,2}, tj. podle podminky
homomorfismu se 0, 2, 4, 6 zobrazi na nulu, a 1, 3, 5, 7 na dvojku, tj. jadrem je
{0,2,4,6, }.

hom 04: 0 5 0,15 3 ... prvek 3 € Z, generuje celou Zy, a tedy 0, 1, 2, 3 se postupné
zobrazi na 0, 3, 2, 1, a pak uz se obrazy zopakuji: 4 — 0,5 — 3,6 — 2,7 — 1.
Jadrem je mnozina {0,4} grupy Zs.

Ad Napriiklad N.2: (Zy, @) sestava z prvku: (operaci ,umocniovani® je s¢itani prvku)
[0] je tadu 1, [1] je fadu 9, [2] je Fadu 9, [3] je fadu 3, [4] je fadu 9, [5] je fadu 9, [6] je
radu 3, [7] je tddu 9, Pinter2010 je tddu 9.

Daéle (S3,0) sestavéa z prvku (ve zkrdceném zépisu pomoci disjunktnich cykla): id je
radu 1, (1,2,3) je fadu 3, (1,3, 2) je fadu 3, (1,2) je fadu 2, (1, 3) je fadu 2, (2, 3) je fadu
2.

Pojd'me ke hleddn{ v§ech riznych homomorfismi: neutralni prvek se musi vzdy zobrazit
na neutralni prvek — tedy [0] se zobrazi na id. Vzhledem k predchozimu piikladu N.1 7ad
obrazu musi byt délitelem tadu vzoru, tj. zadny z dalsich prvka 58du tfi nebo devét se
nemuze zobrazit na dvouprvkové cykly (1,2), (1,3) nebo (2,3), protoze ty jsou radu 2.

Déle si vSimnéme, ze grupa Zg ma fadu prvku fadu devét, je tedy cyklicka, tj. staci zob-
razit jeden z generdtoru celé grupy, napiiklad prvek [1], a vSechny obrazy ostatnich prvku
jsou uz jednozna¢né urceny z podminky homomorfismu (podminky zachovéni vysledku
operace. Diky témto faktum lze dospét ke tfem ruznym homomorfismum:

hom 01: ¢;([0]) =id, ¢1([1]) = (1,2,3), a nyni uz

pi(2) = @1+ 1)) = (1,2,3) 0 (1,2,3) = (1,3,2);
p(B) = @21+ 1)) = (1,3,2) o (1,2,3) = id;
pu[4) = @3]+ [1]) =ido(1,2,3) = (1,2,3);
pi(B]) = @4+ (1)) = (1,2,3) 0 (1,2,3) = (1,3,2);

Je vidét, ze jddrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protoze ty se zobrazi na
neutralni prvek druhé grupy.
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hom 02: ¢;([0]) =id, ¢1([1]) = (1,3,2), a nyni uz

902([2]) = 902([1] + [1}) = (17372) © (173’2) = (172’3)a

e2([3]) = w21+ [1]) = (1,2,3) 0 (1,3,2) = id;

p2([4]) = @Bl +[1]) =ido(1,3,2) = (1,3,2);

e2([5]) = @24 +[1]) =(1,3,2) 0 (1,3,2) = (1,2,3);
atd.

Je vidét, ze jddrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protoze ty se zobrazi na
neutralni prvek druhé grupy.

hom 03: ¢3([0]) =id, p3([1]) =id, a nyni uz
ws([2) = @s((1]+[1]) =idoid = id;

e3([3]) = ws([2]+[1]) =idoid = id;
atd.

Je vidét, ze jddrem homomorfismu je celd grupa Zy, protoze vSechny jeji prvky se
zobrazi na neutralni prvek.
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natorika, pravdépodobnost a statistika. Prometheus 2013, v sérii Matematika pro

stfedni skoly. Velmi dobry tivod do danych ¢tyt oboru na stfedoskolské irovni, kromé
vykladu kombinaci s opakovanim, ktery je mélo srozumitelny.
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Rosicky, J., 2000 Jiii Rosicky: Algebra — grupy a okruhy 2000, reprint textu z roku
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jen az jako doplnéni ¢tivéjsi knihy (Pinter, 2010).

Trombikova, 2019 Trombikova, I: Numerické metody pro feseni polynomickych rovnic.
Bakalarska prace Pdf MUNI, Brno 2019.



	Týden 01: Základní vlastnosti operace na množině M
	Cvičení 1: Vlastnosti číselných operací
	Cvičení 2: Určování vlastností různých operací
	Přednáška 1
	Dodatky 1

	Týden 02 – další vlastnosti operace na množině
	Přednáška 2

	Týden 03
	Cvičení 03: Vlastnosti grup, podgrupy a generátory grupy
	Přednáška 3: Izomorfismus, Calyeho věta

	Týden 04
	Cvičení 04: Nekomutativní grupy
	Přednáška 04: Lagrangeova věta, homomorfismus grup, faktorgrupa

	Týden 05
	Cvičení 05: Řád prvku, cyklické grupy, grupy zbytkových tříd
	Přednáška 05

	Týden 06
	Cvičení 06: Rezerva, resty z minulých hodin, odpovědi na otázky
	Přednáška 06: struktury se dvěma operacemi

	Týden 07
	Cvičení 07: Polynomy 01
	Přednáška 07: Struktury se dvěma operacemi II

	Týden 08
	Cvičení 08: Polynomy 02
	Přednáška 08: Přehled algebraických metod hledání kořene polynomu

	Týden 09
	Cvičení 09: Polynomy 03
	Přednáška 09: Přehled numerických metod hledání kořene polynomu

	Týden 10
	Cvičení 10: Komplexní čísla 01
	Přednáška 10: Konstrukce číselných oborů

	Týden 11
	Cvičení 11: Komplexní čísla 02
	Přednáška 11: Konstrukce oboru C, o komplexních číslech

	Týden 12
	Cvičení 12: Prověrka-b na polynomy a komplexní čísla
	Přednáška 12: Příprava a otázky ke zkoušce

	Výsledky některých příkladů
	Výsledky ke cvičení 1.1 – zatím žádné nejsou uvedeny
	Výsledky ke cvičení 1.2 – Určování vlastností různých operací
	Výsledky ke cvičení 3.1 – Vlastnosti grup, podgrupy a generátory grupy
	Výsledky ke cvičení 4.1 – nekomutativní grupy
	Výsledky ke cvičení 5.1 – řád prvku, cyklické grupy, grupy zbytkových tříd


