Kapitola XII,

PRUBEH FUNKCE

§ 30, PREHLED zAkraDNicH OLOH.

'V VIII.kapitole o grafech fuunkci jsme na zékladnich pripadech poznali, jak
moZno z grafu funkce vyéist jeji zékladni vlastnosti,zvl1aité okolnosti,charakte-
risujici jeji pribdh v celém definidnim oboru nebo aspon v nékterém jeho inter-
valu.Pfitom bylo zdiraznéno,ze p¥i vyhradné grafickém vySetFovani pribdhu funkce
prichdzime jen k pPibliZnym vysledkium,jeZ vznikaji méfenim nebo dasto také jen
odhadem.

Nyni jsme jiZ vyzbrojeni znalostmi a dovednostmi,které ndm umozni dospét vypoltem
k presnym vysledkim pro vySetrovani vlastnosti funkce v okoli urditého bodu nebo
v celych intervalech.Povede nés k tomu jednak pojem limity funkce,jeji vyznam a
vypolet, jednak pojem derivace funkce v bodé,jeji vyznam a vypolet.

Pfehled zékladnich uloh o funkci a jejim grafu je na stranadch 119 a 120 i s po-
znamkami k FeSeni téchto uloh uZitim funkéni rovmnice,limity funkce a uZitim deri-
vace funkce. U vétSiny Gloh hleddme urlité x nebo mnoZiny ¢isel x,pro kterd je
splnéna jist& vlastnost funkce.Pritom tato x obdriime jako YeSeni rovmic nebo
nerovnosti,jez sestavujeme z funkce nebo z Jjejich derivaci.

Pro funkci hlsvné urdujeme

1) Definidni obor funkce.

2) Intervaly def.oboru,v nich¥ mé& funkce hodnoty kladné nebo zéporné.

3) Intervaly def.oboru,v nichZ funkce roste nebo klesa (intervaly monotonnosti ).
4) Lokdlni extrémy funkce: a) x vedouci k lokdlnim extrémim, Xpox * Fmin

b) extrémni funkéni hodnoty, Ve ¢ Tk

Pro graf funkce urdiujeme :

1) Charakteristické body,pr¥ipadné jejich telny .

2) Asymptoty .

V ndsledujicim vymySleném grafu jsou zobrazeny charakteristické body,jeZ se vy-
skytuji v zdkladnich pripadech.

e Obr, 37
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Pro strudny zédpis vysledki zavedeme si oznadeni = ot ohy g ol Bo

v yshorni vrchol , H ,,horni’’bod vratu (aros. , ° . z:m=2 " "thlovy bod ;
V ,,dolni"‘vrehol , H ,,dolni’‘bod vratu (arot. , T veieiad” “inlovy bod ;
Souradnice x bodld ; ’ ﬁ . ﬁ vede k lokalnimu zexi-. Zimece
soufadnice x bodd V , H, U vede k lokdlnimu minizu Zuz¢:ie ,

~-J , inflexni bod,jehoZ tedna je rovnob&Znéd s osou x ’
#J , inflexni bod,jeho? tedna je riznob&¥né s osou x ,
{3 y inflexni bod,jehoZ te&na je rovnob&¥nd s osou y .
N , nulové body (prisediky grafu s osou x)

V nésledujicim vymySleném grafu jsou zobrazeny rizné asymptoty.ZT0 polohu asym-
ptot vzhledem ke kitivce je zvoleno oznadeni,které se piipojuje k rovnici asym-
ptoty.

Asymptoty rovnobéiné s osou y : Asymptota rovnobéZnd s osou x 3
+]+

X = 8, 3 X = b, _I_ 3 X =¢C, _I* y=a, -

Rizné polohy kiivky k asymptoté rovnob&iné s osou x 3

y=0, — T=a,= y=q,—=
¥
/\\ —IG,/
X X
Obr.39 Obr.40 Obr.41
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PREHLED ZAKLADNICH OLOH O FUNKCI A JEJIM GRAFU.
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§ 31. ALGEBRAICKE FUNKCE.
I. Racionélni funkce celé.

Racionédlni funkce celé (umnohodleny,polynomy) jsou definované a spojité pro
xaZdé x.Jsou-li stupnd n-tého,pak mi’e existovat nejvyé (n-l) hodnot proménné x,
je% vedou k lokdlnim extrémim.Tato x jsou soudasnd hranicemi interveld monoton-
zosti.

%Grafem raciondlni funkce celé n-tého stupné (n > 2) je tav.,,vyssi parabola’”’

kterd miZe mit nejvys (n~1) vrchold a nejv¥s (n-2) inflexmich bodd.

" PPi vypodtech se setkame s Pedenim algebraickych rovanic a nerovnosti vy3$ich stup-
A4.Viz III., a IV, kepitola.NSkteré z nich se ném zatim nepodari roziesit.
233.,cvideni.Pro dané funkce urditi lokalni extrémy,;intervaly monotonnosti,charak=-

teristické body grafu a nédrtek grafu.

, -

a)y= 2x0-9x°+12x+1, [~ V(1,6) , V(2,5) , F3( 3,58) 73

b)y= 3x*uxd, £ 3,1, =1100,0) , £3,( 5= 38 ) 7

c)y= x3-5x +3x+3 [ =3(1,4), funkce je v int. (=00 ,+00 ) rostouci_7 ;

Qy= K235 44x=5, /" v(;.-ﬁé). v(-1,-9), ¥(2,-9), /J1<—§-3,y1> /Ja(—zﬂ )7

e)y= (x-1)°.(x+1)3, [ V(B,y=+1 1),¥(1,0) =3, (~1,0), /3, 1*Vg,xp £z ( ,@Q_7;‘

| pesitkA CGILOR &is. 38 ﬁkol pPededlého cvideni provedte pro funkce
1)y= x0-55°+3x45 , [v( 1558)s ¥(3,44), 41( %, 59
2)y= Ilsfx3-3x+1 ? é V("'2,:5), !(2,‘5), /J( Oo l) _7 H
)y= 1 + X = x3, A L¢ z;, e )y V(- zgpg:gzz )y #3( 0, 1) _7;
4)y= x*- L3+ 4x2, 4“6(1,1),72(0,0), !(2’0)’/J1(2§!z’$9’ /J2(2§!z'z? J
Sy= -2 1, LU 8= )5 +3,(0,1), $3,(2,0) 7 5
8)y= £t + %0, [U(-3,-6), =7,(0,0), #I,(=2,4) 7 ;
7)y= 5-5x4+1013~10x2+5x-4,£°QPJ(1.-3). funkce je v int,(-o,+m) rostouci _7 ;
8)y= X'+ +6x° thx=3 {V(-1,-4) je tzv.plochy bod _7 ;
2 - -1 ~1+V8
PNy= (x+1) O(X"]-)B ’ A_V(—I,O),!(—-S,y.'-.-l,l),".-Jl(l,O), /J2’3(_'_5—v32,5)_7
] 2 3 - -2+3VE
L0)y= (x=1)%.(x+2)° , & V(:-%,yéB,a),Y_(l,O),-o-Jl(-Z,O), #32,3¢—10—72 3.7

II, Racionédlni funkce iomené.
P(x

1. Raciondlni funkce lomené ¥ = %5 » dichi_jmenovatel Q(x) _nemé reél.koieny
{ Q(x) neni pro #4dné realné x roven nule ).
Tyto funkce jsou definovédny a spojité pro kaZ?dé x.
jecht je P(x) stupn® n-tého a Q(x) stupné m-tého.Pak pron <m maji grafy uva-
.avanych fun%ci asymptotu totozrnou nebo Tovnob&inou s osou x. Je to pfinka y = q,
cde g = 1i .

X 0O
' nésledujicich cvidenich a desitkach uloh uréiti pro dané funkce lokdlni extrémy,

ntervaly monotonnosti,charakteristické body grafu a nadrtek grafu.

ra nékteré pripady bude trebe naértnout graf funkce bez viech moZnych inflexnich .
odl,nebof k urdeni jejich soufadnic x vede rovnlce vys&iho stupné ndm znimymi me-
;odami nefeSitelnéd.Ve vysledcich bude zapséno J(x ~3x+1=0).,
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234 ,cvideni. asymptotas
a)y= ';g'i—l , [Vo,D, 13¢5, B, 1,82, B 520, 7;
-2 - . W sl "

vy= FE-, [V1,D), 1D, 10,0, 13, 05,= 25, 40,45, 80,320,575
2 -
o)y= S /v (1,3),U(-1, 3),/30-5x41=0) vely =7 5
X" x4+l -7
r i
| DesiTka OLOH &is. 39 JI
_ 4 o . -
l)Y— ‘2'_4';2' ) [\_,’(0’2)3 le(‘Fg’ g ), /52('V2-3) é )! 3’:0, * «,7;
= P i 4
2)y= ig VLD, U(-1,- D), £3,€0,0, /JE(VE.V-:})Q/%(-V;:,—«L?},FOS_ = 73
_ X 1 v 1
3)y= ‘}?_:'; ’ Fl(oso)’ /Jl( “%’ E)y fJ2("‘ _;s T )3 T=l,= y _?"'
2 -
4)y= lxi%‘ii—l, [V(-1,2),7(1,0), #73(0,1), /3, 5( 3, 1 s ‘-’é )3 yely=—s 7;
5)y= ax* [V(0,0), #7; 5 Vg_ 2)- =%
Y-I:';Es LAN A ) 1,2% 2 ’ 3 5'-’._.,,_7§~.
2 -
6)y= X522, VaVz, 727, 1(1N2, 32 T, TG4 2xel=0); y=li——g 7
X +
2 o
7)y= Lym2Xd, [v<-1,2§), V(1,-3), J(x>-3x+1=0); y=ly =~ 7
x 5 x+1
8)y= %‘—“—“I—‘f.[vco.m, V(-2,29), 3(+3x°-1=0); y=3 = 7
X +X+
3 —
9y= %E‘{' [V(1,2), V(-1,-2), #3,(0,0); y=0,—= 7 3
X =X +
2 - -
10)7= F— » [90,0),7V2,2),v(V2,,73, 5( jz—"t“;m.yh;«%.“(:v%:‘*#,y s
B y:O,-—»——n +_7o

2. Racionalni funkce lomené 7 = %{%% , jichZ jmenovatel m& realné koreny

( Q(x) je rozloZitelny mnohoClen )
M&-1i mnohodlen Q(x) r riznych reélnych koFeni,mé dand funkce T bodd nespo-
jitosti.Jsou-li Xyy Xp 4 X3 yooo Xy re4lné kodeny,pak kofen Xy je bodem odstrani.-

telné nespojitosti,kdyi lim %%%% je vlastni, nebo bodem nespojitosti 2.drubu,kdy?
XX

lim g{%% je nevlastni , "ipfipadné jen jednostranné.

X=X

V piipadé nespojitosti 2.druhu je pfimka X = X; asymptotou grafu funkce.

Plati-1i o stupnich mnoho&leni P(x) , Q(x) opét n <m , pak grafy t&chte funkci
maji asymptoty rovnobéiné s osami soufadnic.

V prikladech nésledujiciho cvideni a desitky uloh urdete lokalni extrémy,charak-
teristické body grefu,asymptoty rovnob&iné s osami soufadnic a naértek grafu.

235.cvideni.
s 1 -
or-2% L VG g @D y=0,=—=4x= 0 | s
pq - . -
b)y= ;_—?' L 73(0,0)y y:O,——-;;x:-‘Vg. +Lax= 3 +i I
2o i -
e)y= §;5£§é, [/~ Pro x=1 bod nespoj.odstranit., y=l,:—-3;x=—l,_l* » %

Pozndmka.Pii sestrojovéni néértku grafu narysujeme nejprve asymptoty a véechny
urdené body.Teprve podle potfeby vypoditavéme soutadnice dalsich bodde
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Eil

Ly= -ézLZ ’ [ lok.extr.neexist., AJ(0,0); 20y =ty X2, |*;x= 2,_{* 7;
= .

2)y= ;2_".? . [ lok.extr.neexist., #J(0,0); sx==1,%| ;x=1 ,*| 75
- X

3y= T’xa = 5 [V(0,0), =l,:—-—3;x=«l,+| 3x= 1, 73
X 1 =

4)y= 2{%4" fv( 3’21'2 )y A3(4 25}s 5’*2:“:*133(: O’__i_i _7;

S)y= L -2, [V(-2,-3), #3(3,-2§ ); g2y =X;x= 0,*|*; _7s
2(xP=x+1 5 .

6)y= —%;]_—‘)‘54 o LI, B, #3(-2,18 ) N —tix= 1,*|%; 7

. -2 '

?)y= : +2:3 , [V(0,~1),V(3, 5)37(2x2=115 +6x y=1,= nix==3,"_ix=1,_|* 7

8yy= 4w - (—_:I_)"z {lok.extr.neexist., £3(3,0); y=0,"——;x= 0,*|*x=1, | _7;
X X

Ny= %‘xz +% g LIkl g), /J(-f’g; 0); X= Oo-l *; Wi

2
10)7= EZEEL ~v2,5), 5B, 0, x= 1, | *; 7

3. Raciondlni funkce neryze lomené s rozdilem stupni n-m= 1 se 1i%i od pre-

deSlych dvou typi tim,Ze jejich grafy maji také asymptotu obecné poloZenou.
Primka y = kx+q je asymptotou kiivky y = £(x) , jestlize pro konstanty k , g
plati s = 1in £x) g = lin [£(x) - kx 7,

X +00 X-> +00
za pfedpokladu,Ze obé limity existuji.Pr¥itom v podminkich X+ +® plati soudasné
znaménka horni nebc dolni,
Takto urdena asymptota nemusi byt 11m1tni polohou tedny prc x= +® .

Napfiklad pro funkci :3;2,25_1_2
3, > Ay 5x
¥ = lim ——-3-—-1 e x—szé* = sesee = = 1, lim g =X +2x+2 +x_ 7=1inm §x +2X+3 = 5
¥ 00 T X~ +5X X 00 x“+5x

Asymptotou obecné poloZenou grafu dané funkce jest tedy primka F==X+5;
graf méd jesté asymptoty x =0 , x =5 ,

Pro uvaZované raciondlni funkce lomené lze urdit asymptotu riznobéZnou k ose ¥y
bez vypoétu limit pro k a q.Ze vzorce pro g se odvozuje,%e neryze lomenou funkci
8 rozdilem stupni n-m=1 lze délenim &itatele jmenovatelem nahradit soudtem li-

nedrni &4sti (kx + q) a ryze lomené &asti ¥ (x), o ni% plati 1lim P(x) =
X ©
a Ze pravé Cast linearni vede k asymptotd y = kx + q .

V uvedeném pFikladd: (-x’+ 2x + 3):(x%+ 5%x) = = x + 5 + 233512

X" +5x
Linedrni &4&st podilu,tj.dvojélen (=x+5) je pravou stranou rovnice asymptoty.
K t&mto funkcim zafadime nejprve funkei racionalni neryze lomenou s kvadratickjm
¢itatelem a lineadrnim jmenovatelem.Obecné je jejim grafem hyperbola,jejiz Jjedna
asymptota je kolma k ose x a druhd obecné poloZend.Z rovnic t&chto dvou asymptot
miZeme metodami analytické geometrie pro tuto obecnéji poloZenou hyperbolu urdit
souradnice stIedu,rovnice os,pripadné délky os a ostatni konstanty.

/83/.ptiklad. y = X ; *x‘— 1 ¢ili v implicitnim tvaru xa-xy + 3X = 2y=-1=0

- EE o

W
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Z implicitniho tvaru poznavéme,%e jde skuveo.s - - _ - PN PR
Délenim ¥itatele jmenovatelem obdriime (x“+3x-1 : - . .- - fi?
Rovnice asymptot ¢ x =-~2 &ili x+2 =C ¢ = o . _ ... =3+l = O
Stred S(=2,-1) ; rovmice oss 0, 27 = W2+ 15 + :vZ-. 5 = VE by LV
236.cvideni. Urditi asymptoty,stfed a os grboly .
Ry S W= B i A R
w0 TrT=% -5 8(=%- 1 o naiii 5 -r-1gV10 =
b) y= = v LxX==~1,3=2x=1,8(=1,~2); 0y il ¥ilx -7 -l¢ Vg‘zo 73
x+1 SgesT = - -
%2+ 1 - o 5. Nk
c) y= » é x= 0 y V= X S0, € Gliz:‘;‘(,—;z Vije = 5 20 _7;
x
2 . e
d) yu B2 E . e n 1,y Be-1 , 8= 1,= 3)5 o) pzy= (24/5)x -1 ¢ Vs s
x+1 ’

237.cvideni. Pro dané funkce uréiti asymptoty & charakteristické body srafu @

a) y= ;TIEI ' '3 ;(‘,‘gs“z' ),5(V3,283), 30,005 y=x; x=-1,_|*; x=1,_|*.7;

5 s
B) g= %‘%if%%?’ £ V(=5,-62), =~3(1,0); y=3x -8 ox=-l,_ _7

¢) y= 521§§§IZE=2,4" V(1,5),902,20) V(-3,38), 47 (8,7233) syhaeis x=0,_|_ 7.

III, Iracionélni funkce.

Iracionélni funkce maji nékdy v nékterém bodé nevlastni derivaci.Je=1i v tom-
to bedé dand funkce definovéne,pak graf funkce mA v tomto bodé tednu (polotednu)
rovnobéZnou s osou y.Mohou to byt :

1) krajni body intervali definidniho oboru (viz obrazce 313 , 14 , 15 )
2) inflexni body (viz bod . tJ v obrazci 37 )
3) body vratu (viz body H , H v obrazci 37 )

Pro jejich urdeni vysSetfujeme jednostranné neviastni derivace.Pomickou je néam
geometricky vyznam derivace funkce v bodé (smérnice tedny)

b) c) a)
4 = \¢
/ ~ ¢
| \'\
~o ~
s )
//f/ % Sy
i ! ! 1 i N
=LA b oSS L INTGY
X - 8 X~ § § <X
Obr, 42
tg= £°(x)>0 Pootgd= £7(x) >0} tgw= £7(x)<0 P tgA= £7(x)<0
KdyZ %o s+,f° (x)w+00 KWZ xp oo £ (x)wi0o (Kdy? xe 8= f > =00 & Edy? X+ g+, £ o «00
lim £°(x) = + ® $ 1lim £°(x) =+00 ¢ lim£°(x) = - @ $lim £7(x) = -~ @
X S+ t X g ¢ X» g X 84
4 > ?

Kombinaci té&chto &ty? piipadd obdriime body inflexni s tednou rovnobé&Znou s osou
y nebo body vratu 3

l.nastanou-1li oba p¥ipady a),b) nebo ¢),d), m& graf pro x=s inflexni bod ¢t J ,
2.nastanou-li oba pripady a),c) nebo b),d), méd graf pro x=s bod vratu H nebo g,
Viz obrazec 37, str. 1l17.
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/84/,priklad.
a) Funkce y = éx-l m4 derivaci y’'= ¥ = ykteré neexistuje v bodd x=1,
3 (x-1)

Funkce je v bodé x=1 definovéna a proto vyietFujeme nevlastni derivace 3
1

-

iim =+ 00 , lim = + O©
Xl 3?(1:—1)5 x=1+ 35(:!:-1)5

Graf funkce ma v bodé x=1 inflexni bod s tednou rovnob&¥nou s osou N
b) Punkce y = ?Z? m& derivaci y = u-%w- s Kterd neexistuje v bodé x=0.
3.fx
Nevlastni derivace 3 )

lim e = =~ 00 lim 2 = %+ 0
bl i?x x>0+ 3 ;i

Graf funkce méd v bodé x=0 bod vratu H o Pro x= 0 existuje lokalni minimum,
238.cvideni. Uréiti vSechny moZné lokaini extrémy funkci,pripadné inflexni body s
a) y = ?x-a [ 3@, 3) 7

b) ¥ = Vrl-x Yo (142%°) o V( —2) v(0,1);body (-1,0),(1,0) maji ,,svislé’”’ 7
polotelény . -

c)y = 5.?;2 = x° , £ V(-1,2),V(1,2), B(0,0) 7
d) y = 2x - 3.?}2‘? " o v(1,-1) k.I(0,0) 7
i -
! DESITKA OIOH &is. 41 ! Gkol predelého cvideni provedte pro funkce :

1)y= (x+1)3.?;5 : £ V(= 3,520,15), +I(-1,0), (0,0) _7;

2)y= iy + 1 [ Ve0,2), B (-1, V6 ), B, %) 7 ;

3)y= f/x-l.?/(;zx-l)2 A (¢ 2 3£, 4,0, 8 3,00 7 ;

4)y= fﬁxﬂ)? - EV(x-l)? wa H(-—l,-?- ), HQ, ¥ )y #3(0,0)  ; y=0,—2 7 ;

5)y= ?;Z = ?xz- 4 A V, -Vm 23—) va(\f' 23') H(O, 3-) le(-Z ?-) §J2_(-2 ?—);

6)y= m ) (S, 3;'35 ), H(1,0), H(2,0) 7 ;
7)y= m— :
8)y= -x2.m ’
9)y= ?;——-1' ’

10)y= 10V(x=1 £ 38220, 76,8 ), 52,05 yeo,0—2 7

X+ 9

l'\' i~

V(0,0), ¥( ?,‘2 ), H(2,0), inflex.body existuji 7

!\'l\.

!(09"1)9 4’31(21:90)9 sz(l,O) _7

239.cvi€eni. VySetiiti prib&h danych iraciondlnich funkci s nadrtkem grafu

x 5 - . .

a) y= =t { x= -1,|_; funkce je v int.(-1,+m ) rostouci 7

o _ y=1,—% 7
VE:E ¥ { (=00 ,-2>,(2,+0 );bod (-2,0) m& svislou polotednu; x.2 |+

V 5
c) y= 2;3552 s, >0, L r3( 55, gag);bod (a,0) m& svislou poloteénu;x:O,l+ 7

b) ¥=

d) y= %( Vx2+x+l + Viz.x+l )s [ V(0,1); asympt.: y = x ; y = = x 7.
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§ 32, TRANSCENDENTN{ FUNKCE.
I. Goniometrické funkce.

P¥i urlovédni pribéhu funkci goniometrickycn z: :--.: :=: : *:ienim gonio-
metrickych rovnic a nerovnosti.V kazdém piipadé si .7v:::-.-: :: -::lsdem k perio-
di¢nosti goniometrickych funkci obdrZime vidy nekonsir:. --::.-_ ::3i31 vedoucich
k lokélnim extrémim,nekoneénou mnoZinu intervalt ristu s_:=::-. ,:-: zraf neko-
nednou mnozinu vrcholl,bodd inflexnich apod.Ka¥dou mncz:iz. :z:-.::2: 2iitim celé=-
ho ¢isla k a &isla vyjadfujiciho periodu prislusné furxce,

K spravnému sestaveni vSech zé4pisi uiivéme grafi zékladnic:. ::z::zezrickych funk-
ci.
/85/.pfiklad. Urditi lokalni extrémy a charakteristické bodv --=2. Punkce
¥y = - g.sin(ix + %r), vySetfované bez uZiti l.a 2.derivace ;ii v xapitole
o grafech funkci.Viz / str.80, obr.20 /.
’ L4 " 7
y=- g.cos(3x+ g3 y = gg.s:m(}x-t- E)
Nutn&d podminka pro lokélni extrémy: cos(3x+ g3 =0 , co¥ je splanéno,kdy?
a) 3x+g= g-o-k..?ﬂ' b) 3x+¢‘ﬂ-= 371'-4-]{327'
x = I%.(8k+l)J7“ x = I%.(8k+ 5) 7
Dosazenim do 2.derivace se presvédliime o splnéni postadujici podminky 3
, s L& \7
7' '= 2usin/” 2B IT + ¥ 7 v = Hsin/ B (8ks5) +§ 7
= Z.sin( % + ki27) = 2.sin( 37+ k.27)
=2%21>0 =2%.(-1) <o
MnoZina x = y3{(8k+1)7 dava body,je’ MnoZina x = yi.(8k+ 5)7 davé body,
vedou k lokdlnimu minimu funkce. JeZ vedou k lokdlnimu maximu funkce.

Nékolik bodi téchto mnoZin obdriime pouhjm dosazovéanim k = O 4, +1 4, +24cee00

4

k=0, X,= YETi V 0br20 je to bod £, x, = y8F i Vv obr.20 je to bod fa

k= 1, x;= £ Vv 0br.20 je to bod £ x; = gar; v 0br.20 je to bod f,
177, ’ .

k=2 , x= 147 : v 0br.20 je to bod f 5 x; = £7; v obr.20 e to bod f ¢

ki-1, X;== ¥57; V 0br.20 je to bodf’a % == £ v obr.20 je to bod 3

k==2, T,= ET; Vv 0br.20 je to bod £, %5 == 35T : v obr.20 je to bod £

240.ceiéeni.Uréete lokélni extrémy danych funkci:pfipadné i charskteristické bo-
dy a nécértek grafu funkce:

a)y sin x + cos x [ ;/ g28k+l), Va /. gkgk,5),_.VE i 7

b)y= cos x + cotg x

~x=x7,_|*; 73 ”(4k+1),o ; e~d. (7-(41“3), o) 7
A 1z a\3

}r DESITRA OLOH &is. 42 j‘

1) y = 2sinx + sin2x '8 \7(?(61:4-1), 5); v(Fexrs),- 3 ) 7
2) y = sinx - 2sinx £ v(Fws), 3 ) y(Feen, a4 ) 7
3) y=ocosk+deos2ax [ V(ET, (15 3)y(3T G - 3) 7
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4) vy = cosdx + sindx a ;(kf’f,l); \_f(g(2k+l),1); \_[(giuk+l),g) pro k sudé

V(1) - BB )iy (k7 ,-1) v (B@ke1),-1) pro k 1ichs?
5) y = sin’x + sinx , /" fr.(g(uk-p;ﬁ.),2);2(%7(41:4-3),-2); ICxT, 0) 7

6) ¥ = 4sin2x + tgx , [ x= g(2k+l),+)_; -o-Jl(%r(Bkﬂ),5\/5);4-.12(?(5k+2),-3\/'3');
#35(k7,0) 7
) ¥y = sinx + %sian + %sin}x )
Vs 5({(6@4),% ‘-’g);;(g(aku),% + %VE);;[&T(&,«;);Q%‘*E%
v ;fcske),‘a’é);z(&ah?),_%_-( HV2)) v (T ayas) 242 ) 5

8) ¥ = cosx + %cos2x + %cos}z
£ (e, )93 7Ge),- 2) (3T Gre2) - 13) 5
V(T @re),- 2); ¥(Bexn1), - %) 7
9 % = T:l-%-z-“ [ V(kT, 10); ¥(Kek+1), 5) ; inflexni body Fefenin
1.
2X +1=0 7

¥ = sinx - tg x £ x= g22k+1),_,+; 5(?26k+1),4V5-V5);

z(gzslus),- 4V5+V§) 7

rovnice 2sin4x - 58in

ot
O
s

II. Exponencialni funkce,

_ £(x)
P?i vySetrovéani pribéhu exponencidlni funkce tvaru y = a y a0,
si uvédomujeme,Ze funkce ma pro kazdé x kladné funkdni hodnoty; proto
£{x)
pro %4dné x neni a =
Pongvadz i, a 2, derivace takové exponenciédlni funkce se d4 uvést na tvar
P(x)
a . F(x) ,
£(x)
psk FeSeni rovnice a <F(x) = 0 pPechdzi na PeSeni rovanice F(x) = O.

V pPikladech nésledujiciho cviceni a desitky uloh vySetTfete lokéalni extrémy ,
piipadné i charskbteristické body a asymptoty grafu dané funkce.(U grafi nékte-
rych funkci existuji inflexni body,ale vypodet jejich soufadnic je sloZity )

24l.cviceni.
a) ¥ = X.07y [ -1, —h #3(-2,-26"%); asymptota y= O, -7
< l+; = >
) y= 2 é- V(lpvg); v(-1, y; );3XiSt~JloJQ’J33 y= 1, = * _7
f 1
| DEsfr®A ULOH &is, 43 !
k ,
. - L T 1 T
D oy=2 | L0 A3yl gz 127 )5 A0 22,275 3 0, 22 7
2) yae o [ VO, /J1<[§.—1->; /Jac-;vé,—1>; y= 0, =2t 7

Ve

S|
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x.a s 3 A Lz-mptotas
3) 3= e1 » [x#0; 1 y=0; 17, = 55,5, Loy e
4) y = of % / x£0; lim y=0; lim y=+w ; fJ(- Z,e'e);x=0, 5*;; = 1= +_7
: X O~ x> O+
5) ¥y = ef:? ” [ x#£-2; lim y=0; lim y=+00; fJ(~2%,e-2);x=~2,i¢;v=l o 7
X =2= X -2+ =T
_ll. -2
& y =270,  [xAilinyo; 10 22, 22 ), x=1, 1% 5 = 1,027
7) ¥ = x;eo- lim y=1; lin y=0; = &= 7
y ——1-,[' 5 7<li 1ixy ¥ e
8) 7=, [ V@, 4072);5(0,00347, @2, 3)340,2 V2,505 v = 0,5t 7
9) ¥ =x.6C , [ x£0; lim y=0; lim y=+00;V(1,e); %= 0,17 7 = 1,—=% 7
X% O= x» O+ =
10) y=xe2, [ v(1,—) C-1,22 0543,00,0); 173, 3,730, (V3,55
Y = 0y— x 7
III. Logaritmické funkce.
Derivace logaritmické funkce tvaru y = In f£{x) je funkeci tvaru £ Xf),
Je-1i vnit¥ni sloika f(x) racionélni funkci,pak Pefeni prisludnych rovnic
a nerovnosti neni obtiZné.
Sasto se setkavame s rovnici Inx = m, jef je splndna pro x = eo
nebo s nerovnosti Inx 2 m, jei je splnéna pro x 2 &% .

Jeo vSak dlleZzité zjistit predem definidni obor dané logaritmické funkce a pie~

svédlovat se,zda x,vypoditané pro lokdlni extrémy nebo pro charakteristické bo-
dy grafu,nilezi def.oboru funkce.

V prikladech nésledujiciho cvideni a desitky dlch urditi lokdlni extrémy dsndch
funkci,pfipadné charskteristické body a asymptoty grafu.

242,cvideni.

a) y= %;2- Inx, [x>0; V(1, :QL-); tore ¥= 04 I 4
4 ; 5
b) ¥ = in x ’ [x 203 2(110);‘}’(92:‘% )3 F3(e 273 x_x,vf 33=0,- n _7
X e
I 1
| pEsfrkA G1OEH &is. 44 |
1) y=Vranx, /[x>0; (e, £ ); 43(1,0) 7
- 1 1
2) y=xsdnx, Lx>0; V(O 55- 35 )s 7
3) y=x.lnx x >0; V( = = )5 saC L :
L = Vs '2e evziff) -/
4 & l‘;—x \ [ x >0; §(e,é ); FI(eVE, 22— ); ¥= Oy——m 7
2eVe
5 7 lnlx , [x>0:x41; 43¢, by, x=1,_|*; 5 =0,—% 7
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Asympt

8 ¥ =1n(l+ ), [ ¥(0,0):47;(1,1n2) ;#3,(-1, Ln2); el

7?7 =180~ ), [Obori(-1,1):7(0,0; x=-1, |_;x=1,_| _7

8) ¥y = la(x*~ 1) , {"0bors(-00 ,=1),(1,+0 ); x==1, | 3x=1, |_ 7

9) y=x+ ln(xa—l),['OborS(-oo,-l),(l,+oo);\7(-1-\/5,3«);;;:1' Losx==1,| 7

10) y = Z.ln ]1. ~X, [obors(~1,1); 43(0,0); x=-1, |sx=1,* 7
-Xx

IV.Cyklometrické funkce,
U sloZenych funkei cyklometrickych se setkévéme Castéji s nékterymi zvldit-
nostmi (singularitami),které se ziidka objevovaly u funkei pPedeslich t71d.Tyto
funkce mivaji body nespojitosti L.druhu,jejich grafy maji body uhlové apod.Proto
Je opét dtleZité urdovat definidni obor funkce a vySetiovat obd okoli bodd,pro
néz neni funkce definovéna. :
Priklad, Yy = arcsin

ic]; Def.obor : (=00,-1>, <1,+m)

- Grafem funkce budou dva nekonedné oblouky s krajnim bodem.Prvni oblouk mé krajni
~ b0d Ey(~1,- ¥ ),druny oblouk ma krajni bod 5, ¥).

pro x21 s y =~ 1 s 7 2 1
22 (?-1))P-1
1.

n

y’: ——.;'}_‘._. X o v;z-l

2 , e
Tz =1 [ pro FEL 0 ' m —ta , 7 aw 2x°-
x° (xa-l) sz-l

x.‘x -1

Obvyklé vySetfeni prubdhu dané funkce vede jen k asymptoté y = O y =
Derivace funkce neexistuje pro x=0 a Pro x= + l. Okoli bodu 0O nevysetIujeme,
ponévad? funkce neni v ném definovana,.Zkouméme tedy jen derivaci v pravém okoli
bodu 1 a v levém okoli bodu -1.Vypoltéte sapi limity

+ ¥

‘ —

lim =1 = = 00, lim 1 = 400" Im__

X 1+ XJ/X?_]_ Xt =] - X.V ?_l ﬁ

V" krajnich bodech K]_(‘ls"g ), K’c‘(l' g) y ? ‘
T

m& graf svislé polotedny.Viz obr. 42°¢ , i 0 1 X

Kontrolujte vypoity na grafu v obr. 43, Obr. 43
——_ﬂ-l"l

Priklad. y = a.rccotg% ‘Def. obor : (-00,0) , (0,+00) .

Grafem funkce jsou dva nekonedné oblouky bez krajniho bodu,
V tomto pripadd miZeme uitim limity vySetiovat okoli bodu x=0,ponévad? funkce
neni definovéna jen v tomto bods.

1lin® arccotg zli = lim arccotg t =T ; lim arccotg % = lim grecotgt = 0
X Qe te>» =00 x-» O+ t-» +00

Pro x=0 m4 danad funkce bod nespojitosti I.druhu(rizné vlastni Jednostranné limity)

Sami uZijte derivaci y’= 11—1 3 y":(—g—zi—)z k obvyklému vySetieni funkce,
x“+ x“+

Asymptoty ;J smérnici k

k= lim %.arccotg :l: 0 5 a= lim arccotg % = ‘; «Asymptota y= g.,
T 00 x* 00

+ .

Pro sestrojeni grafu funkce v okolf bodu x=0 volime pomocnou funkei T=PL
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zv143t pro levé okoli a zvlédt pro pravé okoli bodu x=0 tak,aby byla v tomto bo-
dé definovéana 3 '

i
£(x) pro x € (-o0,0) £f(x) pro x€ (0,+®)
?1(3) =17 ?2(1() = ’
prox =0 0 pro x =0
Jednostranné derivace funkei 5”1(") g 502(1() v bodé =x=0 :
lim@{(x) = lim T“ T lim S(x) = 1im —b— = 1 i
x» O ?l x» 0- X x» O+ 2 x» O+ ;24- 1 1
V bodé (0,7 ) m& graf funkce y= ¥, () V bodé (0,0) m& graf funkce y=P, (x) 1
polotednu o smérnici k = 1. polotednu o smérnici k = 1, |
Y 14
Jr ‘—/m.
4 4
————————— Y] R — e
0 X 0 X
Obre44 Obr. 45
Priklad. y = x.arctg : . Defe.obor : (=00,0) , (0O,+0) .
. ,e -
y = arctg ¥ - X v &

Uzijte derivaci k obvyklému vySet¥eni pribéhu fumkce.(Grafické YeSeni rovnice

v = O by ukédzalo,%e neexistuji realna x,pro nd¥ y'= O.

Punkce ma bod nespojitosti pro x=0.VySetfujeme jednostranné limity v tomto bodé:
lim x.arctg 32 = lim x,1im arctg J]—é = 03 lim x.arctg = 1. lin x.lim arctg l =0

x> O- x» O~ x-» O+ x> O+

PonévadZ dané funkce md v bod€ x=0 vlastni limitu,m4 pro x=0 nespojitost,kterou
z riznych divodd odstrafujeme(odstranitelnd nespojitost).Volime opét pomocnou

funkei ¢ (x) takto definovanou s PO {f(x) pro x £ 0O
X =

0 pro x = O
Jednostranné limity derivace funkce gﬂ(x) v bodé x=0 3
1 x T a i X T
lim arctg - |=5=0= $ lim | arctg & = —w~— | = =
x~*0+[ l+x :l 2 2 x-O-[ X =% 1] 2

Jednostranné limity derivace funkce jsou vlastni a rtzné;bod (O 0) je uhlovym
bodem U pomocné funkce ¢ (x). Smérnice poloteden jsou ‘g. , - 2- N

Obr, 46 Obr, 47
243.cvideni. 5 (2, )
a) y= arctg gox ,/ x=2 je bod nesp.Il. dr.,y_o,—--——-°50(x) k= 2' v bodeck (5 .7f) "7
b) y= x.arctg x ,/ V(0,0); as;ymptoty sy= zx-l, y= - zx-.L 7
¢) y= x+arccotg2x,/ V( 2,y=l,28):V(,— 2,y=l,85);asymptota: y=x 7

d) y= arcsin l%,[ﬁ(l, & )5U(-1,- I); k.= #1; £3(0,0);asympt. y=0, =
; +
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