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Kapitola XIV,.

NEURGITE VERAZY. L "HOSPITALOV O PRAVIDIO.

Pri vypoctu limity lomené funkce \7{?{% v bodé a jsme po dosazeni x=a p¥i=-

chézeli k vyrazu 5 yktery jsme ponechali jako symbol,nebof jako ziomek nemél smy-
sl.Poznali jsme mnoho lomenjych funkci,jeZ pro urdité x vedly k tomuto symbolu a
JedichZz limity byly vétsSinou od sebe rizné.

Symbol 8 y ktery sém-o sobé nema #4dny podetni vyznam,patii ke skupiné tak zvanjch
neurditych vyrazl,jeZ zavadime uZitim limit dvou funkci.
Neurdit viraz § ¢ (114)
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Je=1i lim u(x) = lim v(x) = 0O, pak = u(x je pro x= a neurdity vyraz typu 8

[ ]
L]
. X a X 3
L]
»

® © 0 0000000 0000000800005 5 0060000000006 060000000008000006060060¢0606005000600006060000COCOGCLES

es 00000

JestliZe k symbolu 8 miZeme prijit vétsinou pouhym dogsazenim uréitého &isla do
dané funkce,neni to moZné u jinych neurditych vyrazi,jei jsou vyjad¥eny uZitim
symbolu oo .Nelze totiZ zapsat,Ze néjaky vyraz dava po dosazeni symbol oo a sam
symbol 00 nelze také dosazovat,nebot neni dislem ,kde?to nula je &islo.

Z neuréitych vyrazi,obsahujicich symbol 00,je nejzédkladnéjsi

neurdity vyraz % H (115)
E Je-1i lim u(x) = lim v{x)=+00, pak je pro x+ a neurdity vyraz typu % =
. X» a X a E
S s e ) 0 o 00
Ostatni neuréité vyrazy Oe® , ® - © , 0° , O s ® 5 L zavedeme postup-
?i vypoltu limit nifkterych funkci tvard u(x)ev(x) , ulx) - v(x) , a

unsci,jei_vedou k neurditym vyrazim g nebo %% vypoditavame uizitim tav,.

IIALOVA FRAVIDLA , které struéné zapisSeme
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(n) :
Polim s - Juml‘--ﬁ‘-l H aewwne R s e =limw ¢ (116)
P x> a x> a v (x) x+ a v’ (x) xea v (%) :
Kdyz po prlpad.ne upravé Jje podil w-)- opét neurdity vyraz typu g nebo %— ’
uréujeme dale lim —‘-,-E-’—(% o Podle potreby uzivéame 1° Hospltalova pravxdla aZ po
v (x

limitu,ktera se da vypoclitat,
I. Vipodet limity funkce %%%g— i% po uriti prvnich derivaci u’(x) , v (%).

X.CO8X = sinX _ 74, COSX-X.8inx-cosx _jj, =Sinx %11 sinx 1

/86/.priklads lim
/86/ .priklad e O ) % O 3x° x>0 3x X

256xcvideni. Vypodtéte limity funkci 3
: -1 -
a)lin I3 (175 ®) e e [-57 ¢) lig §°f g-d)li?a;& 17

1-2si ©=3 vyﬂed}?
1 ——3—-51’“‘,/’ 7; £) 1i x"’” ) 1i [ 2_7; £) = ;
e)x_':.% cosax "t ¥x x-vllf cos zx . x_.ua x [ &) f-g' "77
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h) lim 2_7; k) lim & a=~b_7; m) lim L 7
X~ 0 sinx.cosx ’[ = O sin ’[ : x+ 0 ln(l+2 ) v L
l
!L DEstTkA GLOH &is S0 Vypodtéte limity funkei g
1) 1im w i l-%_7 s 2) lim —tX = & l;-a . [-a_7;
X~ 0 e X a x_yxz_az
ax_ 8oat i
3) 1im & COS ax , Ve %_7; 4) 1ip IBT(1+x) - sin“x ¢« 270 9,
X+ 0 e = cos bx X+ 0 1-eX% =

Viats - - X_ p¥ -
) lim : 6) 1lim -&=Db g2 7.
PSS A7 I 2 £ gt

7) lim 1- sin x + cos x , [ 1-7; 8) 1lim X~ arctg x " Z_ 1 7 3
x—»f sin2x - cos x %+ 0 g -

9) 1lim =-1 , [ 1.7; 10) 1im 2rcsin(x-a) 17 .
x»1 1ln x X+ a tg(x-a) .

II.V;{rpoéet limity funkce po vicendsobném u¥iti l'Hospitalova pravidla .

X =X X ~-X X, =X
/87/.pfiklads lim &= = 2x _ 1, ¥+ e7%= 2 = lim &=€ _ _ 4y & ¥e © _ % =2
¥0 X-sinx xe0 l - cosx x» 0 sin x x-»0 cos x

DESITKA OLOH &is., 51 Vypodtéte limity funkei s

1) up¥E-sinx o= Ji 2) l:.ml—'f&l:%— 8—7 3) llm—j—iiéé_7;

x+0 1- cos x x--fL (Rax-7) x>0
2 X &0- LA o
4) 1lim 5291’5"_1L, {0 _7; 5) lim il y {7175 6)lim %——m‘ [ 87 i |
x-0 sin’x x> 0 o 112_ 1 x> 0 *
ln x - tgx -nx-m-l
?7) 1lim v/ 0_7; 8)lim v/ =2_7; 9)lim &2 =€ ( 1 7,10)11%
x> Otcotg x X1 l-x+lnx X0 tgx- x x+1 (x=1)
ITI.Vypodet limity funkce Upravou na soudin limit funkci,.
NeZ uZijeme znovu 1 Hospitalova pravidla,pokusime se nahradit funkei souéinem
fu.nkci,aeglchz limity dovedeme vypoditat dfivé j8imi metodami nebo opét pravidlem
1l HOSpitalovym :
/88/.piiklad. 1 i
- . = iz - 1 2 '
1lip 8rcetg x - arcsin x = 1im 1¥X = lim coe x.( -X - 1= -
x-= 0 tg x - sin x x+ 0 = cosx x»0 ., I/ 2 .
c_osz_ (1l~cos x)(l+x Yo 1-x
- 2x :
= lim cos X y4p JI=xT ~1-x© VI-XZ -1z . Jlim VI-xz =1lim ——Xs(1 + 2h-x2) "
%0 (l+x‘2)v = X0 cosOx X0 5i0sx.siny X0 3c0s°x.sinx, Ylx?

=-1im =1 olim olim 1+ 2. l' = - % 1.2
x+ 0 3c08"x x+0 sin X X=0 Vi—?

257.cviéeni. x2
ln x ln sinax e - 1
a) lim —=—=~,/"1 7; b) lim »8>0,0>0,/71 7; ¢) 1im oI’ =27
)x->0+ln 1nx'£ x-0+ 1n 51nbx ’ ’ ) x-0Q ©08x
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DESITKA ULOH &is. 52 Vypodtéte limity funkei :
tgx-sinx -1 i - ln cos ax 2
1) 1im-5x7—- 5.7 2)11m_si£xhx_x o[-1_7; 3) lim =2 CS08 X ~ & 7.
x>0 x o x>0 8FC8 =7 “%+0 1n cos bx '~ t° -
coSX xZ»
4) lin-8 5) lim —Xe8 [T-e_7; 6) lim EeSlBX =, 3
x=0 o bx ’[V- x+0 1= sinx-cosx x-=0 (l=cosx) L il
_ In(l-x)+ tg %x
7) lin ZeC95X 5 7 . g) 1ig 2 /m2.7:9)14m SOSKInGrma) 2ol o
x» 0 1l- cosx x+ 1= cotgTx x» a+ 1n(eXme?) -
i=f + &2 -2
10) lim w— L =3 _7.
X-» 0O cosx =1+ %-x .
Neurdité vyrazy_ 0. o (117)

® 000 0000509089000 000000500000660206000006006686000660080003¢€CECE0O0OCCEC6C0OCESOELOGECESSIBSOEENDSNINSOISSOSOCDOO

Je=1i lim u(x)=0 a lim v(x)=00,pak u(x).v(x) je pro x+ a neur.vyraz typu O.®

s0eecscees
eoseeecao

X 3 X3
Pri vypodtu limity pievadime na typ 8 nebo %,abychom mohli uZit 1 Hespitalova
pravidla.

l -x
/89/.priklad s llm (1-x).tg x = lim ———=- = linm ——I-—-— T
-1 2 x»1 cotg ‘gx x-—l —Fe
sin” »x 2
258.cviceni.

a) lim x.sin - o/ 8_7; b) lim 1n(2-x).cotg Tx , [—%_ v

X=> 00 X+ 1
r 1
L pEsiTKA ULOH &is. 53 Vypodtéte limity funkei s
1) 1lim arcsin(x=-a).cotg(x=z) ,/ 1_7; 2) 1im (e*- 1).cotg x , 17
X-> 3 x- 0
v 1 ‘ -
2) lim x.(e¥ - 1) , /1.7 4) lim (sin a = sin x),tg—”’fﬁ,_/_gﬁcosg7
x> o0 » a v
5) lim (¥ - 2.arctg x).lnx , / O_7; 6) lim xa.ln cos = , /- -%;2-_7
X 00 X+ 00
i -1
7) 1lim x.ln tg;( ’g) " [277; 8) lim x°.( a* + a X - 2), [”lnza 7
X+ 00 X+ C0
9) lim x.ln 28:X [ a7 10) lin (x+a).dn( 1 +2), /[ a7
X+ 00 2 e X 00
Neurlité vyrazy oo = 00
= £ 118)
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.Je-ll lim u(x)= lim v(x)=00,pak/ u(x)=v(x)_7 je pro x~ a neur.vyraz typu 00=0co

e0sec 00

. x> a x—=a ;

SPiaiil Jaa o tundil Tomergen unked vedenin ga apolsdnihe 'a;'eéi,;;'t;};' obdrime

typ g nebo E' . Obecné lze uiit Upravy: u - v = ;E'.L' - v_i‘r = v?i:%f'

/90/.piiklads Lim ( :- ;?ci_'l' =T s lim f-w Lt o @ -0
L = lim M:lm 2 B e* = lin 1 - 1

X0+ x.(e5-1) x90+ X~ 14+ xe¥ x40+ X+ X+ xe* x40+ 2 + x
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259.cvideni. Vypodtéte limity funkci :

a) Lim (tg x - w.l—_; ) 4,/ 0_7; b)x_l.lnol(arcsn.nx - s:.nx) /0.7 c)llm(cotgx - -) /07
x-’z 2
' 1
{L DEsiTKA OLOH &is. 5S4 |
1) lm(=2—-1), 1 7 2) lim (—L1 o -_1 ~ L 2
x'-’ll -1 x-1 £-z- x—-GCl)x X.sin x —;Z' Yo L & -
3 un (=L, %7, 4) 13 x  __T 2 g
: x—»g sin“x _;Z e 2 x-’gx_n . cotgx 2.cosx oL -7
. 1 1 - 1 s 1 -1
1 - B 3 6 1 = - y -
2 x_’ug ¢ sin x e*- 1 L 2 7 )x-oém ¢ Ia{I+x) . =27
?) lim (-2 -21_ ) ~ & % 8) lim ( —1% e §
x-»1 =x-1 1lax v L Z- x-»lii.1 2(1- vx) 3(1_7;) £ -
9 uw(-L_-2%), /o0 7; 10) 1im ( - - ), [%_7
x-»0 sin x X X-» 3 X~=3 X =X=6

g(
-
ct
o
%
o
N
k<
O
[+
o
8
(o]

2.0% 1 1% | k nim? vede funkce ulx)_7

v{(x)

.Je-l:. lim u(x)=0 a lim v(x)=0 ,pak u(x)v(x)ae pro
: x> a x> a
'Je-li lim u(x)=ooa lim v(x)=0 ,pak u(x)v(x)ae pro
: X+ a x> a
.Je-ll lim u(x)=0 a lim v(x)=c0 ,pak u(x)vcx)ge pro
: X a x> a
:Je-li lim u(x)=1 a lim v(x)=00,pak u(x)v(x)je pro
. X- 8 X+ a

© 0000000000020 00000200000600000000000000008ebb000n000c0

, v
Pri vypoltu limity L = lim /“u(x)_7
derivovani takové funkce) :
l.zpisob.(Rovnost logaritmujeme )

In L = In/"lim u(x)v(x)j = lim/"1ln u(x)vCX)_7 = lim/v(x).1n u(x)_7= m

X-» a neur.vyraz typu g%

X= a neur.vyraz typu o s

e}
8

®sevsncessvrescsrteressses

X a neur.vyraz typu
e e}
X+ a neur,vdraz typu 1

S0 s css 00000 es0 00000000000

postupujeme dvojim zplisobem (jako p¥i

m

Existuje-li lim /v(x).ln u(x)_7 =m , pak L=¢e .

2.zptsob. (UZijeme rovnosti a° = eP*12 @ pro a >0 )

L = lim u(x)v(x) = 1im e¥(X)eln ulx) _

Jlim [v(x).1n u(x)_7 _ m

za predpokladu,Ze limita v exponentu existuje.

Oba zplsoby vedou k typu O , 00 a dal3i upravou na typ g nebo % .
T
cos X
/91/.p¥iklad: 1lim (1l-x) = B 3 lim(1-x) = 0 , 1lim cos g-x =0 . Typ 0°
X 1~ x> 1- x-> 1~
2.2plsobs cos ‘gx.ln(l-x) lim cos g’x.ln(l-x) m
=lix;e =e = e = e°=1, nebot
X 1~
1
= lim cos zx.ln(l-x) in ;:—xz = lim I = =
Txew 1- x->1 (cos »x) x> (cos 2”‘) .sin gx.
2
(cos x) -2cos % ‘sin x’.
= - 2.0in —1 _,14g e e B i g 2.2 .o
Tx+Foin'sx x+1- 1 = x T xe1- -1
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260.cvideni.
a) lim ¥ ,/71.7; b) 1lim (sin x)* ,/1.7; c) ]im (1- cos x)SX | /17
x> O+ x> 0+
X
/%/.p¥iklads lm (In i) =1I; linln l-w, lmx=0. Jetotyp ©® .
x> O+ X~ O+ X~ O+
l.zpisob: LX 2 "
In L = 1o /lin(in &) 7 = lin/1n(ln 2) 7= lin/"x.In(ln 3 )_7 =
éx-0+ ® = x-0+[ £ = x-0+[ &=
Ly, an P Pl
= 1m—1——— = 1lm — = l1lm =0
x-= O+ = X O+ - x""jl xe0+ - In x
L=e"=1
261.cvi6eni.1 1
- . ; 1 - . . Tnx 1
a) 1lim s /1.7 3 b) lim , /717 3 c¢) lim (cotg x) T a
X-» 00 X~-» Q0 _xz X~ O+
pesfrka OILOH &is. 55 Vypodtéte limity funkei s

1) 1lim (x=-a)*"%, /17; 2) lin xr‘-'-&ﬁ ’ [ej__? ; 3) lim (sin x) % /17

X-» a+ X-» O+ X O+

. X
4) lim x> /71 7; 5) lim xrale -1) s e 7 i ©) l:un (cotg x)sinx vl S 78
x-» O+ x+ O+ x+» 0+

1, tex a 2x=F
?) um(z)  , [1.7:8) lim(1+ ) o/ 1 73 9) 1}g(tg x) W/1/3

x> 0+ X —— 1
2 X
a.>0 10) lim( tg ) o 1.7.
X-» O
262.cvideni. Vy’poététe limity funkci s ,
tgex = A 2.3
a) lim(cos-) , /173 b) lim(tg x) y [57; ¢) linm xI-X y £573 d) 1im(1+x2)%, /7.
X-» 00 . X 1 - O
I
g 1
!l pEsiTkA OIOH &is. 56 | yypoStéte limity funkei :
el

1 =2
1) lim (+ ©*, [02_7; 2) 1lim (cos 2x)* ,/e =2 7: 3) lin(l+ -2- ) of 1.7%

bor : sin a

x» 0 x+ 0 X-» 00
g : - 3 2.1 x* cotgx
4) lim (e“%+ x)* ,/[e?7 ;3 5) lm ( x_}_ ), [0_7; 6) lim(1l+ tgx) ,[e_7
x-» 0 X 00 x-» 0
2 Ix 2
cotg“x  _ te -
2) lim (1+ 3tg°x) , 27 8 lim(2-%) Za | ;&7
x- 0 X+ a
L
cotgex ; X-a _
9) lim [t TexH7 , Je/s  10) lim (SEBX )T /T 00 R 7,
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