2

Kapitola xI,

CVICENT v DERIVOVANT

§ 27.DERIVACE ZAKLADNICH BLEMENTARNICH FuNKcE.

Derivace mocniny,

b A B I So0e s

. -1 {(postupn& se dokazuje platnost pfo.k;zdé n
¥y = » y Y = n.x? s prlrozené,cele raciondlni a realné ,)

( 91)

vess00s0se

¥y = ax®, ¥y = a.nxn-l; y=8ax, y=a ; ¥y = a v = 0

AR R R R T E A 33 R e

.
.
.
t9ccessosee

M N e R R e e s e

210. cvideni. Derivujte funkce

) y=x ,b)y=5at c)y- =%, Ay = %, ©) ¥y =x, £) y = 5%, g)y=gx ",
xg 2 m ok _g
D y=%,k7y-= gxz, m) y = ax™, n) ¥y =x 5,0) ¥y = gx y Y = xl’7,p) ¥y =x'5’5,

/g
r)y = 58x0 84, 8) ¥y = XVE’ t) y = ax® , ¥ = X108 2 y W ¥ = 4.xﬂly=(V§-1>sz*1.

Vysledky a)7x6, b) 2Ox5, c) 8x5 d)g " e)-}x'a, £)-15x"° y B)=Xx 5, h) gx s X)X 3
m-n

6
m)——.x yR) =~ Bx 5, 0)=- 2?.X—7 371 » 7% ’7, p) -5, 3x0 3, r) 2,4x" =G lss)V- V?—l
t) aex®~ l, log2. xtoge~1 5 u)?Yk s V) XV? .

V dalsich pfipadech pred derivovanim prevedeme funkéni pfedpis na mocninu pro-

ménné x ¢ 7
a _a .-n ﬁr_- _ L
un —s.x ’ xm = X
21l.cvieni. a) y = é, b) y = 321 sy C) Y =- % y 4) y == —i;. e)y = V; yIly= v;E
X

8)y=17£,h)y=-z;,7—.k)y-ﬁx3v_ m)y-Ra-bvs n)y_anx »
X . X

Y_LB_ 92 ’a)'3x-,b)""—5’ C)_Z’d)-'zr’ e)_&’ f)n‘;xn-mv g)'ﬁl%v
3V x

h)?%,k)axzv-,m)zjh n)éb.

Derivace soudtu funkeci.

o-nc-ucoouo-no'n.---euc--o--uouuv-o-.-.;- ---------
4

2(x) + g(x) + h(x) + ceces 7 = £7(x) 4+ g°(x) + h(X) 4uunnn.

Sesrvcseevererrscnnne

( 92)

Pro k stejnych funkei:/Tk.f(x)_7 = k.f’(x)

oeo.-o.u.o-cto-o-o-o-o-oo--:-ooc-o---co--.o.o-t-oa-.o-..

212.cvideni. Derivujte funkce 3

teeve0cesssae

a) y = 5x4- 40+ 8x°- X-6, b)y=3- <+ y C) Yy = 2x0 _2? + 3= 43—2 'ﬁ;
"d) y = V_ (x3 V- +1), e)ys= §x3- 6x°+ 2 x

3x
Vysledky H a)&Oxa- 12x + lex - 7, b)—4x3, c) 6x + ;ig -

d)zxzv——li'é—vg, e :3-

o

[l
"

8' s
W s
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v pi‘épadech d),e) minulého cvideni provedems ---:—-- Sia 2t T pnETLl VykORy
(n4sobeni,d&leni) a pak teprve derivujeme scuiiz- -

Derivace soudinu funkci.
E ¥ = u(x)ev(x) Strudné : y = ,- ;
§ yi= u' (@) evix) + v .ulx) e . S{63)
Y = UeVeW v'=u
/73/-??_&.1.'2(.1..
a) ¥ = (12— 3% + 3)=(x2+ 2x = 1)
¥ = (2x-3).(x2+2x-l) + (2x+2).(x2—51+5) = mmanwwan S - AT F G 9 .
b) 7 = (=54 )o(l- ) (x5~ 1)
7 = xe(1-x2) + (352), EP L (x72e1) ¢ (2x™D) (P10 (0o, 5 aeeeaa. =
= 6xt -2x =1 - 2%
2l3.cviceni. Derivujte funkce :
a)y:(v;i-l).("—}'—-—l), Z--u‘“?;
Vx ex¥x .
B) y = (1 +n® )1 +mx® ), L"—mn.{xm_l » 2 5 (m+n)xm*n“l_§ 7
r "
| pESfTRA OLOH &is. 29 E Derivujte funkce 3
| 2¥?—_
< ) 7
by - L BE [ omeglod
xVx 3 60Y x
2)y=1§.x‘+a—;+\/§’ e 6x}?—x7+1__7;
Vx C. ¥x
% ) ‘?/ g
b _ 2
3) y =»xva§- -Iébxz\r; " £ 20 = 1 7
8Yx
‘#) y = a_;‘( XW = ?; + VXV)? ) s 4) /“ 1 {7? 8 J&f—' % .
[ Iz-n( 22 .’X.'"J - W 4+ 13 X ¥ m?
S)y = (xV;c.a-E.’.ﬁ—zx):&@v " ‘ ¢
6) ExV}: - 3X + 2x~2 & £ -jxq' + 6x5v; - lév;. 7
Yy 2 [} i r& -
4x 8x”.
7y = = 30 4 a5t lx 9 n [ b= 243> + 13x2¥x 7
2¥x 1534 b4
8y ¥ = lx’l - 2% + 2}:3;5 7~ -6}?:_( + l8x2?}-: -~ 10x7 .
B = - ] L o
2x3V; HX“%’;S
- Vz 6 pmmi:
5y = <F2--v;>.<4x?; +5ZX—E>, r %(60-2-—4»3[;”45\/5%")_7
x x o e ok
10) y = (Yx+2x).(1 +\7x-2- + 3% ), g l+12x+9?;? .,mx% +_‘56x¢x-:'E P .
3 =

3
xz-HVJE + 4xV; *

18x26x5

+) V¥sledek ulohy 5) 3
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Derivace podilu funkei.

(AL AL AL AL I R T R R R R N]

: 1 ‘ v’ (x) 1 A
Ly = R T e rae Stréng ¢ty =2,y = .
: v(x) /v (x) P v v oy
: T
L u(x) . yis B “)X) - v, u(x) y=B  go BV o vi.al
. = = =v =TT e
; v (x) v v v :
214 ,cvidendi. Dorivujte funkce . .

1 +x = x° ax_+ b 1 - x>

a) y = —-—g ) ¥ e : c)y =220 4) v o= A 1
! l - x + ;2 ’ cx + d ’ 1l +x ’

V".xJ;

) £3 = s ) = —-2--.-—-—-—-—-1 5 h) = 3
S V—+l 7 ;x = X"= 3%+ 6 7 (l-Xz) (1~ 2x7)
Vsl ) 2gl+x 2{1-2x) , ) ad-bc , a) -6x° e 1 ,
yeledy 1 &) 1o <1 xe2)e T (oned)? (1+0)° = ZVR(VE +1)°
f) w43 = 8) é 6}{(1 + 3% -53?)
3", (x- ?_) = -3%+6) (1-x° ). (l—axB‘

Derivace mocniny funkce.

LI R R R N R R R R R R )

¥y o= £8P, v o= g £ 7Ptk
Platnost pro n p

it

#irozené plyne z derivace soudinu, ( 95)
Platnost pro n ¢ e 1 é 2 a4aporné plyne z derivace podilu.
e

Platnost pro n r e 4 1 n é se ovéPi derivaci sloZené funkce.,

€0 08 9 660968 ELNECEEEOLN OO EROIONSOHCEO00 2800008 8a0C00E0068 0 P evececc oo a0 e

esse0800030c000E 00

esce0edoevccoeor e

Poznénmka.Mocnina funkce pat?i k tzv. sloZenym funkecim,jich? derivace budeme
urduvat pozdéji podle zvlastniho pravidla.Pondvad? se v3ak s takovou funkei
setkéme velmi fasto,je treba jeji derivaci si osvojit brzy a provadét ji s jis-

totou.
/74/ p¥iklad s )
a) ¥ = (3x°= 5x +2)% | 37= 5.(3x°-5x+2)* . (3x5-5x42) "= 5.(3x"=5x+2 f" (6x-5) ;
D) ¥y = (© - 2xl)T , 30300 2x+l)?-(x5—2x+l)'=—3.(x3-2x+l)-4.(5x2-2) ;
l = r~
iR, e br o RNy e
2 ; 12x?;VH - éx
Oy=(LDF, g §G- 1) 7.6’ ~2nx” :

_ 3.7 (x-1)
V dalSich pripadech pPfevedeme funkdni plfedpis na mocninu funkce 3

e) ¥y = -;;L—::Q- €ili y = (3x"2)-lg ;Y’: “10(53{'2)40(3){“2)': = _%

(3x=2)
)y = —‘ZE“S gili y = 5(1-x2)"2, y’= <_29,.f76

l=x

1
g) y = 6}:2- 2X + 6 8111 y = (FP-2x46)> , 3 = 2(x=1) :

1 50 (X -2x+6)
- 2
h) y = —L &1 y = (1-x7) 2 s Y= 2X i

VI-XE : 2.»(1—;3)3

Nékteré 2z uvedenych prikladd moZno teké derivovat jako podil funkci .
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215.cviéeni. Derivujte funkce :

- fil 5l B 5 .8 e
a8) ¥y = (5x°= 2) ,b) ¥= (7%~ 5 +6)°, ¢) ¥ = ;:w;f~w~ ¢ == 3)y=f3x~5,
f)yJ‘B‘Bxfl. s)yjl—xz. h)y=- ;%i(&-ix)ll, By = e 1 - . =F——
1 Vs lex o
n)y = » 0) F =xe Vx"+ 1 , p) y = =X W ..
V1— xi- xB gi’T:x‘ [
Visledky : a)100x(5x%°=2)7, b) 6(7x°- & b +6)5 -T”X”"*; SRR . ;;—2——5‘8"
) ; - {x%+1)
e) 5 f) sz-j [ g =X $ h) 6(8“§~\’ 5 - R ;‘:'i/‘f' Iy
2V3x=5 2V;-3x+l 3 \;(1-;:2 )2 NS AR S
- 2% 220+ 4x ) :x2+1 By g 5. A f\,
+© 52 = o

’P) 3 = »
} f/ (l+x2) i V (l-x i_XB)B + QVC_I—;:)-”r P—T«:‘?

pesirka OLOE &is. 30 } Derivujte funkce s

g e

ys= ] 2 ’ (5= 2 - 5l5x /s
2x=1 V(xz-o- 2)3 3 i? (ZX—I)i & V{xT+)
4 6
2)y=x. x-e " [ X (7% "“4‘0) _'7 ;
(x°~ 8)
3)y = x. |A=E 2-3x -0 x5
1 4= a 2(l—x) (1+x% ) 1=
4) y = 12. v1 + v; 5 14 E&a + 9v; ) -7 ;
40 vl + v;
5) ¥ = X+ . \.;(314-1)2 <y [ X + 1 _7 ;
> 53x+l
6) y = L1 , . P =120 £ oeq + (pgdx / Fa
(1+x)9 (1+X)Q*1
5
7) y = E“x?q- 2 , e 4,(31x” + 18) 7
g 9% 27x°, a(4x5+2)8
2+\2 o 7 2
A 3 ®
4x2 6x3.\/ 2 - 1_:?
9) - X - 1l - x + 4x%° 7 4
g (1-x)°. (1+x)” l (1-x)7. (Lex)?
10) y = - , et F
Vl+x2.(x+ V1+x2) V(l+ X )E
Derivace_goniometrickych funkci.
'...'........‘.0‘.'.'.' ....... e e e do 9@ % 0 8 T @ L2 2T B SR P DFE 0T O IO FEE IO E @:
: y = sinx y = cos x ¥y = tgx y = cotgx
: Pl . Fl 1 . 1 : ( 96\
. = = =8in x S T e eshes 0
E ¥ ate d . cos"x sin“x

8 @56 8500682068089 EDEPLEO SV ELEI DO G000 EAE OOV L H0600E00LEENOEEOSIEETH TG

216.cviéeni. Derivujte funkce @

a) y = 5x2- sin x , b) y = sinx -« c¢cos % , ¢) ¥= tg ¥ ~ cotg X, d)y=sinx.cosx
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e) y = x?.cotg X, )y = co8 X , 8) y = ~Xe8in x s B) y = sin x - x,co8 x .

lesin x 1+ tg x CO8 X + X.s8in x
Vysledky : a) 10x=-cos x, b) cosx+siny, ¢) ~——~—l-—-7§ »d) cos2x, e)x(sinExbx)
T A (sinx,cosx) sinx
) 1 cosex(l+tgx)(sinx+x¢cesx)—x.sinx
2 ) &) z 1 » 1) -
legin x cos™x. {1viax) (cos x + x.s5in x)

Mocniny goniocmetrickych funkes derivujeme podle pravidia o derivaci mocniny funke
ce.Doporuduje se pred derivasi zapsat mocninu goniometrické funkce podle vzoru :

¥ = sin™x  &ili ¥y = (sin x)% |, y’ = n.{sin x)n"l.(sin '3 R
Pozddji si miZeme tento zépis jen predstavovab,
217.cvideni, Derivujte funkce :
a) y = cos™"x y D) 7 = tg7x , ¢) 7 = sin’x + cos’x y A) ¥ = thx - 3tg x + 3x,

.3 .
COS”X cos”x , ) y 28in’x sin“x

2y 4 — 1 =
e) y = s = % = 318 X - 3 + ) » B)y= ein x? h)y= cos x

%
lq s M) ¥ = bsin X ,n)y = Vcosdx, 0)y=

k) v = s P) Y = Vl + 2tg x ,
[s1e1° b 4 tg x
4 7 &
\'7 2 V 8 sinzx cosex sin x sinx
Q)Y = 4. Ycobtg®x + cotg™x , ») y = + $8)y= - -2——2-,
l+cotg x  l+tg x 4cos'x 8cosx
t) y = (14 sinzx)# s U) ¥ = C1+ cos®x s V) = s Wy= cosx.i1+sin2x.
l+sin®x

Vysledky : a) 5005‘6x.sin X, b) 7tg6x.~—éz- 5 c)gsinzx(sinx-cosx), d) 3tg4x "

cosx

e) sinsx.cosax, £) cos’x ¢ &)= -Qggzz s h) 2§;§5 s k) 4sin x g m) 208 X 5
8in"x cos™x cos’x 2 Vsin e
n)“??lnxso) = s D) A y Q) ’

’ -~ 8
3 ac05 X cosax,Vtgzx cos®x, p1+2tg x 3sin*x, cotg x -
4 2 o] 1 o
) -cos2x , g) 229§~531§§2§—51§; t) 4(1+sin®x)>.sinox , ) -_sinex s .
. 8cos’x

4,Y(l+cos“x)
3

- &3 2si
sinex , W) - simx

2. V(l-ﬁ-sinzx)3 pl+sin2x

Perivace exponencidlnich funkei.

.t.o-aaa&t.-oo-uoou-cc.oo-oonuo«ouo-.-occn.ooco--n¢o---o-s-oooaon0.oocoo
. . .

y = a*,a)0 , y°= af.dna ; y o= & , 3= & (97

v)

218.cvideni. Derivujte funkce :
x
8y =35 b)y=10%¢c)y= (V; )y y=efcosx, &) y= x.e*(cosx+sinx),

X . —10% 3 X §
f>y=i*ex : s)y=i——i-g;.h)y=;i- » By =X, myys B n)y= —<—,
g 'S e in x
. \/ ‘/ _ X
= O) y = 1+ex " p) Yy = s q) y = L——e-i— .
2, (x-eX) 1l +e

Vysledky : a) 3%.1n3, b) 10%.1nl0 s C) (VE )x.ln 3 , ) e*(cos x - sin x ),

b's
e) ex(cosx+sinx+2x,cosx), £) 21%5232 s B) = g?%g;ééﬁég, h) - ;Eﬁ, k) ;:félgﬁ "
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n) 2-2x+2x2-x3 £) e sinx-cosx ) e \ a%w 2 ) o
x ? in ,O $ P/ }, ._.ﬁ." ;N
e R 2, Vi+ex S 12X

Derivace logaritmickjch funkei.

S 0000 0000000000000 0000050000600000000068 0000069008006 6 885 8 oo s, N ]
.

¥ = loggx , v = %.logae = %. I%E {8 y=ix , -'= % : (98 )

tsscoce

G000 0000 0000000000 0000000000000 0006000000008580086 8880861+ 41 .1 eesnns -

219.cviéeni. Derivujte funkce :

a) y = x2.1033x sy D) ¥y =x.log X, ¢) y = Xolnx - x g @) ¥y 3 zZesse wdin x 5
: lnx 1 1-1nx 6 g . 2
e)y=—,f)y=—— ,g)y= h)y= In’x, k) y =Vlpx, o)== ' _+ 1In%x
xno Tox ’ y 1e s * Y 5 ] ‘9
Vysledky s a) 2xlog3x + xlogze, b) logx + I%Tﬁ s €) In x , d)sinz,lnx +sinx + %
1-n.1inx 1 - 3 6 .5 |
+ X.co8x.lnx , e) S £f) - g) h) =.1n”x
’ o %o1n°x x(1+ ln:x)2 ? x ’

1ln

k) 1 , m) = 5 4
3x alnsx X. Y1+ In"x ?

Derivace cyklometrickijch funkci.

b A A A R T T S S Y

Py = arcsinx § P E et 'y § m pDBOEE % g § e §
. l- X Vl«-x2 :
: . , " , . ., 99
« ¥y = arctg x ¥y = ° 3 Yy = arccotg x, y == .
: ’ 1+ ’ 1+ i

‘lc.l..l..‘.0..0.....‘.00’..0‘00..l.....'l!..b!tt.l.l.o...’l'.o..’t.'
220,cvideni. Derivujte funkce :

8) ¥y = X.arcsin x, b) y = SECCOS X oy o _ V;.arctg x,d) y=-2resinx
X

Vl - xz
2 arctg x e 2
e) y = (aresin x)° , f) y = —S———EE——l—— s B) ¥ = V 1 - (arccos x) .

Vysledky : a) arcsinx + —X——, b)_.x+arccosx.v1-»xE , ¢) arctg x | V; -,
1P 2. Vi 2V 1

v 2 :
) 1-x~ + x.arcsin x , ©) garCSLnx’ £) arctgx, g) arccos X
(1-x) ) v1-xE Lex® Vi-xz. Vi- (arccos x)©

{ i 1
iL DESi?KA OLOH &is., 31 JI Derivujte funkce &
- x?+ 2x(1+x2) arccotg x
1) - arccotg x . " . g VARE
d _x?_s— ! £ x ' (14x°) ’
X
2) y = & earccos x [~ e5.( 2Eecosx _ 1 . arccosx 3 o,

s X * x.Vl—xZ x° -

3) y = ELé—l—.arctg x - § 2 [ x.arctg x _7

BWyex ol 5 sweinz ; 72 Jie? 7
S)y=x-~ V1-x2.arcsin > /[ X.arcsin x 7
l- L
6) y = 1l + xe.arctg x / arctg x -7 .

V1+ ;? (1+%°)
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x.{arcsin x)2 -2x + 2, Ll—x?.arcsin x, [/ (arcsin x)2 7 3

7))y =

8) y = i - arcsin X é‘ 1 5 o5 _7 H
+ arcsin x Vl-x?.(?arcsinx) -1)

9y =x 4 ]/1-x2.arccos x , [~ ZeBECCOS X 7

iz "
10) y = 3% .arcsin x + P+ 2)., vl-x2 y £ 9%°.arcsin x 7 s

§ 28.DERIVACE SLOZENfCH FuNKc{.

SloZenou funkeci nahrazujeme Fetézcem funkei, jeZ jsou jejimi §lg§g§§1 H
Yy = F[2(x)_7 1lze zapsat T.=.8Cz) » 2z =_f£(x)

it

b

n
=
H
N
8
”~
M
r/
oy
g
n
b
~
S
) -
N
f
H
AN
S
Lan
L
-
~

z = £(u) ’ u = ?(I)

e e . o . o

DileZité je vystihnout prvni,tzv. vn&jsi slofku a poPadi vnit¥nich sloZek.Napt, ¢

B

Y = sin 2x lze zapsat y = sin gz y 2 = 2% 3
. 2 2
¥y = s8in“x lze zapsat y = g y 2 =sinx ;
. 2 2 ) g
¥ = sin"2x lze zapsat y = z s 2 = sin 2x
T 2 =sinu , u=2x

——————— o —— - e

y=F£(x) 7 &ili y = F(z) y 2z = £(x)

¥'= F(z) . £°(x)
Strudné sDerivace sloZené funkce se rovnd soudinu derivaci slozek.

.
.u.!uo.-t...o.nl.t000.'00.!0'ol.o‘lloO..o.ntcnoo.u.o-u'o'b‘.o...ln.

=s8in2x ;3 y'= (sin 2)’. (2x)°

(100)

*e000cc0csone
®ocsevsscevsense

y =C08 2 , 2 = 2,08 2%
¥ = sin®x ;. ¥'= (zz)'.(sin x)’ =2z . cos x = 2.sin X.c08 X = gin 2x
¥ = sin®ox i 3= (%)’ .(sin u)e(2x) = 2z.cos u. 2 = 4,gin 2x .cos2x

2.8in 4x
Pfi‘procviéovéni derivace sloZené funkce se doporuduje provést v ndkolika prvoich
pF¥ipadech nejprve jeji rozklad na slozky,derivace sloZek znésobit a zavést zpét
pivodni prom&nnou X.Postupné je tfeba se osvobozovat od zavéddéni novjych promén .
nych a derivovat sloZemou funkeci p¥imo.Za tim Gdelem budeme procvidovat derivaci
sloZené funkce postupné na Jednotlivych typech s derivace mocniny funkce,deriva=
ce slozené funkce goniometrické atd,

Derivace mocniny funkce byla jiZ urdovana podle pravidla 3

7= L@, 3= a0 7Pl (x)

Ovéfte si jeho spravnost a platnost pro ka%dé n u¥itim pravidla (100) . P¥ipomenite
si-cvideni : 215,217,2180pq,219hkn & 220defg.

(e

Znovu se zdiraziuje tprava zépisu funkce pred derivovénim v nékterych rfipadech,
te'x &1Ly = (tg x)D
log™k ¥ = (log x)® .,

jako 3 ¥y =cosfx &ili y = (cos x)P iy

arcsin®™z y

[}
[}
L]

y (arcsin x)B; y
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Derivace sloZenych funkci goniometrickych.

...l...l"....'O'............I.............'..Q.ll. llllll 101)
¢ ¥ = sin £(x) ¥ = cos £(x) Yy = tg £(x’ T o=i%s 2(x) :
: ’ ’ F3 ’ ’ :
¢ ¥ = coB £(X)ef (x); y ==sin £(x).£°(x): vy = ——-z——l 2w =2 £7(x):
s ’ cos“f(x) s:262(x) :
¥ = sin(ax+b) , y’= cos(ax+b).(ax+b) = a.cos(ax+b)
221.cvideni. Derivujte funkce 3
8) y = sin5x, b) y = cosg- sy C) ¥y = tg(}xa-x'), d) y = siziz, =, 7 = cos?;z 3
£) y = si.n% s 8) ¥ = cos 1—1-2- y B) ¥ = 8in2* k) y = sin th‘,:)y:cotgahxz,
-X
n) y = sin(sin x) , o) y = tg(sin x) ,p) y E cotg(ln x), q) = =ccs{arccos x)
' = ; 4
Vysledkysa) 5cos5x, b)- %sing, c) gx—lz , d) COSZ; 1€ c.s:.n%/;, ’
cos® (3x“=x) _2vx 3.7z
1 1 -2X " 1 X X - X V 2
£)= —5.c08% ,8) —re8in h) 2%.,1n2.cos 2%, k) .cosllsx
;2 X ! —?—2’(1- ) ";2’1_ ] $ ]

1+ X
- 2% cos X - 1

m) n)cosx.cos(sin x) , o) ) ’
33 (l+x2)2.sin2\3/1+; ’ eemem ’ cos®(sin x) i x.s1in1nx)
@) sin{arccos x) .

i?

222.cvident.
a) y = sin’4x ,b) y = c093(§), c)y = —:ZL——, d) ¥y = —;-]‘;-5599)5’=th§: £)y=—2t
tg 2x sin” SinVE
4 2 /X x - 4 -3cosk
Vysledkys a) 20sin 4x.cos4x, b)-cos (3).sin3 ,c) Ty @) =
e) z 0 ) % poEliE tg2x,sin"2x 2sin 5
l&.Vtgi.cos2 y
Derivace slolenjych funkci exponencidlnich.
Yy = oI X y ¥ = a.f(x).ln a.f'(x) Y= of(x) " y'=ef(x).f’(xé;;§(102)
223.cvideni. Derivujte funkce s ‘
_ L mX+n - X 2x+1 _ 3% =X _ =2 _ VX
a) y=4a 5 b)y=5 »C)y=e", Ay=e, e) y=eF , )y =¥,
X
.
g) y = eln x’ n) y= esin x' k) y= ZEE , m) y= eVI+x' n) y=eVInx’ o)y:asn'n x’
, 2 ‘ '
P) Yy = le'tgx, q) y= e'xz.ln X 4, T)y= g.el-cosx »8) y= sin( &* +3x=2 ) .

Vysledkys &) a™* 1na.m ,b) 2(x—l)ln5.5x2"2x+l, c) 3e3x, a)-e"%, &) Qx.ex2 ’

Vx 1 Inx 1 sinx 1nx-1
£) e .2_\/-:'—:' s B) e o3 s h) e .co8x , k) y.ln2.—1n—zx—, m) yo- 5

<V 1l+X

2
1 2 X -x 1
n) ye———=—— , 0) y.lna.3sinx.cosx , p) y.1lnlO.(tgx + —=)ya)e (= -2x1nx)

2x,VIax | ) ’ cos®x | e

2

r) el'°°sx.(l+ x.8inx) , s) (2x+3).ex2"'3x"2.cos( X t3x=2 )
Na sloZené exponenciilni funkce o zékladu & pirevddime funkce exponenciélni,
JichZ zékladem je néjakd funkce prom&nné x (nebo jen prom&nna x).PPitom uzi-

véme rovnosti pro a > O a = e 8
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1o y Xolnx

Nap¥iklad Yy = x*  zapiZenme T=e = @ sPTO X >0

e = 10X (1% + 1)= x¥*(1nx+l)
224 ,cviceni. Podle uvedeného vzoru derivujte funkce 3
8) y = x>0 ¥ | [y.(cosx.lnx + EEE) 75 0) v = x°€ X /5 _l_n_zx__ + Xy 7,
cos"x x
Pozndmka, S derivsci furkeci expouencidlnich tvaru

v{(x) v
¥ ¢ 8truéné =1
se setkéme u derivadni metody zv. logaritmickid derivace , kterd je vyhodndjsi,

P

Jde=-11i o slozit€jsi funkdni zépis.

by _/:’L.;‘{)

i
i

pEsfrrA OLOH &is. 32 Derivajte funkce 3

gomm wame

1) ¥ = COSZ‘-]'-:'-—Y-E s y' = -—--=--l-——:-2- .sin(2.l—_—-v—§ ) H
1+7x VX, (14VX) 1+ Vx
1-g* -1 ’ 2e* o 1-eX (<
2) vy = (tg == ) ¥ = ——%—.( sin ) ;
1+e% ’ {(1+6%) 1+e* ’
- s lnx - "
3) ¥y = sin® i—%giﬁ 5 vy o= ___ME_E. sin(2.;—%5—§ ) 3

|

4) 7 = V- 3 _____V_f . - B i LE * ——-v_x
ol Ll v - L
5) y = ; C-osa(Xo m) PY yﬂ e %(li-lnx). V;g(x. lnx) .Sin2 (xolnx)

-e

=X
6) y=e T+x \ 7 = - o 1. .
7y 3 = lol-sin#ﬁx . (1+x). V1- =

= Vq ’ 1 ) o 12yo1n10-sin33x.0033x
8) y = 1 pes ~arctgx + slnx +1 Ly = 3e (2% - 1 s )
Vx 1+ %

" 2 , > > o

9) y = PR MO T, = 2y.1n2.sinx(cosx.cos x“-x.sinx,.sin x7); i
1 . 1

10)y= . =

Py vo= )
1+ e"VE 4.eVEaV~.p(l + e;VE )

Derivace gloZenych funkei logaritmickych.

© 0V 680 VSO0 E8 e 0 EE LG 6906 0ESN 0 EEESTNEEDET S A6 6000000600000 000600000¢0008
.

7 = log£(x) , ¥'= ?%Ej.ftx).I%E i 3y =1n £f(x) , y':E%ijf'(x)g(IOB)

€ KO EEE ENPEUOE IBCH T TOCNDUNDINERTCED IS EOCEESLETTIENPEECPOD LSS S000NCENDNGE

225.¢viceni. Derivujte funkce 3
&) y = 1In(3-5x) ,b) ¥ = ln(3x2-22+5) 2¢) ¥ = In sinx ,d) y= 1ln cosx, e)y=ln tgx,
£) 7 = log2(1~x‘) s 8) v = In(x+ Vx2+ a2 ), h)y=1In tg(% + %:) .

— o . 6X=2 2 - 2X
Vysledkys a) b} -, ¢) cotg x, d)=tg x, e) £)
—om v -5x%? 3x2~2x+5’ £ ¥ 8in 2x!? (1~x?).ln 2 ’
1 1
g) —mZomewme o h) "

JestliZe u sloZené funkce logaritmické je vnitfni sloZka vyjadfena vyrazem,
ktery se 44 logaritmovat,je vyhodné nejprve naznaleny logaritmus sloifky f£(x)
provést a pak teprve derivovat.
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/75/.pt0x1aa + 3 = 1 JEE < hoia 32 < BrmQw - e -

R W § 1 -1
Y = .L . = - _7 =
2 I-x ~ I¥x 1- =

Provddime-li derivaci takové funkce p¥imo,pak v pPiysii,:z: -=--:-=:i slofka je

‘ _ulx ” S gied " ey V()
zlomkem,tj. £(x) = ;G:-;- s piSeme pri derivovani hned —::-: e z-szek €3]

n ; n 2
nebo je-li f(x) = v§ s piSeme p¥i derivovani hned z:s=<: =— TFI82 \/%-_.
U pfimé derivace se setkavéme se sloZitdjSimi zapisy.Tak v =z:z:- vPikladd

/75/ by bylos, \/1 =x 7 V v =x —
y= I'I%‘(%é): %{%‘% %}E'(%}%):-'-z‘

226,cvideni. Derivujte funkei

2 c) x @) if
a)y:lng-’-:i)—, b)y:lntic;, y:lnl—'ii-,y=ln(x.s:: Xy vl-xz)
x=3 2= X e
-4 22X 1 1 X
Vysledky:a) X b) c) d) 5 = == + COTE X .
(x2).(x-3)" X =5%° 46 o L, X jex®
{ 1
| pEstrRA OGlOH &is. 33 J Derivujte funkce i
L
1) y=1n xs+ V1P ’_ i) .
= ’ J = - . H
= x.Vl—xz.(x + \/l-x;E )
2)y =ln —3i ’ v'= - L ;

X + X -1 ' 'sz-l

2 ’
In( e+ V14 e°%), A e

o
V 1+ezx
4) y = . 1n( VZ.tgx + VI + Ztgzx ) 3¥’= T Y
ve . V1— sinix
Vx4+3x2+l 3

2 y
5)y=ln§+l+ ’ y = .
" X Xe X +3x7+ 1

ln\/l-sinx o _ 1 R
T+sinx | V=-"¢sx i

3)y

we

6) ¥ =
~
7) 3 = o)/ IRl $OXI0) [ y= 3 fer tb ;
2(ax2+bx+c). Vln(axz+bx+c)
2 cot —sz"' -
5 e
8)y=Vinsin X2 y'=— ;
V 12,V 1n2sin ?x«o-
X 2% x X
9)y=]_ne-|~2+ e "+ 487+l y'= 2e .
\/ V 2X X
o 62x+ 4eXs 1 o Gex 1
10) y = .";-_*'_.—.—- lI-J: y’_—, - -——1—_:_ e
1 - = ax. l" b

P¥i derivaci soudtu dvou sloZenych funkci rtzného typu miZeme derivovat zv1ast
jednotlivé funkce,k demu? se doporuluje zavést za tyto funkce nové oznadeni.
/76/Nepi. u funkce 2 ]
¥ = g.(l - Vi+x® ) + 3.1n(3+ V14X ) zavedemez s

2
u = g.(l -Viex ) v = 3.1n(l+ Vi1ex® ) a derivujeme
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ﬂ,

u’s = 6x + 6x‘:l+x2 , 2 o 6X '
3.3(1+x2)2 3.9(1&2)2.(1«» 314,? )

y = us+v , vy o =u +v’ = 2x
1+ i1+ x
T
| DEsfTRA GLoH &is. 24 Derivujte funkce 3
L
1)y =2, Vx#1 + 1n X2 fxa‘ 1oz ' y'= ‘l;x :
2) v = S, \“X*Xz - 2.1n(x+2 + faxex® ) | y'= L#x +
Vi? 1 Vi + 1 . 1 ‘
3)y =~ + mun =X 1l 7= g
= - x5. ‘1+
4) v = 1n(1 + 1+x2 B o e - ¥ = X g
. 1+ Vi *+ 2 + 21
4
5) ¥y = %. V;3x+l)2 + V$x+1 + In( 3x+1 - 1) , y'= 1 ;
53x+l -1
2
6) ¥y = 252, bx2+ 2x 2 - Z.ln(x+l + 1x%2x42 ) , ¥ = X_+ 4x ;
v;?+ 2x + 2 5
7) y = 1n Vx2+ 1 ‘+ X=1 , _ v’= 4x .
h = ’
R X411 (14x).(1+x°)°
V V X ) , x
8) ¥y = (x=2)J1+e®* . 1p Yite” -1 , y'= X.€ .
146X + 1 B, V1+ex
9y =-—~Z—.,arcsinx + 1In VI-x? g y’= —8rcsin x ;
) blv;E (l-xa).vl-;z
2
\’ 1l + cos x ’ cos™ X
10) y= - COosS X % in 1 + cos x y's —cOS X
Zsingx sin x . sin’x
Derivace slo¥enych funkei cyklometrickych., (1o4)
g ¥ = arcsin £(x) , y'= L «£°(x); y= arctg £(x) , y'= L f'(x)§ =
i - - 2&F 1+/2(x) :
! ¥ = arccos £(x) ' ¥'= — 2°(x); ¥ =arccotg £(x), y'= 1 f'(x)§
. VI - [f(xziz 1+/%(x) :
/77/0 Ef‘iklad.

s X424 1 X427 _ 1 L 1
y = aresin =, y'= — .(—3—9 = —w= =
L 3 VS-#x-x

227.cvideni. Derivujte funkce 3

_ 5y X=2 . 1 . ! x~-1 o 1l .
a)y_arch.nT , 75 3 b)y-z.arctg—g— , 7 m,
V#x—xﬁ
¢) y = arccos 2X=1 y 7= = 3 d4) y = arccos = , ¥y = 1
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e) y = arccos 2-x y ¥ = = s £ ye= emmss ;EE -z £ 3
¥ 22 Xeo IX™ +4x-4 el
. = 2
in L= s _=2 m . 14x
g) y = arcsin = : h) 7 = —=.27:7: £, T = ;
l+? N 1+ & Jz -z lexext
k) y = arcsin &* y'= e” m) y= &.azzis - v g etk ;
= ) = = o3 S o Z I~ R wrmacergall |
lmeax \'v'x- xz
n) y = arcsin [ 1-%* , y'= —=L1, 0) ¥ = ATCTE m—mimm . T m ke,
VJ? et e 2./1=x

.
-

DEsfrkA OGLOH &is. 35 J Derivujte funkce :

1) y = 2.arcsin V':E - v2x-; , v o= b=z b
P x+6 v " x-2 s xz —
2) ¥y = +4x x —g.arcsin = U B = - 3
V5+ Ly= %
2
X 1 x-2) x+l . 1
3)y = o1ln - =—==,arctg =— Yy = -
& x2+2x+4 li-Vi V— ’ X -
1 x“+2x+2 1 2x . 1
4) 37 = yg+1n S——= + g.arctg T = empm—
VI8 X —2X+2 8 2-? ’ X+ 4 ’
2 'd
5) 7y = E'E-a 28x~% + %—.arcsin —’-{—;35 ; Yy = 2ax- x2 i
6) ¥ = %.ln(x2+x+l) - Liarctg 2EL | vy = e
V3 Vv +x 41
7))y = é.[’x.»az- x° + a°.arcsin § 7 i y = a®- x° H
X \ . _ X,
8) y = X.arcsin /=y + arctg & - V;, vy = arcsinlE=e
2 a=x . o
9) ¥y = bax—x - a.arctg »_x" i v = .a;:_t_x_ ;
V - Vi " y - , 1 Y1-x
10) 7 = 1+x LoX + Ze.arctg %‘;ﬁ- » Yy = Ze I?—% .
Vl+x + VI-
Derivace funkci hyperbolickych. Pro hyperbolické funkce
X X X, =X X =X X, =X
sinh x =2=2_ coshx =2+ ., tghx =22  cotghx=522_
2 2 e +.e e - e
?eovo??g?.f..’....l'.D.l...'....’..'b".'...".l"d.ﬂ.’l.‘.’!l“&t....'.ad.
{1y =sinhx , y'= cosh x y = sinh £(x) |, y'= cosh £(x) e’ (x) :
E = = nh H - L4 . ’ E
; y =cosh x , }T’ 511 x g ¥y =cosh £(x) , g’z s;nlll £(x) £ (x) £ (105)
ty=tghx , y=—"p 3 y = tgh £(x) y o yE e )
4 cosh x cosh™£(x) .
: P -1 ’ -1 V :
ey=cotghx, y=—" 3 = cotgh £(x) T w e () 4
: sink®x = & ; sinh®f(x)" :
. s

W6 060000 TE0L00000 700000008060 00010¢60020°00600¢60032000600000060080060e0ac0d5e8rd08rb00

K zjednoduSeni funkei,které obdriite derivovénim,u¥ijte vztahl mezi hyperbolicky-
mi funkcemi,z nichZ nejzédkladngjsi jsou :

cosh®x - ginh®x = 1 tgh x = 8igh X cotgh x = SoSB X
cosh x sinh x
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cosh 2x = coshax + sinh?x 3 sinh 2x = 2.sinh x.cosh x

Z ka?dého racionadlniho vztahu mezi funkcemi goniometrickimi lze 21skat odpovida-~
jici vztah mezi funkcemi hyperbolickiymi tak,Ze
symbol sin nahradime symbolem i.sinh
symbol cos nahradime symbolem cosh 2
symbol tg nahradime symbolem i.tgh im=-1
symbol cotg nahradime symbolem -i.cotgh
Presvé&déte se o tom u uvedenjych p&ti vztahld mezi hyperbelickymwi funkcemi.

228,.,¢videni. Derivujte funkce 3
a) y = cosh(sinh x) , b) ¥ = tgh(l—xg) y C) Y
e) y sinh®x + cosk®x s £) 3y = Vcosh x,8) 7y

tgh(ln %) , ) 5 = sinhox "

1]

1n coshx ,h) y=arctg(sinh x).

Vysledky : a)sinh(sinh x).cosh x , b) F2E ., ¢) L :
= cosh™ (1-x“) x.cosh”(1lnx)
d) 3sinh?x.cosh X , e) 28inh 2x , f) wiai X s 8) tgh x , h) 1 "
2fcoshx GEEN, X
r : 1
i pesfTkA OLOH &is. 326 | Derivujte funkce s
h X -2 1 3
1) y = 08 - 1n cotgh¥ [ —5— 7 ; 2) y = 1n cosh x + tegh’x7
51nhzx hz ’ sinh’x 2cosh x’é
3) y = %.tgh g - é-tgh? g /T———-jr- 7 ~4) y = arcsin(tgh x) , /™ T3
4cosh 5 cosh x
5) y = arccos( E‘cT]s:E_E ) [C_O%T‘i __7 H 6) ¥y = arctg(tgh x) ’ [Es'é%‘?i /
7y = Vl + sinh®4x [ “4sinh 4x 73 8) y = g(lﬂ:ghax)},[ 2tgbx 7
acoshzx. 1+tgh‘x
2
9) 3 = OSHX | ;008HX siniay 7000 e Stehx + Eln 2.tgh x + 1
VE.tgh X
[~ 7
lesinh'x ~

Logaritmicka dexrivacs

Funkce vyjadiené vjrazem,ktery se dd logaritmovat,mifeme derivovat metodou tzv.
logaritrické derivace.Podstatu této metody tvoPi derivace sloZfené logaritmické

funkce @ i i(x) 77 = T%§7.f'(x) = 3 xX)
P¥i oznadeni y = £(x) Finy 77 = % 2 = %

Kromé funkci,jeZ jsou soucdinem a podilem mocnin funkci,derivujeme metodou loga~-

ritmické derivace funkce +tvaru v(x) v
¥y o= [fu(x)_7 y Struéngd y = u' .

Postup ukafeme na dvou pfikladech s

4
/787 .piiklad s 5 = x+1)2
(x=3)

l.krok s funkdni rovnici logaritmujeme (p¥irozenym logaritmem )
Iny = 3.1n(x+l) + foln(x-2) - §.1n(z=3)
2.krok ¢ derivujeme obé strany vzniklé rovnosti funkci
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v -
(- I SR
y X+ : (X-HZ) 2Lx=2

3.krok s pravou stranu uprav1m§
%OZX + 26¢
x+b X

4 .krck ¢ rovnost néscbime ¢islem y,za né€Z na pravé stres’ - :-7:Ts l:insu funkels
po krécent 57x° = 302x 4+ 361 {x+l.C, 00 -

= 20{x~2 ) {x=5) *

229.cvideni. UZitim logaritmické derivace derivujte funi:-

3 e nz-‘ s -_“..:F
(1+x).‘2+x2.63+x/ g gy’ = Ot 3x t 8x + 4z SR

B.) y = ~—3 —
. \4[5 xS N B .
B) ¥ = Gx)t Ny 2 , . s zex "‘?ﬁﬁ(“w};}{‘_
(x+1)” 2ee’®, Vot
" - L e
e 1} ¢ xTe 6%+ 1 4wl (x5+1)
c) y- = V E-c—_i_x + y i o & ar
F-1)° ’ =) | @)
> = ' 2 2
) 7 =) e , 5 = 3x +310x?» 0
b 4 15(x2#+)0¥,(x-5)2e6§ +4

Derivujte néktery z téchto pPipadd take d¥iveéjsSimi metodami a srovnejte s metio-
dou logeritmické derivace.

Touto metodou moino derivovat viechny sioZené exponeu01alni funkce tvaru y =a
a >0, Vig cvid. 223,

(sin x)®98 X

/79/pbiklad y =
l.krok :logaritmujeme 1lny = €08 X , ln ein X
D el @ ~g 3 zﬂ et T o GOS X
2.¥rok sderivujeme g = sinx.ln sinx + e /e ¥
3¢ a 4,krok y° = (cosx.cobgx = sinx.lu sinx).(sin EyeRs X
230,¢videni. Uzitim logaritmické derivace derivujte funkce ¢
TSR 2
8) y=x" , b}y = vg s ) ¥ = E,XVE s 8) ¥ = = , 8) ¥ = xln ‘,f)y:xarifinx,
T - I+x
g) v =(sin x)X, n)y= (tg %)%, k)y= (1n )%, m)y= :if Y, n)y = ( 3+x )
, } ; g 21
Vysledky ¢ a) ¥X(l+lnx), b) +/ , ¢) SEEE. 5 g) 2 “*1e(2 inx +1) ,
e 2.V%
&) 2.x% L 1nx ,£) yo. ot E. BCHB X 3 o) v (ln sinx  + X.cobg X )

» = 2
Viw x
h) y.(ln tgx + E%%Em )s k) we( I%“E + 1n lpx Y,m) 7.( §%I + 1ln i%I )

n) W.E__z (1 +1n I—— SRS ﬁxilﬁx“(l“ 1nx)

(1+x)

Derivece funkce dené imp l icitngé.

U funkce dané implicitn® rovaici F(x,y) = O pfedpoklédéme existenci expli-
citniho tvaru y = £(x) , i kdy% nékdy nedovedeie vypoditat y z rovmice F(x,y)=0.
Tedy také ve funkdni rovnici F(x,y) =.0 je y jistou funkci proménné x,a %o nej-
gastéji funkci sloZenou.Proto pii derivovéni se setkéme s btakovymi zédpisy 3

(a)’= ay’ 5 G = oLy 1 @y = B e eyl
w 112 -
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1 .

(sin y)" = cosy o 5y” ; (&)’ = V3" 3 (arcsin y) = .y

1-y
Derivaci implicitni funkce F(x,y) = O budeme zatim poditat zcela form4lnd takto:
Funkei F(x,y)= O derivujeme podle proménné x,pFidem? y povaZujeme za funkei x,
Ze vzniklé rovnice vypodteme derivaci y° jako neznamou.
/8C/.pPiklad
- % - 2xy + y - 1

2x - 2(y+y:x)+3y2y' = 0
v = 2l
3y = 2x

Derivace funkce urdend z implivitniho tvaru Je obylejné vyjadfena obéma promén~
nymi  x,y. Hledéme-li pak derivaci funkce v urditém bodé, tj. pro urdité x,musime
5i vypoditat i piisludnou funkdni hodnotu Y 2z funkdni rovnice F(x,y) = 0.

231.cvideni, Vypodtéte derivace funkci danych implicitné
a) y'2 = 2px 4 b) bzxzi a2y2 = a?bg, ) X0+ y3 = 3axy , d) xzya - Y o y4 = a4,
&) (x°+ y2)2 = Ea?(xz— ya), f)y-ewsiny=x,g) xy-1ny =a, h) yx? e,
.k) ye¥ + e =0, m) & - X +Xy=0,n) y-arctg y = x

it

2 2 2
, ’ N b X x(y°- 2x -_(x2+x—a)
Vysledky : a)y’= B, b) 7= = X c) Eg-—— d) e)
t *y2 ' yeex 72y - ) 3y (% o+ a2)
2 -3
1) < y &) —L—, n) —2X .k)-z-,m)-w,n)l'z+l.
1- e.cos y 1l -xy X.(y=~1) y-1 o +x y

Poznémka,Dané funkdni implicitni rovnice se u¥iva nékdy k zjednoduseni vysledku.
Derivaci funkci danych implicitné budete pozdé€ji poditat u¥itim tzv.
parcidlnich derivaci funkce dvou proménnych,

i i
'L DESITEA €IOH &is. 37 | Derivujte funkce dané implicitné s :
o | 5 :«3
" XY _ goX o oF
1) xe¥ + ye¥ - ¥ = 0 s yoo= I8 Ze ;v i

xey+e - Xe v

o i Xy.
2) sin(xy) =N -5y =0 , v’ = Ief2x + ¢7- cos xy)
x(cos xy - e - x )

e

2 2 2 3
3 © + 3 = & y' = -V;z{ ;
' 2

4) arctg . . I - ¢ v o= _‘5'—2 H

a a ? (x+y) ’

2
5) ¥ = &, y' = X¥=x.dny) _ y°(1- 1n x) .
x{(x- y.ln x) xz(l— In y)
6) 1n Jx°+ y2 = arctg % ’ v o= %‘E‘% H
7) ¥y = 2x.arctg % 9 y = % %
- . = “Vsi i
BY oFginy =~ eV.co8% =@ , v = - exsiny + e- o,
e“cosy + e Jcosx
’ - siny

9) X.siny - cosy + cos 2y = 0, ¥

L]

X.c08 y + sin y - 2sin 2y

-3 X -5 -%

10) X.e + Jee < = 2 y* Yo & = 2,0

31

2.0 -~ Xe@

I
]
L]
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§ 29. DERIVACE FUNKCE VYJADRENE PARAMETRICEY.

Je=1i urditd funkdni zévislost y = P(x) déna éviz:z ::-:-.-- = ccvnicemi
x = £(t) . y = g(t) , (106)
rozlidujeme derivace obou téchto funkci podle parsce=-_ - - :::. ::: funkce z

F(x) podle prom&nné x.Proto také budeme uZivat rozdil-:_: .--:::2:
x nebo f pro derivaci funkce f£(t) podle z:-:z---_ =

y nebo g pro derivaci funkce g{(t) podle fz=zz-:7-_ -
vy~ nebo F'(x) pro derivaci funkce F(x) podle troz:i--: = .

Derivaci y° vyjadiime podilem diferenciali dy & dx , xtez- —T:iTszs z pa-
rametrickych rovnic : dx = %(t).gt y 4y = é(t).dt
Proto 7veg-% -1 (107)
£ X
Derivace y je pak vyjadfena jako funkce parametru t.Napi. @ }
X = a.cos8 t , Y = besin ¢ . ¢ ; = = a.s8in ¥t - § = C.208 % '
7= T = becos ¥ _._ g.cotg %

X =a.,sin t
T . ’ b v S « T . s
Pro t = e Jest y =~ 3 ! CO%Z je smérnice tedny v bodé t = i) Hledéme=-1i rov-
nici tedny v tomto bodé,musime z parametrickych rovnic vypolitat soutradnice x,y
bodu dotykového,prislusSné parametru t = T
Tedna v bodé T( %,M; . B.VE ) m& rovaici bx + ay - ab.vg =0 .

Pro urdeni druhé derivace funkce y = F(x) , dané parametrickymi rovnicemi (106)

si uvédomime,%e prvni derivace y  je funkci parametru t.Proto k druhé derivaci
L ~
¥y lze dospét takto : _, 4 . s .
S HLTEANS 100

Druhou derivaci y ° miZeme tedy urditi tak,%e funkeci y~ derivujeme podle t a dé-
lime derivaci funkce f{(t) podle t.Takto lze postupnd tvorit i vyssi derivace.
Druhou derivaci vypolitavame také podle vzorce @

.
o

7= (—?—)' 2 ¢ = Bef-fe8 (109)

(£)
/8Y/ .ptriklad.Pro funkci X = ascos & s ¥ = besin t
. é ==a.sin t 5 & = becos ¥
l.zpisobs podle (108) 2.2pGsobs podle vzorce (109)
yi=(- g.cotg $) s ¢ f =-a.sint é = b.cost
b -1 : o =—a.cost:::><:::§ ==b.sint
= = ze—=— t (-a.sin t)
& gin*t yi' = ab.sinat + ab.cosat
- - b -a” .sin’t
= 2 3 b
a sin“t = & g
' a~sin”t
232 ,cvideni. Vypodtéte 1. a 2., derivaci funkci danych parametricky :
a) x = a.{t+1) , 5y = a.td s ¥ = 5t2 v = g.t
’ e 2
P)x=8adnt ,3y= %.(t+ %); y = %(t— %), y = l?%fz'

w 438 =




z 7 r
c) X = a.t2 s ¥ = bot” 31 Y = ggﬁ y = ZégZ
a

o bt _t=t ol R4 e - 1ot(1et)?

d)i-'—'zj_' y V= [y J = NP ’ - 245 < +H+y3
1+% 1+t (1-6%) (t 7T+t +1) (1-t7) 7 (L+4t+5™)
e) X = gl—V:E y Yy = »l-;t 3 yI= \; d.-7%)
¥ 6. (1= ab E
f) x = eZt . T e}t : y’= g.et , yll= -%
- 4e
g) x = a.cos’t , 7 = 2.sindt Y= - tg y ¥ = i
38.c08 tésin t

h) ¥ = at.cos t , y = at.sin t; y = Si2 % * t.cos & v = e+t

r R
I pEsiTKA ULOH &is.37% |

L N parametricky :
X = a.(t- sin t) , &
D ¥ = a.(l- cos t) ¥ = Eotg g
. .t
X = a.(t+ sin t)+b.sinyg ,
2) ln% y=-tg §
¥ = a.{(2+ cos t)+b.cosz
| X = a.cos t+{at+b)sin t ,
3) y=tgt
Y = a.3in t-(at+b)cos t
v = 2608 b
4) Veos 2t ¥ = goug ¥
y = a.sin t
; VCos 2t
5 {x = a.cos t. ﬁcos nt 3’2 =~ cotg(t+ nt)

Y = a.sin t, gcos nt

a

?
cos t - t.8in ©

a(cos t = tsints3

Vypolteéte 1. a 2. derivaci funkci danjch

y'= =
a.{1 - cos t)z
ylé L3 ="
£ t
cos E.(4a.cosz +b)
e b 3
Y =
(at+b).coszt
y’i - co8 2t, Vcos 2t
a.sin3t
L - {n+l),cos nt

a.sin3(t+nt). Vcos nt

o 7= - DaQlr 58%2tt) .. bu(et?o1). (1741)3
6) T 4at 82t~
Yy = bt = -
2.(1+ t°)
{‘x - 8.C08 ©
7) 1+ 2.co8 t P befcos t +2) L be(1+ 2.c08 t)3
y = besin t a.8in t a?.sinBt
1+ Zecos ¢
X = aoez
5) VCOS t - sin ¢ y4= g_git-'%.ii_ng yo '= sint = cost
1 % u e 80O
Yy =zat - a.ln VGost-51nt;
X = a.[-ﬁigfz - 1n tg(Z'+ g)_?
3 cos § 4 y': 3 y,; _ 3cos t.co: 2t
a sin 2t 4a.,sin't
Yy = —3—
cos’t
_ ot
fﬁ) {x = 8 “»E08 HY i m.Sin nt +n.cos nt 7L (m2+n.2).ne'mt
~ - N— , -
v = ™%, sin nt m.cos nt ~-n.sin nt (m.cos nt =n.sin nt)”
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Derivace funkce vyjddfené v_polarnich soufadnicich.

Funk&ni rovnici v polarnich soutadnicich dévame explicitni tvar r = £(P)
Pro urdeni derivace y'= g nghradime rovaici r = £(®) paracevrickymi rov-
nicemi uZitim transformadnich rovnic

X = T'eCOS 99 9 Yy =Te8in ¢
Dosadime-1i za r pravou stranu polérni rovnice r = f( 99) , obtdriime

x =f(?).cos? y Y =f(Plesin g , (110)
co? jsou parametrické rovnice s parametrem P
Rovnicemi (110) se pYevadi derivovani funkce dané polérni rovmici na derivaci
funkce vyjad¥ené parsmetricky.Parametrem je ff' %

/82/.,priklad s T = 8 @ {Archimedova spirala)
Parametrické rovnice: X = a.?.cos P T=ag@ «3in @
. . -
X = a.(cosjo P singo) y ¥ =a.sin P+ Pecos P )

y:Z: sin @ + P.cos®
x cosgﬂ 7311‘50

y_(i) ._];=(sin¢+90.cgs$0) . 3
x X R 1P = s eln g a.(cos @ -J(ﬂ.sin50)
Po derivovani a po upravé obdriime

. P2 42

y =
a.(cos§0 - @ osin 7’)3
| pEstTka OLOH &is. 370 | Vypo&téte l.derivaci funkce y= £(x) dané polarni
L - rovnici
. 2 . 6cos5 =5co8
1) r = a.(1l- cos?) ,y:tgég? 2) r = a“.cos 2_99,y=___32__L_2.
ésin“p -58iny
3) r = 32 . y'= cotgso ! ¥'= sin $ ~Y.cos ¥
cos 29 +2°°S ‘5’ ¥ cos P +fesin @
e R s m.sinP+cosP. gy p =50k Fe k.sin®P + @cos ¥
m,cos gv—sinyJ kecosP ~ Psing
2y v = p) ¥'= 1-cos® 8) r = a.l+sin<P , 3= 1+ 2s;.ny’ -51n330
' 1- cosy sin @ cos®p cos f
’ 3 3 »
9) T = a.sin 5? - 351n¢+cos¢.t$§5p;10)r = a.sin %o y'= tg 3-50.

3c0s ?-sin;ﬂ.tg}go
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