§ 31. ALGEBRAICKE FUNKCE.
I. Raciondlni funkce celé.

Racionélni funkce celé (mnohodleny,polynomy) jsou definovené a spojité pro
kaZdé x.Jsou-li stupn® n-tého,pak miZe existovat nejvyé (n-1) hodnot proménné x,
JeZ vedou k lokdlnim extrémim.Tato x jsou sou¥asnd hranicemi intervald monoton-
nosti.

Grafem racion&lni funkce celé n-tého stupnd (n > 2) je tzv.,,vyssi parabola’’

ktera miZe mit nejvys (n-1) vrchold a nejvys (n-=2) inflexnich bodd.

PPi vypodtech ge setkdme s FeSenim algebraickych rovnic a nerovnosti vyssich stup-

ni.Viz III. a IV, kaepitola.N&které z nich se ném zatim nepodari rozresit.

233.cvideni.Pro dané funkce urditi lokéalni extrémy,intervaly monotonnosti,charak-
teristické body grafu a né¥rtek grafu,

a)y= 2x3-9x2+12x+1, i ;(1,6) y X(2:5) 13K 5,5%) 73

bly= 3x4-4x5, / V(1,-1), =-J,(0,0) , 735( %,- %g ¥

c)y= x3-312+3x+5 5 /[ +=J3(1,4), funkce je v int.(-o0,+® ) rostouci ra

Q)y= x*Rx0=3:E x5, (" v(z.-ﬁ%), v(-1,~9), U(2,-9), /ch—P,yp 13, 52,)7;
o)y= (x-1)%.(x+1), [ V(E,341,1),0(1,0), 01 (-1,0),/3, 4%, ) , 15 ;48 75

?

i
| DEsfrka OLOH &is. 38 Gkol predeslého cvideni provedte pro funkce
1ige 2P st innes [VG558), 15,4, 43 2, B 7;
2)y= gxo-3x+1 , [V(=2,5), V(2,-3), #3( O, 1) 3,
3Dy=1+x -3, £ 3,283 (- B.252 ), ssco, 1) 7
4)y= x“— l:-x'3+ l+x2, é-;(lpl)s '!(0’0)1 !(Z’O)OIJ]_(%&!X)' /JZ(%-ﬁ’E) -7;
S)y= x*- 2%+ 1, L£UC %,- 1), +3,(0,1), $3,(1,0) 7 ;
6)y= gx* + 2, [V(=3,-68), =3,(0,0), #T,(=2,-4) 7 ;
7)y= x5-514+10x3-10x2+5x—4,£'-'o-J(1,—5), funkce je v int.(-00,+00) rostouci _7 ;
8)y= Xt +63° hix-3 [7V(-1,-4) je tzv.plochy bod _7 ;

- =14+V8
9y= (x+l)2.(x-1)3 3 [‘v(-l,O).!(-'-%.yé-l,l),*Jl(l.O), ,J2’3('—§—-YQ’3)_7
10)y= (x=1)2,(x+2)> , S0 =233V6

[ V(—5.y=8-4)s¥(1,0),+J1(-2.0), /JZ,B(_TU_’yZ,B)-7
IT. Raciondlni funkce lomené.
Pl

1. Raciondlni funkce lomené y = =5 » dichZ_jmenovatel Q(x)_nemé redl.kofeny
{ Q(x) neni pro %4dné realné x roven nule ).
Tyto funkce jsou definovany a spojité pro kaZdé x.
Necht je P(x) stupn® n-tého a Q(x) stupné m-tého.Pak pro n <n maji grafy uva-
Zovanych fun%ci asymptotu totoZnou nebo rovnob&Znou s osou x. Je to pfimka y = a,
kde q = 1i .

X
2 X-» 00
v nésledujicich cviZenich a desitkdch uloh uréiti pro dané funkce lokdlni extrémy,

intervaly monotonnosti,charakteristické body grafu a nélrtek grafu.

Pro n&které pripady bude treba nalrtnout graf funkce bez v3ech moZnjch inflexnich .
bodil,nebof k urdeni jejich soufadnic x vede rovnlce vys$iho stupné ném znimymi me-
todami ne¥efitelnd.Ve vysledcich bude zapsano J(x =3x+1=0).
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234 ,cvideni. - asymptotas
r= A=, [V, 150G By P B y=0,—=* 73
_ _=2x - i -
bly= ;24-_; 5 é v(-1,1), Y_(lo ), /Jl(0,0), /Jz(vgg" %)’f‘]’a('v.vg)’y:oo—“; _73

2 5
O)y= EAEL /7Y (1,3),U(-1, 3),73(x7-3x+1=0) y=l,—*7 3
X =x+1 5 =
pDEsiTKA OIOH &is. 39
L)y= 2—‘;2 , Vo), . 2, 13,40 2 s | y=0,~=* 7;
=3 1 .
2)y= -]-:.'-:E;z ’ Z-V(l,z), !(—l,- 2), /J:.L(O,O), /JZ(V-.Z%),/JB(-V;,—}?)Jﬂs:—*' -73
5)y= ‘x‘g;"z ’ H(0,0), /Jl( %, é), /Ja(" !;, Z]E ); y=11:-_': _7;
2 -
-2x+1 =
ayy= EFEL, [3(-1,2),001,00, £3,(0,1), 4T, 5 o+, 1 -5 ye1,=— 7
ax*
Syv= Mg, [300,00, 43y o 2fE L 35 yetez—s 7
2 o
5 x—?'xl—s’ VN2, 729,002,532 T, (PP 2x+120); y=l,=— _7s
x“+ :
2 =
_ X°=5x+l 4 ok = bE —0)= =1 .= s
7)y= Kﬁi—l, [V(-1,25), U(1,-3), J(x-3x+1=0); el 7
8)y= {Hxﬂvé“;(om). 1(-2@%). J(x2+3x°=1=0); ySum I
x3+x+l
9y= Ftphey (V12D UL, £3,(0,003 y=0,—=7 s
B
2 - =
g 1 oL VZIHI&V iF‘*-‘#
10)y= ;—E:—: » [Y_(O:O),VCVE.E).V( ngﬂ)t/']l’z( s _z_z:y)rﬂr3’4(i —3E-Z’Z ;’
y=0, al s

2. Racionélni funkce lomené y = -5-83- , ijich# jmenovatel mé reélné koreny

( Q(x) je rozloZitelny mnoho&len )

Mé-1i mnohodlen Q(x) r ruznych redlnych kofeni,mé& dend funkce r bodld nespo-
jitosti.Jsou-li X5, X5 4 X3 - oo Xy reélné kofeny,pak koien Xy Jje bodem odstrani-
telné nespojitosti,kdyZ lim %g% je vlastni, nebo bodem nespojitosti 2 .drubu,kdyZ

XX :
lim -E{-’% je nevlastni , ‘ipi*ipadné jen jednostranné.
i XX
8 i
[ V pripad® nespojitosti 2.drubu Je pfimka x = X, asymptotou grafu funkce.

Plati-1i o stupnich mnoho¥lent P(x) , Q(x) opét n <m, pak grafy tdchto funkci
maji asymptoty rovnobéiné s osami souladnic.

V pfikladech nésledujiciho cvideni a desitky tloh urdete lokalni extrémy,charak-
teristické body grafu,asgmptoty rovnobd¥né s osami souiadnic a ndértek grafu.

235.cvideni. = g
_8_._)7= 25?' [ v(lfo/i%)/’ /J(Zy%); : y:O,-_—-—"';x: O,_.l_; -7;
b)y= _;2.3-3 ¥ 73(0,0), y=0,= +3x=_\/3"+L’x=V;’ 5

2
c)y= = #X=2 /= Pro x=1 bod nespoj.odstranit., y=1, > 73

xz—l g

Poznémka.PPi sestrojovéni néértku grafu narysujeme nejprve asymptoty a viechny
uréené body.Teprve podle potfeby vypoditavéme soutadnice dal$ich bodi.

;x=—1,_|+ .

?
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I 1
'LnEsImm G1L0H &is. 40 :

1)y= T—‘; s { lok.extr.neexist., /J(0,0); ¥=0,——Z;x=u2 |+,x- '..|+ 73
= -

2)y= ﬁ- : { lok.extr.neexist., /J3(0,0); y=0, szl 2=l Y 7

3)y= -2"3—1 : /7(0,0), y=l,—2;x=-1,%| ;x= 1,_|* _7;
X - ;

4)y= 3"%&. [ §212 ), £3,2h; y=2y——23x= 0,_| _; 7

5)y= &ig.& =2, [U(=2,-3), 43(-3,-28 ); y==2,=%;x= 0,*|*; 7

g 2<§2I§+1) o UL B, A3(-2,18 ) y=2 y=—%x= 1,%* h

= -9-—0)’

?2)y= %ﬁi i Y01 v(3,2) J(2x°-11%°+6x y=1,=— =-3,%| _;x= L1 N
b 4 X

8)y= 11. % (_.l.l_),z, { lok.extr.neexist., /J(E,O); y=0.:—:;x= 0,*] *5x= 1o_|_ i
X X=,

O Y Y S SO P Y x= 0, |* 7

2
10)y= 53=;E=1§§Il, (52,3, #3042, 0); st 7

3. Racionélni funkce neryze lomené s rozdilem stupnd nem= 1 se 1li3i od pre-

deSlych dvou typu tim,Ze jejich grafy maji také asymptotu obecné poloZenou.
Piimka y = kx+q Jje asymptotou ki¥ivky ¥ = £(x) , jestliZe pro konstanty k o q
plati 3 l{--l:Lm—g—l qQ=1lim /f(x) - kx 7,

X4 +00 X-> +00
za predpokladu,Ze obé limity existuji.Pritom v podminkdch x= +w plati soudasn¥
znaménka horni nebo dolni,
Takto urlend asymptota nemusi byt limitni polohou tedny pro x-» +® .

S
Napfiklad pro funkci ¥ = %&2

X"+ 5x
-x3+ 2X + - =X’ +2X+ 12+2x+
k:limﬁ:.....:-l lim —-2-——2+x7-lim2—2——2=5
X=p= 00 + 5% : : £ X +5x% X 00 X +5x

Asymptotou obecné poloZenou grafu dané funkce jest tedy prfimksa y = = x + 5 ;
graf méd jesté asymptoty x =0, x =5 ,

Pro uvazZované racionélni funkce lomené lze urdit asymptotu riznob&Znou k ose y
bez vypodtu limit pro k a q.Ze vzorce pro q se odvozuje,Ze neryze lomenou funkei
8 rozdilem stupni n-m=1 lze d&lenim &itatels Jmenovatelem nahradit souétem li=
neérni &4sti (kx + q) a ryze lomené &&sti ¥ (x), o niz plati limy’(x)

a Ze pravé Cast linearni vede k asymptotd Y=kx+q.

V uvedeném priklads: (-x3+ 2x + 3)=(x +5X) ==X+ 5+ ;Z.’_gx_;é
X 40X
Line4drni &&st podilu,tj.dvojélen (=x+5) je pravou stranou rovnice asymptoty.

- K t8mto funkcim zaPadime nejprve funkei raciondlni heryze lomenou s kvadratickym
Cigatelem a linedrnim jmenovatelem.Obecné je jejim grafem hyperbola,jejiZ jedna
asymptota je kolm& k ose x a druhd obecnd poloZend.Z rovnic t&chto dvou asymptot
miZeme metodami analytické geometrie pro tuto obecn&ji poloZenou hyperbolu urdit
souradnice stredu,rovnice os,pfipadné délky os a ostatni konstanty.

/83/.piiklad. y = —;—%—’52:—1— ¢ili v implicitnim tvaru xa-x;y + 3X = 2y=1=0
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7 implicitniho tvaru poznévame,Ze jde skutelné o rovnici kuZeloselky.
Délenim &itatele jmenovatelem obdriime (x?+§x—1):(x+2) = (x+1) = E%?

Rovnice asymptot : x ==-2 &ili x+2 =03 y=Xx+ 1 &ili x-y+1 = 0
St¥ed S(-2,-1) ; rovaice os: o, =y = x(V2+ 1) + 2V2+1,0,2y= x(1-Y2)+ 1-2V2

236,.cvideni. Urditi asymptoty,stifed a osy hyperboly :

B sl X ol e e £ - =
a) y= g [x==-%,7=3-5, 8013 g)s 01’2=(5:3v;6)x -9y-1:V§5 =0
e
b) y= == y [Z==1,3=x-1;8(=1,-2); 0y 25(1£V§)x oy =14 VE =0 _7;
§+l ' '
)y=2 2l , [x=0 ,y=x, S(O.O);olzg(lxvg)x-y=0 A1
X 1
2
4) y= gi:iiﬁ y {x=-1, y=2x-1, 8(- 1,= 3); 0 p=y= (2£V§)x -1 + v; I

237.cvideni. Pro dané funkce urditi asymptoty a charakteristické body grafu @
a) y= _?—z ) é- V(f«;o#),!(v-,g),*J(0,0); J=X3 x=-lo-l+; x=1!_,+_73
x -

3 i~
1 (x-1 -

b = Fe ’ V(=5,=-6f), =J(1,0); = lx - $ X==1, 7
)y 5 txe1) & 5 i ( ) y= 5 g X

2 - -
&Y o x3+§x +7%=3 /- V(I’Z),!(E'E%),v(_5,:%é),/J(?,yé}%);y:%x+l; x=0, | 7.
X

III. Iracionélni funkce.
Irecionélni funkce maji ndkdy v nékterém bodé nevlastni derivaci.Je-li v tom-
to bodé dand funkce definovéna,pek graf funkce mé v tomto bodé teénu (polotednu)

e rovnob&#nou s osou y.Mohou to byt s

g 1) krajni body intervali definiZniho oboru (vig obrezce 313 , 14 , 15 )
2) inflexni body (viz bod {3 v obrazci 37 )

3) body vratu (viz body H , H v obrazci 37 )

§
f, Pro jejich urdeni vySetiujeme jednostranné nevlastni derivace.Pomickou je ném
; geometricky vyznem derivace funkce v bodé (smérnice tedny)
el
4 b) ' c) a)
St = \{
N ¢
\\ e
= b s
*/
// | | =\ I |\\\\
SETER L s R
X —= 8§ ! e o H 8 =X
Obr, 42

tgot= £°(x)>0 i tgx= £°(x)>0 § tgo= £ (x)<0
Kdy%z xo 5+,f (x)=+o0 :Kd,yz xb 8=,f° (x)e+00 KdyZ x-= g=,f > =00 * Kdy: x+ s+, £ = =00

14m £°(x) = + 00 ¢ lim£°(x) = + ®© lim £°(x) = - o § lim £°(x) = - ®
X-» B+ ? X 8= X=p S °X-> 8+
?

tgo= £°(x)<0

XL EX X
LR ]

Kombinaci téchto &ty¥ piipadd obdrzime body inflexni s te&nou rovnob&Zinou s osou

y nebo body vratu 3
1.nastanou-1i oba p¥ipady &),b) nebo c¢),d), mé graf pro x=s inflexni bod t J ‘

2.nastenou-1i oba piipady a),c) nebo b),d), mé graf pro x=s bod vratu H nevo H.
Viz obrazec 37, stre. 117.
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/84/.pEiklad.
a) Funkce y = ax—l ma derivaci y’= —-L——,které neexistuje v bodé x=1.

3; (x-l)z

Funkce je v bodé x=1 definovana a proto vySetfujeme nevlastni derivace :
1 L

3 : 1
lim =+ 00 , lim =+ @
e 33(::—1)E e

Graf funkce md v bodé x=1 inflexni bod s tednou rovnob&éZnou s osou y.

b) Funkce y = ?? ma derivaci y’'= -—-%—— y kterd neexistuje v bodé x=0.
B.Vx
Nevlastni derivace 3

lim —2 o lim —2 -6 ®
R o 5.3: x> 0+ 5.%71:

Graf funkce m&d v bodé x=0 bod vratu H . Pro x= O existuje lokalni minimum,
238,cvideni. Uréiti vSechny mozné lokdlni extrémy funkci,pifipadné inflexni body :
a)y=3—ax-2, W2 3 7

b) 3y = V(T—xz).(l+2x2) o V( -2) ¥(0,1);body (~1,0),(1,0) maji ,,svislé’” 5
polotecny . -
c) J = 3-?21 = x2 ? [- -‘;('1’2>5V(112)9 f.I(0,0) _7
d) y=2x = 3.7}? -  v(1,-1) , I:I(0,0) £
f 1
] pEsiTRA OLOH &is. 41 . (kol prfedeslého cvideni provedte pro funkce :
Ly= (x+1)3-?? 9 [ ;(" I%,yéO,lB), -+J(~1,0), I;I(0,0) _73
2)y= fae1)? + fx-10% £ V(0,2), H (-1, %), (1, %) 7,

3)y= i X 03(22—1) ) V( g -a;: ) +J(1 0)9 ﬁ( %‘,0) 7 H
4)y= a(x‘kl) - a(x-l) ’é H(-l,-a— ), H(l’ 3- ), #3(0,0) H 7-0’_: 7
= E -1, [ TVe,21),7,08, 25) H(O,h b2, 70, 3,2, ?}

6)y= \7 P-3x42)° , =¥ A, ), H(1,0), H(2,0) 7 ; e

N

7)y= V ;2 ; Z - V(Z’%%)’ I.I(0,0), §3(2,0); asympt. y = =x+ % 71
8)y= =x .?(x-z)2 £ V(0,0), ¢ $,22 ), (2,0, inflex.body existuji _7
7?—— 9
9)3’— 9 é- !(O,-l), ‘Jl(-l?O), *Jz(lio) _7
10.V(x=-1 - 8 = =
10)y= = V(- %, F )y V(3,8V4 ), H(1,0); y=0
)y T L 3 5 -2 g?— B y=0,

239,cvideni. VySetfiti prubéh danych iraciondlnich funkci s naértkem grafu @

pq = : : z
8@ y= = ' {  x= -1, |_; funkce je v int.(-1,+0 ) rostouci 1

y=1,=
b) y:ﬁz-:z- 5 { (=00 ,<2>,(2,+00);bod (~2,0) m& svislou polotednu; x=2, I"' s

Gk :
c) y= b.%_;ii y 8 20y /Tp3( ﬁa' aag);bod (a,0) mé svislou poloteénu;x:O, %

d) y= %( VP + VoPxer ), £ V(0,1); asympte: y =x 3 y==x _7 .

= Aok .



§ 32, TRANSCENDENTNf FUNKCE.

I. Goniometrické funkce.

PEi uréovéni prub&hu funkci goniometrickych se setkavame s PeSenim gonio-
metrickych rovanic a nerovnosti.V ka?dém p¥ipadé si uvddomime,Ze vzhledem k perio=
diénosti goniometrickych funkeci obdrZime vidy nekonednou mno%inu bodd vedoucich
k lokalnim extrémim,nekoneénou mnoZinu intervali ristu(kleséni),pro graf neko-
neénou mnozinu vrcholl,bodld inflexnich apod.KaZdou mno¥inu zapifeme ufitim celé-
ho &isla k a &isla vyjadfujiciho periodu prisluiné funkce.

K sprévnému sestaveni vSech zépisi uZivéme grafl zékladnich goniometrickych funk-
el :
/85/.pfiklad. Urditi lokédlni extrémy a charakteristické body grafu funkce

y=- g-.sip(Bx + g), vySetfované bez uZiti l.a 2.derivace ji¥ v kapitole
o grafech funkci.Viz / str,.80, obr.20 /.

y'= - g.cas(3x+ g:r) vy = gg.s:‘.n(azw g)
Nutnéd podminka pro lokdlni extrémys: cos(3x+ %3 =0 , coZ je splndno,kdy?
a) 5x+g= ‘g-rk.aﬂ' b) 3x+g‘= 371"4-1:.27
x = I%.(8k+l)d7” x = I%.(8k+ ey
Dosazenim do 2.derivace se pfesvédciime o splnéni postadujici podminky s
v '= z—z.sin[' Ig-(ak-rl)if-r g—_7 vy = gg.sin[é.(akﬁ) + g_7
= Z.sin( § + k27) = #.sin( 37+ k.27)
=2%.1>0 =2.(-1) <o
MnoZina x = y3(8k+1)7 dava body,jei Mnozina x = y5.(8k+ 5)7 dvé body,
vedou k lokdlnimu minimu funkce. JeZ vedou k lokédlnimu maximu funkce.
Nékolik bodi téchto mnoZin obdriime pouhym dosazovédnim k = 0 4 #1 , #2,cce40
=0y X = I%—ﬂ'; v obr20 je to bod £, X, = 127/‘; v obr.20 je to bod §,
k= 1, x;= gﬂ'; v obr.20 je to '::»odf5 xi = EJI’: v obr.20 je to bodfa
k=2 , ;= $47T: v obr.20 je to bod f 5 x; = £7; v obr.20 je to bod f ¢
k:i.-l, T == [T v 0bre20 je to bodf’a % == RT: v obr.20 je to bod £
k==2, T,== £T; v 0br.20 je to bod £, 3.22’ = 27T v obr.20 je to bodf’5

240,cvideni . Uréete lokdlni extrémy danjch funkci,pFipadné i charakteristické bo-
; dy a nadrtek grafu funkce:

y=sinx+cosx v/ e, Vo s, v Texs),- V2 7 7

b)y: CcOoS X + 00178 X é- x= k”}_, +; /Jl g(4k+1).0); *Ja(g(q'k+3)’ 0) -7

a)

i
pESfTRA GLOH &is. 42J'

1) y = 2sinx + sin2x L= ;(;(Bk-t-l)’ EVB-). ‘_7(3'7(6k+5).- E-V;)_7
2) y = sin’x - 2sinx ¢ v(Fwxs3), 3 ) !(g(ukd), a )7
3) y = cosx + %cos 2x F \;(k.'ff, (et )% %) ;‘_{(%57'01!3-_1),- E)_7
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4) y = cos’x + sin’x N ;(k 97',1); \?(g’(aﬁl),l); Y_ﬁ;’?#k-ﬁl),y‘g) pro k sudé

V() - By (er,-1) S ((2k+1),-1) pro k 1ichey
5 y=sir’x s sinx, [ W.I-(g(ldﬂl),2);\_!(%7(4k+5),-2); #3C kT, 0) 7

6) y = 4sin2x + tgx , [ x= g(2k+l),+,_; -o-Jl(g(}kﬂ),3V€);+J2(§-(3k+2),-315);
’ #35(kT,0) 7
9y ¥ = sinx + %-sian + %sian

£ V(o) , - ﬁ);';(g(slwl),% + %VE);FGI”'(&-.»;);Q?_VE-);
I( g(er),v-E—);E( ,{(aw),-_(zgﬂa v(; {(8k+5).5%fv—2 |7

8) ¥ = cosx + Acos2x + %cos}x
£ vk, B V(37 Gre) - 12); V(3T Gre2),- 2) 5
V(7T @xe1),- 2); v(Fexe1), - 1) 7
9 y=—2 7 \-r-ﬁ: T, 10); g(g(zku), 5) ; inflexni body FeSenim

L+ ginx N >
rovanice 2sin’x - 58in“x +1 =0 _7

10) y = sinx = tg x [ x= 2‘”-22k+l),_,+; \7(?(61:-}1),4‘5—%);

v(Fexes),- Ned5) 7

_ £(x)
Pri vySettovéni pribdhu exponencidlni funkce tvaru y = a ya>o0,

si uvédomujeme,%e funkce mi pro kadé x kladné funkéni hodnoty; proto

£(x)
pro_Zadné x neni a =

IT. Exponencidlni funkce,

PongvadZ 1. a 2, derivace takové exponenciélni funkce se d4 uvést na tvar
£(x)
a « Flx) -,
£(x)
pak TeSeni rovnice a F(x) = 0 prechdzi na YeSeni rovnice Mx) = 0.

V pifikladech nésledujiciho cvideni a desitky Gloh vySetiete lokalni extrémy ,
pripadné i charaskteristické body a asymptoty grafu dané funkce.(U grafi nékte-
rych funkei existuji inflexni body,ale vypodet jejich soutadnic Je sloZity )

241.cvideni, :
a) y = x.exx Ll (-1, -~ ) : ﬂJ(—2,-26-2); asymptota y= 0y —— 7
l+;.2 : 5
b) ¥y = 2 [ v(]_,V2—); Y(-—l, @ );exist.Jl,Jz.J H y= 1, - = ..7
T
| DESITRA ULOH &is, 43 }
L ; i
2 % -1 1
D og=2 L0 Ay A 2T ) gy P2 i 7= 0, =% 7
2) Yy=e ’ [- ;(001); /Jl( é » = ); IJZ(-Q ? V—}: )s = 0, = i _7
Q)

-7 2 1
Ve
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Asymptotas

-
- « 1im v=0: e i, = o T X e
3) Yy = el 9 [I#O,x-]flcl)l y-og /Jl(v-;’ evE ),IJZ( Ve;’ eVE)' J = 1'_ + _7
) y = eE 3 /x£0; lim y=0; lim y=+m; $I(= %,e'z);x=0, P el 27
5 X0 0= x> 0+ : e
5) y = em - [x#-2; lim y=0; lim y=+00; )‘J(—2%,e"2);x=-2,,+;y=1 ,———t 7
X =2 Xb =24 e
_.LI : 2
6) y=25 1, [xAilinye0; fI(EFE, % 1,1t 7 = 1,27
7Y ¥ om ek #0; lim y=1; lim y=0; <Az
- ;:-:x—-r-’[x x"’o-y x-r(:l';:y LT +"7
8) 3= Re, [ T2, 462):¥(0,00;43, (N2, 740, V2,7); ¥ = 0,02 7
9) y = x.ex- y [ x#03; lim y=0; lim y=+003;V(1,e); X= 'O,F; ¥ = ly——=t 7
X O= X O+
= .
10) 7= xee Ty £ VCLiu0-1,2E 2569,0,0055,05,52:55(V3, )
Ve w = 3 :
y = 0, 7

I1I. Logaritmické funkce.

Derivace logaritmické funkce tvaru y = ln £(x) je funkei tvaru %éx_)_).
Je-1i vnit¥ni slo¥ka f(x) raciondlni funkci,pak TeSeni pPisludnych rovnic :
a nerovnosti neni obtiZné.
Gasto se setkévame s rovnici Inx = m, jeZ je splnéna pro X = e

nebo s nerovnosti Inx 2 m, jei je splndna pro x 2 & .
Je viak dile?ité zjistit pPedem definilni obor dané logaritmické funkce a ple-
svédiovat se,zda x,vypoditané pro lokélni extrémy nebo pro charakteristické bo-
dy grafu,nidlezi def.oboru funkce.

V prikledech nésledujiciho cvideni a desitky tloh urditi lokdlni extrémy danjych
funkci,pripadné charskteristické body a asymptoty grafu.

242, cvideni.

a) y=iFf-Wmx, [=>0 11, x= 0, |*; 7
: 2 ; -

b) ya 2= [x 505 T(1,003V(e?,—% )34T(e & ,3)3x=0, *33=0,—2 7
= X e

n

pEsfTkA OGLOH &is. 44

1) y=Veamx, (x>0 e, -2); £3(1,0) 7
2) y = Xeln x 9 L-x >0; .v_( é’- % ); -7
3) y=2Jdnx, x>0; ¥( =L =2 )y sr¢ 1,22 ),
£ Ve '2e ! eVe 2e 7
4) in - Sa.d
Yy = —i—x ’ [ x>03 V(e,'é- s /J(evFé: E%Fé ) ¥= 0y ke ..7
5) ¥y = 1 5 [ >05m13 )‘J(e'z,- %); x=1,_|+; y =0,—* 7

in x
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Asymptoty:

6) ¥ =1n(l+ ¥) , [ ¥(0,0);#7;(1,102);¢3,(~1,102); gt
?7) ¥ =1n(l- ), [ Obori(-1,1);7(0,0); xe-1, |_ixz=1,_| 7
8) y = m(xé— 1) 4 [/ Obors(=co,=1),(l,+m); x==1, | sx=1, |_ _7
9) 3 = x + In(xP=1),/ 0bors(=00 ,=1), (1,+00)sV(-1-V2,7)5x=1, | sx==1,_| _7
10) 7 = 3.1n i_f_i y /"Obors(=1,1); #3(0,0); =1, Lx=1,"1 7

IV.Cyklometrické funkce.

U sloZenych funkci cyklometrickych se setkivéme Casté€ji s nékterymi zvlast-
nostmi (singularitami),které se zPidka ohjevovaly u funkeci pPedesSlych ti¥id.Tyto
funkce mivaji body nespojitosti I.druhu,jejich grafy maji body thlové apod.Proto
je opdt duleZité urdovat definidni obor funkce a vySetfovat obé okoli bodl,pro
néz neni funkce definovéna. ‘

Piiklad. Yy = arcsin % Def.obor : (=00,-1>, <1l,+®)
Grafem funkce budou dva nekonedéné oblouky s krajnim bodem.Prvni oblouk mé krajni
bod K, (=1,- § ),druhy oblouk m4 krajni bod K,(1, ¥ ).

’ 1 ve _ 2x2_

Pro x21 8 y secmSe , ¥y =
y'= =zl = 1 22 (2 -1)V:?
2.V pro x$~1 s y = s, o e 2x2

XolX =1 2(x -1)V 2

Obvyklé vySetfeni pribéhu dené funkce vede jen k asymptoté y =0, —
Derivace funkce neexistuje pro x=0 a pro x= + l. Okoli bodu O nevySetiujeme,
pondvad? funkece neni v ndm definovéana,Zkouméme tedy jen derivaci v pravém okoli
bodu 1 a v levém okoli bodu =1,Vypodtéte sampi limity s

: C | TR
0 i s & (D, LA i 5 OB il

e e e

V krajnich bodech Kl(—l,-g ¥ KZ(I' g)

I
1
1
0 1 X

né graf svislé poloteday.Viz obr. 42°9 ,

Kontrelujte vypodty na grafu v obr. 43, : L Obre 43
_____._i,"

Phiklad. y = arccotg% “Def. obor s (-00,0) , (O,+00) .

Grafem funkce jsou dva nekonedné oblouky bez krajniho bodu.
V tomto pPipadé mﬁi'emeuiitir_n limity vySetfovat okoli bodu x=0,ponévad? funkce
neni definovéna jen v tomto bodé. :

lim avccotg g i-1n arccotg t =T ; lin arccotg ¥ ‘T lim grecotg t = O
X Qe X t» ~00 x=» O+ T +00

Pro x=0 mi danid funkce bod nespojitosti I.druhu(rizné vlastni jednostranné limity)

Bhat Aot be daivest s ..!2-__ - yu=(-£-2:ﬂ)- k obvyklému vySetiPeni funkce.
x4+ x“+
L ]
Agsymptoty o sm&€rnici k
k= 1in %.s.rccotg ;": = 0. § - q=< 1in arccotg g = ‘; .Asymptota y= "zr,
= 00 x> 00

Pro sestrojeni grafu funkce v okoli bodu x=0 volime pomocnou funkei y = @ (x)

4
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Eapitola XiV,

NEURSITE viRAZY. L HOSPITALOV O PRAVIDIO.

ulx
VX

chazeli k vyrazu 5 ,ktery jsme ponechali jako symbol, nebot jako zlomek nemél smy-
sl.Poznali jsme mnoho lomenych funkci,jeZ pro urdité x vedly k tomuto symbolu a
jejichZ limity byly vétsinou od sebe rizné.

Symbol 5 , ktery sam.o sob® nemd Zadny poletni vyznam,pat¥i ke skuping tak zvanych
neurditych vyrazi,je? zavddime uZitim limit dvou funkci.
Neuréity vyraz 8 :

Pri vypoétu limity lomené funkce v bodé a jsme po dosazeni x=a p¥i-

(11s)

0000000000000 9099500000000 09680000D0CGCSTE @900 5006000000000 00SS800c0000ce200000080

Je=1i lim u(x) = lim v(x) = 0, pak 3 :: je pro x= a neurlity vyraz typu 8
X+ a X a

0000080000000 000500008 88008080800 c0ssserRossso ©©©6©006000606000600060000000606080800C0CO0G

JestliZe k symbolu U miZeme pirijit vé&tSinou pouhym dosazenim uréitého &isla do
dené funkce,neni to moZné u jinych neurditych vyrazi,jeZ jsou vyjadreny uzitim
symbolu oo .Nelze totiZ zapsat,Ze néjeky vyraz dava po dosazeni symbol co a sém
symbol oo nelze také dosazovat,nebot neni &islem ,kde¥to nula je &islo.

7 neuréitych vyrazi,obsahujicich symbol oo,je nejzékladné jsi

neuréity viyraz -g% s ‘ (115)

Je-1i 1lim u(x) = lim v(x)=+00, pak 1‘,1 : je pro x> a neui'éitj' vyraz typu %
x> a X 8

Ostatni neurdéité vyrazy 0. , 00 = @ , 0o° ’ s o = ®® s g

zavedeme postup=
né a% pri vypoétu limit n&kterych funkei tvardt u(x).v(x) , ulx) =v(x) , a
[uG) T,

Limity funkci,jeZz vedou k neurcéitym vyrazum U nebo & vy'poc:.tavame uzitim tav.

1, HOSPITALOVA PRAVIDLA , které strudn& zapiSeme

SIS LR ERAT LS SIS LSS ETH ST TN 900068006 00060000000080P000000C000OSIGSSEECEES

Yy (n)
llm%_llmu—-g—xl llm—"g‘)gz= seceoeceo0o0s =limE(E)'£zl
x> a =>av(x) x»av (x) xea v/ (x)

R R e Pl AR R SIEPRE SO e o e ot i RO R R s SO R BB Rl B R R B o000 0000000000000

(116)

se0conce
eoeceeo0e

KdyZz po p:lpad.ne upravé je podil M.’E). opét neuriity vyraz typu g nebo % .

'yl V X
urcéujeme déle 1lim \_1'_'_@12 . Podle potieby uZivame 1 Hospltalova prav:.dla az po

v (x)
limitu,kterd se da vypocitat.

I. Vypodet limity funkce 3‘ g ‘jiZ po uiti prvnich derivaci u Ux) oy @ e,

X.COSX = Sinx _ jip SOSX=X.Sinx=cosX .jjn =sinx_ _ 1,,.sinx sinx 1

86/.priklads lim s e
/.._. _‘[. RELEo % O x; X 0 5 x> 0 3x

256novideni. Vypodtdte limity funkei s

a)xlixf ’ﬁ—i, LAl b) lim -5%1;;: Vi 2_7. G) lim cos” .d)‘];i %%:—% § L .

xe § =fx g s
Vysled.l:y
1-2s8inx P =k 7: £) lim xj—§x2+x+ , ) lim e*-o x'[a 7 ) [

e) 0 7

e) lim :
x> g cosZx '~ y3 x+1 cos zx x0 X

- 136 &




b =X ax - bx
h) lim ——"-2— /72 7; k) lim &—22— /a-b_7;

x-» 0 8inx.cosx

-

pEsirtka OIOH &is S50

1) 1lim tg X -1 + cos3x
x-= 0 - 5

8X_ cos ax
X_ cos bx

v;2+16 =
DLzt |

3) 1lim &
x=0 e

5) 1lim
X=o 3

7) l:‘_ml-:s:l_u:x+cosx .

X-» sin2x = cos X

9 limlx'l
x»1 1lnx

er_ 1

m) lim - 7.
x= 0 sin x o O 1n(12%) | L}
Vypodtéte limity funkci s
/L. 2) 1lim v;E— az 3 [-a 7
Lome -
KXo a\l x-lmx e
- B5E
2ya 2
2 1ngll+x) - Sin X 23
7 4) 1lin & o 7,
é- = x«-g s e—x 3 ? [ _7
p— x_ X =
[8T7: 6 xﬁ}g.il__lL_., [ 7
Xof 1=
s . X = arctg x s ;
Cif . S ]
[ 1.7; 10) 1in 2csin(z-a) iz .

x> a tg(x=a)

[T, Vipodet limity funkce po vicenasobném uziti 1 Hospitalove pravidla .

e o 2

37/ priklads lim &=
X=» 0 X- sin x

-

peEsftka OLoH é&is. 51

D uanBERX  ~o 7;
X0 l= cos x

&
4) 1ip {eosx=l)l o 7

x- 0 8in’x

7) 1lim 22X
x-» 0+cotg x

s/ 0_7; 8)lim
X-» 1 l=x+lnx

o st me R T e SR . S
X-= 0 l=cosx x»0sinx x»0cosx
Vypoltéte limity funkei ¢

i 5 - X =% &l
2) 1pi-EBEX o3 7. 3) 1n £= € 22X /737,
x—yﬁ (2ax~-T) x-= 0

8- 1x3- lxz-x—l
5) lim 3 E
0 osx + %xa- 1
5= X

» £7175 6)Lim EE /" 2 7,

t X n
2.7 9iin &5 /) 7710) 149k =aEsme]
x> 1 (x=1)

x==0 tgx- x
l- n-1)n 7

Ne%Z uZijeme znovu 1°Hospitalova pravidla,pokusime se nshradit funkci soudinem
unkei, jejichZ limity dovedeme vypoéitat dfivéjsimi metodami nebo opét pravidlem

“Hospitalovym.
88/.priklad. il

i g 2 2¢, Vif < 1- 22

14m aretg x - arcsin X _ 13, 14X =X _ 1jp 98 Xe(V1-x" = 1- x ): -
x-= 0 tg x - sin X x-» 0 :—(;;2; - cosx x»0 (1—cos3x)(l+x2).|,1-x2
=X
- 2X
2 ' 2 v Z
- Thu cos™x __ 1ip VI-:_{Z =1-x® _ 1 qqp Yl <iin -x. (1 + 2V1.§2) -
x>0 (1+x2) 1= e cos3x b Bcoszx.sinx _— Bcosax.sin.x.h-xz
X = _. 1

-2 ‘lim 3 lj.m e lim

x-» 0 5C08 X x-+0 sin x X=0

259 . cvideni.

1+ 2,12 T %1_71;

Vi

2
a) lim _._1&,[1_7; b) 1lim 1B 8i08X 4%0,b>0,/71 7; c:):-—l%)m %‘T;& v =27

x-»0+1n sinx

x-0+ 1ln sinbx
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g % ;5’;5 ]

] s |
ELDESITKA 6Il0H &is. 52 i

=0
aVx
4) 1in-&__=1 ,[\-,% 75 5) lim —Xe€

- V sin bx

7) lim 2 scosx W/2_7 ; 8) lim

cosx

X+ (0 1= sinx=cosx x+0 (l-cosx)® =

In(l-x)+ tg %;c

Vypoltéte limity funkei :

ip 8X=sinx -1 o im Sinx = x
lj){-plém '%‘—, l 2‘_7: 2)11ma_r'éﬁ3x_-x 9

2
[71.7; 3) lim ln cos ax Ve _a? B
X0 1ln cos bx b

,['-e_?; 6) 1lim xj.sin X T

s /=2_739)1im 9£&£(X-_a)' i ¥

X0 l= cosx X e

Vl—? + é-xa -1
10) lim

X=2 cO8X =l+ %‘x‘?

Neurdité vyrazy 0., oo

== 3 X=> g

P¥i vypoltu limity prevadime na typ 8 nebo
pravidla.

/89/.priklads: lim (1-x).tg ‘ggc = lip 1= X
X-» 1

cotg T x

.llu....’lll.ll.‘.l-n.l.‘.0.IOI'....Inc.'I'..a."lii..lIll...-..l.-lnnll.l.‘..

x> as 1n(eX=e?)

Je=1li lim u(x)=0 a lim v(x)=00,pak u(x).v(x) Je pro x+ a neur.vyraz typu O.c:os

o0

o @bychom mohli uZit 1“Hospitalova

. %

X1 cotg 5X X1 —

258.cviceni.

% 2
w..-llm-—:I—'.—-—f =T
2

sin X

2) lim x.sin & ,/7a_7; b)xiizf In(2-x).cotg 7x |, [-ﬂl_ 7

X=% C0

pesitka OIOH &is. 53

= ==

Vypoététe limity funkei :

1) 1lim arcsin(x-a).cotg(x=a) ,/” 1N 2) lim (e*- 1).cotg x , i S
X-» g x=» 0

‘ i ; o Zz

3) lim x.(e* - 1) LAl 4) 1lim (sin a = sin x).tg-é--x =2c0sa7
X=> 00 : - X a 8’7

5) lim (¥~ 2.,arctg x).1n x , i 87 6) 1lim %°.ln cos 'g . /= -%-2-_7
X-> Q0 X 00

i <1

7) - 1im x.1n vl i—’ + g) ’ [2T7; 8) 1lim x2.( S aT = 2), 4"'1112& 7
X+ 00 X+ 00

9) 1lim x.1ln 283X . L aly 10 lw Gea)InC Yl + 2) s Lok X
At a +X o x

Neurdité vyrazy .oo = 00
(118)

5Je-li lim u(x)= lim v(x)=00,pak/ u(x)-v(x)_7 je pro x+ a neur.vjraz typu co=00

° X-o 8 X0

£ 000000000600 00063000008000080090000086080SE

t--..-.oo...ooo.o---oooo-o--u"oll----o.o.--n-...-..-no---o---nolc.t--.’n-o-.co‘cn

Obylejnd jde o rozdil lomenych funkei.Uvedenim na spoledného Jmenovatele obdriime

1 vl -1

typ 8 nebo %. Obecné lze uZit upravy: u'v=—:-LI'—-I=_-1"_-I'

u v u T.v

5 1 1 R | : o fe
/90/.pfiklads 1lim ( = = =L § Mm:=o0 lin —=— = ®,Pyp: 0 - ®
x40+ % o ’.x-0+ ’x-s0+ ahe 1
X , X x
L:lz‘.me—'———lx"‘=1im—xe—‘—1_x=1imXex £=lin—1_. 1
x40+ X.(e7=1) x40+ ™= 1+ xe* x40+ eX+ X+ xe X0+ 2 + x

- 138 e



259.cviéeni_. Vypodtéte limity funkei :

> ~0 75b) 1i TR ; 1
a}):::;’_!x (tg x ?:; ) o/ 0-7’b>x_l:'g(arcsinx ST [0_7,cl)ciinol(cotgx = 5107

' 7
| DESITKA OLOH &is. s4 |
[ 5% H

1) lim (2 . .1 - 7 2) Y wabins = " 7
‘ Jx:--rll.'l!.1 x“= 1 x-l), ‘ e - x—-lg(x.sinx ";Z')' £ 6'7’
3 Um (.1, -~ 1, 4) 13 B o =1 7;

-x—»lg sin“x _:_:2- R x_,-‘l’l'n ' cotgx 2.c08x W g -7

5 Um(—2--l_) ~ 1 5 6) lim (3-prd ), 57

X==0 sin x e =1 X-» 0

P lm (X -1y -1, 8) lim e | e
X"’?.l X=1 in x l 2 - )x-—-l(Z(l-VE) 3(1-?;))_E—

) Um (-1, = -, 5 10) lim (1.5 _ -1
- x—»g sin x b 4 3 x-.ljn ¢ X=3 D O ) . £ 5 _7
(x)

v
Neurdité vyrazy 0% , w0 , 0% 212 | k nim¥ vede funkce /Tu(x)_7

(119)
:Je=li lim u(x)=0 a lim v(x)=0 ypak u(x)v(X)je Pro x=a neur.vjraz typu 0°
E X-»a X~ 3 :
EJe-,-li lim u(x)=ca 1lim v(x)=0 s pak u(x)VCX):je PO x= a neur.vyraz typu o °
. X->a X-» g

EJe-li lim u(x)=0 a 1lim v(x)=co spak u(x)v<x).je Pro x+ a neur.vyraz typu 0%
E X g X=+ 3 :
«Je=li lim u(x)=1 a lim v(x)=00 ,pak u(x)V(x)je Pro xe a neur.véraz typu 1%
. X-=a X g

= v(x)
Pri vypodtu limity L = linm Lu(x) 7 postupujeme dvojim zpusobem (jako p¥i

derivovéni takové funkce) s
1l.zpisob.(Rovnost logaritmujeme )

In L = In/"1im u(x)v(X)_7 = lim/"1n u(x)v(x)_] = lim/"v(x).1n u(x) 7= n

Existuje-1i  lim /v(x).ln u(x) 7 =m , pak Lud.

- 2.2pisob. (UZijeme rovnosti aP = gbeln a Pro- a >0 )

L = 1am u(x)V<®) | 340 eV (X)eln ulx) _ elim /[ v(x).1n u(x)_7 S

za predpokladu,?e limita v exponentu existuje,

Oba zplsoby vedou k typu O, 00 a dalsi upravou na typ g nebo -g% "y
T
cos =x
/91/.ptiklad: 1lim (l-x) Z =L ; lim(l-x) = 0 , 1lim cos 'g:-: =0 . Typ 0°.
X 1= X 1~ X-> 1=
2.2plisobs cos 'gx.ln(l-x) lim cos ‘g-x.ln(l-x) m
L'=1lim e = e o T
X=> 1— 2
m = 1lim cos ‘Z-x.ln(l-x) = lip —20(1l-x) = lim I-% =

5 - : =2
Ko 1~ X 1 (cos 2"@;}) x> (cos gx) eSin gx.{—
2

i i (cos gc) = -2¢cos g:':'sin gx‘.? 5
S s =, l1m o Lllll = o =slolln =
T x>} gin 'Z-'x X]- 1 - x X 1= -1

= 380c



