
Kapitola 1

Polynomy

S polynomy či česky mnohočleny se setkáváme již od dětstv́ı. Obyčejná př́ımá
úměrnost se dá vyjádřit vzorcem y = kx, kde x ∈ R je nezávisle proměnná, y ∈ R
je závisle proměnná a k ∈ R, k 6= 0 je konstanta. Rovnice př́ımky ve směrnicovém
tvaru je y = kx + q. Můžeme se na to pod́ıvat i z jiné strany, totiž, že rovnice
y = kx + q představuje jistou funkci, jej́ımž grafem je př́ımka, po latinsku linea,
proto tuto funkci pokřt́ıme jménem funkce lineárńı. Později jsme poznali i funkci
kvadratickou, která je definována vztahem y = ax2 +bx+c, přičemž a 6= 0. Jen pro
pořádek dodávám, že grafem kvadraticé funkce je parabola, jej́ıž osa je rovnoběžná
s osou y. Zopakovali jsme si to co známe z předchoźıch kurz̊u a nyńı začneme
zobecňovat.

Def. 1.1 Polynom stupně n je dán vzorcem

Pn(x) : y = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0.

kde x ∈ R je (nezávisle) proměnná, ai ∈ R jsou koeficienty, opět klademe podmı́nku
an 6= 0 a n ∈ N je stupeň polynomu.

Poznámka 1.1 Tato definice m̊uže být rozš́ıřena i na č́ısla komplexńı, a to jak pro
koeficienty, tak pro proměnnou. My však budeme uvažovat jen polynomy reálné.

Poznámka 1.2 V mnoha učebnićıch se m̊užeme setkat i s označeńım jdoućı do
protivky, tedy a0x

n + . . .+ an.

Operace s polynomy máte zažité již od základńı školy, připomenu proto jen
děleńı.

Věta 1.1 Necht’ jsou dány polynomy Pm(x) a On(x), m ≥ n. Pak existuj́ı polynomy
Qq(x) a Rr(x) takové, že plat́ı

Pm(x) = Qq(x)On(x) +Rr(x)

Polynomy Qq(x) a Rr(x) jsou určeny jednoznačně.

Poznámka 1.3 Polynom Rr(x) m̊uže být roven nule (nulovému polynomu).
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Poznámka 1.4 Pokud někdo namı́tá, že jsem opsal větu o děleńı celých č́ısel, tak
má samozřejmě pravdu. Proto ponecháme i názvoslov́ı, zejména Qq(x) nazveme
pod́ıl a Rr(x) zbytek.

Nyńı přistouṕıme k definici pojmu kořen polynomu.

Def. 1.2 Řekneme, že č́ıslo x = c je kořenem polynomu P (x), jestlǐze plat́ı P (c) =
0.

Hledat kořeny polynomu znamená řešit rovnici

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0.

Takovéto rovnici ř́ıkáme algebraická a x nazýváme neznámou. Již vid́ım, jak
si mnete ruce, jelikož si mysĺıte, jak snadný život vás v tomto kurzu čeká, muśım
však vaše nadšeńı zchladit. Hledáńı kořen̊u je obecně velmi nesnadné a mnohdy
ani k ćıli nevede. Nejdř́ıve rozhodneme, zda v̊ubec kořeny existuj́ı. Zde uděláme
jednu výjimku a povoĺıme i komplexńı č́ısla. Pak plat́ı věta, která je též nazývána
základńı věta algebry.

Věta 1.2 Každá algebraická rovnice má alespoň jeden kořen.

A ještě jedna věta, která je známa jako věta Bezoutova.

Věta 1.3 Děĺıme-li polynom P (x) dvojčlenem x− c, je zbytek roven P (c).

Vskutku, podle věty (1. 1) plat́ı

P (x) = Q(x)(x− c) +R(x)

Dosad́ıme-li x = c, jsme s d̊ukazem hotovi. Nav́ıc jako d̊usledek můžeme uvést
následuj́ıćı větu.

Věta 1.4 Čı́slo x = c je kořenem polynomu P (x) právě tehdy, když výraz x − c
děĺı tento polynom beze zbytku.

Dejme tomu, že jsme nějakým zp̊usobem zjistili, že č́ıslo x = c1 je kořenem
polynomu P (x). Pak plat́ı Pn(x) = (x−c1)Qn−1(x). Podle základńı věty algebry má
polynomQn−1 alespoň jeden kořen, dejme tomu c2, plat́ı tedy Qn−1 = Qn−2(x−c2),
či

Pn(x) = (x− c1)(x− c2)Qn−2(x).

Tak budeme postupovat tak dlouho, až nalezneme všechny kořeny. Polynom
Qn−1(x) může mı́t za kořen opět č́ıslo x1. V tom př́ıpadě ř́ıkáme, že c1 je dvojnásobný
kořen polynomu Pn(x).

Zbývá nám dořešit, jak je to s kořeny komplexńımi. Je-li x = a + bi kořenem
polynomu Pn(x), je i č́ıslo komplexně sdružené kořenem tohoto polynomu. Součin
patřičných kořenových činitel̊u (x−a−bi)(x−a+bi) je roven x2−2ax+a2+b2, tedy
je to kvadratický trojčlen s reálnými koeficienty. Je tedy namı́stě uvést následuj́ıćı
dvě věty. Ti, kteř́ı ještě neslyšeli o komplexńıch č́ıslech, necht’ maj́ı chv́ıli strpeńı,
tento č́ıselný obor bude zmı́něn na konci kurzu.
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Věta 1.5 Každý polynom stupně n má právě n kořen̊u, bereme-li v úvahu jejich
násobnost.

Věta 1.6 Každý polynom stupně n lze rozložit na součin polynom̊u stupně nejvýš
dva. Tento rozklad je jednoznačný (až na pořad́ı činitel̊u).

Kdo v posledńı větě vid́ı paralelu se základńı větou aritmetiky, má nejen dobrý
zrak, ale také mu to mysĺı.

Nyńı se zkusme pod́ıvat na problém z jiné stránky. Řekněme, že jsme objevili
kořeny c1 a c2 kvadratické rovnice. Potom tato rovnice má tvar (x−c1)(x−c2) = 0,
což po úpravě dává x2 + (−c1− c2)x+ c1c2 = 0. Použijeme-li standardńı označeńı,
obdrž́ıme tzv. Vietovy vzorce

c1 + c2 = −p c1c2 = q.

Analogicky pro kubickou rovnici x3 + px2 + qx+ r = 0 lze odvodit vzorce

c1 + c2 + c3 = −p c1c2 + c1c3 + c2c3 = q c1c2c3 = −r.

Obdobné vzorce můžeme odvodit i pro rovnice vyšš́ıch stupň̊u. Tento poznatek
můžeme využ́ıt pro př́ıpad, že koeficenty algebraické rovnice jsou celoč́ıselné.

Věta 1.7 Necht’ v algebraické rovnici

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

plat́ı ai ∈ Z pro všechna i = 0, 1, . . . , n a necht’ x0 = p
q

je kořenem této rovnice.

Pak p|a0 a q|an.

Užit́ı této věty si ukážeme na několika př́ıkladech.

Př́ıklad 1.1 Najděte kořeny polynomu x3 − 3x2 − 6x+ 8.
Koeficienty tohoto polynomu jsou celoč́ıslelné, proto jsou př́ıpadné racionálńı

kořeny jsou rovněž celoč́ıselné (patřičná rovnice je totǐz normovaná, kdy koeficient
u nejvyšš́ı mocniny je roven jedné) a nav́ıc jsou to dělitelé č́ısla osm. V úvahu tedy
připadaj́ı pouze č́ısla ±1,±2,±4,±8. Snadno se přesvědč́ıme, že kořenem je č́ıslo
x = 1. Plat́ı (x3−3x2−6x+8) : (x−1) = x2−2x−8. Zbývá naj́ıt kořeny pod́ılu, což
znamená vyřešit kvadratickou rovnici x2− 2x− 8 = 0, což je úkol snadný, zbývaj́ıćı
kořeny jsou x = −2 a x = 4. M̊užeme též psát x3−3x2−6x+8 = (x−1)(x+2)(x−4).

Př́ıklad 1.2 Najděte kořeny polynomu x4 + 2x3 − 2x2 − 6x− 3.
Snadno najdeme prvńı kořen x = −1. Nyńı muśıme hledat kořeny polynomu

x3 + x2 − 3x − 3. Je to vlastně nová úloha, ale ne zase tak docela. Pokud jsme
některé kořeny u zadaného polynomu jǐz vyloučili, nemohou být kořeny ani zde.
Čı́slo x = −1 však kořenem být m̊uže, dopručuji j́ım zač́ıt a zjist́ıme, že se jedná
o kořen dvojnásobný. Nový pod́ıl je x2 − 3 a zbývaj́ıćı kořeny jsou ±

√
3. Patřičný

rozklad je x4 + 2x3− 2x2 − 6x− 3 = (x+ 1)2(x−
√

3)(x+
√

3).
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Př́ıklad 1.3 Najděte kořeny polynomu x3 + 3x2 + 4x+ 12.
Jǐz osvědčeným zp̊usobem zjist́ıme, že kořenem je x = −3. Polynom x2+4 reálné

kořeny nemá, kořeny komplexńı jsou x = ±2i. Patřičný rozklad je x3 + 3x2 + 4x+
12 = (x+ 3)(x2 + 4).

Zdálo by se, že máme vystaráno, avšak pozor! Rovnice s celoč́ıselnými koefici-
enty nemuśı mı́t racionálńı kořen, jak nám ukazuje jednoduchý př́ıklad polynomu
x4 − 4x2 − 5, kdy ani jedno z podezřelých č́ısel ±1,±5 kořenem polynomu neńı,
ačkoliv tento polynom muśı mı́t kořeny čtyři. V tomto př́ıpadě se z toho ještě
můžeme vylhat substitućı y = x2, což vede na rovnici kvadratickou y2− 4y− 5 = 0
s kořeny y1 = −1 a y2 = 5 a po návratu k p̊uvodńı proměnné skutečně źıskáme
čtyři kořeny x1 = i, x2 = −i, x3 =

√
5, x4 = −

√
5. Jen pro pořádek dodám i rozklad

x4 − 4x2 − 5 = (x2 + 1)(x2 −
√

5)(x+
√

5).
Také se asi podivujete, proč neřeš́ıme rovnice vyšš́ıch stupň̊u pomoćı jedno-

duchých vzorc̊u jako je tomu v př́ıpadě kvadratické rovnice. Tady nás ovšem čeká
velké zklamáńı.

Věta 1.8 Algebraická rovnice stupně n > 4 neńı řešitelná pomoćı koeficient̊u u
neznámé (tzv. radikál̊u).

Řešeńı rovnice lineárńı se bere už na základńı škole, vzorce pro řešeńı rovnice
kvadratické jsou rovněž notoricky známy. Řešeńı rovnice kubické je poměrně velice
pracné, přesto se u ńı zastav́ıme. Je-li dána rovnice x3 + a1x

2 + a2x + a3 = 0, lze
substitućı x = y − a1

3
eliminovat kvadratický člen. Můžeme tedy uvažovat rovnice

tvaru x3 + px+ q = 0, jej́ıž kořeny jsou dány vzorcem

x =
3

√√
p3

27
+
q2

4
− q

2
+

3

√
−
√
p3

27
+
q2

4
− q

2
= 3
√
R1 + 3

√
R2.

Tyto vzorce nesou poněkud neprávem název Cardanovy.

Př́ıklad 1.4 Pomoćı Cardanových vzorc̊u řešte rovnici x3 − 6x− 9 = 0.
Zde je p = −6 a q = −9. Dosazeńım do vzorce máme R1 = 1 a R2 = 2 a

máme kořen x1 = 3. My v́ıme, že polynom x3 − 6x− 9 m̊užeme rozložit na součin
(x− 3)(x2 + 3x+ 3). Zbývaj́ıćı kořeny jsou tedy komplexně sdružené x2,3 = −3±i

√
3

2
.

Samozřejmě že tyto kořeny umı́me naj́ıt i pomoćı vzorc̊u. Jak se dozv́ıme v závěrečné
kapitole, existuj́ı tři odmocniny z jedničky, a to ε1 = 1, ε2 = −1

2
−
√

3i
2

a ε3 =

−1
2

+
√

3i
2

. Zbývaj́ıćı dva kořeny jsou x2 = ε2
3
√
R1 + ε3

3
√
R2 a x3 = ε3

3
√
R1 + ε2

3
√
R2.

Př́ıklad 1.5 Řešte rovnici x3 − 6x+ 4 = 0.
Budeme postupovat podobně jako v předchoźım př́ıkladě. Jenž ouha, dostali jsme√
−108

27
. Tato rovnice by tedy neměla mı́t řešeńı, leč snadno se přesvědč́ıme, že x1 =

2 a známým postupem nalezneme x2,3 = 1 ±
√

3. Tato záhada trápila matematiky
jǐz v 16. stolet́ı a d́ıky ńı byla postupně vybudována teorie komplexńıch č́ısel.

Jak již bylo řečeno ve větě (1.8), tak nelze vynalézt vzorec pro řešeńı rovnic
vyšš́ıho stupně než čtyři. Přesto někdy potřebujeme znát alespoň přibližnou hod-
notu kořene. Zat́ımco při výuce matematiky preferujeme malá celá č́ısla, v praxi je
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tomu sṕı̌se naopak a nalezeńı přibližné hodnoty kořene má svou cenu. Ukážeme si
tud́ıž aspoň některé z metod jak toho dośıci.

Prvńı problém je tzv. separace kořen̊u, to jest nalezeńı interval̊u, v nichž se
nacháźı právě jeden kořen. Jednou z možnost́ı je tato:

Věta 1.9 Necht’ funkce je v intervalu [a; b] ryze monotónńı a necht’ je f(a)f(b) < 0.
Pak je v intervalu [a; b] právě jeden kořen.

Poznámka 1.5 Tuto větu m̊užeme aplikovat i na jiné rovnice než algebraické,
např. rovnice transcendentńı.

Omlouvám se, ale neumı́m v techu obrázky, tak alespoň slovně. Sestrojme v
bodě x = a tečnu ke grafu funkce y = f(x). Tato tečna protne osu x v bodě
x = a1. Stanov́ıme funkčńı hodnotu f(a1) a v tomto bodě opět sestroj́ıme tečnu
atd. Tak budeme pokračovat tak dlouho, až se k hledanému kořeni dostaneme s
požadovanou přesnost́ı.

Nyńı byste měli ocenit, že jsem trval na tom, abyste rovnici tečny a normály
uměli sestrojit, takže v́ıte, že tečna má rovnici

y − f(a) = f ′(a)(x− a).

Pr̊useč́ık tečny s osou x najdeme tak, že polož́ıme y = 0. Obdrž́ıme

a1 = a− f(a)

f ′(a)

či obecně

an = an−1
f(an−1)

f ′(an−1)

Jelikož podle předpokladu je funkce f(x) ryze monotónńı, tak jej́ı prvńı derivace
nemůže být rovna nule. Pozornému čtenáři neunikne, že t́ımto postupem se také
můžeme kořenu vzdalovat, vyřešme tedy problém, v kterém bodě zač́ıt.

Věta 1.10 Necht’ v intervalu [a;b] je f ′(x) 6= 0 a f ′′(x) 6= 0 a necht’ je f(a)f(b) <
0. Pak je třeba vybrat ten koncový bod intervalu, v němž funkce a jej́ı druhá derivace
maj́ı stejná znaménka.

Př́ıklad 1.6 Najděte kořen rovnice x5 − x− 0, 2 = 0 v intervalu [1; 1, 1]
Je f(1) = −0, 2 a f(1, 1) = 0, 31051, kořen tam tedy je. Dále máme f ′(x) =

5x4−1 a f ′′(x) = 20x3, jak prvńı tak druhá derivace jsou kladné, startovat budeme
tedy z bodu a = 1, 1. Je f ′(1, 1) = 6, 3205. Vypoč́ıtáme

a1 = 1, 1− 0, 31051

6, 3205
= 1, 051

Zkuśıme ještě jeden krok, f(1, 051) = 0, 0313, f ′(1, 051) = 5, 1005.

a2 = 1, 051− 0, 0313

5, 1005
= 1, 04487.

Takto postupujeme až dosáhneme požadované přesnosti.
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Čiperové mezi vámi si všimnou, že d́ıky tomu, že funkčńı hodnoty na konćıch
intervalu lež́ı v opačných polorovinách vymezených osou x je můžeme propojit
úsečkou, která protne osu x bĺıže kořene. Rovnice této př́ımky je

y − f(a) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

Položme y = 0, pak obdrž́ıme

x = a− b− a
f(b)− f(a)

f(a).

Tento p̊usob výpočtu kořene se nazývá regula falsi a je obdobná lineárńı inter-
polaci při hledáńı v tabulkách, což je pro vás věc zcela neznámá.

Př́ıklad 1.7 Pust́ıme metodu regula falsi na rovnici z předchoźıho př́ıkladu. Máme

a1 = 1 +
0, 1.0, 2

0, 51051
= 1, 039

a v druhém přibĺı̌zeńı

a2 = 1, 039 +
0, 012.0, 0282

0, 0595
= 1, 04469.

Nyńı prośım ortodoxńı matematiky, aby tento odstavec nečetli. Jelikož pro tuto
metodu plat́ı podmı́nka f ′′(x) 6= 0, je graf funkce vždy vypouklý. Zat́ımco Newto-
novu metodu použ́ıváme tam, kde je graf vypouklý, metoda regula falsi se použ́ıvá
na straně opačné. Výsledky jdou tedy kořenu naproti z obou stran. Vrát́ıme-li se k
předchoźımu př́ıkladu, tak za kořen můžeme považovat č́ıslo 1, 045. Vskutku, do-
sad́ıme-li je do levé strany rovnice obdrž́ıme 0, 0012, což je pro technickou praxi
slušná hodnota.



Kapitola 2

Č́ıselné obory

V této kapitole se stručně zmı́ńıme o konstrukci č́ıselných obor̊u. Zat́ım jsme
zaváděli č́ıselné obory pouze intuitivně, tedy např́ıklad přirozená č́ısla jsme chápali
jako počet prvk̊u konečných množin. Kdo bude pokračovat v magisterském studiu,
tak se dozv́ı, že přirozená č́ısla jsou kardinálńı č́ısla konečných množin. My p̊ujdeme
trochu jinou cestou. Matematika je založena na třech piĺı̌ŕıch—axiomy, definice a
věty. Položme si tedy otázku, zda by bylo možné vybudovat množinu přirozených
č́ısel pomoćı axiomů. Tuto problematiku vyřešil italský matematik Giuseppe Pe-
ano. Jeho axiomy můžeme uvést v následuj́ıćıch bodech. Předt́ım však zavedeme
pojem následovńık, jakožto daľśı prvek v lineárně uspořádané množině. Značit ho
budeme a+.

Nyńı si můžeme uvést Peanovy axiomy.
1) Ke každému prvku a ∈ N existuje následovńık a+
2) 1 ∈ N
3) Jednička neńı následovńık žádného prvku
4) Jestliže plat́ı a = b, pak plat́ı i a+ = b+

5) Necht’ A ⊂ N, přičemž plat́ı: i)1 ∈ A a ii) Jestliže a ∈ A. pak i a+ ∈ A. Potom
A = N.

Posledńı axiom je axiom matematické indukce. Jeho použit́ı si zopakujeme na
jednoduchém př́ıkladě.

Př́ıklad 2.1 Dokažte, že pro všechna n ∈ N plat́ı

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2n = n(n+ 1)

Jelikož tvrzeńı má platit pro všechna přirozená č́ısla, d̊ukaz provedeme matema-
tickou indukćı. Krok prvńı spoč́ıvá v tom, že tvrzeńı dokážeme pro n = 1, což je
snadné, nebot’ 2 = 1.2. Nyńı m̊užeme přijmout předpoklad

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2k = k(k + 1)

a pokuśıme se dokázat, že za tohoto předpokladu plat́ı

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2k + 2(k + 1) = (k + 1)(k + 2)

Použijeme-li předpoklad, lze dokazované tvrzeńı psát ve tvaru k(k+1)+2(k+1) =
(k+ 1)(k+ 2), č́ımž je d̊ukaz ukončen. Spojeńım obou bod̊u lze ř́ıci, že platnost pro
n = 1 indukuje platnost pro n = 2, platnost pro n = 2 indukuje platnost pro n = 3
atd.
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Poznámka 2.1 V literatuře se mnohdy vyskytuje prvńı axiom ve tvaru 0 ∈ N.
D̊uvod je nasnadě. Přidáńım nuly do množiny N źıskáme neutrálńı prvek i pro
operaci sč́ıtáńı, zat́ımco bez nuly by byl neutrálńı prvek pouze pro operaci násobeńı.

Zavedeme ještě základńı aritmetické operace následuj́ıćım zp̊usobem:
1)a+ b+ = (a+ b)+

2)ab+ = ab+ a
3)a < b⇒ ∃c ∈ N tak, že plat́ı a+ c = b.

Nyńı bychom logicky měli přistoupit k vybudováńı množiny celých č́ısel, my
však uděláme zdánlivou nelogičnost, budeme předpokládat, že celá č́ısla máme již
k dispozici a zavedeme č́ısla racionálńı. Tento postup totiž znáte již ze základńı
školy. Tam se žáci seznamuj́ı s pojmem zlomek jakožto pod́ılem dvou celých č́ısel,
uč́ı se zlomky sč́ıtat a násobit a zjǐst’uj́ı, že r̊uzné zlomky mohou mı́t ”stejnou
hodnotu”, např. 1

2
= 2

4
, nebot’ když naznačené děleńı provedou, dojdou v obou

př́ıpadech k hodnotě 0, 5.
Nyńı těmto poznatk̊um zkuśıme dát trochu fazónu. Necht’ m = (a; b) a n =

(c; d), přičemž a, b, c, d ∈ Z a b, d 6= 0 jsou uspořádaé dvojice celých č́ısel. Řekneme,
že m je v relaci s n právě tehdy, když plat́ı ad = bc. Snadno se přesvědč́ıme, že
tato relace je ekvivalence. Tato relace vyvolá rozklad množiny všech uspořádaných
dvojic celých č́ısel na nekonečně mnoho tř́ıd ekvivalence, přičemž každá z těchto tř́ıd
představuje jedno racionálńı č́ıslo. Že uspořádaná dvojice celých č́ısel představuje
vlastně zlomek si snad uvědomuje každý. Prvńı složka představuje čitatel, druhá
jmenovatel. Zbývá zavést operaci sč́ıtáńı a násobeńı, tak vězte, že

(a; b) + (c; d) = (ad+ bc; bd), (a; b) · (c; d) = (ac; bd).

I v tomto jistě poznáváte sč́ıtáńı a násobeńı zlomk̊u, tak jak to znáte z dětstv́ı.
To je všechno hezké, jenže to plave na vodě, celá č́ısla vlastně neexistuj́ı. Co

však, kdybychom tento trik použili na zkonstruováńı množiny Z pomoćı prvk̊u
množiny N? Jistě, nemohli bychom použ́ıt operaci násobeńı, ale pořád máme k
dispozici sč́ıtáńı. Tak to pro velký úspěch zopakujeme.

Necht’ m = (a; b) a n = (c; d), přičemž a, b, c, d ∈ N jsou uspořádaé dvojice
přirozených č́ısel. Řekneme, že m je v relaci s n právě tehdy, když plat́ı a+d = b+c.
Snadno se přesvědč́ıme, že tato relace je ekvivalence. Tato relace vyvolá rozklad
množiny všech uspořádaných dvojic přirozených č́ısel na nekonečně mnoho tř́ıd
ekvivalence, přičemž každá z těchto tř́ıd představuje jedno celé č́ıslo. Že uspořádaná
dvojice celých č́ısel představuje vlastně rozd́ıl Např́ıklad dvojice (7; 2), (14; 9) atd.
představuj́ı celé č́ıslo 5, prohod́ıme-li v nich pořad́ı, tak máme č́ıslo −5. Zbývá
zavést operaci sč́ıtáńı a násobeńı, tak vězte, že

(a; b) + (c; d) = (a+ c; b+ d), (a; b) · (c; d) = (ac+ bd; ad+ bc).

Tak nám to šlo jako po másle, ale ted’ je problém jak se dostat k č́ısl̊um reálným.
Tentokrát již nebudeme moci aplikovat tento postup, ale muśıme zkusit něco jiného.
Jedna možnost je využit́ı cauchyovských posloupnost́ı racionálńıch č́ısel. Z analýzy
v́ıme, že každá cauchyovská posloupnost je konvergentńı. Můžeme tedy zavést relaci
mezi těmito posloupnostmi. Řekneme, že posloupnosti {an} a {bn} jsou v relaci
právě tehdy, když maj́ı stejnou limitu. Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’to v jisté
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tř́ıdě nalezneme konstatńı posloupnost racionálńıch č́ısel, tato tř́ıda pak představuje
ono racionálńı č́ıslo. např. nalezneme-li v jisté tř́ıdě posloupnost {an = 6}, pak tato
tř́ıda představuje racionálńı č́ıslo šest. Nenajdeme-li tam takovou posloupnost, pak
tato tř́ıda představuje č́ıslo iracionálńı.

Druhou možnost navrhl německý matematik Richard Dedekind. ten si pořádně
nabrousil n̊už a č́ıselnou osu prostě přeř́ıznul. Množina racionálńıch č́ısel t́ımto
řezem byla vlastně rozdělena na dvě disjunktńı podmnožiny. Plat́ı A ∪ B = Q,
A ∩ B = ∅ a x < y∀x ∈ A, y ∈ B. Dále hledal největš́ı (nejmenš́ı) prvek těchto
podmnožin. Je vyloučeno, aby množina A měla největš́ı prvek a množina B měla
nejmenš́ı prvek. daľśı dva př́ıpady jsou identické, bud’ množina A má největš́ı pr-
vek a množina B nemá nejmenš́ı prvek, nebo množina A nemá nejmenš́ı prvek a
množina B má nejmenš́ı prvek. Zde jsme se v každém př́ıpadě trefili do č́ısla ra-
cionálńıho. Posledńı možnost je, že množina A nemá největš́ı prvek a množina B
nemá nejmenš́ı prvek. Tento řez představuje č́ıslo iracionálńı. netřeba v tom hledat
žádná kouzla, to vlastně taky znáte z dětstv́ı. To je známé vyjádřeńı iracionálńıho
č́ısla pomoćı č́ısel racionálńıch. Např. 3 < π < 4, 3, 1 < π < 3, 2, 3, 14 < π < 3, 15,
3, 141 < π < 3, 142 atd.

Závěrem uvedeme ještě definici řezu tak, jak je možné ji nalézt v literatuře.

Def. 2.1 Dedekind̊uv řez je každá dolńı množina v lineárně uspořádané množině,
která obsahuje své suprémum pokud existuje.

Def. 2.2 Řekneme, že funkce je v bodě x0 spojitá, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje
ryźı δ - okoĺı bodu x0 takové, že pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı

|f(x)− f(x0)| < ε

Nahrad́ıme-li pojem ryźı δ okoĺı pojmem pravé (levé) ryźı okoĺı, mluv́ıme o spojitosti
zprava (zleva).

Podobně jako v př́ıpadě limity spojitost koṕıruje aritmetické operace.

Věta 2.1 Necht’ funkce f g jsou spojité v bodě x0. Pak jsou v tomto bodě spojité i
funkce f ± g, f · g a v př́ıpadě g(x0) 6= 0 i funkce f

g
.

Následuj́ıćı věta má význam pro poč́ıtáńı limit složených funkćı.

Věta 2.2 Necht’ lim
x→x0

ϕ(x) = α a funkce f je spojitá v bodě α. Pak plat́ı lim
x→x0

f(ϕ(x)) =

f(α).

Funkce s nimiž pracujeme bývaj́ı obvykle definovány na jistém intervalu. Měli
bychom se tedy zaj́ımat, jak je to se spojitost́ı funkce na intervalu. začneme definićı.

Def. 2.3 Řekneme, že funkce f(x) je spojitá na intervalu I ⊆ D(f), je-li spojitá v
každém vnitřńım bodě tohoto intervalu. Patř́ı-li levý (pravý) koncový bod do I, pak
je zde spojitá zprava (zleva).

Nyńı uvedeme dvě věty, které jsou velmi d̊uležité a pomáhaj́ı nám osvětlit pojem
spojitosti. Prvńı věta je také známa jako věta Weierstrassova.
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Věta 2.3 Necht’ funkce f je spojitá na uzavřeném intervalu I. Pak je zde ohraničená
a nabývá zde nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.

Druhá věta je pojmenována podle českého matematika a filozofa Bernarda Bol-
zana.

Věta 2.4 Necht’ funkce f je definována na uzavřeném intervalu I. Pak zde nabývá
všech hodnot mezi svou nejvěťśı a nejmenš́ı hodnotou.

Důsledkem této věty je toto tvrzeńı.

Věta 2.5 Necht’ funkce f je definována na intervalu [a; b] a necht’ plat́ı f(a)·f(b) <
0. Pak existuje bod ξ ∈ (a; b) takový, že plat́ı f(ξ) = 0.

Budeme běžně pracovat také s funkcemi inverzńımi, proto se nám hod́ı i tato
věta.

Věta 2.6 Necht’ funkce f je ryze monotónńı a spojitá na intervalu I ⊆ D(f). Pak
inverzńı funkce je spojitá a ryze monotónńı na intervalu J = f(I).

Závěrem se ještě podrobněji pod́ıváme na body, v nichž je funkce nespojitá. Ten
bod budeme označovat x0. Rozlǐsujeme tři př́ıpady:
1) Existuje vlastńı limita lim

x→x0
f(x) = a. Tento př́ıpad nazveme odstranitelná ne-

spojitost . Název je př́ıpadný, nebot’ nespojitost lze snadno odstranit definováńım
nové funkce dle ńıže uvedeného vzoru.

g(x) =

{
a x = x0

f(x) x ∈ D(f)− {x0}

Př́ıkladem budiž již zmı́něná funkce y = sinx
x

. Tato funkce neńı definována pro
x = 0, leč lim

x→x0
sinx
x

= 1. Tuto nespojitost lze odstranit dodefinováńım

y =

{
1 x = 0
sinx
x

x ∈ R− 0

2. Limita funkce sice neexistuje, ale existuj́ı obě jednostranné limity, jsou vlastńı
a r̊uzné. Tento př́ıpad nazveme bod nespojitosti prvńıho druhu. Př́ıkladem budiž
funkce definovaná následuj́ıćım zp̊usobem.

y =


x− 1 x ∈ R−
0 x = 0
x+ 1 x ∈ R+

Limita neexistuje, jednostranné limity jsou rovny -1 resp. +1.
3. Alespoň jedna z jednostranných limit neexistuje nebo je nevlastńı. Tento př́ıpad
nazveme bod nespojitosti druhého druhu. Př́ıkladem budiž funkce y = 1

x
.



Kapitola 3

Derivace funkce

V motivačńıch úlohách, at’ se již jednalo o určeńı okamžité rychlosti, rovnici tečny
a daľśı hrál kĺıčovou roli pod́ıl ∆y

∆x
, jestliže jmenovatel byl prakticky roven nule.

Jelikož jsme se již seznámili s pojmem limity, kterémuž dobře rozumı́me, je nám
jasné, že můžeme opustit čachry s ∆x a definovat pojem derivace.

Def. 3.1 Derivaci funkce v bodě x0 nazveme limitu

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Značit budeme f(x)′ resp. y′. Je-li limita vlastńı, mluv́ıme o vlastńı derivaci, v
opačném př́ıpadě se jedná o derivaci nevlastńı. V př́ıpadě, že existuj́ı jen jedno-
stranné limity, mluv́ıme o derivaci zprava (zleva).

Následuj́ıćı věta uvád́ı vztah mezi spojitost́ı a derivaćı.

Věta 3.1 Necht’ funkce f(x) má v bodě x0 derivaci (derivaci zprava, derivaci
zleva). Pak je zde spojitá (spojitá zprava, spojitá zleva).

Muśıme si uvědomit, že tato věta je implikace, nemuśı tedy platit implikace
obrácená. Jednoduchým př́ıkladem je funkce y = |x|, která má derivaci zprava
rovnu 1 a derivaci zleva rovnu -1, derivaci tedy nemá.

V daľśı větě uvedeme postup pro derivaci součtu, součinu a pod́ılu funkćı.
Zat́ımco u součtu či rozd́ılu je to stejné jako u limity, v př́ıpadě součinu resp.
pod́ılu funkćı je již situace složitěǰśı.

Věta 3.2 1. (cf(x0))′ = cf ′(x0)
2. (f(x0)± g(x0))′ = f ′(x0)± g′(x0)
3. (f(x0) · g(x0))′ = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0)

4.
(
f(x0)
g(x0)

)′
= f ′(x0)·g(x0)−f(x0)·g′(x0)

g2(x0)

Abychom nemuseli pořád psát u x index, nadefinujeme si derivaci na intervalu
a pak již přistouṕıme k některým vzorc̊um pro derivace elementárńıch funkćı.

Def. 3.2 Řekneme, že funkce f(x) má derivaci na intervalu I ⊆ D(f), jestlǐze má
derivaci v každém bodě tohoto intervalu. Je-li interval na některé straně uzavřený,
muśı mı́t patřičnou jednostrannou derivaci.

11
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Nyńı si uvedeme vzorce pro derivaci elementárńıch funkćı.

3.1. (c)′ = 0

3.2. (xn)′ = nxn−1

3.3. (sin x)′ = cosx

3.4. (cos x)′ = − sinx

3.5. (tg x)′ = 1
(cosx)2

3.6. (cotg x)′ = − 1
(sinx)2

3.7. (ln x)′ = 1
x

3.8. (loga x)′ = 1
x ln a

3.9. (ex)′ = ex

3.10. (ax)′ = ax · ln a

3.11. (arcsin x)′ = 1√
1−x2

3.12. (arccos x)′ = − 1√
1−x2

3.13. (arctg x)′ = 1
1+x2

3.14. (arccotg x)′ = − 1
1+x2

Bohužel, většina funkćı s nimiž budeme pracovat jsou funkce složené, muśıme
si tedy ř́ıci, jak se derivuje funkce složená.

Věta 3.3 Necht’ funkce u = g(x)má vlastńı derivaci v bodě x0 a necht’ funkce y =
f(u) má vlastńı derivaci v bodě u0 = g(x0). Pak složená funkce y = F (x) = f [g(x)]
má vlastńı derivaci v bodě x0 a plat́ı:

F ′(x0) = f ′(u0) · g′(x0) = f ′[g(x0)] · g′(x0).

Přidáme ještě větu o derivaci funkce složené.

Věta 3.4 Necht’ funkce x = f(y) je spojitá a ryze monotónńı na intervalu I. Necht’

y0 je vnitřńı bod intervalu I a necht’ má funkce f v bodě y0 derivaci f ′(y0). Pak má
inverzńı funkce y = f−1(x) v bodě x0 = f(y0) rovněž derivaci.
Je-li f ′(y0) 6= 0, je derivace inverzńı funkce vlastńı a plat́ı

(f−1)′(x0) =
1

f ′(y0)
.

Je-li f ′(y0) = 0, je derivace funkce inverzńı nevlastńı a rovna +∞ pro funkci
rostoućı a −∞ pro funkci klesaj́ıćı.

Derivace funkce na intervalu I je funkce, nebot’ každé hodnotě x ∈ I př́ısluš́ı
právějedna hodnota ý . Tuto funkci můžeme opět derivovat, je tedy namı́stě následuj́ıćı
definice.

Def. 3.3 Druhou derivaćı funkce f rozumı́me funkce f ′′ = (f ′)′ a pro libovolné
n ≥ 2 definujeme n−tou derivaci (derivaci n−tého řádu) funkce f vztahem f (n) =
(f (n−1))′.



Kapitola 4

Aplikace derivace

Důležitou úlohou nejen v matematice je nalezeńı tečny a normály ke grafu funkce
v jistém bodě. Na základě toho, co jsme dosud probrali o derivaci a vzpomı́nek na
analytickou geometrii můžeme formulovat následuj́ıćı větu.

Věta 4.1 Rovnice tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě T [x0; y0] má tvar

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Rovnice normály má tvar

y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

f ′(x)
Nyńı se vrát́ıme k výpočtu limity neurčitých výraz̊u. Máme k dispozici poměrně

účinný prostředek známý jako L´Hospitalovo (nemocničńı) pravidlo.

Věta 4.2 Necht’ x0 ∈ R∗ a je splněna jedna ze dvou následuj́ıćıch podmı́nek

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

nebo
lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Existuje-li lim
x→x0

f ′(x)
g′(x0)

, pak existuje i lim
x→x0

f(x)
g(x0)

a plat́ı

lim
x→x0

f(x)

g(x0)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x0)

V následuj́ıćı část́ı se budeme věnovat pr̊uběhu funkce, č́ımž se mı́ńı nalezeńı
d̊uležitých údaj̊u o fukci (definičńı obor, obor hodnot, monotonie, extrémy, inflexńı
body, asymptoty). Z toho, co již v́ıme o derivaci, můžeme formulovat následuj́ıćı
větu.

Věta 4.3 Necht’ funkce f má na otevřeném intervalu I vlastńı derivaci. Pak plat́ı:

4.1. Funkce f je neklesaj́ıćı na I právě tehdy, když f ′(x) ≥ 0 na I.

13
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4.2. Funkce f je rostoućı na I právě tehdy, když f ′(x) ≥ 0 na I, přičemž rovnost
f ′(x) = 0 neplat́ı na žádném podintervalu intervalu I.

Analogická tvrzeńı plat́ı pro nerostoućı a klesaj́ıćı funkce.

Platnost této věty lze rozš́ı̌rit na interval I libovolného typu. Stač́ı předpokládat,
že f je spojitá na I a f ′ existuje uvnitř I. Věta plat́ı i v př́ıpadě, když f má někde
nevlastńı derivaci, pokud se předpokládá, že funkce f je spojitá. Z této věty snadno
odvod́ıme postačuj́ıćı podmı́nku pro monotónii funkce.

Věta 4.4 Necht’ f má konečnou derivaci na otevřeném intervalu I. Je-li f ′(x) > 0
(f ′(x) < 0) pro každé x ∈ I, pak je f rostoućı (klesaj́ıćı) na I.

Definujme lokálńı extrém.

Def. 4.1 Řekneme, že funkce f má v bodě x0:

• lokálńı maximum, existuje-li okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0) je f(x) ≤
f(x0),

• lokálńı minimum, existuje-li okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0) je f(x) ≥
f(x0),

• ostré lokálńı maximum, existuje-li ryźı okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0)
je f(x) < f(x0),

• ostré lokálńı minimum, existuje-li ryźı okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0)
je f(x) > f(x0).

Tvrzeńı předchoźı věty nám dává návod, jak nalézt lokálńı extrémy.

Věta 4.5 Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0 a má vlastńı derivaci v nějakém
ryźım okoĺı O(x0). Je-li pro všechna x < x0 z tohoto okoĺı f ′(x) > 0 a pro všechna
x > 0 z tohoto okoĺı f ′(x) < 0, pak má v bodě x0 ostré lokálńı maximum. Obdobné
tvrzeńı plat́ı i pro ostré lokálńı minimum, zobáčky jsou obrácené.

Máme ještě jeden prostředek na nalezeńı lokálńıch extrémů.

Věta 4.6 Necht’ f ′(x0) = 0. Je-li f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 osré lokálńı
maximum. Je-li f ′′(x0) > 0 má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

Shrneme-li tyto dvě věty, máme souvislost mezi derivaćı a lokálńımi extrémy.

Věta 4.7 Necht’ má funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a necht’ je v tomto bodě
vlastńı derivace. Pak je f ′(x0) = 0.

Tuto větu jsem uvedl jen pro prvńı a druhou derivaci, mohl jsem ji ovšem formu-
lovat obecněji zhruba t́ımto zp̊usobem. Je-li lichá derivace rovna nule a následuj́ıćı
sudá je kladná (záporná), má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum (maxi-
mum). Praktického smyslu to však moc nemá, snad jen u jednodušš́ıch funkćı má
smysl poč́ıtat dervace vyšš́ıch řád̊u.

Zat́ım jsme zd̊urazňovali, že se jedná o extrémy lokálńı, tedy že se jedná o
záležitost bodu x0 a jeho bĺızkého okoĺı. Můžeme se také ptát, zda má funkce na
nějaké množině největš́ı či nejmenš́ı hodnotu. Odpověd’ nalezneme v následuj́ıćı
definici.



15

Def. 4.2 Necht’ funkce f je definována na množině M . Řekneme, že funkce f má
v bodě x0 absolutńı (globálńı) maximum, jestlǐze pro všechna x ∈ M plat́ı f(x) ≤
f(x0). Řekneme, že funkce f má v bodě x0 absolutńı (globálńı) minimum, jestlǐze
pro všechna x ∈M plat́ı f(x) ≥ f(x0).

Vykresĺıme-li si graf nějaké funkce, pak většinou dojdeme k ladným křivkám.
Definujeme

Def. 4.3 Řekneme, že funkce f je konvexńı na intervalu I, jestlǐze pro libovolné
tři body x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x2) ≤ f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x2 − x1).

Řekneme, že funkce f je konkávńı na intervalu I, jestlǐze pro libovolné tři body
x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x2) ≥ f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x2 − x1).

pokud nahrad́ıme neostré nerovnosti ostrými, dostaneme definici pojm̊u ostré kon-
vexnosti (konkávnosti) na intervalu I.

Zkusme si tuto krkolomnou definici rozkĺıčovat jak se ted’ ř́ıká hezky česky.
Spojme body x1 a x3 př́ımkou. Ta bude mı́t rovnici

y = f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x− x1).

Znamená to, že všechny body funkce jsou pod touto př́ımkou, graf funkce je
vypouklý směrem dol̊u všude tam, kde je vypouklý.

Zaj́ımat nás muśı jak zjist́ıme tuto vlastnost grafu. Odpověd’ nám dá následuj́ıćı
věta.

Věta 4.8 Necht’ funkce f má vlastńı derivaci na otevřeném intervalu I. Funkce f
je konvexńı (ostře konvexńı) na I právě tehdy když je funkce f ′ neklesaj́ıćı (rostoućı)
na I. Funkce f je konkávńı (ostře konkávńı) na I právě tehdy když je funkce f ′

nerostoućı (klesaj́ıćı) na I.

Uvědomı́me-li si jak zkoumáme monotónii, tak můžeme formulovat tuto větu.

Věta 4.9 Necht’ I je otevřený interval a funkce f má na I vlastńı derivaci.
Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I, pak je funkce na I ostře konvexńı.
Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I, pak je funkce na I ostře konkávńı.

Uvedeme ještě jednu větu, která nám tyto pojmy v́ıce objasńı.

Věta 4.10 Necht’ funkce f má vlastńı derivaci na intervalu I. Pak je f konvexńı
(konkávńı) na I právě tehdy, když pro každé dva r̊uzné body x, x0 ∈ I plat́ı:

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)
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Nahrad́ıme-li ve výše uvedených rovnićıc f(x) ṕısmenem y a nerovnosti rovnost́ı,
obdrž́ıme rovnici tečny. Graf funkce konvexńı je tedy nad tečnou, u funkce konkávńı
pak pod tečnou.

Tyto vlastnisti se mohou na nějakém intervalu stř́ıdat, ten bod, v němž tato
změna nastane se nazývá bodem inflexńım. Definujme si ho přesněji.

Def. 4.4 Necht’ f má derivaci v bodě x0 ∈ R. je-li tato derivace nevlastńı, muśı
zde být nav́ıc spojitá. řekneme, že x0 je inflexńım bodem funkce f , existuje-li δ-okoĺı
bodu x0 takové, že je funkce na intervalu (x0 − δ;x0) ryze konvexńı a na intervalu
(x0;x0 + δ) ryze konkávńı nebo naopak.

Abychom mohli nakreslit graf funkce, muśıme se ještě seznámit s pojmem
asymptota (tečna v nekonečnu).

Def. 4.5 Bud’ x0 ∈ R. Př́ımka x = x0 se nazývá asymptotou bez směrnice funkce f ,
jestlǐze má funkce v bodě x0 alespoň jednu limitu nevlastńı. Př́ımka y = ax+b, a, b ∈
R se nazývá asymptotou se směrnićı funkce f , jestlǐze plat́ı nebo lim

x→+∞
(f(x)−(ax+

b)) = 0 nebo lim
x→−∞

(f(x)− (ax+ b)) = 0.

Problém, jak vypoč́ıtat koeficienty a, b řeš́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.11 Př́ımka y = ax + b je asymptotou se směrnićı ke grafu funkce f(x),

je-li a = lim
x→∞

f(x)
x

a b = lim
x→∞

(f(x) − ax). Analogickou větu m̊užeme zformulovat

pro x→ −∞.

Nyńı si ukážeme, jak asymptoty poč́ıtat.

Př́ıklad 4.1 Najděte asymptoty ke grafu funkce y = x2−1
x2+1

. Tato funkce je defi-
nována pro všechna reálná č́ısla, nemá tedy asymptoty bez směrnice. Pod́ıvejme se
tedy, zda bude mı́t asymptoty se směrnićı. Nejdř́ıve budeme hledat směrnici.

k = lim
x→∞

x2−1
x2+1

x
= lim

x→∞

x2 − 1

x3 + x
= 0.

Úsek na ose y urč́ıme podle vzorce

q = lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 + 1
− 0 · x

)
= 1.

Ke stejnému výsledku bychom došli i pro x→ −∞, př́ımka y = 1 je tud́ıž asympto-
tou se směrnićı.

Jiná situace nastane v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 4.2 Určete asymptoty ke grafu funkce y = xex. I tato funkce je defi-
nována pro všechna reálná č́ısla, proto nemá asymptoty bez směrnice. S asympto-
tami se směrnićı je to ale jiné. Je totiž rozd́ıl, poč́ıtáme-li limitu pro plus či
mı́nus nekonečno. Zat́ımco lim

x→∞
xex

x
= ∞, je lim

x→−∞
xex

x
= 0. Dopoč́ıtáme ještě

q = lim
x→−∞

xex = lim
x→−∞

x
e−x . Použit́ım L’Hopitalova pravidla snadno zjist́ıme, že

se rovná nule a př́ımka y = 0 je asymptotou se směrnićı pro x→∞.
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Závěrem této kapitoly si řekneme věty o středńı hodnotě. Prvńı z nich je věta
Rolleova.

Věta 4.12 Necht’ funkce f je definována na intervalu [a; b]. Necht’ má tato funkce
derivaci (m̊uže být i nevlastńı) a necht’ plat́ı f(a) = f(b). Pak existuje c ∈ (a; c)
takové, že je f ′(c) = 0.

Zobecněńım této věty je věta Lagrangeova.

Věta 4.13 Necht’ funkce f je definována na intervalu [a; b]. Necht’ má tato funkce
derivaci (m̊uže být i nevlastńı). Pak existuje c ∈ (a; c) takové, že plat́ı

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Se svou troškou do mlýna přǐsel i pan Cauchy.

Věta 4.14 Necht’ funkce f a g jsou definovány na intervalu [a; b] a necht’ v každém
bodě x ∈ (a; b) existuj́ı vlastńı derivace f ′)x), g′(x). Pak existuje c ∈ (a; b) tak, že
plat́ı

[f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(x).
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Kapitola 5

Přibližné vyjádřeńı funkce

Na závěr si něco řekneme o přibližném vyjádřeńı funkce. Problém spoč́ıvá v tom,
že někdy je přesné vyjádřeńı funkce dosti složité, přičemž v praxi bychom vystačili
i s méně přesným, zato jednodušš́ım vyjádřeńım funkce v okoĺı nějakého bodu.
Budeme preferovat vyjádřeńı pomoćı polynomu, nebot’ tato funkce se mimo jiné
snadno derivuje i integruje.

Def. 5.1 Necht’ funkce f je definována v okoĺı O(x0) bodu x0 a plat́ı x0 + h ∈
O(x0). Pak č́ıslo h nazýváme př́ır̊ustkem nezávisle proměnné a rozd́ıl ∆f(x0) =
f(x0 + h) − f(x0) nazýváme př́ır̊ustkem funkce f v bodě x0 s krokem h nebo též
př́ır̊ustkem závisle proměnné.

Pokuśıme se nyńı vyjádřit př́ır̊ustek funkce v závislosti na č́ısle h. Jednu z
možnost́ı udává následuj́ıćı definice.

Def. 5.2 Řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 ∈ R, jestlǐze existuje
okoĺı bodu x0 takové, že pro všechny body z tohoto okoĺı plat́ı

f(x0 + h)− f(x0) = A · h+ τ(h),

kde A je vhodné č́ıslo a τ(h) je funkce, pro nǐz plat́ı lim
h→0

τ(h)
h

= 0.

Je-li funkce f v bodě x0 diferencovatelná, nazývá se výraz A·h diferenciál funkce
f v bodě x0 a znač́ı se df(x0)(h) či stručněji df(x0).

Nyńı se pokuśıme zjistit význam konstanty A. Pracujeme s funkcemi spojitými,
které moho mı́t v bodě x0 derivaci. Pokud tomu tak je, pak máme vyhráno, nebt
byla dokázána následuj́ıćı věta.

Věta 5.1 Funkce f má v bodě x0 diferenciál právě tehdy, když existuje vlastńı
derivace f ′(x0). Konstanta A z předchoźı definice je dána vztahem A = f ′(x0), je
tedy

df(x0)(h) = f ′(x0) · h.

Ṕı̌seme též df(x0) = f ′(x0)dx.
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Může se stát, že přibližné vyjádřeńı funkce diferenciálem neńı dostatečně přesné.
V tomto př́ıpadě můžeme hledat vyjádřeńı polynomem stupně n ve tvaru Pn(x) =
a0 +A1(x−x0)+a2(x−x0)2 + · · ·+an(x−x0)n. Je rozumné požadovat, aby platilo

f(x0) = Pn(x) = a0

f ′(x0) = P ′n(x) = a1

f ′′(x0) = P ′′n (x) = 2a2
...

f (n)(x0) = P
(n)
n (x) = n!an

Hledaný polynom má tvar

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x−x0) +

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n = Tn(x)

Polynom Tn(x) se nazývá Taylor̊uv polynom se středem x0. Pan Taylor, po němž
je pojmenována následuj́ıćı věta, dokázal, že funkci f(x) lze nahradit polynomem.

Věta 5.2 Necht’ funkce f má v okoĺı bodu x0 vlastńı derivace až do řádu n+ 1 pro
některá n ∈ N ∪ {0}. Pak pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı:

f(x) = Tn(x0) +Rn(x).

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

kde ξ je vhodné č́ıslo mezi x a x0 je zbytek (chyba). Je-li x0 = 0, pak se polynom
nazývá Maclaurin̊uv.



Kapitola 6

Funkce v́ıce proměnných

V této kapitole se budeme věnovat funkćım v́ıce proměnných. Kdo se dobře učil v
minulém semestru, bude mı́t úlohu značně usnadněnou, nebot’ řada věćı je stejných
či alespoň hodně podobných. Některé věci jsou však znčně odlǐsné, tak si na to
dávejte pozor čili bacha. Budu se snažit na to upozorňovat. Na druhé straně vám
to zjednoduš́ım t́ım, že se budeme skoro výhradně bavit o funkci dvou proměnných.

6.1 Limita a spojitost

Def. 6.1 Reálná funkce dvou reálných proměnných je zobrazeńı M → R, kde M ⊆
RxR. Jinými slovy každé uspořádané dvojici [x; y] ∈ M je přiřazeno právě jedno
z ∈ R. Množina M se nazývá definičńı obor, množina všech z, které jsou přiřazeny
k nějaké uspořádané dvojici [x; y] se nazývá obor hodnot funkce. Ṕı̌seme z = f(x, y).
Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme mluvit stručně o funkci dvou proměnných.

Př́ıklad 6.1 Určete definičńı obor funkce z = arcsin y + ln (4− x2 − y2). Budeme
vycházet ze znalosti funkćı jedné proměnné a vzpomeneme si na definičńı obory
funkćı arkussinus a přirozený logaritmus. Obě maj́ı jistá omezeńı, která muśı platit
současně, je tedy

−1 ≤ y ≤ 1 ∩ 4− x2 − y2 > 0.

Zat́ımco prvńı podmı́nce vyhov́ı pás mezi př́ımkami y = −1 a y = 1, druhé podmı́nce
vyhov́ı všechny body uvnitř kruhu se středem v počátku a poloměrem r = 2, v
prvńım př́ıpadě včetně hranice. Definičńı obor je samozřejmě pr̊unik obou oblast́ı,
leč obrázek zat́ım neumı́m.

Def. 6.2 Grafem funkce dvou proměnných nazýváme množinu uspořádaných trojic
[x, y, z], kde body [x, y] patř́ı do definičńıho oboru funkce. Jinými slovy je to plocha
o rovnici z = f(x, y). Vrstevnice je křivka o rovnici f(x, y) = c.

Takovým nejběžněǰśım př́ıkladem grafu funkce dvou proměnných je obyčejná
plastická mapa. Proměnné představuj́ı zeměpisná š́ı̌rka a délka, funkčńı hodnotu
pak nadmořská výška. Patř́ı sem i ona p̊uvodně normálńı mapa, která se nacházela
v kanceláři 91. pěš́ıho pluku a kterou učinil plastickou až kocour chovaný ṕısaři.
Jen připomı́nám, že prvńım, kdo se o této změně dotykem přesvědčil byl oberst
Schröder a že to mělo pro ṕısaře nepř́ıjemné následky. Pojem vrstevnice je převzat z
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geografie a má stejný význam—zlepšit představu o grafu funkce v dvourozměrném
modelu.

Uvedeme několik př́ıklad̊u.

6.1. Z analytické geomtrie v́ıte, že grafem funkce z = ax+ by + c je rovina v R3.

6.2. Grafem funkce z =
√

9− x2 − y2 je horńı polovina kulové plochy se středem
v počátku a poloměrem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a y.

6.3. Grafem funkce z = x2 + y2 je rotačńı paraboloid s vrcholem v počátku, jehož
osou je osa z. Vrstevnice tvoř́ı soustředné kružnice o rovnićıch x2 + y2 = c.

Nyńı přistouṕıme k definici pojmů limita a spojitost. Začneme definićı okoĺı.

Def. 6.3 Vzdálenost dvou bod̊u A[x1; y1] a B[x2; y2] rozumı́me č́ıslo

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

Vzdálenost bod̊u ve v́ıcerozměrném prostoru si jistě odvod́ıte sami.

Def. 6.4 δ-okoĺım bodu P nazýváme množinu všech bod̊u, jejichž vzdálenost od
bodu P je menš́ı než δ. Vyjmeme-li z této množiny samotný bod P , mluv́ıme o
ryźım okoĺı.

Def. 6.5 Řekneme, že funkce z = f(x, y) má v bodě M [x0; y0] limitu rovnou č́ıslu
L, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro pro všechny body z ryźıho
δ okoĺı bodu M plat́ı

|f(x, y)− L| < ε

Ṕı̌seme lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L.

Definice pojmu limity je po formálńı stránce stejná, jej́ı výpočet je však někdy
notně komplikovaný, kolikrát sṕı̌se dokazujeme, že daná funkce limitu nemá. Uvid́ıte
záhy. Ted’ na uklidněńı uvedeme větu pro výpočet limity vzhledem k aritmetickým
operaćım. Tato věta je shodná s tou, kterou znáte pro funkci jedné proměnné.

Věta 6.1 Necht’ lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = A a lim
[x;y]→[x0;y0]

g(x, y) = B. Pak plat́ı:

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)± g(x, y)) = A±B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y) · g(x, y)) = A ·B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)

g(x, y)
=
A

B
, B 6= 0

Pro funkce dvou proměnných je definován pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proměnné.
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Def. 6.6 Řekneme, že funkce je v bodě M [x0; y0] spojitá, je-li f(x0; y0) = lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y).

Řekneme, že funkce je spojitá v oblasti O, jestlǐze je spojitá v každém bodě této ob-
lasti.

Poznámka 6.1 Pojem spojitosti v bodě lze samozřejmě definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, že definici limity oṕı̌seme a č́ıslo L nahrad́ıme f(x0; y0).

Poznámka 6.2 Jestlǐze jsme zkoumali spojitost funkce na uzavřeném intervalu,
tak jsme v krajńıch bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proměnných toto postrádá smysl, přesto m̊užeme uvažovat i o pojmu
spojitost na uzavřené oblasti. Pro hraničńı body budeme prostě ignorovat ty body z
jeho okoĺı, které nespadaj́ı do dané oblasti.

Nyńı si ukážeme několik př́ıklad̊u na výpočet limity. Zat́ımco u funkce jedné
proměnné je situace podobná ražbě tunelu z obou stran, kdy se bud’ tref́ıme přesně
nebo máme dva tunely, zde muśıme vyzkoušet všechny možné cesty, a že jich je.

Př́ıklad 6.2 Určete limitu lim
[x;y]→[0;0]

x+y
x−y . Tato funkce v bodě [0; 0] neńı definována,

pokuśıme se tedy spoč́ıtat limity pro r̊uzné cesty. Začněmě př́ımkami y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx

x− kx
= lim

x→0

1 + k

1− k

Limity pro r̊uzné směry jsou r̊uzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxně ne-
nastane, pokud bychom se přiblǐzovali po parabolách y = kx2.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx2

x− kx2
= lim

x→0

1 + kx

1− kx
= 1

Př́ıklad 6.3 Zjistěte, zda existuje lim
[x;y]→[0;0]

2xy
xy+2x−y . Zkusme se nejdř́ıv přiblǐzovat

po př́ımkách y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

2xy

xy + 2x− y
= lim

x→0

2kx2

kx2 + 2x− kx
= 0,

ovšem s výjimkou k = 2, to je

lim
x→0

4x

2x+ 2− 2
= 2

Tato limita tedy neexistuje.

K bodu P0[x0; y0] se z bodu P [x; y] můžeme rovněž přibližovat po dvou kolmých
př́ımkách x = p a y = q, kde p a q jsou konstanty, a to dvoj́ım zp̊usobem. Pak lze
limitu funkce vypoč́ıtat postupným limitńım přechodem funkce jedné proměnné,
jak uvád́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 6.2 Označme

lim
y→y0

[
lim
x→x0

f(x, y)

]
= L1 lim

x→x0

[
lim
y→y0

f(x, y)

]
= L2.

Existuje-li limita

lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L,

pak plat́ı L = L1 = L2.

Uvědomte si, že tato věta je implikaćı a představuje pouze podmı́nku nutnou, což
znač́ı, že bude sloužit k d̊ukazu neexistence limity.

Př́ıklad 6.4 Rozhodněte, zda existuje limita

lim
[x;y]→[0;0]

x− 2y

3x+ y

Urč́ıme postupné limity.

lim
y→0

[
lim
x→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

y→0

−2y

y
= −2.

lim
x→0

[
lim
y→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

x→0

x

3y
=

1

3
.

Tato limita neexistuje.

Podobně jako pro funkci jedné proměnné plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6.3 Necht’ pro všechny body x ∈ O s výjimkou bodu M [x0; y0] plat́ı f(x, y) =
g(x, y) a necht’ je lim

[x;y]→[x0;y0]
f(x, y) = L. Pak je i lim

[x;y]→[x0;y0]
g(x, y) = L.

Př́ıklad 6.5

lim
[x;y]→[1;1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;1]

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x− y)(x+ y)(x2 + y2)

Tato funkce je v okoĺı bodu [1; 1] shodná s funkćı

z =
x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2)

Jej́ı limita je v tomto bodě rovna funkčńı hodnotě, tedy je

lim
[x;y]→[1;1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;1]

x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2)
=

3

4

Při výpočtu limity můžeme použ́ıt i některé triky známé z funkce jedné proměnné,
jeden př́ıklad následuje.
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Př́ıklad 6.6

lim
[x;y]→[0;0]

3(x2 + y2)√
x2 + y2 + 4− 2

Vynásob́ıme-li funkci jedničkou ve tvaru√
x2 + y2 + 4 + 2√
x2 + y2 + 4 + 2

a uprav́ıme-li, poč́ıtáme limitu

lim
[x;y]→[0;0]

3(
√
x2 + y2 + 4 + 2) = 12

Závěrem této části vám uvedu tři limity, které vám určitě něco připomenou.

lim
[x;y]→[x0;y0]

sin f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

tg f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

(
1 +

1

f(x, y)

)f(x,y)

= e

6.2 Parciálńı derivace

Už problémy s limitou nám naznačuj́ı, že to s derivacemi v̊ubec nebude snadné.
Pokud bychom chtěli udělat nějakou analogii s funkćı jedné proměnné, bylo by to
značně obt́ıžné. Proto p̊ujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proměnných je
plocha. Pokud však plochu ř́ızneme nějakou rovinou, tak řezem je křivka, křivku
umı́me popsat funkćı jedné proměnné—čajńık je v kredenci. My budeme řezat
rovinami kolmými k osám x a y.

Def. 6.7 Necht’ existuje limita

lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle x v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂x

či
f ′x(x0, y0). Analogicky definujeme parciálńı derivaci podle y. Necht’ existuje limita

lim
y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle y v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂y

či f ′y(x0, y0). Má-li funkce parciálńı derivaci podle nějaké proměnné v každém bodě
nějaké oblasti M , potom ř́ıkáme, že zde má parciálńı derivaci. Jinými slovy vznikne
na této oblasti nová funkce, to je stejné jako u funkce jedné proměnné.
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Protože jsme parciálńı derivace definovali jako derivace funkce jedné proměnné,
plat́ı pro ně všechna pravidla tak jak je znáte z kurzu MA1, nebudu je tedy uvádět.
Stejně tak nebudu řešit derivace vyšš́ıch řád̊u, tam ovšem jeden problém přece jen
vyvstane. Zálež́ı na pořád́ı proměnných podle kterých derivujeme nebo nezálež́ı, to
je oč tu běž́ı. Odpověd’nám dává Schwarzova věta.

Věta 6.4 Necht’ jsou derivace f ′′xy(x, y) a f ′′yx(x, y) jsou v bodě M [x0; y0] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou větu bychom mohli zformulovat i pro smı́̌sené parciálńı derivace
vyšš́ıch řád̊u. Jak vid́ıme, u spojitých funkćı je to s parciálńımi derivacemi jako
s mušketýry, je jich o jednu v́ıc než je jejich řád. Stejně jako tři mušketýři byli
čtyři, tak i třet́ı parciálńı derivace jsou čtyři: f ′′′xxx, f

′′′
xxy, f

′′′
xyy a f ′′′yyy. Tak je tomu u

parciálńıch derivaćı jakéhokoliv řádu.

Př́ıklad 6.7 Je-li z = u(x) + v(y), je z′x = u′(x), z′y = v′(y), z′′xx = u′′(x), z′′yy =
v′′(y) a z′′xy = z′′yx = 0. Tak je-li z = 3x2 − 5y3 + 1, máme z′x = 6x a z′y = −15y2.
Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 6, z′′yy = −30y a z′′xy = z′′yx = 0.

Př́ıklad 6.8 Je-li z = u(x)v(y), je z′x = u′(x)v(y), z′y = u(x)v′(y), z′′xx = u′′(x)v(x),
z′′yy = u(x)v′′(y) a z′′xy = z′′yx = u′(x)v′(y). Tak je-li z = 5x2y4, máme z′x = 10xy4 a
z′y = 20x2y3. Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 10y4, z′′yy = 60x2y2 a z′′xy = z′′yx =
40xy3.

Př́ıklad 6.9 Je-li z = u(x)
v(y)

, je z′x = u′(x)
v(y)

, z′y = −u(x)v′(y)
v2(y)

, z′′xx = u′′(x)
v(y)

, z′′yx = z′′yx =

−u′(x)v′(y)
v2(y)

a z′′yy = −u(x)v
′′(y)v(y)−2(v′(y))2

v3(x)
. Konkrétńı př́ıklad dáme tento: z = x

y2
.

Potom je z′x = 1
y2

, z′y = −2x
y3

, z′′xx = 0, z′′yy = 6x
y4

a z′′ = −2
y3

.

Pkud nejsou proměnné separovány, postupujeme standardně.

Př́ıklad 6.10 Určete prvńı a druhé derivace funkce z = sin (x2 + y2). Máme z′x =
2x cos (x2 + y2), z′y = 2y cos (x2 + y2). Derivujeme jako součin a máme z′′xx =
2 cos (x2 + y2) − 4x2 sin (x2 + y2) a z′′yy = 2 cos (x2 + y2) − 4y2 sin (x2 + y2). Při
smı́̌sené vyjdeme z y′x a derivujeme podle y, x je konstanta. Obdrž́ıme z′′xy = −4xy sin (x2 + y2).

6.3 Totálńı diferenciál

Podobně jako u funkce jedné proměnné zavedeme pojem diferenciál. Samozřejmě,
že můžeme pro parciálńı derivace definovat parciálńı diferenciály naprosto stejným
zp̊usobem jako u funkce jedné proměnné. Jenže prob́ıráme funkci dvou proměnných,
takže neńı dobré, aby si jednotlivé proměnné hrály na svém ṕısečku. Chápu, že slovo
totálńı nemá dnes nejlepš́ı pověst, leč matematika je na politické situaci nezávislá.
Kdo by s t́ım měl problém, necht’ si mı́sto slova totálńı mysĺı ekvivalentńı výrazy
(úplný, celkový).
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Def. 6.8 Řekneme, že funkce f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná (má zde
totálńı diferenciál), je-li

∆z = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = Ah+Bk + %τ(h, k),

kde A, B jsou konstanty, % =
√
h2 + k2 a lim

[h;k]→[0;0]
τ(h, k) = 0.

Na otázku kdy to nastane nám dá odpověd’ následuj́ıćı věta.

Věta 6.5 Je-li f(x0, y0) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má v tomto bodě parciálńı
derivace prvńıho řádu a plat́ı

A =
∂f

∂x
(x0; y0) B =

∂f

∂y
(x0; y0).

Poznámka 6.3 Dále budeme použ́ıvat běžné označeńı h = dx, k = dy.

Def. 6.9 Je-li funkce f(x, y) v boděM [x0; y0] diferencovatelná, pak výraz

dz =
∂f

∂x
(x0; y0)dx+

∂f

∂y
(x0; y0)dy

nazýváme totálńı diferenciál funkce z = f(x, y) v bodě M [x0; y0]

Věta 6.6 Necht’ f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, pak je zde spojitá.

Věta 6.7 Jsou-li prvńı parciálńı derivace funkce f(x, y) v bodě M [x0; y0] spojité,
pak je zde diferencovatelná.

Hlavńı význam diferenciálu funkce jedné proměnné spoč́ıval v tom, že jsme
mohli (skutečný) př́ır̊ustek funkce v bodě nahradit s jistou chybou diferenciálem,
čili graf funkce nahradit v okoĺı tohoto bodu tečnou. Obdobně lze postupovat i u
funkce dvou proměnných, jen tečnu nahrad́ıme tečnou rovinnou. Jak stanovit jej́ı
rovnici nám ukáže daľśı věta.

Věta 6.8 Je-li f(x, y) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má plocha z = f(x, y) v
bodě Mp[x0; y0; z0] tečnou rovinu, jej́ı̌z rovnice má tvar

z − z0 =
∂f

∂x
(x0; y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0; y0)(y − y0)

Menš́ı zádrhel spoč́ıvá v tom, že tak jako neumı́me (neurčitě) integrovat libo-
volnou funkci, ne každý výraz tvaru P (x, y)dx+Q(x, y)dy je diferenciálem nějaké
funkce. Kdy tomu tak je nám odpov́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6.9 Necht’ funkce P (x, y) a Q(x, y) jsou spojité v oblasti O a stejně tak jsou
zde spojité i jejich parciálńı derivace. Pak výraz P (x, y)dx+Q(x, y)dy je totálńım
diferenciálem jisté funkce f(x, y) právě tehdy, když plat́ı

P ′y(x, y) = Q′x(x, y).
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Užit́ı diferenciálu si ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 6.11 Válec má poloměr 2 dm a výšku 10 dm. Jak se změńı jeho objem,
jestlǐze se při deformaci poloměr zvěťśı na 2,05 dm a výška naopak zmenš́ı na 9,8
dm? Objem válce je V = πr2v, což lze chápat jako funkce dvou proměnných r a v.
Totálńı diferenciál má tvar

dV = 2πrvdr + πr2dv

Zde je dr = +0, 05 a dv = −0, 2. Po dosazeńı do diferenciálu máme dV =
1, 2π=̇3, 77dm3.

Př́ıklad 6.12 Ověřte, zda výraz (2x3 − xy2)dx + (2y3 − x2y)dy je totálńım dife-
renciálem této funkce. V př́ıpadě že ano, nalezněte tuto funkci. Ověřeńı nebude
těžké, nebot’ P ′y = −2xy = Q′x. Na nalezeńı funkce, jej́ı̌z totálńı diferenciál jsme
právě objevili, vám porad́ım jednu inženýrskou fintu. Zintegrujeme obě části dle
patřičné proměnné, přičemž tu druhou budeme považovat za konstantu.∫

(2x3 − xy2)dx =
x4

2
− x2y2

2
+ c∫

(2y3 − x2y)dy =
y4

2
− x2y2

2
+ c

Do hledané funkce z = f(x, y) vezmeme prvńı integrál celý, z druhého pak vezmeme
pouze ty sč́ıtance, které se v prvńım nevyskytuj́ı. Je tedy

z =
1

2
(x4 − x2y2 + y4) + c

Totálńı diferenciál je velmi d̊uležitý pojem ve fyzice. Je-li výraz P (x, y)dx +
Q(x, y)dy totálńı diferenciál, pak ho lze integrovat, přičemž hodnota tohoto in-
tegrálu nezáviśı na integračńı cestě z bodu A do bodu B, nýbrž pouze na hodnotách
funkce z = f(x, y) v těchto bodech (je to jakoby klasický Newton̊uv integrál).
Funkce z pak reprezentuje veličinu stavovou.

Podobně jako u funkce jedné proměnné můžeme definovat totálńı diferenciál
řádu n.

Def. 6.10 Totálńı diferenciál řádu n funkce dvou proměnných je výraz(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x, y)

Jak postupovat si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 6.13 Určete totálńı diferenciály druhého a třet́ıho řádu funkce z = y lnx.
Nejdř́ıve si urč́ıme všechny parciálńı derivace až do řádu 3. z′x = y

x
, z′y = lnx,

z′′xx = − y
x2

, z′′xy = 1
x
, z′′yy = 0, z′′′xxx = 2y

x3
, z′′′xxy = − 1

x2
, z′′′xyy = z′′′yyy = 0. Totálńı

diferenciál druhého řádu je

d2z = z′′xx(dx)2 + 2z′′xydxdy + z′′yy(dy)2 = − y

x2
(dx)2 +

2

x
dxdy(dy)2

Totálńı diferenciál třet́ıho řádu je pak

d3z = z′′′xxx(dx)3+3z′′′xxy(dx)2dy+3z′′′xyydx(dy)2+z′′′yyy(dy)3 =
2y

x3
(dx)3− 3

x2
(dx)2dy
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6.3.1 Extrémy funkce dvou proměnných

Def. 6.11 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı maximum (mi-
nimum), existuje-li okoĺı O bodu M takové, že pro všechna x ∈ O plat́ı f(x0, y0) ≥
f(x, y) (f(x0, y0) ≤ f(x, y). V př́ıpadě ostrých nerovnost́ı mluv́ıme o ostrém lokálńım
maximu (minimu).

Postup při stanoveńı extrémů je obdobný jako u funkce jedné proměnné.

Věta 6.10 Necht’ funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı extrém a necht’ existuj́ı
v bodě M parciálńı derivace prvńıho řádu. Pak je f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0.

Poznámka 6.4 Tak jako u funkce jedné proměnné budeme bod M nazývat bodem
stacionárńım.

Stacionárńı (podezřelé z extrému) body budeme vyšetřovat pomoćı následuj́ıćı
věty.

Věta 6.11 Necht’ M je stacionárńı bod a necht’ v jeho okoĺı existuj́ı spojité parciálńı
derivace prvńıho a druhého řádu. Vypočtěme výraz

D = f ′′xx(x0, y0)f ′′yy(x0, y0)− (f ′′xy(x0, y0))2

Je-li D > 0, pak pro f ′′xx > 0 je v bodě M lokálńı minimum a pro f ′′xx(x0, y0) < 0 je
v bodě M lokálńı minimum. Je-li D < 0, pak v bodě M extrém neńı, je-li D = 0,
nem̊užeme o extrému rozhodnout (extrém tady být m̊uže, ale nemuśı).

Poznámka 6.5 Označeńı D jsme nezvolili náhodou, D je de facto determinant
druhého řádu, přičemž v hlavńı diagonále jsou derivace podle xx a yy a ve vedleǰśı
diagonále jsou derivace smı́̌sené (ty jsou si samozřejmě rovny).

Nyńı ukážeme několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 6.14 Nalezněte lokálńı extrémy funkce z = x3 + xy2 + 6x2 + y2. Nejprve
spoč́ıtáme parciálńı derivace prvńıho řádu.

f ′x = 3x2 + y2 + 12x, f ′y = 2xy + 2y

. Polož́ıme-li tyto derivace rovny nule, źıskáme čtyři stacionárńı body S1[−1; 3],
S2[−1;−3], S3[0; 0] a S4[−4; 0]. Spočteme tedy parciálńı derivace druhého řádu

f ′′xx = 6x+ 12, f ′′xy = 2y, f ′′yy = 2x+ 2.

Budeme postupně dosazovat jednotlivé stacionárńı body a poč́ıtat č́ıslo D. V prvńıch
dvou př́ıpadech je D(S1) = −36, D(S2) = −36, extrém nenastává. D(S3) = 24 a
protože je f ′′xx(0, 0) = 12, je v počátku minimum. Naproti tomu je D(S4) = 24, ale
tentokrát je f ′′xx(−4, 0) = −12, v bodě S4 je tedy maximum.
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Př́ıklad 6.15 Určete lokálńı extrémy funkce z = x2 + 4xy + 6y2 − 2x + 8y − 5.
Začneme prvńımi parciálńımi derivacemi.

z′x = 2x+ 4y − 2 z′y = 4x+ 12y + 8

Opět polož́ıme obě derivace rovny nule, po vyřešeńı soustavy dvou lineárńıch rovnic
źıskáme jediný stacionárńı bod S[7;−3]. Druhé parciálńı derivace jsou z′′xx = 2,
z′′xy = 4 a z′′yy = 12. Všechny jsou konstantńı, neńı kam dosazovat a determinant
má univerzálńı hodnotu D = 8 > 0. Jelikož je z′′xx = 2 > 0, je v bodě S lokálńı
minimum. Jen pro zaj́ımavost, jeho hodnota je z(7,−3) = −24.

Př́ıklad 6.16 Určete lokálńı extrémy funkce z = −3x4−5y4. Spočteme prvńı deri-
vace z′x = −12x3, z′y = −20y3. Jediným stacionárńım bodem je počátek. Jdeme na
druhé derivace. z′′xx = −36x2, z′′yy = −60y2, z′′xy = 0. Zřejmě je D = 0, o extrému
nem̊užeme t́ımto zp̊usobem rozhodnout. My si ale všimneme, že funkčńı hodnoty
jsou mimo počátek záporné, je zřejmé, že v počátku bude maximum.

Tak jako u funkce jedné proměnné můžeme určovat i extrémy absolutńı, a to
v př́ıpadě, že je funkce definovaná na uzavřené oblasti. Ty pak mohou nastat bud’

v bodech lokálńıch extrémů nebo na hranici oblasti. Ukážeme si to na př́ıkladu,
nejdř́ıve trochu teorie.

Def. 6.12 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě [x0; y0] absolutńı maximum (mi-
nimum), jestlǐze pro všechny body [x; y] ∈ M plat́ı f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥
f(x0, y0).

Def. 6.13 Bod [x0; y0] nazveme vnitřńım bodem množiny M , existuje-li okoĺı O
tohoto bodu takové, že O ⊂ M . Množina, která obsahuje pouze vnitřńı body, se
nazývá otevřená. Bod [x0; y0] nazveme vněǰśım bodem množiny M , jestlǐze každé
jeho obsahuje jak body množiny M , tak i body, které do ńı nepatř́ı. Množinu všech
hraničńıch bod̊u nazýváme hranićı. Množina, která obsahuje všechny své hraničńı
body, se nazývá uzavřená.

Def. 6.14 Množina M se nazývá omezená, existuje-li kruh K se středem v počátku
tak, že M ⊆ K.

Věta 6.12 Necht’ f(x, y) je spojitá funkce definovaná na omezené uzavřené množině.
Pak zde nabývá své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Př́ıklad 6.17 Stanovte absolutńı extrémy funkce z =
√

2x− x2 − 4y2. Po do-
plněńı na čtverec zjist́ıme, že definičńım oborem jsou vnitřńı a hraničńı body elipsy
(x− 1)2 + 4y2 ≤ 1. Stacionárńı body urč́ıme řešeńım soustavy rovnic

z′x =
2− 2x

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0 z′y =

−8y

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0

Existuje jediný stacionárńı bod S[1; 0]. Je f(1, 0) = 1. Stanoveńı extrém̊u na
hranici je obecně velmi obt́ı̌zné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vid́ım,e že funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladná. Absolutńı maximum je tedy ve středu
elipsy a minimun na jej́ı hranici.
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Podobně jako u funkce jedné proměnné se budeme ptát, zda lze funkci dvou
proměnných nahradit polynomem v okoĺı nějakého bodu A[x0; y0]. Odpověd’ zńı
ano, je to analogické, jen derivace muśıme nahradit totálńımi diferenciály. Následuj́ıćı
věta se nazývá Taylorova.

Věta 6.13 Necht’ funkce f(x, y) má spojité parciálńı derivace do řádu n+1 včetně
na množině M ⊂ R2. Necht’ body A = [x0; y0] a X = [x; y] patř́ı do M . Potom plat́ı

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)1

f(x0, y0)+

+
1

2!

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f(x0, y0)+

+
1

n!

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x0, y0) +Rn+1

Že dx = x − x0 a dy = y − y0 jste jistě poznali sami. Zbytek se nejčastěji
vyjadřuje ve tvaru

Rn+1 =
1

(n+ 1)!

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n+1

f(ξ, η)

Č́ısla ξ a η lež́ı mezi x ax0, resp. y a y0.
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