Kapitola 1

Polynomy

S polynomy ¢i ¢esky mnohocleny se setkdvame jiz od détstvi. Obycejna ptima
umeérnost se d4 vyjadrit vzorcem y = kx, kde = € R je nezavisle proménna, y € R
je zavisle proménna a k € R, k # 0 je konstanta. Rovnice ptimky ve smérnicovém
tvaru je y = kx + ¢q. Muzeme se na to podivat i z jiné strany, totiz, Ze rovnice
y = kx + g predstavuje jistou funkci, jejimz grafem je primka, po latinsku linea,
proto tuto funkci pokitime jménem funkce linedrni. Pozdéji jsme poznali i funkci
kvadratickou, ktera je definovéna vztahem y = az? 4 bz + ¢, pticemz a # 0. Jen pro
poradek dodavam, ze grafem kvadraticé funkce je parabola, jejiz osa je rovnobézné
s osou y. Zopakovali jsme si to co zname z predchozich kurzu a nyni za¢neme
zobecnovat.

Def. 1.1 Polynom stupné n je ddn vzorcem
Po(z) 1y = an2™ + ap 2™ '+ ..+ a17 + ap.

kde x € R je (nezdvisle) proménnd, a; € R jsou koeficienty, opét klademe podminku
a, # 0 an €N je stupen polynomu.

Poznamka 1.1 Tato definice muze bijt rozsirena i na ¢isla komplexni, a to jak pro
koeficienty, tak pro promeénnou. My vsak budeme uvaZovat jen polynomy redlné.

Poznamka 1.2 V mnoha ucebnicich se muzZeme setkat i s oznacenim jdouci do
protivky, tedy apgx™ + ... + a,.

Operace s polynomy méte zazité jiz od zakladni Skoly, pfipomenu proto jen
déleni.

Véta 1.1 Necht jsou ddny polynomy Py,(x) a O,(z), m > n. Pak existuji polynomy
Qqu(x) a R,.(x) takové, Ze plati

Pp(z) = Qq(2)On(x) + R, (7)
Polynomy Qq(x) a R, (x) jsou urceny jednoznacne.

Poznamka 1.3 Polynom R,.(x) mize byt roven nule (nulovému polynomu,).
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2 KAPITOLA 1. POLYNOMY

Poznamka 1.4 Pokud nékdo namita, Ze jsem opsal vétu o déleni celych cisel, tak
md samoziejmé pravdu. Proto ponechdme i ndzvoslovi, zejména Q,(x) nazveme
podil a R,.(x) zbytek.

Nyni pristoupime k definici pojmu koren polynomu.

Def. 1.2 Rekneme, Ze ¢islo x = ¢ je kofenem polynomu P(z), jestlize plati P(c) =
0.

Hledat kofeny polynomu znamenad tesit rovnici
A" + an_ 12" 4.+ a4+ ag = 0.

Takovéto rovnici iikdme algebraickd a x nazyvame nezndmou. Jiz vidim, jak
si mnete ruce, jelikoz si myslite, jak snadny Zivot vas v tomto kurzu c¢eka, musim
vSak vase nadseni zchladit. Hledani kofenu je obecné velmi nesnadné a mnohdy
ani k cili nevede. Nejdiive rozhodneme, zda vubec koreny existuji. Zde udélame
jednu vyjimku a povolime i komplexni ¢isla. Pak plati véta, ktera je téz nazyvana
zakladni véta algebry.

Véta 1.2 KazZdd algebraicka rovnice md alespon jeden koren.
A jesté jedna véta, ktera je znama jako véta Bezoutova.
Véta 1.3 Delime-li polynom P(x) dvojélenem x — ¢, je zbytek roven P(c).
Vskutku, podle véty (1. 1) plati
P(z) = Q(z)(z — ) + R(x)

Dosadime-li x = ¢, jsme s dikazem hotovi. Navic jako dusledek muzeme uvést
nasledujici vétu.

Véta 1.4 Cislo © = ¢ je kofenem polynomu P(z) prdvé tehdy, kdyz vijraz x — ¢
deli tento polynom beze zbytku.

Dejme tomu, ze jsme néjakym zpusobem zjistili, ze ¢islo x = ¢; je kofenem
polynomu P(z). Pak plati P,(x) = (x—c;1)Qn_1(z). Podle zékladni véty algebry mé
polynom@,,_; alespon jeden kofen, dejme tomu ¢y, plati tedy Q,—1 = Qn_2(x —c2),
i

Po(z) = (z — c1)(z — €2)Qn—2(x).

Tak budeme postupovat tak dlouho, az nalezneme vSechny kofeny. Polynom
Q—1(z) muze mit za kofen opét ¢islo x1. V tom piipadé fikdme, Ze ¢; je dvojndsobny
kofen polynomu P, (x).

Zbyva nam doresit, jak je to s kofeny komplexnimi. Je-li x = a + bi kofenem
polynomu P,(x), je i ¢islo komplexné sdruzené kofenem tohoto polynomu. Souéin
patfiénych kofenovych ¢initelt (z—a—bi)(x—a+bi) je roven x? —2ax+a®+b%, tedy
je to kvadraticky trojclen s redlnymi koeficienty. Je tedy namisté uvést néasledujici
dvé vety. Ti, ktef{ jesté neslyseli o komplexnich éfslech, necht maji chvili strpent,
tento ¢iselny obor bude zminén na konci kurzu.



Veéta 1.5 Kazdy polynom stupné n md prdvé n korenu, bereme-li v tvahu jejich
ndsobnost.

Véta 1.6 Kazdy polynom stupné n lze rozloZit na soucin polynomu stupné nejuys
dva. Tento rozklad je jednoznacny (aZ na poradi ciniteli).

Kdo v posledni véte vidi paralelu se zakladni vétou aritmetiky, ma nejen dobry
zrak, ale také mu to mysli.

Nyni se zkusme podivat na problém z jiné stranky. Reknéme, ze jsme objevili
kofeny ¢; a ¢y kvadratické rovnice. Potom tato rovnice mé tvar (z —c¢p)(z —c3) = 0,
coz po upravé davé x? + (—c1 — o)z + c1c9 = 0. Pouzijeme-li standardni oznacent,
obdrzime tzv. Vietovy vzorce

Cl+C=—p cC1C2 =4q.
Analogicky pro kubickou rovnici 22 + px? + gx + r = 0 lze odvodit vzorce
Cl+C+C3=—p C1C2+ Ci1C3 + C23 = (q C1CC3 = —T.

Obdobné vzorce muzeme odvodit i pro rovnice vyssich stupnu. Tento poznatek
muzeme vyuzit pro ptripad, ze koeficenty algebraické rovnice jsou celo¢iselné.

Véta 1.7 Necht v algebraické rovnici
™ + Q12" P+ a4 ag =0

plati a; € Z pro vsechna i = 0,1,...,n a necht xy = § je korenem této rovnice.
Pak plag a qlay,.

Uziti této véty si ukdzeme na nékolika ptikladech.

Piiklad 1.1 Najdéte koreny polynomu 3 — 322 — 62 + 8.

Koeficienty tohoto polynomu jsou celocislelné, proto jsou pripadné raciondlni
koreny jsou rovnéz celociselné (patricnd rovnice je totiz normovand, kdy koeficient
u nejuyssi mocniny je roven jedné) a navic jsou to deélitelé cisla osm. V tivahu tedy
pripadaji pouze c¢isla £1,+2,+4, +8. Snadno se presvédcime, Ze korenem je cislo
x = 1. Plati (2 —32? —62+8) : (x—1) = 22 —22—8. Zbyvd najit koreny podilu, co?
namend vyresit kvadratickou rovnici % —2x — 8 = 0, coZ je kol snadny, zbyvajici
koreny jsoux = —2 ax = 4. Mizeme téZ psdt x3—31?—6x+8 = (v—1)(x+2)(z—4).

Piiklad 1.2 Najdéte koreny polynomu x* + 22® — 22? — 6x — 3.

Snadno najdeme pruoni koren x = —1. Nyni musime hledat koteny polynomu
22 + 22 — 3z — 3. Je to vlastné novd vloha, ale ne zase tak docela. Pokud jsme
néekteré koreny u zadaného polynomu jiZ vyloucili, nemohou byt koreny ani zde.
Cislo x = —1 vsak korenem bijt miize, doprucugji jim zacit a zjistime, Ze se jednd
0 koren dvojndsobng. Novy podil je x*> — 3 a zbjvajici koteny jsou +£+/3. Patricny
rozklad je x4 + 223 — 222 — 62 — 3 = (v + 1)%(z — V3)(z + V3).
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Piiklad 1.3 Najdéte koreny polynomu 23 + 3x% + 4x + 12.

Jiz osvédcenym zpusobem zjistime, Ze korenem je x = —3. Polynom x*4-4 rediné
koreny nemd, koreny komplexnt jsou x = £2i. Patricny rozklad je x3 + 322 + 4 +
12 = (z + 3)(2® + 4).

Zdalo by se, ze mame vystarano, avsak pozor! Rovnice s celo¢iselnymi koefici-
enty nemusi mit racionalni koren, jak ndm ukazuje jednoduchy piiklad polynomu
x* — 42? — 5, kdy ani jedno z podezielych ¢isel 1,45 kofenem polynomu neni,
ackoliv tento polynom musi mit kofeny ¢tytri. V tomto piipadé se z toho jesté
muzeme vylhat substituci y = 2%, coz vede na rovnici kvadratickou y*> —4y —5 =0
s koteny y; = —1 a y» = 5 a po navratu k puvodni proménné skutecné ziskdme
ctyti kofeny @y = i, 19 = —1i, x5 = /5, 24 = —V/5. Jen pro poiddek doddm i rozklad
ot —42% -5 = (2% + 1)(2® — VB)(z + V5).

Také se asi podivujete, pro¢ neresime rovnice vyssich stupnu pomoci jedno-
duchych vzorcu jako je tomu v pripadé kvadratické rovnice. Tady nas ovsem c¢eka
velké zklamani.

Véta 1.8 Algebraickd rovnice stupné n > 4 neni reSitelnd pomoci koeficienti u
nezndmé (tzv. radikali).

Resen{ rovnice linedrni se bere uz na zakladni skole, vzorce pro feseni rovnice
kvadratické jsou rovnéz notoricky zndmy. Reseni rovnice kubické je pomeérné velice
pracné, presto se u ni zastavime. Je-li ddna rovnice 2 + a12% + asx + as = 0, lze
substituci x = y — % eliminovat kvadraticky clen. Muzeme tedy uvazovat rovnice
tvaru z° + px + g = 0, jejiz kofeny jsou dany vzorcem

5| PP @ g s P ¢ g 5
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Tyto vzorce nesou ponékud nepravem nazev Cardanovy.

Piiklad 1.4 Pomoci Cardanovijch vzorei veste rovnici x® — 6z — 9 = 0.

Zde je p = —6 a q = —9. Dosazenim do vzorce mame Ry = 1 a Ry = 2 a
mdme koven x1 = 3. My vime, Ze polynom z* — 6x — 9 miiZeme rozloZit na soucin
(x —3)(2* + 3z + 3). Zbyvagici koreny jsou tedy komplexné sdruiené xq3 = %
Samozrejmé Ze tyto koreny umime nagjit 1 pomoci vzorci. Jak se dozvime v zdvéreéné

kapitole, existuji tri odmocniny z jednicky, a to e1 = 1, g9 = —% - @ a3 =

—% + @ Zbyjvagici dva koteny jsou xo = g9/ R1 +e3v/ Ry a x3 = e3v/ R1 +e2v/ Rs.

Piiklad 1.5 Reste rovnici * — 6z + 4 = 0.
Budeme postupovat podobné jako v predchozim priklade. JenZ ouha, dostali jsme

_ 108
27 ¢

2 a zndmym postupem nalezneme xo3 = 1+ V3. Tato zdhada trdpila matematiky
g1z v 16. stoleti a diky ni byla postupné vybudovdina teorie komplexnich cisel.

Tato rovnice by tedy neméla mit resent, le¢ snadno se presvédcime, Ze x1 =

Jak jiz bylo feceno ve vété (1.8), tak nelze vynalézt vzorec pro feSeni rovnic
vyssiho stupné nez ctyfi. Presto nékdy potiebujeme znat alespon piibliznou hod-
notu kofene. Zatimco pii vyuce matematiky preferujeme mald cela ¢isla, v praxi je



tomu spiSe naopak a nalezeni ptiblizné hodnoty kofene ma svou cenu. Ukazeme si
tudiz aspon nékteré z metod jak toho dosici.

Prvni problém je tzv. separace kotenu, to jest nalezeni intervalu, v nichz se
nachazi praveé jeden koten. Jednou z moznosti je tato:

Véta 1.9 Necht funkce je v intervalu [a; b] ryze monotdnni a necht je f(a)f(b) < 0.
Pak je v intervalu [a;b] prdvé jeden koten.

Poznamka 1.5 Tuto vétu muZeme aplikovat i na jiné rovnice neZ algebraickeé,
napr. rovnice transcendentnd.

Omlouvam se, ale neumim v techu obrazky, tak alespon slovné. Sestrojme v
bodé z = a tetnu ke grafu funkce y = f(x). Tato teéna protne osu = v bodé
x = ap. Stanovime funkéni hodnotu f(a;) a v tomto bodé opét sestrojime tecnu
atd. Tak budeme pokracovat tak dlouho, az se k hledanému koteni dostaneme s
pozadovanou presnosti.

Nyni byste méli ocenit, ze jsem trval na tom, abyste rovnici te¢ny a normaly
uméli sestrojit, takze vite, ze tecna ma rovnici

y— fla) = f'(a)(z — a).

Prusecik teény s osou x najdeme tak, ze polozime y = 0. Obdrzime

B f(a)
I
¢1 obecné
o f(anfl)

Jelikoz podle predpokladu je funkce f(x) ryze monoténni, tak jeji prvni derivace
nemuze byt rovna nule. Pozornému ¢tenafi neunikne, ze timto postupem se také
muzeme korenu vzdalovat, vyfesme tedy problém, v kterém bodé zacit.

Véta 1.10 Necht v intervalu [a;b] je f'(z) # 0 a f"(x) # 0 a necht je f(a)f(b) <
0. Pak je treba vybrat ten koncovy bod intervalu, v némz funkce a jeji druhd derivace
maji stejnd znaménka.

Piiklad 1.6 Najdéte koren rovnice 2° — x — 0,2 = 0 v intervalu [1;1, 1]

Je f(1) = —0,2 a f(1,1) = 0,31051, koren tam tedy je. Ddle mame f'(x) =
S5x* —1 a f"(x) = 2023, jak pruni tak druhd derivace jsou kladné, startovat budeme
tedy z bodu a = 1,1. Je f'(1,1) = 6,3205. Vypocitime

0.31051
=T 6305

Zkusime jesté jeden krok, f(1,051) =0,0313, f'(1,051) = 5,1005.

0,0313
5, 1005
Takto postupujeme aZ dosahneme poZadované presnosti.

a9 = 1,051 —

= 1,04487
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Ciperové mezi vami si vS§imnou, ze diky tomu, ze funkéni hodnoty na koncich
intervalu lezi v opacnych polorovindch vymezenych osou z je muzeme propojit
useckou, ktera protne osu z blize korene. Rovnice této primky je

v =10 )
Polozme y = 0, pak obdrzime
b—a
TS

Tento pusob vypoctu korene se nazyva requla falsi a je obdobna linearni inter-
polaci pti hledani v tabulkach, coz je pro vas véc zcela neznama.

Piiklad 1.7 Pustime metodu requla falsi na rovnici z predchoziho prikladu. Mdme

0,1.0,2
=14+~ =1
a =1+ 5505 = 1O
a v druhém priblizeni
0,012.0, 0282
et 1 —7 ! — 1 44 .
as , 039 + 0.0595 , 04469

Nyni prosim ortodoxni matematiky, aby tento odstavec necetli. Jelikoz pro tuto
metodu plati podminka f”(z) # 0, je graf funkce vzdy vypoukly. Zatimco Newto-
novu metodu pouzivame tam, kde je graf vypoukly, metoda regula falsi se pouziva
na strané opacné. Vysledky jdou tedy kofenu naproti z obou stran. Vratime-li se k
predchozimu ptikladu, tak za kofen muzeme povazovat ¢islo 1,045. Vskutku, do-
sadime-li je do levé strany rovnice obdrzime 0,0012, coz je pro technickou praxi
slusna hodnota.



Kapitola 2

Ciselné obory

V této kapitole se strucné zminime o konstrukci ¢iselnych oboru. Zatim jsme
zavadeli ¢iselné obory pouze intuitivné, tedy napiiklad ptirozend ¢isla jsme chapali
jako pocet prvku koneénych mnozin. Kdo bude pokracovat v magisterském studiu,
tak se dozvi, ze prirozend ¢isla jsou kardinalni ¢isla konec¢nych mnozin. My ptujdeme
trochu jinou cestou. Matematika je zalozena na tfech pilitich—axiomy, definice a
véty. Polozme si tedy otazku, zda by bylo mozné vybudovat mnozinu pfirozenych
¢isel pomoci axiomu. Tuto problematiku vytesil italsky matematik Giuseppe Pe-
ano. Jeho axiomy muzeme uvést v nasledujicich bodech. Predtim vsak zavedeme
pojem nasledovnik, jakozto dalsi prvek v linearné usporddané mnoziné. Znacit ho
budeme a*.

Nyni si muzeme uvést Peanovy axiomy.
1) Ke kazdému prvku a € N existuje nasledovnik a+
2)1eN
3) Jednicka neni nédsledovnik zadného prvku
4) Jestlize plati a = b, pak plati i a™ = b
5) Necht A C N, pficemz plati: i)1 € A a ii) Jestlize a € A. pak i a™ € A. Potom
A=N.

Posledni axiom je axiom matematické indukce. Jeho pouziti si zopakujeme na
jednoduchém piikladeé.

Priiklad 2.1 Dokazte, Ze pro vsechna n € N plati
24+446+---+2n=n(n+1)

Jelikoz turzeni md platit pro vSechna prirozend c¢isla, dukaz provedeme matema-
tickou indukci. Krok pruni spocivd v tom, Ze tvrzeni dokdZeme pro n = 1, coZ je
snadné, nebot 2 = 1.2. Nyni miZeme prijmout predpoklad

24446+ +2k=Fk(k+1)
a pokusime se dokdzat, Ze za tohoto predpokladu plati
24446+ +2k+2k+1)=(k+1)(k+2)

Pouzijeme-li predpoklad, lze dokazované turzend psdt ve tvaru k(k+1)+2(k+1) =
(k+1)(k+2), ¢imz je dikaz ukonéen. Spojenim obou bodii lze Tici, Ze platnost pro
n = 1 indukuje platnost pro n = 2, platnost pro n = 2 indukuje platnost pron = 3
atd.
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Poznamka 2.1 V [literature se mnohdy vyskytuje proni axiom ve tvaru 0 € N.
Duvod je nasnadé. Pridanim nuly do mnoZiny N ziskame neutrdlni prvek i pro
operaci scitant, zatimco bez nuly by byl neutralni prvek pouze pro operaci ndsobeni.

Zavedeme jesté zakladni aritmetické operace néasledujicim zptusobem:
Da+b"=(a+0)*
2)abt =ab+a
3)a < b= Jc € N tak, ze plati a + ¢ = b.

Nyni bychom logicky méli pristoupit k vybudovani mnoziny celych ¢isel, my
vSak udélame zdanlivou nelogi¢nost, budeme predpokladat, ze cela ¢isla mame jiz
k dispozici a zavedeme ¢isla raciondlni. Tento postup totiz znate jiz ze zakladni
skoly. Tam se zaci seznamuji s pojmem zlomek jakozto podilem dvou celych ¢isel,
uci se zlomky scéitat a ndsobit a zjistuji, Ze ruzné zlomky mohou mit ”stejnou
hodnotu”, napf. % = %, nebot kdyZ naznacené déleni provedou, dojdou v obou
piipadech k hodnoté 0, 5.

Nyn{ témto poznatkim zkusime dat trochu fazénu. Necht m = (a;b) a n =
(¢;d), pficemz a, b, c,d € Z a b,d # 0 jsou uspofadaé dvojice celych éisel. Rekneme,
ze m je v relaci s n pravé tehdy, kdyz plati ad = bc. Snadno se presvédéime, ze
tato relace je ekvivalence. Tato relace vyvola rozklad mnoziny vSech usporadanych
dvojic celych ¢isel na nekonecné mnoho tiid ekvivalence, pricemz kazda z téchto tiid
piedstavuje jedno raciondlni ¢islo. Ze uspoiddand dvojice celych éisel predstavuje
vlastné zlomek si snad uvédomuje kazdy. Prvni slozka predstavuje citatel, druha
jmenovatel. Zbyva zavést operaci s¢itani a nasobeni, tak vézte, ze

(a;b) + (¢;d) = (ad + be; bd), (a;b) - (¢;d) = (ac; bd).

I v tomto jisté poznavate sc¢itani a nasobeni zlomku, tak jak to znate z détstvi.

To je vSechno hezké, jenze to plave na vodé, cela ¢isla vlastné neexistuji. Co
vsak, kdybychom tento trik pouzili na zkonstruovani mnoziny 7Z pomoci prvku
mnoziny N7 Jisté, nemohli bychom pouzit operaci nasobeni, ale pordd mame k
dispozici s¢itani. Tak to pro velky uspéch zopakujeme.

Necht m = (a;b) a n = (¢;d), piicemz a,b,c,d € N jsou usporddaé dvojice
piirozenych ¢isel. Rekneme, ze m je v relaci s n pravée tehdy, kdyz plati a+d = b+c.
Snadno se presvédcime, ze tato relace je ekvivalence. Tato relace vyvold rozklad
mnoziny vSech usporadanych dvojic pfirozenych cisel na nekonecné mnoho tiid
ekvivalence, pricemz kazd4 z téchto tiid predstavuje jedno celé ¢islo. Ze usporadand
dvojice celych ¢isel predstavuje vlastné rozdil Napiiklad dvojice (7;2), (14;9) atd.
predstavuji celé ¢islo 5, prohodime-li v nich poradi, tak mame cislo —5. Zbyva
zavést operaci s¢itani a nasobeni, tak vézte, ze

(a;b) + (¢;d) = (a4 ¢; b+ d), (a;b) - (¢;d) = (ac + bd; ad + be).

Tak nam to slo jako po mésle, ale ted je problém jak se dostat k &fsliim redlnym.
Tentokrat jiz nebudeme moci aplikovat tento postup, ale musime zkusit néco jiného.
Jedna moznost je vyuziti cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel. Z analyzy
vime, ze kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni. Muzeme tedy zavést relaci
mezi témito posloupnostmi. Rekneme, ze posloupnosti {a,} a {b,} jsou v relaci
pravé tehdy, kdyz maji stejnou limitu. Mohou nastat dva pifpady. Budto v jisté



ttidé nalezneme konstatni posloupnost racionalnich ¢isel, tato t¥ida pak predstavuje
ono racionélni ¢islo. napt. nalezneme-li v jisté t¥idé posloupnost {a, = 6}, pak tato
tiida predstavuje racionalni ¢islo Sest. Nenajdeme-li tam takovou posloupnost, pak
tato ttida ptredstavuje ¢islo iracionalni.

Druhou moznost navrhl némecky matematik Richard Dedekind. ten si poradné
nabrousil nuz a ¢éiselnou osu prosté prefiznul. Mnozina racionalnich ¢isel timto
fezem byla vlastné rozdélena na dvé disjunktni podmnoziny. Plati AU B = Q,
ANB =0 ax < yVer € Ay € B. Déle hledal nejvétsi (nejmensi) prvek téchto
podmnozin. Je vylou¢eno, aby mnozina A méla nejvétsi prvek a mnozina B méla
nejmens{ prvek. dalsi dva ptipady jsou identické, bud mnoZina A m4 nejvétsi pr-
vek a mnozina B nemd nejmensi prvek, nebo mnozina A nema nejmensi prvek a
mnozina B mé nejmensi prvek. Zde jsme se v kazdém piipadé trefili do ¢isla ra-
cionédlniho. Posledni moznost je, ze mnozina A nema nejvétsi prvek a mnozina B
nemad nejmensi prvek. Tento fez predstavuje ¢islo iracionalni. netfeba v tom hledat
zadna kouzla, to vlastné taky znate z détstvi. To je znamé vyjadieni iracionalniho
¢isla pomoci ¢isel racionalnich. Napi. 3 <7 <4, 3,1 <7< 3,2, 3,14 <7 <315,
3,141 < m < 3,142 atd.

Zaveérem uvedeme jesté definici fezu tak, jak je mozné ji nalézt v literatute.

Def. 2.1 Dedekinduv 7ez je kazdd dolni mnozina v linedrné uspordadané mnozing,
kterd obsahuje své suprémum pokud existuje.

Def. 2.2 Rekneme, Ze funkce je v bodé x spojitd, jestlize ke kazdému e > 0 ezistuje
ryzi 0 - okoli bodu xq takové, Ze pro vsechna x z tohoto okoli plati

[f(x) = flzo)| <€

Nahradime-li pojem ryzi 6 okoli pojmem pravé (levé) ryzi okoli, mluvime o spojitosti
zprava (zleva).

Podobné jako v pripadé limity spojitost kopiruje aritmetické operace.

Véta 2.1 Necht funkce f g jsou spojité v bodé xy. Pak jsou v tomto bodé spojité i
funkce f+ g, f-g a v pripadé g(xo) # 0 i funkce 5.

Nésledujici véta ma vyznam pro pocitani limit slozenych funkei.
Véta 2.2 Necht lim ¢(z) = a a funkce f je spojitd v bodé . Pak plati lim f(p(z))

T—T0 T—x0
fle).

Funkce s nimiz pracujeme byvaji obvykle definovany na jistém intervalu. Méli
bychom se tedy zajimat, jak je to se spojitosti funkce na intervalu. za¢neme definici.

Def. 2.3 Rekneme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu I C D(f), je-li spojitd v
kazdém vnitrnim bodé tohoto intervalu. Patri-li levy (pravy) koncovy bod do I, pak
je zde spojitd zprava (zleva).

Nyni uvedeme dvé véty, které jsou velmi dulezité a poméahaji ndm osvétlit pojem
spojitosti. Prvni véta je také znama jako véta Weierstrassova.
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Véta 2.3 Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu I. Pak je zde ohranicend
a nabyvd zde nejvétsi a neymensi hodnoty.

Druha véta je pojmenovana podle ¢eského matematika a filozofa Bernarda Bol-
zana.

Véta 2.4 Necht funkce f je definovdna na uzavieném intervalu I. Pak zde nabijvd
vsech hodnot mezi svou nejuétsi a nejmensi hodnotou.

Dusledkem této véty je toto tvrzeni.

Véta 2.5 Necht funkce f je definovdna na intervalu [a;b] a necht plati f(a)-f(b) <
0. Pak ezistuje bod £ € (a;b) takovy, Ze plati f(&) = 0.

Budeme bézné pracovat také s funkcemi inverznimi, proto se nam hodi i tato
véta.

Véta 2.6 Necht funkce f je ryze monoténni a spojitd na intervalu I C D(f). Pak
inverzni funkce je spojitd a ryze monotdnni na intervalu J = f(I).

Zavérem se jesté podrobnéji podivame na body, v nichz je funkce nespojita. Ten
bod budeme oznacovat x,. Rozlisujeme tfi pripady:

1) Existuje vlastni limita lim f(x) = a. Tento pfipad nazveme odstranitelnd ne-
T—rx0

spojitost . Nazev je ptipadny, nebot nespojitost lze snadno odstranit definovanim
nové funkce dle nize uvedeného vzoru.

9(w) = { @) =€ D(f) - {x0}

. Tato funkce neni definovana pro
= 1. Tuto nespojitost lze odstranit dodefinovanim

xr =0, le¢c lim =&
T—rT0

_J 1 =0
YT e zeR-0

2. Limita funkce sice neexistuje, ale existuji obé jednostranné limity, jsou vlastni
a ruzné. Tento piipad nazveme bod nespojitosti pruniho druhu. Piikladem budiz
funkce definovana nasledujicim zpusobem.

r—1 xzeR™
y=1+¢ 0 x =0
r+1 zeRT

Limita neexistuje, jednostranné limity jsou rovny -1 resp. +1.
3. Alespon jedna z jednostrannych limit neexistuje nebo je nevlastni. Tento pripad
nazveme bod nespojitosti druhého druhu. Piikladem budiz funkce y = %



Kapitola 3

Derivace funkce

V motivaénich tlohéch, at se jiz jednalo o uréeni okamzité rychlosti, rovnici teény
a dalsi hral klicovou roli podil ﬁ—i, jestlize jmenovatel byl prakticky roven nule.
Jelikoz jsme se jiz seznamili s pojmem limity, kterémuz dobfe rozumime, je nam
jasné, ze muzeme opustit cachry s Az a definovat pojem derivace.

Def. 3.1 Derivaci funkce v bodé xq nazveme limitu

lim f(z) — f(zo) — Im f(wg + Az) — f(ifo).

T—x0 xr — X Az—0 AZL’

Znacit budeme f(x) resp. y'. Je-li limita vlastni, mluvime o vlastni derivaci, v
opacném pripadé se jednd o derivaci nevlastni. V pripadé, Ze existuji jen jedno-
stranné limity, mluvime o derivaci zprava (zleva).

Nésledujici véta uvadi vztah mezi spojitosti a derivaci.

Véta 3.1 Necht funkce f(x) md v bodé xy derivaci (derivaci zprava, derivaci
zleva). Pak je zde spojitd (spojitd zprava, spojitd zleva,).

Musime si uvédomit, ze tato véta je implikace, nemusi tedy platit implikace
obrdcend. Jednoduchym piikladem je funkce y = |z|, kterd ma derivaci zprava
rovnu 1 a derivaci zleva rovnu -1, derivaci tedy nema.

V dalsi vété uvedeme postup pro derivaci souctu, souc¢inu a podilu funkei.
Zatimco u souctu ¢i rozdilu je to stejné jako u limity, v piipadé soucinu resp.

vvvvvv

Véta 3.2 1. (cf(xg)) = cf'(x0)

2. (f(@o) £ g(x0))" = f'(20) £ ¢'(x0)

3. (f(xo) - g(w0))" = ['(w0) - g(z0) + f(w0) - ¢'(@0)
/. <f(xo>>’ _ /(@0)-9(w0) S (0) ' (20)

g(wo) g%(zo)

Abychom nemuseli porad psat u x index, nadefinujeme si derivaci na intervalu
a pak jiz pristoupime k nékterym vzorcum pro derivace elementarnich funkei.

Def. 3.2 Rekneme, Ze funkce f(x) md derivaci na intervalu I C D(f), jestlize md
derivaci v kaZdém bodé tohoto intervalu. Je-li interval na nékteré strané uzavreny,
musi mit patricnou jednostrannou derivaci.

11
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Nyni si uvedeme vzorce pro derivaci elementarnich funkei.

3.1. (¢))=0

3.2. (z") = na"

3.3. (sinz) = cosx
3.4. (cosz) = —sinx
3.5. (t82) = (ouap
3.6. (cotgm) = —(Sinlx)a
3.7. (Inx) =1

3.8. (log, =) = ﬁ
3.9. (¢”) = ¢

3.10. (a®) =a”-Ina
3.11. (arcsinz) = —=;
3.12. (arccosz) = — 1£12
3.13. (arctgx) = 1_,_1352

3.14. (arccotgzx) = —

Bohuzel, vétsina funkei s nimiz budeme pracovat jsou funkce slozené, musime
si tedy fici, jak se derivuje funkce slozena.

_1_
1+22

Veéta 3.3 Necht funkce u = g(x)md vlastni derivaci v bodé x¢ a necht funkce y =
f(u) md vlastni derivaci v bodé ug = g(xo). Pak sloZend funkce y = F(x) = f[g(x)]
md vlastni derivaci v bodé xo a plati:

F'(z0) = f'(uo) - g'(x0) = f'[g(x0)] - g'(x0)-
Pridame jesté vétu o derivaci funkce slozené.
Véta 3.4 Necht funkce x = f(y) je spojitd a ryze monoténni na intervalu I. Necht
Yo je vnitind bod intervalu I a necht md funkce f v bodé yy derivaci f'(yo). Pak md
inverzni funkce y = [~ () v bodé xo = f(yo) rovnéz derivaci.
Je-li f'(yo) # 0, je derivace inverzni funkce vlastni a plati

1
1 (mg) = :
)= )
Je-li f'(yo) = 0, je derivace funkce inverzni nevlastni a rovna +oo pro funkci

rostouct a —oo pro funkci klesajici.

Derivace funkce na intervalu I je funkce, nebot kazdé hodnoté x € I piislusi
pravéjedna hodnota 3y . Tuto funkci muzeme opét derivovat, je tedy namisté nésledujici
definice.

Def. 3.3 Druhou derivact funkce f rozumime funkce f" = (f') a pro libovolné
n > 2 definujeme n—tou derivaci (derivaci n—tého vddu) funkce f vztahem f™ =

(/oY



Kapitola 4

Aplikace derivace

Dulezitou tlohou nejen v matematice je nalezeni teény a normaly ke grafu funkce
v jistém bodé. Na zakladé toho, co jsme dosud probrali o derivaci a vzpominek na
analytickou geometrii muzeme formulovat nasledujici vétu.

Véta 4.1 Rownice tecny ke grafu funkce y = f(x) v bodé T[xo; yo| md tvar

Y —yo = ['(w0)(z — 7o)
Rovnice normadly ma tvar

1
Y—%Y = —m(x — 1p).

f'(z)
Nyni se vratime k vypoctu limity neurcitych vyrazu. Mame k dispozici pomérné
ucinny prostiedek znamy jako L “Hospitalovo (nemocni¢ni) pravidlo.

Véta 4.2 Necht xg € R* a je splnéna jedna ze dvou ndsledujicich podminek

lim f(z) = lim g(z) =0

T—T0 T—T0
nebo
lim |g(z)| = 4o0.
T—rT0

sy pak existuje i lim 55

Ezxistuje-li lim a plati

T—T0

lim /() = lim '(z)

r—T0 g(xo) T—T0 g’(;po)

V naésledujici ¢asti se budeme vénovat prubéhu funkce, ¢imz se mini nalezeni
dulezitych udaji o fukei (definiéni obor, obor hodnot, monotonie, extrémy, inflexni
body, asymptoty). Z toho, co jiz vime o derivaci, muzeme formulovat nasledujici
vetu.

Véta 4.3 Necht funkce f md na otevieném intervalu I vlastni derivaci. Pak plati:

4.1. Funkce f je neklesagici na I prave tehdy, kdyz f'(x) >0 na I.

13
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4.2. Funkce f je rostouci na I prdvé tehdy, kdyz f'(x) > 0 na I, pricemz rovnost
f'(x) =0 neplati na Zdidném podintervalu intervalu I.

Analogickd tvrzend plati pro nerostouct a klesajici funkce.

Platnost této vety lze rozsitit na interval I libovolného typu. Staci predpokldadat,
ze [ je spojitd na I a f’ existuje uvnitt I. Véta plati i v pripadé, kdyz f méa nékde
nevlastni derivaci, pokud se predpoklada, ze funkce f je spojita. Z této véty snadno
odvodime postacujici podminku pro monotoénii funkce.

Véta 4.4 Necht f md konecnou derivaci na otevieném intervalu I. Je-li f'(x) > 0
(f'(x) <0) pro kazdé x € I, pak je f rostouct (klesajici) na I.

Definujme lokalni extrém.

Def. 4.1 Rekneme, Ze funkce f md v bodé x:

o [okdlni mazimum, existuje-li okoli O(xg) tak, pro kazdé x € O(xg) je f(x) <

f(IL‘()),

o lokdlni minimum, existuje-li okoli O(x) tak, pro kazdé x € O(xy) je f(x) >

f(l’()),

o ostré lokdlni mazimum, existuje-li ryzi okoli O(xy) tak, pro kazdé x € O(xy)

je f(l’) < f('ro)?

e ostré lokdlni minimum, existuje-li ryzi okoli O(xg) tak, pro kazdé x € O(xy)
je f(x) > f(zo).
Tvrzeni predchozi véty ndm dava navod, jak nalézt lokalni extrémy:.

Véta 4.5 Necht je funkce f spojitd v bodé xo a md vlastni derivaci v néjakém
ryzim okoli O(xo). Je-li pro vSechna x < o z tohoto okoli f'(x) > 0 a pro viechna
x > 0 z tohoto okoli f'(x) < 0, pak md v bodé xq ostré lokdlni maximum. Obdobné
turzend plati i pro ostré lokdlni minimum, zobdcky jsou obrdcené.

Mame jesté jeden prostiedek na nalezeni lokalnich extrému.

Véta 4.6 Necht f'(xg) = 0. Je-li f"(xg) <0, md funkce f v bodé xy osré lokdlni
mazimum. Je-li f"(xq) >0 md funkce f v bodé xo ostré lokdlni minimum.

Shrneme-li tyto dvé véty, mame souvislost mezi derivaci a lokdlnimi extrémy.

Véta 4.7 Necht md funkce f v bodé xg lokdlni extrém a necht je v tomto bodé
vlastni derivace. Pak je f'(xq¢) = 0.

Tuto vétu jsem uvedl jen pro prvni a druhou derivaci, mohl jsem ji ovsem formu-
lovat obecnéji zhruba timto zptusobem. Je-li liché derivace rovna nule a néasledujici
sudd je kladnéd (zdpornd), ma funkce f v bodé xy ostré lokdlni minimum (maxi-
mum). Praktického smyslu to vSak moc nem4, snad jen u jednodussich funkci ma
smysl pocitat dervace vyssich radu.

Zatim jsme zduraznovali, ze se jednd o extrémy lokalni, tedy ze se jedna o
zalezitost bodu xg a jeho blizkého okoli. Muzeme se také ptat, zda ma funkce na
néjaké mnoziné nejvétsi ¢ nejmensi hodnotu. Odpovéd nalezneme v nésledujic
definici.
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Def. 4.2 Necht funkee f je definovina na mnoziné M. Rekneme, Ze funkce f md
v bodé xy absolutni (globdlni) maximum, jestliZe pro vsechna v € M plati f(x) <
f(zo). Rekneme, Ze funkce f md v bodé xq absolutni (globdlni) minimum, jestlize
pro vSechna x € M plati f(x) > f(xo).

Vykreslime-li si graf néjaké funkce, pak vétsinou dojdeme k ladnym kiivkam.
Definujeme

Def. 4.3 Rekneme, ze funkce [ je konvexni na intervalu I, jestlize pro libovolné
tri body x1, xo, x3 € I takové, Ze x1 < xo < x3 plati

n f(x3) — f(1)

xr3 —T1

f(w2) < f(a1) (x5 = 21).

Rekneme, Ze funkce f je konkduni na intervalu I, jestlize pro libovolné tii body
X1, o, x3 € I takové, Ze x1 < w9 < x3 plati

| ) = @)

xr3 — Ty

f(z2) = f(z1) (w2 — 1)
pokud nahradime neostré nerovnosti ostrymi, dostaneme definici pojmi ostré kon-
vexnosti (konkdvnosti) na intervalu 1.

Zkusme si tuto krkolomnou definici rozklicovat jak se ted ifkd hezky cesky.
Spojme body z; a x3 primkou. Ta bude mit rovnici

f(x3) — f(1)

T3 — T1

y=f(z1) + (x — 21).

Znamend to, ze vSechny body funkce jsou pod touto primkou, graf funkce je
vypoukly smérem dolu vsude tam, kde je vypoukly.

Zajimat nas musi jak zjistime tuto vlastnost grafu. Odpovéd nam d4d nédsledujici
véta.

Véta 4.8 Necht funkce f md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Funkce f
je konvexni (ostre konvexni) na I pravé tehdy kdyz je funkce f' neklesagjici (rostouct)
na I. Funkce f je konkdvni (ostie konkdvni) na I prdvé tehdy kdyz je funkce f’
nerostouct (klesagict) na I.

Uvédomime-li si jak zkoumame monotoénii, tak muzeme formulovat tuto vétu.

Veéta 4.9 Necht I je otevieny interval a funkce f md na I vlastni derivaci.
Je-li f"(x) >0 pro kazdé x € I, pak je funkce na I ostie konvexnd.
Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I, pak je funkce na I ostre konkdvni.

Uvedeme jesté jednu vétu, kterd nam tyto pojmy vice objasni.

Véta 4.10 Necht funkce f md vlastni derivaci na intervalu I. Pak je f konvexni
(konkdvni) na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva rizné body x, xo € I plati:

f(@) > f(xo) + f'(20)(x — o)
f(@) < f(xo) + f'(20) (2 — o)
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Nahradime-li ve vyse uvedenych rovnicic f(z) pismenem y a nerovnosti rovnosti,
obdrzime rovnici tecny. Graf funkce konvexni je tedy nad tecnou, u funkce konkavni
pak pod tecnou.

Tyto vlastnisti se mohou na néjakém intervalu stiidat, ten bod, v némz tato
zména nastane se nazyva bodem inflexnim. Definujme si ho presnéji.

Def. 4.4 Necht f md derivaci v bodé xg € R. je-li tato derivace nevlastni, musi
zde byt navic spojitd. rekneme, Ze xq je inflexnim bodem funkce f, existuje-li §-okoli
bodu xy takové, Ze je funkce na intervalu (xg — &;x0) Tyze konverni a na intervalu
(x0; 20 + 0) TYze konkdvni nebo naopak.

Abychom mohli nakreslit graf funkce, musime se jesté seznamit s pojmem
asymptota (te¢na v nekonecénu).

Def. 4.5 Bud zg € R. Piimka x = xq se nazijvd asymptotou bez smérnice funkce f,

jestlize ma funkce v bodé xo alespon jednu limitu nevlastni. Primkay = ax+b,a, b €

R se nazyvd asymptotou se smérnici funkce f, jestlize plati nebo h? (f(x)—(ax+
T—>+00

b)) =0 neboxl_i)r_noo(f(x) — (ax +b)) =0.

Problém, jak vypocitat koeficienty a, b fesi nasledujici véta.

Véta 4.11 Primka y = ax + b je asymptotou se smérnici ke grafu funkce f(x),

je-li a = lim @ a b= lim (f(z) — ax). Analogickou vétu mizeme zformulovat
T—r00 T—>00

pro T — —oo.

Nyni si ukdzeme, jak asymptoty pocitat.

Priklad 4.1 Najdéte asymptoty ke grafu funkce y = iz—ﬁ Tato funkce je defi-
novana pro vSechna realna c¢isla, neméa tedy asymptoty bez smérnice. Podivejme se
tedy, zda bude mit asymptoty se smérnici. Nejdiive budeme hledat smérnici.

ze—1 2

. 241 . xr _]_
k= lim ¥ = lim =
T—00 I z—00 3+ 1

Usek na ose y urc¢ime podle vzorce

. (=1
o= (G -oe) =1

Ke stejnému vysledku bychom dosli i pro x — —oo, piimka y = 1 je tudiz asympto-
tou se smérnici.

Jind situace nastane v nasledujicim piikladu.

Piiklad 4.2 Urcete asymptoty ke grafu funkce y = xe®. I tato funkce je defi-
novana pro vSechna realnd ¢isla, proto nema asymptoty bez smérnice. S asympto-
tami se smérnici je to ale jiné. Je totiz rozdil, pocitdme-li limitu pro plus ¢i

3 ~ 7 . T . . T ~’, 7 vy v
minus nekonecno. Zatimco lim ¥~ = oo, je lim %= = 0. Dopocitdme jesté
x—00 ¥ r——00 T
q = lim xe® = lim % . Pouzitim L’Hopitalova pravidla snadno zjistime, Ze

T—r—00 T——00
se rovna nule a ptimka y = 0 je asymptotou se smérnici pro x — oo.
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Zavérem této kapitoly si fekneme véty o stfedni hodnoté. Prvni z nich je véta
Rolleova.

Véta 4.12 Necht funkce f je definovdna na intervalu [a;b]. Necht md tato funkce
derivaci (miiZe byt i nevlastni) a necht plati f(a) = f(b). Pak existuje ¢ € (a;c)
takové, ze je f'(c) = 0.

Zobecnénim této véty je véta Lagrangeova.

Véta 4.13 Necht funkce f je definovdna na intervalu [a;b]. Necht md tato funkce
derivaci (muze byt i nevlastni). Pak existuje c € (a;c) takové, Ze plati

1) = f(a)

fle) = =0~

Se svou troskou do mlyna pfisel i pan Cauchy.

Véta 4.14 Necht funkce f a g jsou definovdny na intervalu [a;b] a necht v kazdém
bodé x € (a;b) existuji vlastni derivace f')x), ¢'(x). Pak existuje ¢ € (a;b) tak, Ze
plati

[f(b) = f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)lf' ().
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Kapitola 5
Priblizné vyjadreni funkce

Na zavér si néco fekneme o ptiblizném vyjadieni funkce. Problém spoc¢iva v tom,
ze nékdy je presné vyjadreni funkce dosti slozité, pricemz v praxi bychom vystacili
i s méné presnym, zato jednodussim vyjadienim funkce v okoli néjakého bodu.
Budeme preferovat vyjadieni pomoci polynomu, nebot tato funkce se mimo jiné
snadno derivuje i integruje.

Def. 5.1 Necht funkce f je definovina v okoli O(xq) bodu xy a plati xy + h €
O(xo). Pak ¢islo h nazgvdme pririustkem nezdvisle proménné a rozdil Af(xy) =
f(zo + h) — f(zo) nazgvdme prirustkem funkce f v bodé xy s krokem h nebo téz
prirustkem zdvisle promenné.

Pokusime se nyni vyjadrit prirustek funkce v zavislosti na cisle h. Jednu z
moznosti udava nasledujici definice.

Def. 5.2 Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé xy € R, jestlize existuje
okoli bodu xq takové, Ze pro vsechny body z tohoto okoli plati

f(xo+h)— f(zg) = A-h+7(h),

kde A je vhodné ¢islo a T(h) je funkce, pro niz plati }Lil% % =0.
—

Je-li funkce f v bodé xy diferencovatelnd, nazyvd se vyraz A-h diferencidl funkce
f v bodé xy a znaci se df(xo)(h) ¢i strucnéji df(xg).

Nyni se pokusime zjistit vyznam konstanty A. Pracujeme s funkcemi spojitymi,
které moho mit v bodé zy derivaci. Pokud tomu tak je, pak mame vyhrano, nebt
byla dokazéna nésledujici véta.

Veéta 5.1 Funkce f ma v bodé xo diferencial pravé tehdy, kdyZ existuje vlastni

derivace f'(xg). Konstanta A z predchozi definice je ddna vztahem A = f'(xq), je
tedy

df(wo)(h) = f'(x0) - .
Piseme téz df(x¢) = f'(zo)dx.
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Muze se stat, ze priblizné vyjadieni funkce diferencidlem neni dostatecné presné.
V tomto piipadé muzeme hledat vyjadieni polynomem stupné n ve tvaru P,(z) =
ap+ Ay (x —x0) +az(z — )+ - -+ an(z — )" Je rozumné pozadovat, aby platilo

f(xo) = Puz) = ao
fllxo) = Pv) = o

f(wo) = Pl(z) = 2a

f™ () = PM(z) = nla,
Hledany polynom ma tvar

P (z) _f(ﬂUo)‘i‘@(x—xo)—i—%(x_xo)?_F...+

f(n) ()

n!

( —x0)" = Tn()
Polynom T,,(x) se nazyvéa Tayloruv polynom se sttedem zy. Pan Taylor, po némz

je pojmenovéana nésledujici véta, dokazal, ze funkci f(z) lze nahradit polynomem.

Véta 5.2 Necht funkce f md v okoli bodu o vlastni derivace aZ do ¥ddun+1 pro
nektera n € NU{0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati:

f(x) = To(20) + Bn(2).

TERRIG
Bnl) = mTfy)

kde & je vhodné ¢islo mezi x a xq je zbytek (chyba). Je-li xy = 0, pak se polynom
nazyvd Maclaurinuw.

(x _ l‘o)n+1

9



Kapitola 6

Funkce vice proménnych

V této kapitole se budeme vénovat funkcim vice proménnych. Kdo se dobfe ucil v
minulém semestru, bude mit ilohu zna¢né usnadnénou, nebot fada véci je stejnych
¢i alesponn hodné podobnych. Nékteré véci jsou vSak znéné odlisné, tak si na to
dévejte pozor cili bacha. Budu se snazit na to upozornovat. Na druhé strané vam
to zjednodusim tim, ze se budeme skoro vyhradné bavit o funkci dvou proménnych.

6.1 Limita a spojitost

Def. 6.1 Redlnd funkce dvou redlnych proménnich je zobrazeni M — R, kde M C
RxR. Jingmi slovy kazdé usporddané dvojici [x;y] € M je pritazeno prdvé jedno
z € R. Mnozina M se nazyvd definicni obor, mnozina vsech z, které jsou prirazeny
k néjaké usporddané dvojici [x;y] se nazgvd obor hodnot funkce. Piseme z = f(x,vy).
Nebude-li hrozit nedorozumeént, budeme mluvit struéné o funkci dvou promeénngjch.

Priklad 6.1 Uréete definicni obor funkce z = arcsiny + In (4 — 2? — y?). Budeme
vychdzet ze znalosti funkci jedné proménné a vzpomeneme si na definiéni obory
funkci arkussinus a prirozeny logaritmus. Obé maji jistd omezent, kterd musi platit
soucasné, je tedy

—1<y<1ind—a?—y*>0.

Zatimco pruni podmince vyhovi pds mezi primkamiy = —1 ay = 1, druhé podmince
vyhovi vsechny body wvnitr kruhu se stredem v pocdtku a polomérem r = 2, v
prunim pripadé véetné hranice. Definicni obor je samozrejmé prunik obou oblasti,
le¢ obrdzek zatim neumim.

Def. 6.2 Grafem funkce dvou proménnijch nazgvdme mnozinu usporddanych trojic
[x,y, 2], kde body [x,y] patii do definicniho oboru funkce. Jingmi slovy je to plocha
o rovnici z = f(z,y). Vrstevnice je krivka o rovnici f(x,y) = c.

Takovym nejbéznéjsim prikladem grafu funkce dvou proménnych je obycejna
plastickd mapa. Proménné ptredstavuji zemépisna sitka a délka, funkéni hodnotu
pak nadmorskd vyska. Patii sem i ona puvodné normélni mapa, ktera se nachazela
v kancelari 91. pésiho pluku a kterou ucinil plastickou az kocour chovany pisafi.
Jen pripominam, ze prvnim, kdo se o této zméné dotykem presvédcil byl oberst
Schroder a ze to mélo pro pisare nepiijemné néasledky. Pojem vrstevnice je prevzat z
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22 KAPITOLA 6. FUNKCE VICE PROMENNYCH

geografie a ma stejny vyznam—zlepsit predstavu o grafu funkce v dvourozmérném
modelu.
Uvedeme nékolik priklad.

6.1. Z analytické geomtrie vite, ze grafem funkce z = ax + by + ¢ je rovina v Rj.

6.2. Grafem funkce z = /9 — 22 — 92 je horni polovina kulové plochy se stfedem
v poc¢atku a polomérem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a .

6.3. Grafem funkce z = 22 + y? je rotaéni paraboloid s vrcholem v pocatku, jehoz
osou je osa z. Vrstevnice tvoii soustfedné kruznice o rovnicich 2% + 2 = c.

Nyni pristoupime k definici pojmu limita a spojitost. Zac¢neme definici okoli.

Def. 6.3 Vzddlenost dvou bodu Alxy;y1] a Blxa;ys] rozumime éislo

d= \/($2 —21)% + (Y2 — 11)?

Vzdalenost bodi ve vicerozmeérném prostoru si jisté odvodite sami.

Def. 6.4 0-okolim bodu P nazijvdme mnozinu vsech bodu, jejichZ vzddalenost od
bodu P je mensi nez §. Vyymeme-li z této mnoziny samotny bod P, mluvime o
ryzim okold.

Def. 6.5 Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bodé M |xy;yo] limitu rovnou éishu
L, jestlize ke kaZdému € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro pro vsechny body z ryziho
0 okoli bodu M plati

[fe,y) = L] <e

Piseme  lim  f(z,y) = L.

[z3y]—[z0;y0]

Definice pojmu limity je po formalni strance stejna, jeji vypocet je vsak nékdy
notné komplikovany, kolikrat spise dokazujeme, ze dand funkce limitu nema. Uvidite
zéhy. Ted na uklidnéni uvedeme vétu pro vypocet limity vzhledem k aritmetickym
operacim. Tato véta je shodna s tou, kterou znéte pro funkci jedné proménné.

Véta 6.1 Necht lim f(z,y)=Aa lim g(z,y) = B. Pak plati:
[z5y]—=[zos5y0] [z5y]—=[zos5y0]
im  (f(z,y) £g(z,y) =A£B

[z;y]—[zo5y0]

lim  (f(x,y)-g(z,y) =A-B

[z;3y]—[zo05y0]

lim (f(z,y)
[e3y]—[wosvo] (T, Y)

A
— B
. B#0

Pro funkce dvou proménnych je definovan pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proménné.
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Def. 6.6 Rekneme, Ze funkce je v bodé M [xo; yo] spojitd, je-li f(xo;y0) =  lim

[z39]—=[z03v0]
Rekneme, Ze funkce je spojitd v oblasti O, jestlize je spojitd v kazdém bodé této ob-
lasti.

Poznamka 6.1 Pojem spojitosti v bodé lze samozrejmé definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, Ze definici limity opiSeme a c¢islo L nahradime f(xo;yo)-

Poznamka 6.2 Jestlize jsme zkoumali spojitost funkce na uzavieném intervalu,
tak jsme v krajnich bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proménnych toto postrada smysl, presto muzeme uvazovat i o pojmu
spojitost na uzaviené oblasti. Pro hranicni body budeme prosté ignorovat ty body z
jeho okoli, které nespadaji do dané oblasti.

Nyni si ukazeme nékolik piikladu na vypocet limity. Zatimco u funkce jedné
proménné je situace podobnd razbé tunelu z obou stran, kdy se bud trefime piesné
nebo mame dva tunely, zde musime vyzkouset vsechny mozné cesty, a ze jich je.

Piiklad 6.2 Urcete limitu [ l]in[lo ) % Tato funkce v bodeé [0;0] neni definovina,
3y =19

pokusime se tedy spocitat limity pro rizné cesty. Zacnémé primkami y = kx.

) r+y . x4+ ko 1+ kK
hm = hm = lim ——
[zyl—»000x —y a=0x —kr «—=01—Fk

Limity pro ruzné sméry jsou ruzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxné ne-
nastane, pokud bychom se priblizovali po paraboldch vy = ka?.

. r+y .. x+kx? | 14ka
lim = lim ———— = lim =
[zy]—[00] x —y a—=0x —kx?  a—01—kx

Priiklad 6.3 Zjistéte, zda existuje  lim 2;‘@_ . Zkusme se nejdriv pribliZovat
[syl—[050] TV T2V

po primkdch y = kx.

2y 5§ 2kx?
= lim =
=0 kx? + 22 — kx

lim ——2— 0,
[z3y]—=[0,0] 2y + 22 — Y

ovsem s vyjimkou k = 2, to je
4
lim ————— =2
z—02x + 2 — 2
Tato limita tedy neexistuje.
K bodu Py[x¢; yo] se z bodu P[x; y] muzeme rovnéz piiblizovat po dvou kolmych
piimkach z = p a y = ¢, kde p a ¢ jsou konstanty, a to dvojim zpusobem. Pak lze

limitu funkce vypocitat postupnym limitnim pfechodem funkce jedné proménné,
jak uvadi nasledujici véta.

f(z,y).
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Véta 6.2 Oznacme

Yy—yo |r—x0 T—To | Y—Yo

lim {lim f(m,y)} =1 lim [lim f(m,y)} = L.

Existuje-li limita
lim  f(z,y) =L,

[z;y]—[z0590]

pak plati L = Ly = Ls.

Uvédomte si, ze tato véta je implikaci a pfedstavuje pouze podminku nutnou, coz
znaci, ze bude slouzit k dukazu neexistence limity.

Priklad 6.4 Rozhodnéte, zda existuje limita

xr—2y
im
[z5y]—[0;0] 3T + Y

Urcéime postupné limaity.

) . x—2y . =2y
lim | lim = lim —< = —2.
y—0 |2—0 31 + Y y—=0 Yy
. .o —2y . 1
lim |lim =lim — = —.
=0 |y—=0 3z +y =03y 3

Tato limita neexistuje.
Podobné jako pro funkci jedné proménné plati nasledujici véta.

Véta 6.3 Necht pro viechny body x € O s vyjimkou bodu M [zq;yo] plati f(z,y) =
g(z,y) a necht je  lim  f(x,y)=L. Pakjei lim g(x,y) = L.

[z;y]—=[z0;y0] [z3y]—[z0;y0]
Piiklad 6.5

i Do EoyE eyt
=) 2t —yt -y (2 —y) (e 4 y) (22 + y?)

Tato funkce je v okoli bodu [1;1] shodnd s funkci

2 + ay + o
(z +y)(x* +y?)

Jeji limita je v tomto bodé rovna funkéni hodnoté, tedy je

3 — P 2%+ zy + > 3

lim —— = lim
-] 24—yt o) (v +y) (22 +y2) 4

Pfi vypoctu limity muzeme pouzit i nékteré triky zndmé z funkce jedné proménné,
jeden priklad néasleduje.
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Priklad 6.6
3(z* +y°)

lim
[zy]—=[0:0] /a2 +y> +4—2

Vyndsobime-li funkci jednickou ve tvaru

Vrz+y?+4+42
Vi +yr+442

a upravime-li, pocitdme limitu

lim 3(v/2?24+y2+4+2)=12

[z;3]—[0;0]
Zavérem této c¢asti vam uvedu tii limity, které vam urcité néco pripomenou.

. sin f(z,y)

m =1
[z;9]—[z0590] f(%y)

im _
[z39]—=[z0590] f(x, y)

1 f(zy)
lim (1 + —) =e
[z;9]—[z0;y0] f(z,y)

=1

6.2 Parcialni derivace

Uz problémy s limitou nam naznacuji, ze to s derivacemi vubec nebude snadné.
Pokud bychom chtéli udélat néjakou analogii s funkci jedné proménné, bylo by to
znacéné obtizné. Proto pujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proménnych je
plocha. Pokud vsak plochu fizneme néjakou rovinou, tak fezem je kiivka, kiivku
umime popsat funkei jedné proménné—cajnik je v kredenci. My budeme fezat
rovinami kolmymi k osdm z a y.

Def. 6.7 Necht existuje limita

lim f(%yo) - f(%,yo)
T—T0 xr — Xo

Pak tuto limitu nazveme parcidlnd derivaci podle x v bodé [xo; Yo, znacime % ¢t

fi(z0,y0). Analogicky definujeme parcidlng derivaci podle y. Necht existuje limita

lim f('CEan) - f(ajOa yO)
Y—Yo Y — Yo

Pak tuto limitu nazveme parcidlni derivaci podle y v bodé [xg;yo|, znacime %’;’y)

i f;(aco, Yo). Ma-li funkce parcialni derivaci podle néjaké proménné v kazdém bodé
néejaké oblasti M, potom rikdme, Ze zde ma parcidlni derivaci. Jinymi slovy vznikne
na této oblasti novd funkce, to je stejné jako u funkce jedné promenné.
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Protoze jsme parcialni derivace definovali jako derivace funkce jedné proménné,
plati pro né vsechna pravidla tak jak je znate z kurzu MA1, nebudu je tedy uvadeét.
Stejné tak nebudu fesit derivace vyssich fadi, tam ovSem jeden problém pfece jen
vyvstane. Zalezi na poradi proménnych podle kterych derivujeme nebo nezalezi, to
je o¢ tu bézi. Odpovédndm ddva Schwarzova véta.

Véta 6.4 Necht jsou derivace vy (T, y) a fi(x,y) jsou v bodé Mlxo;yo] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou vétu bychom mohli zformulovat i pro smisené parcidlni derivace
vyssich fadu. Jak vidime, u spojitych funkei je to s parcidlnimi derivacemi jako
s musketyry, je jich o jednu vic nez je jejich fad. Stejné jako tfi musketyii byli
Ctyfi, tak i tfeti parcidlni derivace jsou ¢tyii: f” . f" = f" " . Tak je tomu u

rrr) Jxxyr Jryy a yyy-
parcidlnich derivaci jakéhokoliv fadu.

Piiklad 6.7 Je-li z = u(x) + v(y), je z, = u'(v), z, = v'(y), 2, = u"(2), 2, =

v"(y) a Z:/c/y = Zgl;l.t = 0. Tak je-li z = 3x* — 5y + 1, mdme z,, = 6z a z; = —159°2.
Pro druhé derivace vychdzi 2, = 6, 2, = =30y a z, = z,, = 0.

) Yxx

Piiklad 6.8 Je-liz = u(r)v(y), je 2, = u'(x)v(y), 2, = u()v'(y), 2y, = v’ (2)v (),
2 =wu(z)"(y) a 2l =2 = (x)'(y). Tak je-li z = 5%y, mdme 2., = 10zy* a

Yy wy — “yw
z, = 202*y*. Pro druhé derivace vychdzi 2}, = 10y*, 2}, = 602°y* a 2, = 2, =
40xy3.

=t o uw@ o v(@®) g u@'y) o W) o o
Pr}kla/d 6.9 Je-li z = o) je z, = ) T T ) Zne = i) Yyx = Pz =
—%&;y) a zy, = —u(r)? (y)”<ggf)(” WY Konkrétni priklad ddme tento: z = it
Potom je z! = y%, 2y =5 Zg =0, 2y = S—Zf az" = ;—32

Pkud nejsou proménné separovany, postupujeme standardneé.

Priklad 6.10 Uréete proni a druhé derivace funkce z = sin (2% + y?). Mdme z!, =

2z cos (2% + y?), z, = 2ycos (z? + y*). Derivujeme jako soucin a mdme 2 =
2cos (2% + y°) — 4z°sin (z* +9*) a 2, = 2cos (z* +y*) — 4y’sin (z* +3?). Pri
smiSené vyjdeme zy,, a derivujeme podle y, x je konstanta. ObdrZime z;, = —4xy sin (22 + 3

6.3 Totalni diferencial

Podobné jako u funkce jedné proménné zavedeme pojem diferencidl. Samoziejmé,
ze muzeme pro parcialni derivace definovat parcidlni diferencialy naprosto stejnym
zpusobem jako u funkce jedné proménné. Jenze probirdme funkci dvou proménnych,
takze neni dobré, aby si jednotlivé proménné hréaly na svém pisecku. Chépu, ze slovo
totalni neméa dnes nejlepsi povést, lec matematika je na politické situaci nezavisla.
Kdo by s tim mél problém, necht si misto slova totalni mysli ekvivalentni vyrazy
(aplny, celkovy).
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Def. 6.8 Rekneme, Ze funkce f(x,y) je v bodé Mzo;yo] diferencovatelnd (md zde
totdlni diferencidl), je-li

Az = f(xo+ h,yo + k) — f(xo,y0) = Ah + Bk + o7(h, k),

kde A, B jsou konstanty, o = Vh?> + k? a " kl]in%o ) 7(h,k) = 0.
ik]—10;

Na otdzku kdy to nastane nam d4 odpoveéd nésledujici véta.

Véta 6.5 Je-li f(xo,yo) vbodé M[xg; yo] diferencovatelnd, md v tomto bodé parcidlni
deriwace pruniho Tddu a plati
of of

A= %(fﬂo;yo) B = a—y(lﬂo;yo)-

Poznamka 6.3 Ddle budeme pouZivat béiné oznaceni h = dx, k = dy.

Def. 6.9 Je-li funkce f(xz,y) v bodéeM [xo; o] diferencovatelnd, pak vijraz

0 0
dz = a_i(mo; Yo)dx + 8_£(xo; Yo)dy

nazgvame totdlni diferencidl funkce z = f(x,y) v bodé M [zo; o)
Véta 6.6 Necht f(x,y) je v bodé M|xy;yo| diferencovatelnd, pak je zde spojitd.

Véta 6.7 Jsou-li proni parcidlni derivace funkce f(x,y) v bodé M|xq;yo| spojité,
pak je zde diferencovatelnd.

Hlavni vyznam diferencidlu funkce jedné proménné spocival v tom, ze jsme
mohli (skute¢ny) piirustek funkce v bodé nahradit s jistou chybou diferencidlem,
¢ili graf funkce nahradit v okoli tohoto bodu tecnou. Obdobné lze postupovat i u
funkce dvou proménnych, jen tecnu nahradime teénou rovinnou. Jak stanovit jeji
rovnici nam ukaze dalsi véta.

Véta 6.8 Je-li f(x,y) v bodé Mlxy;yo] diferencovatelnd, md plocha z = f(x,y) v
bode Mylxo; yo; 20| tecnou rovinu, jejiz rovnice md tvar

0 0
z2— 2y = 8—£($g;y0)(9€ —x) + a—]yt(ivo; Yo)(y — %o)

Mensi zadrhel spociva v tom, ze tak jako neumime (neurcité) integrovat libo-
volnou funkei, ne kazdy vyraz tvaru P(x,y)dz + Q(x,y)dy je diferencidlem néjaké
funkce. Kdy tomu tak je nam odpovi nasledujici véta.

Véta 6.9 Necht funkce P(xz,y) a Q(z,y) jsou spojité v oblasti O a stejné tak jsou
zde spojité i jejich parcidlni derivace. Pak vyraz P(x,y)dz + Q(z,y)dy je totdlnim
diferencidlem jisté funkce f(x,y) prdvé tehdy, kdyz plati

Py(x,y) = Q,(x,y).
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Uziti diferencialu si ukédzeme na prikladu.

Piiklad 6.11 Vidlec md polomér 2 dm a vysku 10 dm. Jak se zméni jeho objem,
jestlize se pri deformaci polomér zvétsi na 2,05 dm a viyska naopak zmensi na 9,8
dm? Objem wvilce je V = mr?v, coZ lze chdpat jako funkce dvou proménniych r a v.
Totdlni diferencidl md tvar

dV = 2xrvdr + wridv

Zde je dr = +0,05 a dv = —0,2. Po dosazeni do diferencidlu mame dV =
1,27=3, 77dm?.

Priklad 6.12 Owvérte, zda vijraz (223 — xy?)dx + (2y® — 2%y)dy je totdlnim dife-
rencidlem této funkce. V pripadé Ze ano, naleznéte tuto funkci. Ovéreni nebude
tézké, nebot P, = —2xy = Q). Na nalezeni funkce, jejiz totdlni diferencidl jsme
prave objevili, vam poradim jednu inZenyrskou fintu. Zintegrujeme obé cdsti dle
patricné promenné, pricemz tu druhou budeme povaZovat za konstantu.

4 2,2
/(2x3—xy2)da::%—my +c

2
2,2
Y
2y — 2y)dy = & —
/ (2y vy =73 ——
Do hledané funkce z = f(x,y) vezmeme proni integrdl cely, z druhého pak vezmeme
pouze ty scitance, které se v prunim nevyskytuji. Je tedy

1
z = 5(3:4 — 2P +y") +e

Totalni diferencidl je velmi dulezity pojem ve fyzice. Je-li vyraz P(z,y)dr +
Q(z,y)dy totdlni diferenciél, pak ho lze integrovat, pficemz hodnota tohoto in-
tegralu nezavisi na integracni cesté z bodu A do bodu B, nybrz pouze na hodnotach
funkce z = f(z,y) v téchto bodech (je to jakoby klasicky Newtonuv integral).
Funkce 2z pak reprezentuje velicinu stavovou.

Podobné jako u funkce jedné proménné muzeme definovat totdlni diferencial
radu n.

4

<

+c

Def. 6.10 Totalni diferencidl radu n funkce dvou promenngych je vyraz

0 0 "

Jak postupovat si ukazeme na ptikladeé.

Priklad 6.13 Urcete totdalni diferencidly druhého a tretiho radu funkce z = ylnx.

Nejdrive si urcime vsechny parcidlni derivace az do fadu 3. z, = £, 2, = Inux,
vy oo 1 mo 2 w1 T
Zor = T5s Zay = 30 Zgy = 05 Zhwe = 35, Zawy = T3 Zagy = Zyyy = 0. Totdlni

diferencidl druhého Tddu je
Y 2
d*z = 2z, (dx)* + 22, dady + 2, (dy)* = —p(dx)Q + dedy(dyf

Totdlni diferencidl tretiho radu je pak

2
(dz)dy+32 dx(dy)*+2" (dy)® = —y(dx)3—%(dx)2dy

3. 3 "
d°z = 2"raxx(dr)’ 43z zyy yyy 23

Ty
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6.3.1 Extrémy funkce dvou proménnych

Def. 6.11 Rekneme, Ze funkce f(z,y) md v bodé Mlxo;yo] lokdlni mazimum. (mi-

nimum), existuje-li okoli O bodu M takové, Ze pro vSechna x € O plati f(xo,yo) >

fz,y) (f(xo,y0) < f(x,y). V pripadé ostrijch nerovnosti mluvime o ostrém lokdlnim
mazximu (minimu,).

Postup pfi stanoveni extrému je obdobny jako u funkce jedné proménné.

Véta 6.10 Necht funkce f(x,y) md v bodé M |xo;yo] lokdini extrém a necht existuji
v bodé M parcidlni derivace proniho rdadu. Pak je f,(xo,vy0) = f, (%0, Y0) = 0.

Poznamka 6.4 Tuk jako u funkce jedné proménné budeme bod M nazyvat bodem
stactondrnim.

Stacionarni (podezielé z extrému) body budeme vySetfovat pomoci nasledujici
vety.

Véta 6.11 Necht M je staciondrni bod a necht v jeho okoli existugi spojité parcidlnd
deriwace pruniho a druhého Tddu. Vypoctéme vyraz

D = f:;/m(x()ay(])f:;/y(x();y()) - (f:;/y<x07y0>>2

"

Je-li D > 0, pak pro fI' >0 je v bodé M lokdlni minimum a pro fI (xo,yo) <0 je
v bodé M lokdlni minimum. Je-lv D < 0, pak v bodé M extrém nent, je-li D = 0,
nemuzeme o extrému rozhodnout (extrém tady byt mize, ale nemusi).

Poznamka 6.5 Oznaceni D jsme nezvolili ndhodou, D je de facto determinant
druhého rdadu, pricemz v hlavni diagondle jsou derivace podle xx a yy a ve vedlejsi
diagondle jsou derivace smiSené (ty jsou si samoziejmeé rovny).

Nyni ukazeme nékolik prikladu.

Piiklad 6.14 Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = x® + xy* + 62% + y?. Nejprve
spocitdme parcidlni derivace proniho Tddu.

fh=32"+y* + 127, fo =2y +2y

. Polozime-li tyto derivace rovny nule, ziskdme ¢tyri staciondrni body Sy|—1;3],
So[—1; —=3], S3[0;0] a S4[—4;0]. Spocteme tedy parcidini derivace druhého Tadu

fr = 6x+ 12, fr =2y, fIl=2x 4+ 2.

y yy

Budeme postupné dosazovat jednotlivé staciondrni body a pocitat ¢islo D. V pronich
dvou pripadech je D(Sy) = —36, D(S2) = —36, extrém nenastavd. D(S3) = 24 a
protoze je fr (0,0) = 12, je v pocdtku minimum. Naproti tomu je D(Sy) = 24, ale
tentokrdt je f (—4,0) = —12, v bodé Sy je tedy mazimum.
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Piiklad 6.15 Urcete lokdlni extrémy funkce z = x® + 4ay + 6y* — 2z + 8y — 5.
Zacneme pronimi parcidalnimi derivacems.

2 =2x+ 4y — 2 z, = 4r + 12y +8

Opét polozime obé derivace rovny nule, po vyreseni soustavy dvou linedrnich rovnic
ziskame jeding staciondrni bod S[7;—3|. Druhé parcidlni derivace jsou zI, = 2,

Zyy = 4 a z;, = 12. Vsechny jsou konstantni, neni kam dosazovat a determinant
mad univerzdlni hodnotu D = 8 > 0. JelikoZ je 2}, = 2 > 0, je v bodé S lokalni
minimum. Jen pro zajimavost, jeho hodnota je z(7,—3) = —24.

Piiklad 6.16 Urcete lokdlni extrémy funkce z = —3x*—5y*. Spocteme pruni deri-

vace 2z, = —12z3, z, = —20y3. Jedingm staciondrnim bodem je pocdtek. Jdeme na
druhé derivace. 2}, = —362%, 2, = —60y?, 2, = 0. Zrejmé je D = 0, o extrému

nemuzeme timto zpusobem rozhodnout. My si ale vSimneme, Ze funkcéni hodnoty
jsou mimo pocdtek zdporné, je zreymé, Ze v pocdatku bude maximum.

Tak jako u funkce jedné proménné muzeme urcovat i extrémy absolutni, a to
v pifpadé, Ze je funkce definovans na uzaviené oblasti. Ty pak mohou nastat bud
v bodech lokalnich extrému nebo na hranici oblasti. Ukdzeme si to na prikladu,
nejdiive trochu teorie.

Def. 6.12 Rekneme, Ze funkce f(x,y) md v bodé [xo;yo] absolutni mazimum (mi-
nimum), jestlize pro vdechny body [x;y] € M plati f(z,y) < f(xo,y0) (f(z,y) >

f(l'o’yo)-

Def. 6.13 Bod [z¢;yo] nazveme vnitrnim bodem mnoziny M, existuje-li okoli O
tohoto bodu takové, Ze O C M. MnoZina, kterd obsahuje pouze wnitrni body, se
nazyvd oteviend. Bod [xo;yo] nazveme vnéjgim bodem mnoziny M, jestlize kazZdé
jeho obsahugje jak body mnoZiny M, tak i body, které do ni nepatri. MnoZinu vsech
hraniénich bodu nazyvdme hranici. MnoZina, kterd obsahuje vSechny své hranicni
body, se nazyvd uzaviend.

Def. 6.14 Mnozina M se nazyvd omezend, existuje-li kruh K se stredem v pocatku
tak, zZe M C K.

Véta 6.12 Necht f(x,y) je spojitd funkce definovand na omezené uzaviené mnoziné.
Pak zde nabyjva své nejmensi a nejvetsi hodnoty.

Priklad 6.17 Stanovte absolutni extrémy funkce z = +/2x — x? — 4y>. Po do-
plnéni na ctverec zjistime, Ze definicnim oborem jsou vnitrni a hranic¢ni body elipsy
(x — 1)? + 4y? < 1. Staciondrni body urcime resenim soustavy rovnic

2—2 -8
2 < =0 z = Y =0

T2 23:—:U2—4y2_ Y 2\/2x—x2—4y2_

Ezistuje jeding staciondrni bod S[1;0]. Je f(1,0) = 1. Stanoveni extrémi na
hranici je obecné velmi obtizné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vidim,e Ze funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladnd. Absolutni maximum je tedy ve stredu
elipsy a minimun na jeji hranici.
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Podobné jako u funkce jedné proménné se budeme ptat, zda lze funkci dvou
proménnych nahradit polynomem v okoli néjakého bodu A[xg; yo]. Odpoved zni
ano, je to analogické, jen derivace musime nahradit totalnimi diferencialy. Nasledujici
véta se nazyva Taylorova.

Véta 6.13 Necht funkce f(x,y) md spojité parcidlni derivace do rddu n+1 véetné
na mnoziné M C Ry. Necht body A = [xo;y0] a X = [x;y] patri do M. Potom plati

1
Fae9) = Foom) + 3 o+ 5d) Flan )+

1 /0 0 ?
4+ (adx + a—ydy> f(xo, yo)+

1 /0 0 "

Ze dv = x —x9 a dy = y — yo jste jisté poznali sami. Zbytek se nejéastéji
vyjadiuje ve tvaru

1 a a n+1

Cisla & a 7 lezi mezi x axg, resp. y a yo.
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