Kapitola 1

Diferencialni rovnice

1.1 Uvod

V kurzu Matematickd analyza 1 jsme se sezndmili s pojmem derivace, naucili se
derivovat nékteré elementarni funkce a tekli si téz nékteré aplikace derivaci. Jednou
z nich byla i aplikace fyzikdlni, a to v(t) = s'(t)—slovy okamzité rychlost je prvni
derivaci drahy podle casu. Je-li nam znamo jak se méni draha pohybujiciho se télesa
v zavislosti na ¢ase, snadno spocitame, jakou rychlosti se hmotny bod v daném
case pohybuje. Co kdyz vsak zndme zavislost okamzité rychlosti na ¢ase a nezndme
drahu? Z fyziky vime, ze u pohybu rovnomérné zrychleného plati pro rychlost vztah
v = at, kde a je zrychleni; pro tento typ pohybu se jedna o konstantu. Vime, ze
draha pohybu rovnomérné zrychleného je ddna vztahem s = %atQ + s, kde sq je
konstanta, jejiz fyzikalni vyznam je draha v ¢ase t = 0. Snadno se presvédéime, ze
s'(t) =v(t) = at.

Zamysleme se vsak nad problémém trochu z jiné stranky. Zopakujme si, co je
zadéno, je to vlastné rovnice, nebot znaménko rovna se pominout nelze. Mame
§'(t) = a.t, tato rovnice obsahuje zprava nezavisle proménnou ¢, konstantu a a
prvni derivaci zavisle proménné s(t). Posledni polozka je klicova, my funkei s(t)
nezname, hleddme ji. Takovym rovnicim, které obsahuji derivaci/ce jisté nezndmé
funkce budeme tikat rovnice diferencialni. My jsme ji vyftesili prostym integrovanim,
proto se také vysledek zhusta nazyvé integral diferencialni rovnice. Jelikoz jsme
integrovali neurcité, tak nesmime zapomenout na integracni konstantu. Ta tam
smysl ma. Jednak v tomto prikladu to musi byt néjaka draha, k niz se dopracujeme
tak, ze volime t = 0s, je to tedy draha v case t = Os, tedy draha na poc¢atku pohybu.
Chapeme-li problém cisté matematicky, pak hledana funkce je funkce kvadraticka,
jejimz grafem je parabola. Budeme-li volit ruzné hodnoty této konstanty, budeme
s parabolou sibovat ve sméru osy s.

1.2 Zakladni pojmy

Af chceme nebo nechceme, musime se pustit do teorie.

Def. 1.1 Nechtn € N a F(x, 29,21, ..., 2,) je funkce n+2 proménngjch definovand
na oteviené mnoziné ) € R"*2. Pak rovnice

F(xvyayla"'ay(n)):() (11)
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se nazyvd obycejnd diferencidlni rovnice n-rddu v implicitnim tvaru s nezndmou
y(z).
Neékdy se ndam podaii osamostatnit nejvyssi derivaci, pak méame nasledujici

definici.

Def. 1.2 Necht n € N a y = f(x,20,21,---,2n_1) je funkce n + 1 proménnych
definovand na oteviené mnoziné Q € R"™1. Pak rovnice

™ = f(z,y,9,...,y"V) (1.2)

se nazyvd obycejnd diferencidlni rovnice n-rddu v explicitnim tvaru s nezndmou
y(z).

Y

Def. 1.3 Necht h(z) je funkce definovand na otevieném intervalu J. Tato funkce
se nazyvd resenim rovnice (1. 1) na intervalu J, jestlize md tato funkce derivace
az do Tddu n, pro kazdé v € J je (z,h(z), k' (z),...,h™) € Q a plati

Flz,h(x), W (z),...,hM] =0, zcJ

Zejména v aplikacnich tlohach nehledame obecné tfeseni, nybrz takové, které
vyhovuje ur¢itym (pocateénim) podminkdm. Pridame tedy jesté jednu definici.

Def. 1.4 Necht je ddna n-tice (xo,%0,Y1,---,Yn_1 € 2. Pak tlohu najit reseni
rovnice (1.2), které je definované na néjakém intervalu I obsahugicim xy a takové,
Ze

y(wo) = o, Y (o) = w1, y" "V (20) = Yo
se nazyva Cauchyho pocdtecni iloha.

1.3 Diferencialni rovnice prvniho radu

Ptipominame, zZe tato rovnice je tvaru

F(z,y,y)=0

a pripadna pocateéni podminka je tvaru y(zg) = yo
Prvni otazka, kterou si musime odpovédét, zda vubec ma smysl hledat feseni.
Odpovéd zni ano, jak nds o tom ujisti nésledujici véta.

Véta 1.1 Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoziné 2. Pak pro kazdé (zo;y0) €
Q2 md vloha

y/ - f(ﬂ?, y)? y($0) (13)

alespon jedno resent.

P#iklad 1.1 Reste rovnici y' = 2,/y.

To, Ze neni zaddna pocatecni podminka nevadi, nevadi ani to, Ze jsme zatim ne-
wvedli Zadnou metodu jak rovnice resit. Jedno reseni by nasel 1 Zilvar z chudobince,
a sice y = 0. Zbyvagici hosi z oné bajecné party by zajisté nasl i dalsi moznost, a
to y = % Priddme-li pocdteéni podminku y(0) = 0, pak snadno zjistime, Ze obé
tato Teseni ji splni, jinymi slovy v tomto pripadé z pocdtku vychdzeji dve krivky,
jejichz cesty se ovsem po opusténi bodu x = 0 rozejdou.
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Je nabiledni, ze bude nutné definovat jednoznacéné teseni a za jakych podminek
toto Teseni existuje.

Def. 1.5 Rekneme, Ze pocdtecnd problém (8.1) ma jediné resent, jestlize pro kazdd
dvé jeho tesent yi(x), yo(x) existuje ¢islo § > 0 takové, Ze pro (xg — 03z + ) je
y1(z) = y2(z).

Véta 1.2 Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoziné 2 C R?. Necht ddle existuje

konstanta K > 0 a okoli O bodu (z9,v0), O C Q takové, Ze pro kazdé dva body
(7,41) € O, (2,92) € O plati

’f(x7y1> - f<x7y2)| < K‘yl - y2|‘

Pak pro libovolny bod (z9,yo) € 2 md uloha (1.8) prdavé jedno resent.

Poznamka 1.1 Podminka v predchozi vété se nazyva Lipschitzova a je splnéna
naptiklad v situaci, kdy v okoli bodu (zo,yo) ezistuje spojitd parcidlni derivace

of/zy)
oy

1.4 Rovnice se separovatelnymi proménnymi

Vratme se jesté k vypoctu drahy. Pouzijeme-li Leibnizovu symboliku, lze psit v =

s = % = at 1ze rovnici upravit na tvar ds = atdt. Levou stranu budeme integrovat

podle s, pravou pak podle t, ¢imz obdrzime vysledek s = %atz—l—c. Tento postup nam
umoznila skutecnost, ze jsme obé proménné od sebe oddélili (separovali). Muzeme
tedy stanovit obecny postup.

Def. 1.6 Rovnici tvaru J
/ Yy

_ _ 14

V= f(x)g(y) (1.4)

nazyvame diferencidlni rovnici se separovatelnymi promeénniymi.

Predpokladdme-li ze f(z) a g(x) jsou spojité funkce na jistych otevienych in-
tervalech a g(y) # 0, je zaruCena existence a jednoznacnost feseni, které ziskdme
nasledujicim postupem.

Proménnou y prevedeme na levou stranu a proménnou x na stranu pravou (lze
i naopak) a ziskanou rovnost integrujeme, ¢imz obdrzime

/ % = / f(x)dz.
Jsou-li F(z) a G(y) patfiéné primitivni funkce, mé feseni tvar
G(y) = F(z) + c.
Piiklad 1.2 Reste rovnici

23y’ 4+ 3y® — xy® = 0.
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Tato rovnice je se separovatelnymi proménnymi a dd se upravit na tvar

d x — 3)dx 1 3
%:( 3 = —dr — —dz.
Y x x x
Po integraci obdrzime
1 1 n 3 n
- = - C
y xr  2z2 7

coZ upravime na tvar
227 — 2zy + 3y + 2ca’y = 0.

Reseni jsme obdrzeli v implicitnim tvaru, coz je bézny piipad. Nekdy vsak méme
Stésti a TeSeni se ndm podaii ziskat i ve tvaru explicitnim, viz nasledujici priklad.

Piiklad 1.3 Reste rovnici

y =2
x
Snadnd uprava vede k rovnici
dy dx
dr =

7 predchozich kurzu analyzy jsme jiz ziskali jistou stdatnickou moudrost a proziravost,
takze vime, Ze obé primitivni fukce budou prirozeny logaritmus. Nabizi se tedy i in-
tegracni konstantu psdt ve tvaru logaritmu.

Iny=Inx+In|c| = y=cz.
Obecnym Tesenim je svazek primek se stredem v pocdtku.

S nové ziskanymi znalostmi muzeme konecéné poradné vytesit priklad (1.1). Je
ziejmé, ze to opét povede na rovnici se separovatelnymi proménnymi

dy
—— =dx
2y
a po integraci

VY =1z+c

Jsme pozorni a vime, ze musi byt x > —c¢, odmocnina musi byt v tomto ptipadé
kladné. Lepsi nahled ziskame, kdyz rovnici umocnime, ¢imz obdrzime

y = (z+c)? x> —c

Resenim jsou pravé pulky parabol y = (x + ¢)?, které maji vrchol na ose z a
jimiz je po této ose rizné sibovano. At volime konstantu c¢ jak chceme, Zilvarovo
feSeni y = 0 nebude. Tato skutecnost nas vede k dalsi definici.

Def. 1.7 Resent rovnice (1.2), které mad tu vlastnost, Ze v kazZdém bodé je porusena
jednoznacnost, se nazyvd singuldrni.

Poznamka 1.2 Jak jiz bylo naznaceno, singuldarni reseni nelze obdrzet z obecného
volbou konstant. Toto reseni je obdlkou Teseni obecnych c¢i jinymai slovy singuldarni
resent je v kaZdém bodé tecnou k jistému rTeSent partikuldrnimu.
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1.4.1 Rovnice homogenni

Nékteré rovnice sice nejsou se separovatelnymi proménnymi, ale vhodnou substituci
¢i upravou je lze na tento typ prevést. My si ukazeme, jak se to déla u tzv. rovnic
homogennich.

Def. 1.8 Rovnice 1. vddu, kterd md explicitni tvar

y=1r <g) (1.5)

T

se nazyvd homogenni.

Tuto rovnici fesfme substituci £ = 2. Tuto rovnici nejdifve prevedeme na
vhodngjsi tvar y = zz. Derivujeme-li tuto rovnici, obdrzime ¢y = z + xz’. Rov-
nice ma pak tvar

dx dz
v f(z)—2

coz je rovnice se separovatelnymi proménnymi. Na piikladu to bude jasnéjsi.

Piiklad 1.4 Reste rovnici (y* — 2%)dzx — 2xydy = 0. Tato rovnice na homogenni
sice nevypadd, ale podélime-li ji 22, ziskdme

2
1— (f> de — 2% dr =0,
y y

2
- %)
, y

Y

coZ lze upravit na tvar

Zavedeme substituci y = xz a y = 2'x + z, prejde rovnice na tvar

dz N 2zdz _0
o 2+1
Integrace je snadnd, vijsledkem je In|z| + In(2*> + 1) = In|c|. Po ndvratu k

puvodnim proménnym, odlogaritmovdni a snadné upravé obdrzime reSeni

2

>y —cx=0.

1.5 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Def. 1.9 Linedrni diferencidlni rovnice mda tvar
y = f(@)y+g(z) (1.6)

Bohuzel byli matematici ptilis aktivni a dokazali nasledujici vétu.
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Véta 1.3 Necht funkce f(x) a g(x) jsou spojité na intervalu I. Necht xo € I a
Yo € R jsou libovolna c¢isla. Pak pocdtecni problém

v =f@y+g@),  yl@o) =y
ma pravé jedno resSent, které existuje ma celém intervalu I.

Tato véta nam narizuje pokusit se feSeni linearni rovnice hledat. Nejdiive uve-
deme jednu definici, ktera se matematikum ptilis nepovedla.

Def. 1.10 Necht v linedrni diferencidlni rovnici plati g(x) = 0 na celdm intervalu
I. Pak tuto rovnici nazveme homogenni. V opacném pripadé se rovnice nazyvd
nehomogenni.

No, toto se opravdu nepovedlo, ale musime to respektovat. V nékterych publi-
kacich jsem nasel podle mne vhodnéjsi nazev rovnice zkracend. Pozorny ctenar si
zajisté vsimnul, Ze rovnice homogenni je rovnice se separovatelnymi proménnymi,
kterou jiz resit umime. Navic je ziejmé, Ze tato rovnice ma vzdy tzv. trividlni feseni
y = 0. Pro nalezeni obecného feSeni nam muze pomoci nasledujici véta.

Véta 1.4 Necht Y (z) je libovolné partikuldrni resend linedrni rovnice (1.6) a y*(x)
je libovolné partikuldrni resent patricné rovnice homogenni. Pak obecné reseni rov-
nice (1.6) md tvar y(x) = cy*(z) + Y (2). Receno jednoduse: Obecné tesent rovnice
(1.6) nalezneme tak, Ze k obecnému Tesent patricné rovnice homogenni (zkrdcené)
pricteme jeji libovolné partikularni resent.

K nalezeni partikuldrniho feseni nam poslouzi zajimava metoda zvana variace
konstanty. Dejme tomu, Ze se ndm podafilo najit obecné feseni rovnice (1.6) a
to ve tvaru y = ch(z). Nyni zménime konstantu na neznamou funkci ¢(x) a bu-
deme se ptét, zda toto neni obecné feseni rovnice (1.6. Musime to vyzkouset, proto
predpoklddané feseni zderivujeme a dosadime do (1.6). Méme

(x)h(z) + c(z)h (x) = f(x)c(z)h(z) + g(x)

Jelikoz h(z) je TeSeni rovnice homogenni, musi platit A'(z) = f(z)h(x), médme

c(z)h(z) = g(x)

a konecné ()
x
d(z) = DL
Mozna se vam to zda moc slozité, ale obecny postup neni tieba si pamatovat.
Staci si jen zapamotovat, ze konstantu zmeénime ve funkci a provedeme zkousku.
Tento postup je samoopravovaci, ¢(z) prosté musi vypadnout. Na piikladu to bude
jasné.
Piiklad 1.5 Reste rovnici y' = 2y + .
dy _

Rovnici homogenni upravime na tvar " 2dy. Po integraci a odlogaritmovdni

mdme y = ce**. Konstantu ¢ proménime ve funkci c(x) a provedeme zkousku.
d(x)e* 4 c(x)2e** = 2¢(x)e* + .

Vidime, Ze vjraz obsahujici c(x) spolehlivé zmizel a ndm zbyvd vypocitat integrdl
funkge ze”**. Na ten pustime metodu per partes a obdrzime c(x) = e **(—% — %l) +
K. Resent tlohy je tedy y = Ke** —

z _ 1
2 4
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Poznamka 1.3 Snadno se presvédéime, ze Y = —% — L je skutecné partikuldrni

2 1
integrdl zadané rovnice.

Véta 1.5 Necht yi(z) a yo(z) jsou libovolnd Feseni rovnice homogenni a ¢ € R.
Pak také yy(x) + yo(z) a cyr(x) jsou Fesenim této rovnice.

Poznidmka 1.4 Receno slovy soucet dvou 7eient a ndsobek veiend je rovnéz resend.
Jestli vam to pripomind definici vektorového prostoru, pak se nejednd o podobnost
cisté nahodnou. Mnozina vSech Teseni rovnice homogenni tvori skutecné vektorovy
prostor a jelikoZ pocatecni problém mda jednoznacné resent, pak mda tento prostor
dimenzi jedna. Za bdzi muzeme vybrat libovolné tesent.

Jak je tomu s fesenim rovnice linedrni (1.6) ndm odpovi nasledujici véta.

Véta 1.6 Necht y;(z) je Fesend rovnice y' = f(x)+g1(x) aya(x) je resenim rovnice
Yy = f(x)+g2(x) naintervalu I a cy,co € R. Pak funkce c1yr (x)+coy2(x) je resenim
rovnice

y' = f(2)y + c1gi(z) + c2g2().

Poznamka 1.5 Vysledek obsazZeny v predchozi vété se nazyvd princip superpozice.

1.6 Linearni rovnice vyssich radt s konstantnimi
koeficienty

Zactneme opét pruzinou, se kterou jsme se jiz setkali v pojednani o integralu. Je-
likoz ndam pruzina kmita ve sméru svislém, tak budeme jako nezavisle proménnou
pouzivat y, tak jak je to bézné ve fyzice. Aby pruzina kmitala, musi byt pruzné, tedy
musi platit Hookuv zakon F' = Ky. Touto silou je ovSsem pruzina natahovana, do
puvodni polohy ji vraci reakce, tedy sila stejné velikosti ale opa¢ného znaménka. No
a podle druhého Newtonova zdkona musi byt sila pifimo imérna zrychleni, obdrzime
tudiz diferencidln{ rovnici my” = — Ky, kterou upravime na tvar y” + £ = 0. Opét
jsme postaveni pred problém takovou rovnici vyfesit, musime néco zkusit. Expo-
nencidlni funkce je takova mild, co kdyby fesenim rovnice byla funkce y = e*.
Toz to zkusme. Mame ' = e* a y/ = A2e* a tyto hodnoty dosadime do piivodni
rovnice, takze obdrzime \? 4 % = 0. (To écko se nam zkrétilo, je mozné to provést
nebot je furt kladné.) Rovnici vyfesime snadno, kofeny jsou komplexné sdruzené a

maji hodnotu Ao = %14/ % Abychom se nemuseli parat s odmocninou, oznacime

W = \/ prop
Jelikoz jiz néco vime o vektorovych prostorech, tak feseni napiSeme ve tvaru
y = Cre™t + Che ™. S timto nemtuZeme byt tiplné spokojeni, pouzijeme Eulerovy

identity e*™ = cosz & isin x. Rovnice m4 feSen{
y = Cy(coswt + isinwt) + Cy(coswt — isinwt),

po uprave
y = (C1 4+ Cy) coswt + i(Cy — Cy) sinwt.
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Ted si trochu pohrajeme s konstantami. Oznacme C; = D; + iDy a Cy =
D1 —iDy, tim padem je C; + Cy = 2D, a Cy — Cy = 2iDy, ma rovnice feseni

y = 2D coswt — 2D sin wt.

Toto jesté vylepsime tim, ze zavedeme nové konstanty Fy = 2D, a Ey = —2Ds.
Jelikoz chceme startovat z rovnovazné polohy, musi byt y(0) = 0, tedy E; = 0.
Mame znamy harmonicky kmit y = Fs,sinwt. Nakonec dodédme, ze w = 2nf = 2%
je uhlova frekvence.
Tak se nam pruzina hezky rozkmitala, tak se zase na chvili muzeme vratit k
matematice. Nage cile jsou skromné, tak se budeme vénovat homogenni (zkrécené)
linedrni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty, tedy rovnici tvaru

y'+py +qy=0 (1.7)
Uz vime, ze feSeni budeme hledat ve tvaru y = e**. Spoétéme patiicné derivace
a dosadme do rovnice (1.7). Méme

(AN +pA4q) =0

Jelikoz e na cokoliv je vzdy kladné, tak je muzeme zkratit, ten zbytek pak
nazveme charakteristickou rovnici. Mohou nastat tfi pripady.

Charakteristicka rovnice ma dva realné koteny A\; a \g. Vypomuzeme si opét
vektorovym prostorem, ten bude mit v nasem piipadé dimenzi dva a bazové vektory
budou y; = eM? a yp = 2%, Tuto mnozinu nazyvame fundamentdlni systém resent.
Obecné Feseni rovnice (1.7) m4 tvar

y(r) = C1eM” + Coedor.

Druha moznost je, ze charakteristicka rovnice ma komplexné sdruzené koreny
a + bi. Napiseme piimo feSeni obecné, které ma tvar

y(x) = e**(Cy cosbx + Cysin bx).

Fundamentalni systém feseni si zajisté odvodite sami.

Problém nastane, jestlize charakteristicka rovnice mé dvojnasobny koten, to
nam bude chybét druhy bazovy vektor. Do téchto problému se dostaneme napiiklad
pii feseni rovnice y” — 4y’ + 4y = 0. Prvni bazovy vektor je e**, to je jasné.
Druhy bazovy vektor musi byt samoziejmeé jiny, ale zase ne moc jiny a hlavné
nijak komplikovany. Coz takhle d4t si spenat? Pardon, coz takhle zkusit y = xe?*?
Za zkousku nic neddme, y' = €2* + 2ze?® a " = 4€?® + 42¢?®. Dosadime do za-
dané rovnice a ejhle—slunce vyslo, je to on. Obecné feseni nasi rovnice bude tedy
y(z) = Cre* + Cyze®®. Zobecnime-li nase tivahy, pak je na misté tento zdveér. Je-li
a dvojnasobny kofen charakteristické rovnice, pak obecné feseni ma tvar

y(x) = Cre® + Coxe.

Poznamka 1.6 Takto mizZeme postupovat pri TeSeni rovnice libovolného stupneé.
Ndasobeni x nam pomuZze odstranit problém s koreny ndsobnymi. Presto tato metoda
md své vijrazné omezeni, nebot je pracné najit koreny rovnice tretiho &i évrtého
stupné. U rovnic patého a vyssich stupni to nejde principidlné. I to je divod, proc
tyto rovnice budeme resit jen vyjimecne.
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. . ’ “ o~ o~ /. ) v~ v z .
Rovnici homogenni uz tesit umime, tak se pustme do feSeni rovnice nehomo-
genni, kterd ma tvar

v 1 a1y ™D 1t agy = f(2) (1.8)

Poznamka 1.7 Obecné jsou koeficienty a; funkcemi proménné x, my se vsak bu-
deme starat jen o pripad, kdy jsou to konstanty.

Zde netfeknu nic prekvapivého, kdyz uvedu nasledujici vétu.

Véta 1.7 Necht yi(z),...y.(x) je fundamentdini systém reseni rovnice (1.8) a
Y(x) je jeji libovolné partikuldrni reseni. Pak obecné teseni reseni rovnice (1.8)
md tvar

y=cy(z) + -+ cuyn(z) + Y (2).

To uz tady jednou bylo a jak vidime, i opakovany vtip muze byt nékdy vtipem.
Partikularni feseni jsme hledali metodou variace konstanty, zkusme tedy néco po-
dobného. Ukazeme si to na prikladeé.

Piiklad 1.6 Reste rovnici

x

//_2/ — )
O R

Snadno najdeme reseni rovnice homogenni ve tvaru y = Cre” + Cyze®. Vime,
zZe konstanty zmeéenime ve funkce proménné x, pro jednodussi psani tu promeénnou
wvddét nebudu. Vime, Ze musime udélat zkouSku, toZ derivujme a dostaneme

y = Cle” + Cre” 4+ Chxe® + Coe” + Coxe®.

Jak pravil jiZ ucitel ndrodi, vseliké kvaltovdni toliko pro hovada dobré jest, proto
nebudeme kvaltovat. Kdybychom bezmyslenkovité spocetli druhou derivaci, tak by
nastaly velké problémy. Jednak bychom meéli jako neznamou ve druhé derivaci a
jednak by nam chybéla druhd rovnice. Dvé muchy jednou ranou zabijeme tak, Ze
natvrdo stanovime podminku

Cie® + Coze® = 0.
Druhd derivace se nam tim pddem znacné zjednodusi na
y" = Cle” + Cre” + Che® + Cye” + Chze® 4+ Coe” + Cohme”.

Provedeme zkousku, uZ nds ani neprekvapi, Ze nederiwovand cécka vypadla a dosta-
neme kiyZenou druhou rovnici

O+ Ch(1 = —
1+ Cy(1+x) 22+ 1

Resit takové soustavy umime uz od ZS, takZe odectenim mdme

Ch = )
2241



10 KAPITOLA 1. DIFERENCIALNI ROVNICE

Z pruni rovnice mdme

—x
r ’r
Cir=—2Ch= 5y
Zatimeo pro vypocet Cy mdme integrdl tabulkovy, tak C; = —Invx? + 1. Podu-

mejte, jakou fintu jsem pouZil pro to, abych v citateli ziskal derivaci jmenovatele.
Pokud nékomu schdzi integracni konstanty, tak vézte, Ze v tomto pripadé je ne-
potrebujeme, hledame totiZ partikularni integral. Ortodoxni matematik by rekl, Ze
je volime rovny nule. Hledané partikularni reseni md tedy tvar

Y(z) = —e"Inva? + 1+ ze®arctga
a resent konecné je tedy
y(z) = Cre” + Chre” — e"InvVa? 4+ 1 + ze” arctgx

To byla dfina, tak az si odpocinete, budeme pokracovat dal. Jelikoz dobry mate-
matik je liny, tak zacneme premyslet, zda by to aspon v nékterych pripadech neslo
jednoduseji. Pokud bude na pravé strané funkce jako v predeslém ptipadeé, tak se
asi nic moc délat nedd, ale kdyby tam byla néjaka funkce, ktera se derovovanim
prakticky neméni...Zkusme si nékolik takovych pripadu ukazat.

Jednou z nejjednodussich funkei je polynom, ten pii derivaci pouze snizuje
stupen.

Piiklad 1.7 Reste rovnici y” — 6y’ + 9y = 222 — z + 3.

Resend rovnice homogennd je y = C1e3® 4 Cyxe® . Zbijud jeste najit partikuldrnd
integrdl, nase vvahy se budou ubirat ndsledujicim smérem. Na pravé strané je po-
lynom druhého stupné, co kdyby partikularni integrdal byl také polynom druhého
stupné? Tak to zkusme. Polynom druhého stupné muzeme napsat ve tvaru Y =
Az? + Bx + C. Patricné derivace jsou Y' = 2Ax + B a Y" = 2A. Dosadime do
zadané rovnice a porovndme koeficienty u stejnych mocnin, ¢imz obdrzime soustavu
tri rovnic o trech nezndmych 9A =2, —12A+9B = -1 a 2A - 6B +9C = 3. Tu
snadno vyresime, takzZe resent je y = Che* + Coxe® + %xQ + %x + ;—%

Ne vzdy je to tak jednoduché jak se presvédéime v nasledujicim prikladu.

P#iklad 1.8 Reste rovnici 2y" + 5y’ = ba? — 2z — 1.

Homogenni rovnici vyresime snadno, vysledkem je funkce y = C + Che 3. Na
pravé strané je polynom stupné dvé, tak to zopakujeme jako v predchozim priklade,
jenze ouha, piyjcha predchdzi pdd. Tu pétku u x? na pravé strané neni na levé strané
s ¢im porovnat. Co ted ? Vzpomeneme si na pripad, kdy byl koren charakteristické
rovnice dvojndsobny. Tam jsme to vyresili tak, Ze jeden vektor jsme vyndsobili x.
Napodobme to a piivodni polynom vyndsobme x, do hry tedy vstupuji Y = Ax® +
Ba?+Cx,Y' =3A2?> +2Bx+C aY" = 6Ax+2B. Ted uZ to pijde jako po mdsle,
takze se makonec dobereme k vysledku y = Cy + Che 37 + %x?’ — frac3bz® + %a:
Kdyby me slysel ortodoxni matematik, tak by mu vstavaly valsy na hlavée hriuzou.
Plati jednoduchd zdsada—FkazZdy novy scitanec musi byt kvalitatione 7iny a tady
gsme k Cy pricetli konstantu C', jenZe soucet dvou konstant neni nic jiného nez
konstanta. Vylepsovadlem je pak vyndsobeni x.
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Funkce exponencidlni, kterou do matematiky zavedli studenti, je také vhodnym
kandidédtem. Tak to zkusme.

Piiklad 1.9 Reste rovnici y”—2y —3y = e**. Vyiesit rovnici homogenni je snadné,
dostaneme y = C1e3% + Coe™. Partikuldrni integrdl budeme predpoklddat ve tvaru
Y = Ae*. Tuto funkci spolu s derivacemi Y' = 2Ae** a V" = 4Ae* dosadime do
ptivodni rovnice. Vijsledné vesent je y = C1e3® + Coe™® — %629”.

Piiklad 1.10 Reste rovnici y" — y' — 2y = e>*. Rovnice homogenni md teieni
y = Cre¥ + Cye®. JelikoZ vijraz na pravé strané je totoiny s pronim élenem
resent rovnice homogenni, tak vime, Ze pouhé zkopirovani pravé strany by k nicemu
nevedlo, takze pouzijeme vylepsovadlo a partikuldrni integrdl budeme hledat ve tvaru
Y = Aze**. Patricné derivace jsou Y' = Ae*® + 2Axe*® a Y" = 6Ae*® + 4Axe?®.
Nejsme prekvapeni, Ze po dosazeni ndm cleny xe* vypadnou a Ze se dopracujeme
ke konecnému reseni y = C1e?® + Che™ + %xezx.

Jit by to mélo i v ptipadé funkci sinus, kosinus a deskriptiva. Pardon, to tieti
tam nepatti, jen jsem si zpival inzenyrskou od Plavcu a néjak mi to tam vklouzlo.
Je mi trapné vas porad nutit do feSeni rovnic homogennich, tak pouziju pravou
stranu z jednoho z predchozich piikladu.

Piiklad 1.11 Reste rovnici y" — 2y’ — 3y = 8cos 2. Partikuldrnd integrdl budeme
hledat ve tvaru Y = Acos2zx, partiéné derivace jsou Y' = —2Asin2x a Y" =
—4Acos2x. JenZe ouha, jednou nam vyslo A = % a podruhé A = 0. To nepujde,
reseni musi byt jednoznacné, tak kde je k certu chyba? Nemuseji se goniometrické
funkce délat jen metodou variace konstant? Prdtelé, rozum do hrsti. Polynom se
derivuje na polynom, écko na écko, ale sinus a kosinus prechdzeji jedna ve druhou,
jsou to holt siamskd dvojcata. Tak musime hodit repetyrku, partikuldrni integrdl
budeme hledat ve tvaru Y = Acos2x + Bsin2x. Derivace uz nebudu vypisovat,
zkouska povede na reseni systému —TA—4B =8 a 4A—T7B = 0. Omlouvdam se, Ze
to pisu neupraveneé, ale v Texu je dost pracné. Systém snadno vyresime a hoknem

do placu konecny vysledek y = C1e®® + Che™ — 32 gin 2z — 28 cos 2.

65 65

1.7 Rovnice exaktni

Typu diferencialnich rovnic je nepfeberné mnoho, zavérem uvedu jeden typ, ktery
ma navaznost na funkce dvou proménnych. Tam jsme se setkali s velmi dulezitym
pojmem totdlni diferencidl. Pripomindm, ze je to vyraz

a ze P(x,y) a Q(z,y) jsou parcidlni derivace jisté funkce dvou proménnych. Déle
pripominam, ze ne kazdy takovy vyrazu na ktery si vzpomenete je totalni dife-
rencial, to musi platit P, = (),. Je to analogicka situace i integrélu, kdy ne ke kazdé
funkci na kterou si vzpomeneme umime nalézt analytické vyjadieni funkce primi-
tivni. No a polozime-li totalni diferencial roven nule, pak uz mame diferencialni
rovnici, napiiklad je-li Q(z,y) nenulové, tak je

dy  P(z,y)

dx Q(x,y)
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Muzeme tedy pristoupit k definici.

Def. 1.11 Rovnice
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1.9)

se nazyvad exaktni, je-li vyraz na levé strané totdlnim diferencidlem jisté funkce
F(z,y), tedy plati-li

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy
Funkce F(x,y) se nazgvd funkce kmenovd.
Resen{ rovnice se déje podle nasledujici véty.

Véta 1.8 Necht rovnice (1.8) je exakini a F(x,y) je prislusnd kmenovd funkce.
Pak obecné reseni md tvar

F(z,y) =c, ccR

Inzenyrsky zpusob integrace totalniho diferencialu je ukazéan v kapitole o dvou
proménnych, védecky zpusob naleznete v odborné literature. Ale nejsem krkoun,
tak vam ho jesté pfipomenu v nasledujicim piikladé.

Piiklad 1.12 Reste rovnici

1
(—+2x)dx— (%) dy =0
Y )

Pochopitelné musime nejdriv ovérit, je-li vyraz na levé strané totdlni diferencidl.

Tak to je v dkeju, mizZeme spocitat patricné integraly.

1
/(—+2x>dx:£+x2+c
Yy Yy
/—(%—l—l)dng—y%—c
Yy Yy

Konstantu tam pisi jen proto, abych nevysel ze cviku. Tak a ted vezmeme pruoni
vysledek celyj a z druhého jen to nové, takze resent je

x
“t+a’—y=c, c€eR
Y



Kapitola 2

Funkce vice proménnych

V této kapitole se budeme vénovat funkcim vice proménnych. Kdo se dobfe ucil v
minulém semestru, bude mit ilohu zna¢né usnadnénou, nebot fada véci je stejnych
¢i alesponn hodné podobnych. Nékteré véci jsou vSak znéné odlisné, tak si na to
dévejte pozor cili bacha. Budu se snazit na to upozornovat. Na druhé strané vam
to zjednodusim tim, ze se budeme skoro vyhradné bavit o funkci dvou proménnych.

2.1 Limita a spojitost

Def. 2.1 Redlnd funkce dvou redlnych proménnich je zobrazeni M — R, kde M C
RxR. Jingmi slovy kazdé usporddané dvojici [x;y] € M je pritazeno prdvé jedno
z € R. Mnozina M se nazyvd definicni obor, mnozina vsech z, které jsou prirazeny
k néjaké usporddané dvojici [x;y] se nazgvd obor hodnot funkce. Piseme z = f(x,vy).
Nebude-li hrozit nedorozumeént, budeme mluvit struéné o funkci dvou promeénngjch.

Priklad 2.1 Uréete definicni obor funkce z = arcsiny + In (4 — 2? — y?). Budeme
vychdzet ze znalosti funkci jedné proménné a vzpomeneme si na definiéni obory
funkci arkussinus a prirozeny logaritmus. Obé maji jistd omezent, kterd musi platit

soucasné, je tedy
—1<y<1ind—a?—y*>0.

Zatimco pruni podmince vyhovi pds mezi primkamiy = —1 ay = 1, druhé podmince
vyhovi vsechny body wvnitr kruhu se stredem v pocdtku a polomérem r = 2, v
prunim pripadé véetné hranice. Definicni obor je samozrejmé prunik obou oblasti,
le¢ obrdzek zatim neumim.

Def. 2.2 Grafem funkce dvou proménnyjch nazgvdme mnozinu usporddanych trojic
[x,y, 2], kde body [x,y] patii do definicniho oboru funkce. Jingmi slovy je to plocha
o rovnici z = f(z,y). Vrstevnice je krivka o rovnici f(x,y) = c.

Takovym nejbéznéjsim prikladem grafu funkce dvou proménnych je obycejna
plastickd mapa. Proménné ptredstavuji zemépisna sitka a délka, funkéni hodnotu
pak nadmorskd vyska. Patii sem i ona puvodné normélni mapa, ktera se nachazela
v kancelari 91. pésiho pluku a kterou ucinil plastickou az kocour chovany pisafi.
Jen pripominam, ze prvnim, kdo se o této zméné dotykem presvédcil byl oberst
Schroder a ze to mélo pro pisare nepiijemné néasledky. Pojem vrstevnice je prevzat z

13
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geografie a ma stejny vyznam—zlepsit predstavu o grafu funkce v dvourozmérném
modelu.
Uvedeme nékolik priklad.

2.1. Z analytické geomtrie vite, ze grafem funkce z = ax + by + ¢ je rovina v Rj.

2.2. Grafem funkce z = /9 — 22 — 92 je horni polovina kulové plochy se stfedem
v poc¢atku a polomérem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a .

2.3. Grafem funkce z = 22 + 2 je rotaéni paraboloid s vrcholem v pocatku, jehoz
osou je osa z. Vrstevnice tvoii soustfedné kruznice o rovnicich 2% + 2 = c.

Nyni pristoupime k definici pojmu limita a spojitost. Zac¢neme definici okoli.

Def. 2.3 Vzddlenost dvou bodu Alxy;y1] a Blxa;ys] rozumime éislo

d= \/($2 —21)% + (Y2 — 11)?

Vzdalenost bodi ve vicerozmeérném prostoru si jisté odvodite sami.

Def. 2.4 0-okolim bodu P nazyvdme mmnozZinu vsech bodu, jejichZ vzddlenost od
bodu P je mensi nez §. Vyymeme-li z této mnoziny samotny bod P, mluvime o
ryzim okold.

Def. 2.5 Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bodé M |xo;yo] limitu rovnou éishu
L, jestlize ke kaZdému € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro pro vsechny body z ryziho
0 okoli bodu M plati

[fe,y) = L] <e

Piseme  lim  f(z,y) = L.

[z3y]—[z0;y0]

Definice pojmu limity je po formalni strance stejna, jeji vypocet je vsak nékdy
notné komplikovany, kolikrat spise dokazujeme, ze dand funkce limitu nema. Uvidite
zéhy. Ted na uklidnéni uvedeme vétu pro vypocet limity vzhledem k aritmetickym
operacim. Tato véta je shodna s tou, kterou znéte pro funkci jedné proménné.

Véta 2.1 Necht lim f(z,y)=Aa lim g(z,y) = B. Pak plati:

[z;y]—[zo;5y0] [z;y]—[zo5y0]
im  (f(z,y) £g(z,y) =A£B

[z;y]—[zo5y0]

lim  (f(x,y)-g(z,y) =A-B

[z;3y]—[zo05y0]

lim (f(z,y)
[e3y]—[wosvo] (T, Y)

A
— B
. B#0

Pro funkce dvou proménnych je definovan pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proménné.
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Def. 2.6 Rekneme, Ze funkce je v bodé Mlzo;yo] je fzoiyo) =  lim  f(z,y).

[z3y]=[zo;v0]
Rekneme, Ze funkce je spojitd v oblasti O, jestlize je spojitd v kazdém bodé této
oblasti.

Poznamka 2.1 Pojem spojitosti v bodé lze samozrejmé definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, Ze definici limity opiSeme a c¢islo L nahradime f(xo;yo)-

Poznamka 2.2 Jestlize jsme zkoumali spojitost funkce na uzavieném intervalu,
tak jsme v krajnich bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proménnych toto postrada smysl, presto muzeme uvazovat i o pojmu
spojitost na uzaviené oblasti. Pro hranicni body budeme prosté ignorovat ty body z
jeho okoli, které nespadaji do dané oblasti.

Nyni si ukazeme nékolik piikladu na vypocet limity. Zatimco u funkce jedné
proménné je situace podobnd razbé tunelu z obou stran, kdy se bud trefime piesné
nebo mame dva tunely, zde musime vyzkouset vsechny mozné cesty, a ze jich je.

Piiklad 2.2 Urcete limitu [ l]in[lo ) % Tato funkce v bodeé [0;0] neni definovina,
3y =19

pokusime se tedy spocitat limity pro rizné cesty. Zacnémé primkami y = kx.

) r+y . x4+ ko 1+ kK
hm = hm = lim ——
[zyl—»000x —y a=0x —kr «—=01—Fk

Limity pro ruzné sméry jsou ruzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxné ne-
nastane, pokud bychom se priblizovali po paraboldch vy = ka?.

. r+y .. x+kx? | 14ka
lim = lim ———— = lim =
[zy]—[00] x —y a—=0x —kx?  a—01—kx

Priiklad 2.3 Zjistéte, zda existuje  lim 2;‘@_ . Zkusme se nejdriv pribliZovat
[syl—[050] TV T2V

po primkdch y = kx.

2y 5§ 2kx?
= lim =
=0 kx? + 22 — kx

lim ——2— 0,
[z3y]—=[0,0] 2y + 22 — Y

ovsem s vyjimkou k = 2, to je
4
lim ————— =2
z—02x + 2 — 2
Tato limita tedy neexistuje.
K bodu Py[x¢; yo] se z bodu P[x; y] muzeme rovnéz piiblizovat po dvou kolmych
piimkach z = p a y = ¢, kde p a ¢ jsou konstanty, a to dvojim zpusobem. Pak lze

limitu funkce vypocitat postupnym limitnim pfechodem funkce jedné proménné,
jak uvadi nasledujici véta.
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Véta 2.2 Oznacéme

Yy—yo |r—x0 T—To | Y—Yo

lim {lim f(m,y)} =1 lim [lim f(m,y)} = L.

Existuje-li limita
lim  f(z,y) =L,

[z;9]—[z0;y0]

pak plati L = Ly = Ls.

Uvédomte si, ze tato véta je implikaci a pfedstavuje pouze podminku nutnou, coz
znaci, ze bude slouzit k dukazu neexistence limity.

Priklad 2.4 Rozhodnéte, zda existuje limita

xr—2y
im
[z5y]—[0;0] 3T + Y

Urcéime postupné limaity.

. 2y
= lim —Z =
y—=0

_9
lim |lim 2 y} _9.

y—0 |fc%0 3 + Y

) . T =2y Lo 1
lim |lim =lim — = —.
=0 |y=0 3z + y =03y 3

Tato limita neexistuje.
Podobné jako pro funkci jedné proménné plati nasledujici véta.

Véta 2.3 Necht pro viechny body x € O s vyjimkou bodu M [zq; yo] plati f(z,y) =
g(z,y) a necht je  lim  f(x,y)=L. Pakjei lim g(x,y) = L.

[z;y]—=[z0;y0] [z3y]—[z0;y0]

Priklad 2.5

i T oy g+
wyl=-1] 2t =yt -1 (2 = y) (2 +y) (22 + 32)

Tato funkce je v okoli bodu [1;—1] shodnd s funkci

22 + xy + o
(z +y)(x* +y?)

Jeji limita je v tomto bodé rovna funkéni hodnoté, tedy je

-yt ?+ay+y> 3

lim —2% = im _
eyl=L- 2t —yt -1 (v 4 y) (2 +y? 8

Pfi vypoctu limity muzeme pouzit i nékteré triky zndmé z funkce jedné proménné,
jeden priklad néasleduje.
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Priklad 2.6
3(z* +y°)

lim
[zy]—=[0:0] /a2 +y> +4—2

Vyndsobime-li funkci jednickou ve tvaru

Vrz+y?+4+42
Vi +yr+442

a upravime-li, pocitdme limitu

lim 3(v/2?24+y2+4+2)=12

[z;y]—[0;0]

Zavérem této c¢asti vam uvedu tii limity, které vam urcité néco pripomenou.

i S Sfy)
[y —lzowo]  f(2,Y)
t
i efly)

[z;3y]—[z05y0] f(x, y)

1 f(zy)
lim (1 + —) =e
[z;9]—[z0;y0] f(z,y)

2.2 Parcialni derivace

Uz problémy s limitou nam naznacuji, ze to s derivacemi vubec nebude snadné.
Pokud bychom chtéli udélat néjakou analogii s funkci jedné proménné, bylo by to
znacéné obtizné. Proto pujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proménnych je
plocha. Pokud vsak plochu fizneme néjakou rovinou, tak fezem je kiivka, kiivku
umime popsat funkei jedné proménné—cajnik je v kredenci. My budeme fezat
rovinami kolmymi k osdm z a y.

Def. 2.7 Necht existuje limita

lim f(%yo) - f(%,yo)
T—T0 xr — Xo

Pak tuto limitu nazveme parcidlnd derivaci podle x v bodé [xo; Yo, znacime % ¢t

fi(z0,y0). Analogicky definujeme parcidlng derivaci podle y. Necht existuje limita

lim f('CEan) - f(ajOa yO)
Y—Yo Y — Yo

Pak tuto limitu nazveme parcidlni derivaci podle y v bodé [xg;yo|, znacime %’;’y)

i f;(aco, Yo). Ma-li funkce parcialni derivaci podle néjaké proménné v kazdém bodé
néejaké oblasti M, potom rikdme, Ze zde ma parcidlni derivaci. Jinymi slovy vznikne
na této oblasti novd funkce, to je stejné jako u funkce jedné promenné.
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Protoze jsme parcialni derivace definovali jako derivace funkce jedné proménné,
plati pro né vsechna pravidla tak jak je znate z kurzu MA1, nebudu je tedy uvadeét.
Stejné tak nebudu fesit derivace vyssich fadi, tam ovSem jeden problém pfece jen
vyvstane. Zalezi na poradi proménnych podle kterych derivujeme nebo nezalezi, to
je o¢ tu bézi. Odpovédndm ddva Schwarzova véta.

Véta 2.4 Necht jsou derivace vy (T, y) a fi(x,y) jsou v bodé Mlxo;yo] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou vétu bychom mohli zformulovat i pro smisené parcidlni derivace
vyssich fadu. Jak vidime, u spojitych funkei je to s parcidlnimi derivacemi jako
s musketyry, je jich o jednu vic nez je jejich fad. Stejné jako tfi musketyii byli
Ctyfi, tak i tfeti parcidlni derivace jsou ¢tyii: f” . f" = f" " . Tak je tomu u

rrr) Jxxyr Jryy a yyy-
parcidlnich derivaci jakéhokoliv fadu.

Piiklad 2.7 Je-li z = u(x) +v(y), je z, = u'(v), z, = v'(y), 2, = u"(2), 2, =

v"(y) a Z:/c/y = Zgl;l.t = 0. Tak je-li z = 3x* — 5y + 1, mdme z,, = 6z a z; = —159°2.
Pro druhé derivace vychdzi 2, = 6, 2, = =30y a z, = z,, = 0.

) Yxx

Piiklad 2.8 Je-liz = u(x)v(y), je 2, = u'(2)v(y), 2, = u()v'(y), 2y, = v’ (2)v (),
2 =wu(z)"(y) a 2l =2 = (x)'(y). Tak je-li z = 5%y, mdme 2., = 10zy* a

Yy wy — “yw
z, = 202*y*. Pro druhé derivace vychdzi 2}, = 10y*, 2}, = 602°y* a 2, = 2, =
40xy3.

=t o uw@ o v(@®) g u@'y) o W) o o
Pr}kla/d 2.9 Je-li z = o) je z, = ) T T ) Zne = i) Yyx = Pz =
—%&;y) a zy, = —u(r)? (y)”<ggf)(” WY Konkrétni priklad ddme tento: z = it
Potom je z! = y%, 2y =5 Zg =0, 2y = S—Zf az" = ;—32

Pkud nejsou proménné separovany, postupujeme standardneé.

Priklad 2.10 Uréete proni a druhé derivace funkce z = sin (2% + y?). Mdme z!, =

2z cos (2% + y?), z, = 2ycos (z? + y*). Derivujeme jako soucin a mdme 2 =
2cos (2% + y°) — 4z°sin (z* +9*) a 2, = 2cos (z* +y*) — 4y’sin (z* +3?). Pri
smiSené vyjdeme zy,, a derivujeme podle y, x je konstanta. ObdrZime z;, = —4xy sin (22 + 3

2.3 Totalni diferencial

Podobné jako u funkce jedné proménné zavedeme pojem diferencidl. Samoziejmé,
ze muzeme pro parcialni derivace definovat parcidlni diferencialy naprosto stejnym
zpusobem jako u funkce jedné proménné. Jenze probirdme funkci dvou proménnych,
takze neni dobré, aby si jednotlivé proménné hréaly na svém pisecku. Chépu, ze slovo
totalni neméa dnes nejlepsi povést, lec matematika je na politické situaci nezavisla.
Kdo by s tim mél problém, necht si misto slova totalni mysli ekvivalentni vyrazy
(aplny, celkovy).
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Def. 2.8 Rekneme, Ze funkce f(z,y) je v bodé Mzo;yo] diferencovatelnd (md zde
totdlni diferencidl), je-li

Az = f(xo+ h,yo + k) — f(xo,y0) = Ah + Bk + o7(h, k),

kde A, B jsou konstanty, o = Vh?> + k? a " kl]in%o ) 7(h,k) = 0.
ik]—10;

Na otdzku kdy to nastane nam d4 odpoveéd nésledujici véta.

Veéta 2.5 Je-li f(xo,yo) v bodé M[xo; yo] diferencovatelnd, md v tomto bodé parcidlni
deriwace pruniho Tddu a plati

0 0
A= a_i(-??o;yo) B= a—i(iﬂo;yo)-

Poznamka 2.3 Ddle budeme pouZivat béiné oznaceni h = dx, k = dy.

Def. 2.9 Je-li funkce f(x,y) v bodéeM [xo; o] diferencovatelnd, pak vijraz

0 0
dz = a_i(mo; Yo)dx + 8_£(xo; Yo)dy

nazgvame totdlni diferencidl funkce z = f(x,y) v bodé M [zo; o)
Véta 2.6 Necht f(x,y) je v bodé M|xy;yo| diferencovatelnd, pak je zde spojitd.

Véta 2.7 Jsou-li proni parcidlni derivace funkce f(x,y) v bodé M|xq;yo| spojité,
pak je zde diferencovatelnd.

Hlavni vyznam diferencidlu funkce jedné proménné spocival v tom, ze jsme
mohli (skute¢ny) piirustek funkce v bodé nahradit s jistou chybou diferencidlem,
¢ili graf funkce nahradit v okoli tohoto bodu tecnou. Obdobné lze postupovat i u
funkce dvou proménnych, jen tecnu nahradime teénou rovinnou. Jak stanovit jeji
rovnici nam ukaze dalsi véta.

Veéta 2.8 Je-li f(x,y) v bodé Mlxo;yo] diferencovatelnd, md plocha z = f(x,y) v

bode Mylxo; yo; 20| tecnou rovinu, jejiz rovnice md tvar

0 0
z2— 2y = 8—£($g;y0)(9€ —x) + a—]yt(ivo; Yo)(y — %o)

Mensi zadrhel spociva v tom, ze tak jako neumime (neurcité) integrovat libo-
volnou funkei, ne kazdy vyraz tvaru P(x,y)dz + Q(x,y)dy je diferencidlem néjaké
funkce. Kdy tomu tak je nam odpovi nasledujici véta.

Véta 2.9 Necht funkce P(z,y) a Q(z,y) jsou spojité v oblasti O a stejné tak jsou
zde spojité i jejich parcidlni derivace. Pak vyraz P(x,y)dz + Q(z,y)dy je totdlnim
diferencidlem jisté funkce f(x,y) prdvé tehdy, kdyz plati

Py(x,y) = Q,(x,y).
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Uziti diferencialu si ukédzeme na prikladu.

Piiklad 2.11 Vidlec md polomér 2 dm a vysku 10 dm. Jak se zméni jeho objem,
jestlize se pri deformaci polomér zvétsi na 2,05 dm a viyska naopak zmensi na 9,8
dm? Objem wvilce je V = mr?v, coZ lze chdpat jako funkce dvou proménniych r a v.
Totdlni diferencidl md tvar

dV = 2xrvdr + wridv

Zde je dr = +0,05 a dv = —0,2. Po dosazeni do diferencidlu mame dV =
1,27=3, 77dm?.

Priklad 2.12 Owvérte, zda vijraz (223 — xy?)dx + (2y® — 2%y)dy je totdlnim dife-
rencidlem této funkce. V pripadé Ze ano, naleznéte tuto funkci. Ovéreni nebude
tézké, nebot P, = —2xy = Q). Na nalezeni funkce, jejiz totdlni diferencidl jsme
prave objevili, vam poradim jednu inZenyrskou fintu. Zintegrujeme obé cdsti dle
patricné promenné, pricemz tu druhou budeme povaZovat za konstantu.

4 2,2
/(2x3—xy2)da::%—my +c

2
4 2,2
%y
2y — 2y)dy = & —
/ (2y vy =73 ——
Do hledané funkce z = f(x,y) vezmeme proni integrdl cely, z druhého pak vezmeme
pouze ty scitance, které se v prunim nevyskytuji. Je tedy

1
z = 5(3:4 — 2P +y") +e

Totalni diferencidl je velmi dulezity pojem ve fyzice. Je-li vyraz P(z,y)dr +
Q(z,y)dy totdlni diferenciél, pak ho lze integrovat, pficemz hodnota tohoto in-
tegralu nezavisi na integracni cesté z bodu A do bodu B, nybrz pouze na hodnotach
funkce z = f(z,y) v téchto bodech (je to jakoby klasicky Newtonuv integral).
Funkce 2z pak reprezentuje velicinu stavovou.

Podobné jako u funkce jedné proménné muzeme definovat totdlni diferencial
radu n.

<

+c

Def. 2.10 Totdlni diferencidl radu n funkce dvou promenngych je vyraz

0 o\"

Jak postupovat si ukazeme na prikladeé.

Priklad 2.13 Urcete totdalni diferencidly druhého a tretiho radu funkce z = ylnx.

Nejdrive si urcime vsechny parcidlni derivace az do fadu 3. z, = £, 2, = Inux,
vy oo 1 mo 2 w1 T
Zor = T5s Zay = 30 Zgy = 05 Zhwe = 35, Zawy = T3 Zagy = Zyyy = 0. Totdlni

diferencidl druhého Tddu je
Y 2
d*z = 2z, (dx)* + 22, dady + 2, (dy)* = —p(dx)Q + dedy(dyf

Totdlni diferencidl tretiho radu je pak

2
(dz)dy+32 dx(dy)*+2" (dy)® = —y(dx)3—%(dx)2dy

3. 3 "
d°z = 2"raxx(dr)’ 43z zyy yyy 23

Ty
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2.3.1 Extrémy funkce dvou proménnych

Def. 2.11 Rekneme, Ze funkce f(z,y) md v bodé MIxo;yo] lokdlni mazimum. (mi-

nimum), existuje-li okoli O bodu M takové, Ze pro vSechna x € O plati f(xo,yo) >

fz,y) (f(xo,y0) < f(x,y). V pripadé ostrijch nerovnosti mluvime o ostrém lokdlnim
mazximu (minimu,).

Postup pfi stanoveni extrému je obdobny jako u funkce jedné proménné.

Véta 2.10 Necht funkce f(x,y) md v bodé M |xo;yo] lokdini extrém a necht existuji
v bodé M parcidlni derivace proniho rdadu. Pak je f,(xo,vy0) = f, (%0, Y0) = 0.

Poznamka 2.4 Tuk jako u funkce jedné proménné budeme bod M nazyvat bodem
stactondrnim.

Stacionarni (podezielé z extrému) body budeme vySetfovat pomoci nasledujici
vety.

Véta 2.11 Necht M je staciondrni bod a necht v jeho okoli existugi spojité parcidlni
deriwace pruniho a druhého Tddu. Vypoctéme vyraz

D = f:;/m(x()ay(])f:;/y(x();y()) - (f:;/y<x07y0>>2

"

Je-li D > 0, pak pro fI' >0 je v bodé M lokdlni minimum a pro fI (xo,yo) <0 je
v bodé M lokdlni minimum. Je-lv D < 0, pak v bodé M extrém nent, je-li D = 0,
nemuzeme o extrému rozhodnout (extrém tady byt mize, ale nemusi).

Poznamka 2.5 Oznaceni D jsme nezvolili ndhodou, D je de facto determinant
druhého rdadu, pricemz v hlavni diagondle jsou derivace podle xx a yy a ve vedlejsi
diagondle jsou derivace smiSené (ty jsou si samoziejmeé rovny).

Nyni ukazeme nékolik prikladu.

Piiklad 2.14 Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = x® + xy* + 62% + y?. Nejprve
spocitdme parcidlni derivace proniho Tddu.

fh=32"+y* + 127, fo =2y +2y

. Polozime-li tyto derivace rovny nule, ziskdme ¢tyri staciondrni body Sy|—1;3],
So[—1; —=3], S3[0;0] a S4[—4;0]. Spocteme tedy parcidini derivace druhého Tadu

fr = 6x+ 12, fr =2y, fIl=2x 4+ 2.

y yy

Budeme postupné dosazovat jednotlivé staciondrni body a pocitat ¢islo D. V pronich
dvou pripadech je D(Sy) = —36, D(S2) = —36, extrém nenastavd. D(S3) = 24 a
protoze je fr (0,0) = 12, je v pocdtku minimum. Naproti tomu je D(Sy) = 24, ale
tentokrdt je f (—4,0) = —12, v bodé Sy je tedy mazimum.
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Piiklad 2.15 Urcete lokdlni extrémy funkce z = x® + 4ay + 6y* — 2z + 8y — 5.
Zacneme pronimi parcidalnimi derivacems.

2 =2r+4y —2 z, = 4x + 12y + 8

Opét polozime obé derivace rovny nule, po vyreseni soustavy dvou linedrnich rovnic
ziskame jediny staciondrni bod S[7;—3|. Druhé parcidlni derivace jsou zlI, = 2,
Zyy = 4 a z;, = 12. Viechny jsou konstantni, neni kam dosazovat a determinant
md univerzdlni hodnotu D = 8 > 0. JelikoZ je 2}, = 2 > 0, je v bodé S lokalni

minimum. Jen pro zajimavost, jeho hodnota je z(7,—3) = —24.

Piiklad 2.16 Urcete lokdlni extrémy funkce z = —3x*—5y*. Spocteme pruni deri-
vace zl, = —1223, z, = —20y3. Jedingm staciondrnim bodem je pocdtek. Jdeme na

druhé derivace. 2}, = —362%, 2, = —60y?, 2, = 0. Zrejmé je D = 0, o extrému

yy
nemuzeme timto zpusobem rozhodnout. My si ale vsimneme, Ze funkcéni hodnoty

jsou mimo pocatek zdporné, je zreymé, Ze v pocdtku bude mazximum.

Tak jako u funkce jedné proménné muzeme urcovat i extrémy absolutni, a to
v pifpadé, Ze je funkce definovana na uzaviené oblasti. Ty pak mohou nastat bud
v bodech lokalnich extrému nebo na hranici oblasti. Ukdzeme si to na prikladu,
nejdiive trochu teorie.

Def. 2.12 Rekneme, Ze funkce f(x,y) md v bodé¢ [xo;yo] absolutni mazimum (mi-
nimum), jestlize pro vsechny body [z;y] € M plati f(z,y) < f(xo,y0) (f(z,y) >
f(zo,90)-

Def. 2.13 Bod [xo;y0] nazveme vnitrnim bodem mnoziny M, existuje-li okoli O
tohoto bodu takové, Ze O C M. Mnozina, kterd obsahuje pouze vnitini body, se
nazyvd oteviend. Bod [xo;yo] nazveme vnéjsim bodem mnozZiny M, jestlize kazdé
jeho obsahugje jak body mnoZiny M, tak i body, které do ni nepatri. MnozZinu vsech
hrani¢nich bodu nazyvdme hranici. MnozZina, kterd obsahuje vSechny své hranicni
body, se nazyjva uzaviend.

Def. 2.14 Mnozina M se nazyvd omezend, existuje-li kruh K se stredem v pocdtku
tak, zZe M C K.

Véta 2.12 Necht f(x,y) je spojitd funkce definovand na omezené uzaviené mnoziné.
Pak zde nabyjva své nejmensi a nejvetsi hodnoty.

Priiklad 2.17 Stanovte absolutni extrémy funkce z = +/2x — 2% — 4y%. Po do-
plnéni na ctverec zjistime, Ze definicnim oborem jsou vnitrni a hranicni body elipsiy
(x — 1) + 4y? < 1. Staciondrni body uréime Fesenim soustavy rovnic

, 2 -2z , —8y

2z, = =0 z, = =0
24/2x — x% — 492 2¢/2x — x% — 492

Ezistuje jeding staciondrni bod S[1;0]. Je f(1,0) = 1. Stanoveni extrémi na
hranici je obecné velmi obtizné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vidim,e Ze funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladnd. Absolutni maximum je tedy ve stredu
elipsy a minimun na jeji hranica.
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