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Tento text je určen pro studenty pedagogického asistentství matematiky pro základní
školy. Jedrrá se o p ehledny studijní materiál doplňující základní studijní literaturu
v disciplině Algebra 3. Jelikož se jedná o text doptňující a osvětlující základní studijní
literaturtl ([2], [5]., [6], U2], [15], [16] ), nejsou v tomto textu v zájmuzachování tepší čtivosti
a plynulosti textu uváděny dťrkazy jednotlivych tvzení. Všechny dťrkazy lze naIézt ve studijní
literatu e. Text je psán pro p ehlednost velmi stručně a často se (na rozdíl od základní studijní
literatury) omezuje pollze na p ípady, s nimiž se m že student v praxi setkat (nap . kapitola o
polynomech je omezená pouze na polyrromy nad tělesem reálnych čísel). Pro studium texttr je
nutno p,edpokládat znalosti základri a|gebry (rnnožinové operace a jejich vlastnosti, binární
relace a jejich vlastnosti, relace uspo ádání a uspo ádané nrnožiny, relace ekvivalence a
rozklad množiny, binární algebraické operace a jejich vlastnosti, algebraické struktury ajejich
homomorfisrny). Standardní je rovněž označení základních číselnyclr rnnožin:
N- množina všech p irozenych čísel (samoz,ejrně včetně čísla nula)
Z - množirra všech cel;iich čísel
Q- množina všech racionálních čísel
R - množina všech reálnych čísel
C- množina všech komplexních čísel.
U množifr Z, Q, R budeme v p ípadě pot eby užívat i označení ť, Q*, R* a T, Q-, R- ,
ozrračující podmrrožirru všech kladnych" resp. zápornych čísel daného číselrrého oboru. Bude_
li do této podmnožiny zaťazena i nula, doplníme označení indexem nula, nap . Z;,Q;.

1. P irozená čísla



Jednou ze základních charakteristik množiny všeclr p irozenych čísel je to, že každé
P irozené ČÍslo rná svého bezprost edního následovníka (pro každé ne Nje to číslo n + 1).
Tento,.fakt'o znají užžáci na l. stupni ZŠ aje často didakticky využíván p ivyuce. Existence
následovníka vyuŽijeme p i teoretickém zavedení množiny p irozenych čísel. Nejprve
axiornaticky definujeme tzv. Peanovu množinu a potom ukážerne, že tato r.rnožina je
univezálním modelem množiny všech p,irozenyclr čísel. Poznamenejrne ještě. že většinu
dťrkaz vČástech 1-5lzena|éztvpublikacíclr Uz],resp. I2),znichžje pevzataipodstatná
část textu.

Axiomy Peanovy množiny P
(A1) Ke každému prvku x množiny P existuje jeho následovník" ktery budeme označovatxl .

(A2) V nrnožině P existuje prvek ee P, ktery není následovníkem žádného prvku množiny P.
(A3) Rtizné prvky mají r zné následovníky.
(A4) Axiotn plné tndukce. Nechť M c P. Jestliže platí:

a) ee M,
b) (Vxe P)xe M+x|e h{,
pak M: P.

Věta 1.1. Nechť xe P. pak platí:
(l); * ,\ ,

(2)x e+(1 ueP)x:t}.

Čast (l) p edchozí věty Yíká,žekaždy prvek je rrizny od svého následovníka. Ze druhé
Části Pak PlYne, že každy prvek x Peanovy rrrnožiny s v}jinrkou prvku e je následovníkerrr
nějakého prvku tle P. Tento prvek e,l budeme nazyvat p,edchridce prvku í a značit lx.

Věta 1.2. Peanova množina je nekonečná množina.

Definice 1.3: Nechť ae P je libovolny prvek. Nechť množina U(a) c Pje pro každy prvek
ae P deí'inována takto:

(l) ae U(a),
(2) xe U(a) + /xe Lr@) (pokuct lt existuje).

Pak množinrr t](d buderne nazyvat ťlsek Peanovy nrrrožiny pi".íslušny k prvku a .

Poznámka 1.4. Je z ejrn é. že pro každ é a e P je p íslušrry sek U(a) konečná množina.

Poznámka 1.5. Z pi''edclrozího plyne, že Peatlovu množinu mťržeme považovat za teoreticky
rnodel nrrroŽiny pr"'irozenych čísel. V tomto p ípadě prvek e je roven číslu l, následovník xl .ie
roven ČÍslu x + ] a rTlodely irsekťrp íslušn;i,clr ke každémr_rp,irozenénru číslu chápanému jako
prvek rnnoŽiny P si lze p edstavit takto: U(1) : {]}, LI(2) : {], 2}, LI(3) : {l, 2, 3}, LI(4) :
{], 2, 3, 1} atd. Je z e|tné, že počet prvkri každého ťrseku je určen p irozerrym číslem, jemuž
danY ťrsek P ÍslušÍ" Proto i v dalším textu je rrrožné p edstavit si porovnávání prykťr peanovy
nrnoŽinY (relaci usPo ádání v množině P) a následně i operace sčítání a násobení v nrnožině p
Pomocí mnoŽirry p irozenych ČÍsel. I když teoreticky postup je opačrr;i @ obecr-ré teorie
v mnoŽině P plynor-r speciální vlastnosti v množirrě p irozenych čísel), je pro pochopení
PodstatY vlrodrré uŽ na tomto místě vyr-ržít množiny p irozerrych čísel jako ntodelu Peanoyy
mnoŽinY P. Poznalnenejme dále, že existuje i rrrožnost vybuclovat ariomaticky Peanovu
nrnoŽinu tak.Že Prvek e je roven číslu 0 (viz nap,. t2]).Vtom p"ípadě je santoz ejtně nutné
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všechny clefinice a tvrzení p,eformulovat. Protože ale číslo nula není Prvkem mnoŽinY

p irozenych čísel, budeme se držet běžnější verze, v níž prvek e je roven ČÍslu 1^

Relace uspo ádání v množině P
Definice 1.6: Nechť a, b e P.Pakplatí: a š b e a e U(b),

poznámka 1.7. Je z ejmé, že relace š z definice 1.6. je reflexivnÍ, antisYmetrická a

tranzitivní, jedná se tedy skutečně o uspo ádání v množině P. Pro kaŽdé dva rťtzné PrvkY a, b

nrnožiny p vždy platí právě jeden ze vztahi ae tJ(b), be U(a), proto je usPo ádání Š
lineární. Hasseovs im diagramem lineárně uspot'ádané mnoŽinY {P, Š ) je etězec

s nejmenšítrr prvkem e. Dále poznamenejme" že zápis a < b ozrtačuje tzv. ostré usPo ádárrÍ,

tedy a š b a současně a * b.

Věta 1.8. Nechť a, b c P. Pak platí:

(l)(VaeP)a<a\i
(2) Mezi pr^vky ,, o' ne"xistuje žádny prvekx mttožiny P s vlastností a < x < a\;

(3) Množina {P, <) je dob e rrspo ádaná množina.

Operace sčítání v množině P

Věta 1.9. }rla nrnožině p existuje právě jedna operace + taková. Že pro kaŽdorr dvOjici x, .V

prvl<ťr množilt5, P platí:
(l) r * e: x' ,

(2)x+y':(x+y)\.

Definice 1.10. Operace + z p"edchozí věty se nazyvá operace sČÍtání v mnoŽině P .

Věta t.11. Operace + je v rrrnožině P asociativní a konrutativní_

Věta 1.12. V grupoidu (p, +) platí zákony o odečítárrí, tj. pro kaŽdé t i prvky x, y, z rnnoŽirrY

Pplatí implikace x * y : x * z > _v 
: z .

Věta 1.r3. Nechť x, y P. Pak nastane právě jeden z rrásledujících t í p,Ípadri:

(l) x : ! ,

(2) existtrje p P s vlastností x : y + p,
(3) existuje q Ps vlastností;,, : x * Q .

operace sčítání je spojena s relací uspo ádání adou vztahrj. Některé z nich jsou uvedenY

v následtrjící větě.

Věta 1.14. Neclrť x, !, z, lt, v P. Pak platí:

(l) x < y x * z { y * z ,

(2)xšyex*zšv*z,
(3) x š y, tt š v * x * tt š y * 1l,

(4)x<y*x\šy.
Operace násobení v množině P



Věta 1.15. Na mnoŽině P existuje právě jedna operace . taková, že pro každotr dvoj ici x, yprvk množiny P platí:
(l)x. :x,
(2) x,},l = x , } ]_ x.

Definice 1.16. OPerace , z pt"edchozí věty se nazyvá operace násobení v tnno žině p 
.

Poznámka 1-17. Pokud v zápise početních operací v množině p nepotržij eme závorky, má
oPerace násobení PtYednost p ed operací sčítání. Rovněž se v zápisech velrni často uyn..háuá
označení. operace násobení, tj. nlísto x .y píšeme jenonr x;,.

Věta 1.18. OPerace , je u rnnoŽině P asociativní, komutativní, nrá neutrální prvek (prvek e) a
s operací sčítání je svázána distribrrtivnínr zákonenr:

X,!, z e P: x.(_v * ,): x. !, }- x.z.

OPerace násobení je spojena s relací uspo ádání adou vztahr.i. Některé z nich jsou uvedeny
v následr-rjící větě (zajírnavá je analogie sobdobnymi vztahy pro sčítání). póznarnenejme
jeŠtě, Že tvrzení (3) následující věty íká, že v grupoidu (p, .) ptair zákony o krácení.

Věta 1.19. Neclrť x,!, z, tl, v P. Pak platí:
(|) x < y x.z < !.z,
{2)xš},ex.zšy.z,
(3) x ,z - y.z:+ 1,:y
(4) x š y, tt _( },;:> x. l,t _( y.t,.

D sledek 1.20. Algebraická struktrrra (P, +, .) je komrrtativní polookrrrh s.iedničkorr.

Poznámka 1.2l. Zdefinice množiny P a popsanych vlastností relace uspo ádání a operací
sČÍtání a násobení v této nrnoŽině vyplyvá. že polookruh r,šech p irozenyctr čísel (1g, +, .) je
jedním z moŽnYch nroclelri polookruhu (P, +, .). Roli prvku e hraje číslo 1, následovníketn
ČÍslax je ČÍslo x * ], risek množiny Np íslušny číslu r obsahrrje r]šechna p irozená čísla od
čísla l po číslo n atd.

Poznántka 1 .22. Jaka Problémová se jevi otázka, kolik moclelťr polookruhu (p, +, .) existtrje,
tzn. zdajsou pt'irozená ČÍsla urČena jednoznačně. resp. zda vrjbec nějak1, model množiny p
existuje. Existenci r-r-rodelu nlrrožiny P a íím i existenci p irozen.vch čísel lze snadn o ukázat;
jcte o kardinální ČÍsla koneČnyclr nrnožin. Těm se brrdenre věnovat v dalším textu. odpovědí
rla otázkr-r PoČtu rnodelťr Peanovy množiny je tvrzen i. že těchto modelri je nekonečně mnoho,
vŠechnY jsou ale navzájern izomorflrí. Proto lze tvrdit, že p iro zerlá čísla lze defirrovat až na
izontorfiStllLls jedinym možrrynt zptisobem. D ležitor_r větu o tomto izomorfismu nyní
uvedenre:

Věta t.23. (o jednoznaČnosti p irozenych ČÍsel) Necht,trťl, Nz jsou dvě rnnožiny p irozenyclr
ČÍsel (dva modelY Peanov.v nrnožiny). Pak existtrje právě jedna bijekce.f,. trů + Nz s vlastností

Vx e N1 :.f'(x') : [í6)J'
p irozená čísla jako kardinátní čísla konečnliclr množin

\
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V této části se omezíme pouze na konečné množiny. t když v obecné teorii množin jsou
studována i kardinálrrí čísla nekonečn5ich množin, pro ričely konstrukce oboru všech
p irozenych čísel se nekonečnymi množinami'nemusíme zab,llvat.

Víme, že dvě množiny jsou ekvivalentní, jestliže existuje bijekce (vzájernně jednoznačné
zobrazení) jedné na druhou. Tato relace ekvivalence na systénru všeclr konečnych nrnožin ?Tl

(označujeme ji -) je ekvivalencí v relačnírn smyslu (z ejrně je reflexivní, syrnetrická a
tranzitivní). Proto generuje jednoznačnlim zpťrsobem rozklad ry- na systémtr všeclr
konečn;fclr množin TTL. T ídy rozkladu TIL|- se nazyvají kardinální čísla. Kardirrálním číslern
konečné množiny M tedy rozumíme t ídu rozkladu m|-, která obsahuje množinu i,l Místo
označení kardinální číslo množiny M se často užívátéž pojmu mohutnost množiny M (píšeme
card ň4. Nyní deíinujeme pt'irozená čísla jako kardinální čísla konečnyclr množin.

Popíšeme-li vyše uvedenou konstrukci populárně (a rnaternaticky ne zcela p esně), pak
kardinální číslo konečné množiny M j" systérn množin, kterl kromě dané množiny M
obsahuje všechny množiny (nekonečně mnoho)" které mají tentyž počet prvkri jako množina
M. Tatojecliná společná vlastnost všech těchto množin, tj. stejnl počet prvk , je vyjád ena
p irozenym číslem, které je kardinálním číslem množiny M definováno. Ve školské
matematice na ZŠ proto íkáme, žep irozená čísla vyjad rrjí počty prvk konečnych mrrožin.

P eclrod od struktury (P, +, .) k jejírnu rnodelu (l{, +, .) lze popsat takto: Nechť n e P je
libovolnli prvek Peanovy množiny. Usek rnnožiny P p íslušnl k prvku n je množina
t](n): {e, 

\, \\, nll',... ,'r, n}. Tato množina je konečná, proto jistě náIeží do některé trYídy

rozkladu ry-. Tato t ída rozkladu je kardinálním číslem konečné množiny U(n) a
odpovídaj ící piirozené číslo je číslo n. Lze tedy tvrdit, že risek U(n) obsahuje právě n prvkťr.
Odtud prvku e odpovídá číslo l, prvku ,\ číslo 2, prvku ell číslo -3 atd. P,irozené uspot'á dáni
mnoŽiny p irozenych čísel lze pak definovat ve shodě s definicí porovnávání prvkri Peanovy
množiny (každé číslo náležející do U(n)je merrší nebo rovno číslu n).

Jiná situace je u det'inice obou základníclt operací sčítání a násobení. I když lze tyto
operace definovat stejnllm zprisobem jako v abstraktní Peanově nrnožině, z metodickyclr
d vodťr se obě operace zavádějí odlišně , na základě nrnožinovych operací.

Definice t.24. (Sčítání kardinálních čísel) Nechť l, B jsou konečné množiny, nechť platí
A n B :0. Pak definujeme

card A * catd B - card (A tl B) .

Deíinice 1.25. (Násobení kardinálních čísel) Nechť A, Bjsou konečné množiny.
Pak defirrujeme

card Á. card B : card (A xB) .

Poznámka t.26. Lze ukázaí, že obě operace definované definicemi l .24. a I.25. maj í všechny
vlastnosti, které očekávárne od operací sčítárrí a násobení p irozenych čísel. Povšimněme si
nyní omezující podmínky A n B :0 v definici I.24. V p ípadě jejího vypuštění bude pro
součetkardinálníchčíseltnnožinA,BplatitvztahcardA+cardB>
ČÍslo na levé straně této neostré nerovnosti je obecně větší než číslo na pravé straně o počet
prvkri prriniku obou množin. Platí tedy rovnost

card A * card ,B - card (A n B) : card (Á cl B) .

Zteoretického hlediska se jedná o princip inkluze a exkluze pro /? : 2. Pokud jsorr tedy
množiny A, B disjunktní, pak card (A n B) :0 a p edchozí rovnost p ejde v definici sčítání
kardinálních čísel podle definice |.24.



2. Celá čísla

obecná teorie



Definice 2.1. Nechť (G, .), (H, .) jsou grupoidy (dále budeme k označerrí grupoidri užívat
pouze symbol nosné množiny). Řekneme, že grtrpoid G lze vno it do grupoidu H, jestliže
existuje injektivní homomorfismus./'grupoidu G do grupoidu 1í.

Věta 2.2. Nechť G je komutativní grupoid. Pak jsou následující vyroky ekvivalerrtní:
(l) Grupoid G je asociativní a platí v něm zákony o kr,ácení.
(2) Grupoid G lze vno it do rrějaké grupy.

Poznámka 2.3. D kaz této věty je konstruktivní, obsahuje konstrukci tzv . podílové grupy r
grupoidu G. Tuto konstrukci nyní popíšeme:

Vyjdenre zkartézského součinu G x G. Nechť na G x G je definována binární relace -
definovaná takto:

[a,bJ - [c,dJ + a.d:b. c prokaždédvědvojicez GxG. (l)
Tato relace - je ekvivalence, existuje tedy rozklad G xG |- . Množinu t íd rozkladu G xG |-
označme ll Na množinovém systému r definujme nyní binární operaci o následujícím
zprisobenr. Nechť [a,bJ, [c,dJ jsou reprezentanti dvou t íd systénru r. Pak platí

[e4 bJ o [c, dJ : [a. ,, b.d]. (2)

Grupoid (I o) je t'aktoroidern grupoidu (G, .).Lze dokázat, že algebraická strtrktura (I o) je
dokonce grllpa. Tato grupa se rrazyvá podílová grupa grupoidu (G, .l. Vno ení v/ : G + T
grupoidu G do grupy T je definováno pro každy prvek g G p edpisem

v@ : {fg.x, xJ; xe G},
Je-li místo mr"rltiplikativního označení (operace . ) užito označení aditivrrího
definiční vztahy (1), (2), (3) p ejdou do tvaru:

[o,bJ - [c,dJ + a*d:b+c prokaždédvědvojicez GxG,

ť,!l : 1;;ť-:,';:: :,
Místo označení podílová grupa pak íkáme rozdílová grr"rpa.

(3)

(operace +). pak

(4)

(5)

(6)

celá čísla

Definice 2.4.Rozdílová grllpa pologrrrpy (N, +/ se nazyvá aditivní gťupa cel ch čísel (Z, +).

Poznánrka 2.5. P i konstrukci grupy (Z, +) postuprrjerne podle obecné konstrukce. Vychozím
kartézskynl součitrenr j. n x .A/, relace - je defirrována vztaherrr (4) pro G : i/; operace o,

kterou buderrre označovat syn-rbolem +, tj stejně jako sčítárrí čísei p irozenych (z ejnrě
nebr,rde docházet k nedorozunlění), je pak definována ponlocí vztalrtl (5), tedy

[u, bJ * [c, clJ : [a* c, b+ dJ. {7)

Celá čísla jsou podle této
grupoidu N do grupy Z je
p edpisem

konstrukce t ídarni rozkladu .^ x N l- Vno,ení V : N -+ Z
definováno analogicky jako v (6), tedy pro každy prvek n e N

v(n) : {[n + x, xJ; xe N}.

Poznámka 2.6. V dalším textu o celych číslech je nutno rozlišovat nrezi p ípadem, kdy [a, bJ
bude označovat trrto jednu konkrétní rrspo ádanou dvojici p irozenych čísel a p,ípadenr, kdy
bude lrrát roli reprezentující dvojice nějakého celého čísla. Vtomto druhérn p ípadě budeme
užívat tučného označení [a, bJ. Platítedy nap . {4,2J - {[3, lJ, [4,2J,[5,3J, [6,4J,...l, Celé



ČÍslo je vŽdY rePrezentováno nekoneČnou množinou navzájem ekvivalentních uspo ádanychdvojic P irozenYch ČÍsel. Podle dolrodrrutého označeníje nutno také rozlišovat následujíci
vztahy: Nap . pro uspor'ádané dvojice [5, 3J, [6, 4J platí [5, 3J * [6, 4J, [5, 3J--: ň;j,}.odvě celá ČÍsla [5, 3J, [6, 4J ale platí rovnóst {S, 3Í : [Ó, 4J, pritoze'obc tyto dvojice jsou
rePrezentantY téŽe t ídY rozkladu systénru N x N t-. Poznamenejme, že v dalším textu
budeme Pro zjednodušení označovat celá čísla velkymi tučnymi pisměny, napt. A, B,.... TotooznaČení není V rozPorll s uvedenou konstruk cíi vždy lze prlejít ť..p..r"ntaci pomocí
uspo ádanych dvojic, rrap . A: [o,, [t2J, B: [bt, b2J, ....

Operace s celymi čísly a jejich vlastnosti

Poznámka 2,7. SČÍtání celych čísel je, jak již bylo zmíněno v poznám ce 2.2., definovánop edpisern

[a, bJ * [c, dJ : {a + c, b + dJ.

Věta 2,8, OPerace * z p edch ozí poznámky 2.7. je komutativní, asociativní, má neut rálni
Prvek 0 rePrezentovany dvojicí [n, nJ pro libovolné ne N a ke každému celému čísluA : [n, á/ existuje právě jedno opačrré číslo -1 - [b, aJ.

Věta 2,9, Algebraická struktura (Z, +)je komutativní grupa, ve které platí zákony o dělení, drovnice A+X-BmávŽdy eŠenív množiněZprol<aZaadvě celá čísla A, B.

Drisledek 2,10. V grupě (Z, +) platí zákony o krácení (v aditivní symbolice zákony oodeČÍtánÍ) a existuje Právě jedna inverzttí opeťace k operaci sčítání. Tatá operace se nazyvá
odčítání aje defirrována vztahenr A -B - A + (-B).

Poznámka 2,1t. Z P edch ozí věty a věty 2.1. lze odvodit početní pravidlo pro operaciodčítání:

[a, bJ - [c, dJ : {a + d, b + cJ.
PovŠimněme si, Že v definici odčítání uysttprrjí na pravé straně pouze součty p irozenych
ČÍsel, tzn, oPerace odČÍtání je neotnezeně definouuná a tedy algebraická strukt ura (Z, _) jegruPoid, Tento gruPoid není pologrupou, protože operace odirtaňi,r.;*e není asociativní anikomutativní.

Definice 2-12- Na mnoŽině Z definujrrre binární operaci . následuj ícímzprisoberrr:

[a, bJ . [c, dJ : [ac + btl, acl + bcJ.

Tuto oPeraci nazveme násobením v množině celyclr čísel. Tato operace je , nrnožiněz neomezeně definovaná, struktura (z,l je tedy grupoid.

Věta 2,t3, GruPoid (Z, ,) je asociativní, komutativní a má neutráIní prvek / repre zentovany
dvojicí [n+1, nJ pro libovolné ne N .

Věta 2,14, V gruPoidu (Z, ,) platí omezeny zákono krácen i, tzn. pro každ á t i celá čísla x, y,z,x 0platí implikace x.y -x.z+),:z
věta 2,15, operace násobení je v nrnožině celych čísel svázána s operací sčítánídistributivním zákonem, tj.

Á, B, C e Z: Á. (B + C) -A. B +A. C.
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D sledek 2.|,6. Algebraická struktura .(Z,+,,) je

charakteristiky nula, kter;li není tělesem, v tomto okrulru
tedy obor integrity.

Poznámka 2.17. V oboru integrity všech cel ch čísel
užívanych p,i vypočtech. Uved'me některé p íklady.

Věta 2.18. Nechť A, B, C e Z. Pak platí:

(L) 1-4 : A;
(2) 1A + B) : (-A) + (-B);
(3) 4Á -B) : B -A;
(4) (A -(B -C) : (A + C) -B;
(5) (-Á) . B -A. (_B) _ 4Á . B).

komutativní okruh s jedničkou
neexistují vlastní dělitelé nuly, je to

(Z, +, ./ platí ada ívrzení, běžně

Relace uspo ,ádání v množině cel ch čísel

Deťinice 2.t9. Nechť ,4 : {tt, bl ie celé číslo. Řekrrente. že toto ČÍslo je kladtté a PÍŠerne

A > g,právě když platí a > b. Ie-li a: ó, pak číslo A : 0: ve zbyvajícínr pr'Ípadě pro a < b

íkáme. že celé číslo A ie záporné a píšenre Á < 0.

poznámka 2.20. Je z ejrné. že jeden z p edchozích p,ípaclri vždy musí nastat. KaŽdé celé

číslo je tedy bud'to klaclné nebo záporné nebo je rovno nule. Existr"rje tedy rozklad rnnoŽirrY

všecli celych čísel na čísla kladná, nulu a čísla záporrtá. Ve slrodě s běŽnou tennirrologií

zavádímeioznačeníAš0a'íkáme.žečísloAjerlekladrré.resp.vpípaděA>ajetotoČÍslo
nezáporrré.

I}efirrice 2.21. Neclrť A, Bjsou celá čísla. Řeknerne, že A < B, právě když platí A * B < 0.

Je-li Á -B :0, pak A : B; ve zbyvajícím p ípadč pro A _B > 0 pak platí A > B_

poznánl ka 2.22..Ie z ,ejnl é. že i v p ,edchozí definici jeden z p ípaclri vždy musí nastat. Relace

usporoádání všech celych čísel je tedy lineární. lzde se běžně lžívá i neostrá nerovnostA Š B
pro p ípadA -B < 0 a analogick5, A >Bpro p ípadA -B > 0_

Věta 2.23. Neclrť A.ie celé číslo. Pak platí:

(|)Á>0*-A<0.
t2)A<0=-A>a.

Věta 2.24.Neclrť.4, B jsou kladnácelá čísla. Potonr jejich součet A+ B isouČirr A,Bjsou
také kladná celá čísla.

poznánrka2.25. Vyše definovattá relace uspo ádátlí v množině všech celych ČÍsel je sPojena

s operacemi v této nrnožině adou vztahrj. Uved'me alespoň některé.

Věta 2.26. Nechť,4, B, C, D jsor"r libovolná celá čísla. Pak platí:

(l) JestližeA >BaC < 0.potom AC < BC;
(2) JestližeA + C >B + C,potom Á > B:
(3) Jestliže AC > BC a C > 0. potonr A > B;
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(4) JesttižeAC >BC aC < 0, potom A <B;
(5) JestližeA>BaC > D.potom Á+C > B+D;
(6) JestližeA>BaC> DaC> 0aB> O|potomA.C> B.D.

Věta 2.27. Nechť Á, B jsou libovolná celá čísla, p ičemž B * 0. Pak existuje jednoznačně
urČenádvojicecelychčísel Q,R(p ičerrrž 0 < R.lrl )svlastností,4 :B.Q+ R.Číslo;
se nazyvá dělenec, číslo B dělitel, číslo Q je podíl (někdy též neripln podíl) a číslo ňje
zbytek. Proces nalezení čísel Q, R se nazyvá dělení se zbytkeln v množině cel;iclr čísel.

Deíinice 2.28. Absol
(l) Je-li A ž 0, pak
(2)Je-li A<apak

utní hodnotu l;l celého čísla,4 definrrjeme takto:
Al:A;
al : -,a.

Věta 2.29. Neclrť A, Bjsou libovolná celá čísla, pak platí:
( t) l,nl :| -al ;

(2) A <l.qli
(3) | Al2: A2;
(4) l A . Bl :l.al. lrl ;

(5)|A+Bl <lal+lrl ;

Poznámka 2.30. Vrro ení l{: N + Z grr-rpoidu i do grupy Z je det-tLrovátlo podle pozrrámkv
2.2. pra kaŽdy prvek n e N pr'edpisenr v (n) : {[n + x, xJ; xe N}. I{aždé celé kladné (d.
P irozené) ČÍslo n je tedy reprezentováno dvojicí [n + x, xJ, číslo nula je reprezentováno
clvojicí {x, xJ akaždé celé záporné číslo -n je reprezentováno clvojicí {x, tt + xJ.

obecná teorie

3. Racionální čísla
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Definice 3.1. Neclrť R : (R, *, .), S : í,S, +, .)jsou okruhy. Řekneme. že okruh R lze vno it
do okruhu S, jestliže existr"rje injektivní homomorfismus/okruhu R do okruhu .l

Věta 3.2. Nechť (R, +, .) je komutativní okruh. Pak jsou následující vyroky ekvivalentní:
(1) V okruhu (R, +, .) platí omezeny zákon o krácení,ízn.

Yx,y,z R,x*0: x,y-.x, z + y:z.
(2) Okruh,R lze vno it do tělesa.

Poznámka 3.3. Dťrkaz této věty je konstruktivní, obsahuje konstrukci tzv. podílového tělesa

T okruhu R. Tuto konstrukci nyní popíšeme:

Vyjderne zkartézst<ého součinu ft xR- {0}, ktety označíme M a budemenazyvat mnoŽina

všech zlomkťr okruhu rR. Nechť na M je definována binární relace - definovanátakto:

[a, bJ - [c, dJ + a,d: b, c pro každé dvě dvojicezmnožíny M. (8)

Tato relace - je ekvivalence na M existuje tedy rozklad L{ l- . Množinu t íd rozkladu M |-
označme I Na množinovém systému 7 definujme nyní binární operace sčítání a násobení

následujícím zprisobem. Nechť [a, bJ, [c, dJ jsou reprezentanti dvou t íd systému T. Pak platí

[o, bJ * [c, dJ : [ad+ bc, bdJ, [a, bJ , [c, dJ : [ac, bdJ
Lze dokázat,že algebraická struktura (T, +, .)je těleso. Toto těleso se nazyvá podílové těleso

okruhu R. Nulou tohoto tělesa je t ída {[0, rJ; re R},jedničkor-rt ída {[r, rJ; re R}. Vno ení

v/: R-+ T okruhu R do tělesa T j" definováno pro každy prvek r e Rp edpisem

v(r) : {[, . x, xJ; xe R}.

Racionální čísla

Definice 3.4. Podílové těleso okruhu (Z, +, ) se nazyvátěleso racionálních čísel (Q, +, ,).

Poznámka 3.5. P i konstrukci tělesa (8,+,-) postupujeme podle obecné konstrukce.

Vychozím|<artézs m součinem j" M: Z xZ- {0}, relace - je definovánavztahern (8) pro

R : z. protože se podle obecné teorie jedná o zlomky, budeme uspo ádané dvoj ice z množiny

M zapísovat jako zlomky, tedy místo [a, bJ budeme psát { . Odtud je také z ejmé, proč se'b
v nrnožiné M pro druhé složky všech dvojic nep ipouští číslo nula. Operace sčítání a násobení
jsou definovány vztahy (9); po vyjád. ení pomocí zlomk tedy

a c ad+bc a c ac=- -:-b'd bd ' b (t bd

Racionální čísla jsou podle této konstrukce t ídami rozkladu M |- . Vno,ení V, Z + Q
okruhu Z do tělesa Q je definováno analogicky jako v (l0), tedy pro každy prvek z e Z
pr-edpisem

Analogicky jako tr celych

v, a v 
' 

Ý 
'clsta. l ucnvm oznacenllll

v@:{''*;x Z-{0}}.
x

čísel budeme rozlišovat jeden konkrétní zlornek od racionálního

btrdeme označovat stav, kdy terrto zlomek bude reprezentovat

(9)

( l0)

{l

h
a

b
racionálrrí číslo, zatímco běžnynr zpťrsobem

l3

budeme označovat tellto jeden konkrétní



4 1'B' t2'-2B
pro zjedrroclušení označovat racionální čísla velk,vnri tučnymi písmenY, naP'. A, B, .... Toto
'označení 

není. tak jako u celych čísel, v rozporu s uvedenou konstrukcÍ: vŽdY lze P'ejít

k reprezentaci pomocí uspo ádanych dvojic, nap . A: L , B: ?, .Obě oPerace sČÍt ání a' u, br'
násoberrí lze pak užitímtoltoto označení psát jako

u c atl+bc tt c {lc

b-7= tl' i'd=Ň
Věta 3.6. operace sčítání r, nlrrožině všeclr raciorrálních čísel je komutativnÍ. asociativnÍ. tná

rrer_rtrální prvek, ke každélnu racionálnínrrr číslrr existuje právě jedno ČÍslo oPaČné a Platí
zákony o dělení. Algebraická struktura (Q, +l je tedy komutativní grupa.

poznánrka 3.7. V grrrpě (Q, +) platí analogické vlastrrosti a vztalry jako v gruPě (Z, +), není

tedy nutné je na tomto místě znovu rrvádět. Poznamenejme jen, Že neutrálním Prvkem je ČÍslo

0 nnqňnilm rncinnálrrírrr číslerrr k -' ' tl ln -1. které lze0 reprezentované trídou + a opačnym racionálrrírn číslerrr k číslu ie číslttv Ltrvvg 
h 

9 vr$vr.J... , 
b 

J- 
b,

reprezentovat buďto tt'ídou -g n.6o t ídou +b _b

poznámka 3.8. Arralogicky jako pro celá čísla lze zavést operaci odČÍtání jako P'iČtení
opačného prvku, tedy A - B : A + (_.B),Takto lze snadtlo odvodit bČŽně trŽÍvany vztalr Pro
odčítání zlomkrj:

acl - bc

btl

poznámlia 3.9. operace odčítání má v množině všech racionálních čísel tytéŽ r'lastnosti jako

v tnnožině cetych čísel (d. rrení konrutativrtí ani asociativní).

poznámka 3.10. Nyní se budetrre r,ěnovat operaci násobení v nrnožině všech racionálních

čísel.P ipornenelnedefinici , ; ;=#

Věta 3.11. operace násobení v nrnožině Q je konrutativtlí, asociativní a má neutrální Prvek.

Tímto ner_rtrálním prvkem je číslo ,l reprezentované t ídou zlomk {. Algebraická struktura
{l

(Q, ./ je korrtutativní monoid. Operace násobení je distributivrrí vzhledern k oPeraci sČÍtání

v tnnožině všech racionálních čísel.

poznámka 3.12. Buderne_li zkoumat i existenci inverzních prvkťr a platnost zákon o dělení

vzlrledern k operaci násobení v rrrnožině Q, snadno zjistínre, Že jedinyrn Prvkem, kterY

neumožňuje obecnou platnost těclrto vlastností, je číslo 0. Po jeho odstranění z mnoŽinY Q
m žeme vyslovit následující větu.

Věta 3.13. ( l ) Algebraická struktvra (Q _ {0}, / je kornutativní grupa.

(2) Algebraická struktura (Q. ,+, .) je konrutativní těleso.

{rc
bd
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Poznámka 3.14. Inverzním prvkern k racionálnímu číslu i :" číslo 4 (p edpok lád,áme, žebu
a ž 0 ). Toto číslo vždy jednoznačně existuje (ó r 0 pod|e konstrukce racionálních čísel a

a #Lpodle pedpokladu), nazyváse pevrácené číslo kčíslu + aoznačuje (;) 
' 

. an
b

označení racionálnílro čísla A se p evrácené číslo kromě z*pisu A-1 zapisuje

V množině Q - {0}jsme nyní pt'ipraveni k deí'inici operace dělení.

Definice 3.t5. Dělení v množině Q - {0} ie definováno jako násobení p,evrácenym číslern, d.
A z B - A B-1 . Vyjádeno pomocí definice operace násobení a pevráceného čísla
dostávárne

Poznámka 3.16. P ipomeňme znovu, že existence p evrácenélto čísla i operace dělení jsou
neomezeně definovány v množině Q - {}rt, tedy že skutečně nemriže dojít k ,"dělení nulou".
Pro operace dělení a násobení platí rovněž ada vlastností, z nichž uvedeme nap .:

Věta 3.17. Nechť A, B, C e Q.Pak platí:
(l) (A-l;l : A;
(2) (A - D4 : A-1 . B-';
(3) (A-B')-l:B.Á-';
(4) (A.B').C-| :Á.(B.C)-1 ;
(5) A. (B. C-')' : (A. C) . B-'.

Relace uspo ádání v množině racionáIních číset

Definice 3.18. Nechť A : * ," racionální číslo. Řeknenr e, že toto číslo je kladné a píšeme
b

A > 0.právé když platí ai bjsou buďto obě současně kladná celá čísla nebo obě současně
zápornáceláčísla..Je-li a:0,pakčísloA:0;vezbyvajícímpípaděfiednozčísela,bje
kladné celé číslo a jedno záporné) íkáme, že racionální číslo A j, záporné a píšerne A < 0.

Poznámka 3.19. Je ziejmé, že jeden z p edchozich p ípadri vždy musí nastat. Každé
racionální ČÍslo je tedy bud'to kladné nebo záparné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad
mnoŽiny všech racionálních čísel na čísla kladná. nulu a čísla z*porná. Ve shodě s běžnou
terrninologií zavádírne i označení A š 0 a íkáme, že číslo A j" nekladné, resp. v p ípadě
A > 0 je toto číslo nezáporné.

Definice3.20.NechťÁ,Bjsouracionálníčísla.Řekneme,žeA<
A -B < 0. Je-li A -B:0, pakA: B; vezb;.irvajícímp ípadě proA -B > 0pakplatí
A >B.

l
tez

A

acad
btl bc
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Poznámka 3,21. Je z ejnré,že iv p edchozídefinici jeden z p ípad vždy musí nastat. Relace
usPo ádání vŠech racionálních čísel je tedy lineární. l zde se běžně užívá i neostrá nerovnostA š Bprop ípad A -B š 0 aanalogicky AžB pro p ípad A -B > 0.

Poznámka 3-22. Pro relaci uspo ád ání v množině racionálních čísel a její spojení s operacemi
v množině Q platí analogické vztahv jako v ntnožině celyclr čísel, .t";re je definována i
absolutní hodnota racionálnílro čísla. Vzhledem k tomu, žě 19 ,+, / je komutativní těleso,
nemá smYsl v mnoŽině racionálních čísel zavádět dělení se Žbytkem. platí však zajimavá
vlastnost relace usPo'ádání racionálních čísel, která v množinach priro zenychani cel;ich čísel
nenrá analogii.

Definice 3-23. Uspo ádání v mnoŽině racionálních čísel je husté (tj. (Q,< ) je hustě
uspo ádaná množina), jestliže platí

V*,y e Q* #y; 3ze Q; x < z < y.

Poznámka 3,24. Definice hustého uspo ádání ':íká, že ,,mezi každádvě rťrzn á racionální číslalze vloŽit dalŠÍ racionální číslo". Z te:orie uspo ádanych množin z toho plyne. že uspo ádaná
mnoŽina Q nemá skokY. VYsvětlení této skutečnosti ponecháme na teorii konstrukce reálnych
čísel.

Desetinné rozvoje racionálních čísel

Poznámka 3,25. Je z ejmé, že racionální čísla nevyjad ujeme vylučně ve tvaru zlomku, napt.velmi Často se setkáváme s jejich vyjád ením pomocí desetinnyci rozvoj .

Věta 3,26- KaŽdé racionální ČÍslo lze vyjád it pornocí desetinného rozvoje, p ičemž tentodesetinnY rozvojje brrďto ukonČeny nebo Je perioaicky. [Jkončeny je právě tehdy, je_li dané
racionální ČÍslo tvaru ^: -, tj. obsahuje-li rozklad jeho jmenovatele na prvočinitele pouze2P .5q
prvočísla 2 nebo j.

}Ýástin d' kazu, P i dělení čitatele zlomku jeho jmenovatelem mohou nastat pouze dvěmoŽnosti, Bud'to je zbytek odjistého kroku děIení roven nule, pak je desetinny rozvojukonČenY, Nenastane-li tento p ípad, je rozvoj neukončeny. protože však počet všech
moŽnYclr nenulovYch zbYtk musí byt menš í než i*"rrouutel zlómku, musí se nutně od jistého
kroku zbytky opakovat.

Definice 3.27 - Zlomek, jehož jmenovatel je roven rrěkteré mocnině
desetinny zlomek. Racionální číslo, jehóž desetinny rozvoj je
v rozvinutérn tvaru desetinné číslo.

čísla deset, se naz,llvá
ukončeny, se nazyvá

Poznámka 3.28. P evod záPisu racionálního čísla zezlotnkll na desetinn, rozvojprovádíme
dělením Čitatele jmenovatelem; opačny p evod bud'to p echodenr na áesetinny zlomek atiPravou (v Pr'ÍPadě koneČného rozvoje) nebo užitínr součtu konvergentní geometrické ady.

4. Reálná čísla

Poznámka 4-1. Protože (Q ,+, ,) je komtrtativní těleso, tzn. ze strukturálního hlediska
,,nejbohatŠÍ" strukturou, nelze jiŽ provést její ,,zlepšení". Proto konstrukce reálnych čísel
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nemťrŽe bYt Provedena pomocí podílovych struktur; lze d,okázat, že konstrukcí podílového
tělesa racionálních ČÍsel nedostaneme již nic novélro. Těleso reálnych čísel musí byt
konstruováno na jirré bázi. K tomu lze využít uspot'ádanyclr množin; bud,to teorii ezťr
Pocházející od R. Dedekinda nebo teorii ripln;ich metrick;ich prostor . Zde využijeme
Dedekindovych ezťr. Nejprve opět základní p ehled teorie.

obecná teorie

DeÍinice 4.2. Nechť (E, š) je lineárně uspo ádanámnožina. Dvojice a: (A, B), A cE, B e E
se nazyvá ezv množině { jestliže platí:
(1) A (JB: E,A # O, B * O,
(2) xe Á ,lye B + x{ !,
(3) A nB: a,

Poznámka 4.3. SYstém {A, B} tvo í tedy rozklad rnnožiny E; množina Aje dolní sktrpina ezu
a a množina Bje horní skupina ezu a .

Poznámka 1.1. (TYPy ezri). Nechť a - (A, B) je ez v množirrě E pak mohou nastat
následující čty i p ípady.
Rez l. druhu: MnoŽina l obsahtrje největší prvek a nrnožina B neobsahuje nejmenší prvek;
Řez 2. druhu: MnoŽina,4 neobsahuje největií prvek a množina B obsahuje nejmenší prvek;
Řez 3. druhu: MnoŽina,4 neobsahuJe největší prvek a množina B neobsahuje nejmenší prvek;
Řez 4. druhu: MnoŽina,4 obsahuj. n";uÉtSí prvek a množina B obsahuje nejmenší prvek.

ProtoŽe ezY l. a 2. druhu popisují v podstatě tutéž situaci, budeme je u dalším textu
ztotoŽňovat. KaŽdá lineárně uspo ádaná množina proto rrr že nrít pouz e yezy l., 3. a 4. druhu.

Definice 4.5. Řez 3. drulru zPoznámky 4.4.se nazyvámezetav lineárně uspo ádarré množině,
ez 4. druhu zPoznámky 4.4. se nazyvá skok v lineárně uspo ádané množině.

Věta 4.6. Lineárně uspo ádaná množina, která obsahuje alespoň dva prvky, je hustě
uspot'ádaná, právě když nemá skoky.

P íklady: a) ez l. druhu: E: Q;A: {xe Q. *5 ]rl, B: {xe Q: x > ]} ,.

b) ez 3. druhu: E: Q;A: {xe Q, *' < 2}, B: {xe Q; r' > 2} ;
c) ez 4. druhu: E: Z;A: {xe Z; x š ]}, B: {xe Z; x > 2} ,

Definice 4.7- Lineárně uspo ádaná množina se nazyvá spojitě uspo ádaná. právě kdyžnemá
skoky ani mezery.

DeÍinice 4.8. Nechť (R, š), (S, _<) jsou lineárně uspo ádané množiny. Zobrazeníf .. R +,S se
naz, vá vtto ení (R, _<) do íS, _<), jestliže platí:
(l),íje injektivní;
(2) V*, y g R., x š y + í(x) < í(y).
NěkdY Se Pro toto zobrazeníf užívátéž označení izotonní zobrazení.

Věta 4.9. KaŽdou lineárně uspot'ádanou množinu lze vnot'it do lineárně uspo ádané množiny
bez mezet.
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Věta 4.10. Nechť (R, <)je lineárně uspo ádanámnožina. Označme,Smnožinu všech ezů l. a
3. druhu v množině R. Nechť na Sje definováno uspo ádání takto:

a:(A, B), P:(C, D),,a, P e S: a š P eA gC.
Pak,Sje lineárně rrspo ádaná nrnožina, která neobsahuje mezery.

Definice 4.1l. Lineárně uspo ádaná množina (^, š) z p edchozí věty se nazyvá normální obal
lineárně uspo ádané množiny (R, š).

Poznámka 4.t2. Ztotožníme-li prvky množirry R s ezy l. druhu v R, pak normálrrí obal
množiny R se skládá z prvkťr množiny fi a mezer v R.

Označení 4.13. Nechť (E, _< ) ie lineárně uspo ádaná množina. Pro každy prvek ru e E
budeme její podmnožinu {xe E: x š ru} označovat (mJ.

Věta 4.14. Nechť (& š)je lineárně uspo ádaná množina a nechť (S, š)j. j"jí nornrální obal.
Uvažujme všeclrny ezy l. druhu v množině R (podle poznámky 4.4. je každémtt prvku
re R p i"azen právě jeden ez l. druhu, kde prvek r je největším prvkem dolní skupiny
p íslušného ezu). Označme a : (A, B) libovolny íez l. druhu v množině fi, nechť r e R je
největší prvek množiryt A. Definujrne nyní zobrazeníf : R -+ , takto: Pro každy prvek re R
nechť je jeho obrazem Yez.f(r) v množirrě ,S definovany takto:

í(r):((rJ, R-(rJ).
Pak zobrazeníf : R -+ ,S je vno ení (R, š) do (S, _<).

Reálná čísla

Poznámka 4.15. Zteorie racionálních čísel víme, že (Q, <) je lineárně uspo ádaná množina,
která nemá skoky (uspo ádání je husté). Lze však snadno dokázat, že obsahuje mezery. nap .

^Í1 
j" zcelajistě číslo, které není racionální (nelze ho vyjád it pomocí zlomku).

Věta 4.16. V lineárně uspo ádané množině (Q, < ) existují pouze iezy l. a 3. druhu. Řezy 1.

druhu odpovídají racionálním číslťrm a ezy 3. druhu mezerám v uspot'ádané množině (Q, <).

Definice 4.17. Normální obal lineárně uspo ádané nrnožiny (Q, < ) je lineárně uspo ádaná
mrrožina (ft, <_). Podle věty 4.10. lirreárně uspo ádaná množina (R, < ) neobsahuje mezery:,
existují v ní tedy pouze ezy l. druhu.

Věta 4.18.
(l) Lineárně uspo ádanámnožina (R, <) je spojitě uspo ádaná (neobsahuje mezery).
(2) V*,y fi,x<y; Jze Q:x<z<y.

Definice 4.19. V uspo ,ádané rnnožině (Q, < ) odpovídaj í Ťezy l . druhu racionálním čísl rn a
i,ezy 3. druhu (tj. mezery) odpovídají číslrim iracionálním. Každá mezera v uspo ádané
množině (Q, < ) tedy určuje právě jedno iracionální číslo. Označíme-li množinu všech
iracionálních čísel .I, pak platí R : Q t-l I .

Poznámka 4.20. Protože lineárně uspot'ádaná množina (R, < ) neobsahuje mezety, lze
konstatovat, že každy bod číselné osy je obrazem právě jednoho reálného čísla a naopak,
každé reálné číslo lze jednoznačně znázornit na číselné ose. Uvedené skutečnosti plynou i
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z axiomťt spojitosti, známych z axiomatické teorie vystavby geometrie. Tyto axiomy jsou dva,
Arclriméd v a Carrtorťtv . Zejména Cantorťrv axiom, podle něhož prrinik do sebe za azenych
ťrseček je neprázdny, podstatně p ispívá k p,edstavě obraz reálrrych čísel na číselné ose.

Uspo ádání v množině reáln; ch čísel

Poznámka 4.21. P ipomeňme, že reáIná čísla jsou sjednocením racionálních ez l. a 3.

druhu, tj. každé reálné číslo je raciorrálním ezem. V p ípadě ezu l. druhu jde o číslo
racioná|ní, v p ípadě ezu 3. druhu jde o číslo iracionální.

Definice 4.22. Nechť a:(A, B), P:(C, D) jsou íezy v množině Q Gj. dvě reálná čísla). Pak
platí:

ašB aAe C.

racionálníclr čísel. Pak ez (Q - Q*, Q*) i" reálné číslo, které označíme symbolem a a

nazyvámenulou.Čislo ae Rjekladné.je-li a> 0,číslo ae Rjezáporné,je-li a< a.

Operace v množině reálnych čísel

Definice 4.24.Nechť a: (A, B), b: (C, D) jsou libovo|náreáIná čísla. Položme nyní
Cl: {u+ F;a B, . D},Cl:Q-Cz. PakC: (Ct,C) je reálnéčíslo,kteréllazvetne
součtenr reálnych čísel a, b a značíme a + b.

Věta 4.25. Nechť a, b, c, jsou libovolná reálná čísla. Nechť platí a < b. Potonr platí také

nerovnost a* c < b-l c. (Uspo ádáníreáln; ch číseljemonotonnívzhledemke sčítání).

Věta 4.26. Operace sčítání je v množině všech reálnych čísel komutativní, asociativní. má
neutrální prvek a platí zákony o dělení (rovnice a -| x : b má ešení pro libovolná rcáIná čísla
a, b). Algebraická struktura (R, +) je komutativní grupa.

Definice 4.27. Zpíedchozí větyplyne, že rovnice a,| x: b má ešenípro libovolná reá|ná

čísla ír, ó. Toto ešení píšeme ve tvaru x : b - a a nazveme rozdílem reálnych čísel a, b.

p,íslušná operace se nazyvá odčítání reálnlich čísel.

Definice 4.28.Nechť u: (A, B), b: (C, D/ jsou libovolnáreáIná čísla. Položme nyní:

Cz: {a- ;a B, D},Ct: Q-Cz. PakC: (Ct, C) je reálnéčíslo,kterénazveme
součinem reálnyclr čísel a, b a značíme a ,b.

Věta 4.29. Nechť a, b, c,jsou libovolná reáIná čísla. Pak platí:
(1) í- a) .b - a. (-b) : - (a, b);
(2)(-a).(-b):a.b;
(3) a. b :0 právě telrdy, je-li a: 0 nebo b : 0.

Věta 4.30.
(l) Algebraická struktura (R - {0}, ,)je komutativní grupa.

(2) Algebraická struktura (R ,+, ) je komutativní těleso.
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Věta 4,3l, (Věta o Supfemu a infirnu) Nechť M je libovolná neprázdná podmn ožinarrrnožinyreálnych čísel. Pak platí: 
rs ťvvrl'

( l ) Je-li M zdola ohraničená, exist uje infBM ;
(2) Je-li M shora ohraničená, existuje sippM.

Věta 4.32. (Vno ení racionálních
Nechť a Q. Označme Ro : {xe

je izomorťní vno ení lineárně uspo ádané množiny Q do lineárně uspo ádané množiny lt.

čísel do čísel reálnych)

^R.,x š a}. Pak zobrazeníf: Q ->'R definované prredpisem
í(a) : (Ro, R - R,)

Poznámka 4.33. Z matematické analyzyjsou známy následující definice:
( l ) PoslouPnost {o,}7,=, je cauchyovská, jestliže ke každému t > 0 existuje p iro zené číslo n11

s vlastnostÍ, Že Pro každou dvojici pr'irozenych čísel w, ll ž noplatí lo,, 
_ o,,| < .

(2) PoslouPnost {r,}7=, je konvergentní s limitou Z, jestliže ke každému e > 0 existuje
p irozené číslo np s vlastností, že pro každép irozené číslo n .} n.platí lo,, - LI < .

Je z ejmé, Že kaŽdá konvergentní posloupnost je carrchyovská, opak obecně neplatí. Vnretrickém Prostoru rR je ale každá.uuóhyou.ka po.ioupttost konvergentní, to zname ná, že Rje riPlnlim metrickYrrr Prostorem. Této téorie riplnych prostor lze\yužii tez ke konstrukcitělesa reálnYch ČÍsel místo teorie ez . Nyní naiteau;. několik aiaakict<yctr poznámek.Následuj ící poznárnka je p evzata z publikace [4], s. go - gz.

Poznámka 4,31. JiŽ na st ední škole se setkají studenti s drikaz em, žečíslo Jj nelze vyjád itve tvaru zlotnku. tzn. Že kromě ČÍsel racionálrrích existují ještě čísla iracionální, p ičemžiracionálními ČÍslY jsou ténrě všechny odnrocniny, hodnoty goniometrickych funkcí,logaritmri atd, Studentťtm však většinou .nyUi naroráá geometrická p edstava; velmi těžkoodliŠují PojmY mezeraa skok na číselné ose. Tyto pojrny,-známé jižze starověké matematiky,jsou P itom ke správnému pochopení reálnych čisj iezbytné. Nyní uu.o.ÁJ l;;";;;yreálnych Čísel. aritmeticky a geornetrick}. s oběma ,é setká již žák základní školy.AritmetickYm modelem je pro něj množina všech čísel, geometrickym *oa.t*'eir.rrj 
"."IzomorfiSmus obou modelťr umožritrje nerozlišovat *"á číslenr a jeho obrazem na číselnéose, AritmetickY model je Častější, geonretricky model je p itorrr názornější a pro zaváděníreálnych čísel na školách vhodnější.

Množina lR je:

' tlsPo ádaná ,tj. Pro kaŽdá dvě x,y rt nastane právě jeden z p ípadťr x< y, x: y,x >y:. hustá,tj. Vr,y l?, x < y, Jz e lt..x < z <y,.. archimedovská,tj. Vr,y R,0< x{ y,Jne N..x(n-l)šy<xn;
' sPojitá,tj.kaŽdá neprázdná shora ohraniče ná množina M c lR má supremum.

V geometrickém modelu lze p edchozíčty i tvrzení formulovat názorněji:

' Jsou-li X, Y dva bodY naoseo, nastáváprávějedenzp ípadri:X: y,Xležívlevood y, y
leží vlevo od x.

, Mezi každymi dvěma rtiznymi body existuje bod.

' JestliŽe B je vnitt'ním bodem risečky AX a jestliže na polop ír-rrce lX sestrojíme
PoslouPnost bod Bt : B, Bz, Bs,... tak, že postupně nanášíme ťriečku AB (tedy ťrsečka
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AB,, je n-násobek ťrsečky AB), pak po jistérn počtu krokri p ekročíme bod X (bod X bude
prvkem jisté risečky BuBt).

. Na číselné ose nejsou skoky (díry).

Aritmetickli model množiny lt je méně p ehledny, lze v něm však uskutečňovat všechny
aritmetické operace a dob e rozlišovatmezi racionálním a iracionálním číslem.

od historie k dnešku

Poznámka 4.35. Problém dťrkazu existence iracionálních čísel je velmi stary. Jlž v antickém
Řecku se objevilatzv. první krize matematického myšlení, která se t}kala ,,nesollmě itelnosti
seček". V tehdejší matematice byla známá racionální čísla i to" že jakékoliv racionální číslo

lze p esnou geometrickou konstrukcí zobrazit na číselné ose. Společně se znalostí hustoty
uspo ádání racionálních čísel byl tehdy všeobecně p ijímán názor, že jiná čísla než racionální
neexistují, že každé číslo Lze vyjád it zlomkem a že každl bod číselné osy je obrazem
nějakého racionálního čísla. Objev faktu, že v jakémkoliv čtverci jsou jeho strana a

rilrlop íčka tzv. nesoumě,itelné a že délku rihlop íčky nelze vyjád it zlomkem (má-li strana

čtverce délku a, má ťrhlop íčka délku Jj 4, zptisobil v tehdejší době doslova pozdvižení,
neboť nebylo známo, juk vznikl;i problém vy ešit. Z teo e už vítne, že princip
nesoumě itelnosti znamená to, že lineárně uspo ádaná množina racionálních čísel obsahuje
mezery. Vy ešení problému nesoumě itelnosti , tj. zavedení iracionálních čísel, mohlo bl,t
spěšně teoreticky ukončeno až mnohem později, po uznání aktuálního nekonečna v díle

Bernarda Bolzana.
PrYipomeneme rryrrí Cantorťrv axiom spojitosti, známy z geometrie. Podle něj je prrinik do

sebe za azenych riseček neprázdny. Po uznání aktuálního nekonečna a s tím souvisejícínr
zavedení limitních proces do matematiky lze dokázat, že p i nekonečnérn počtu do sebe
zalazenych ťrseček je prťrnikem pouze jednoprvková množina. P i nekonečném počtu do sebe
zaiazenych tiseček na číselné ose je tedy pr nikern jediné číslo. Proto je možné iracionální
číslo, které je mezerou na číselné ose (racionálnírn Yezem 3. druhr"r), definovat jako prťrnik
nekonečně mnoha do sebe za azenych ťrseček na číselné ose. Levé krajní body těchto riseček
tvo í rostoucí shora ohraničenou posloupnost racionálních čísel, která proto rtrusí mít Iirnitu.
Analogicky pravé krajní body tvo í klesající zdola ohraničenou posloupnost racionálních
čísel, která musí mít rovněž limitu. Obě tyto lirnity se rovnají a jejich hodnota je hledané
iracionální číslo. Uvedeme dva p íklady:
a) Nechť (A, B), A -- {xe Q; *' < 2}, B: {xe Q, ,' > 2} jelezt'etího druhu v množině Q.

Budeme posturpně volit čísla z množíny A i B tak, aby čísla rnnožiny A tvo ila rostoucí
posloupnost a čísla zmnožiny B klesající posloupnost. Tyto dvojice čísel budou krajrrími
body vno enych interval , kteryrni budenre postupně stále p esrrěji aproximovat hodnotu
zvolené mezery (,ezu 3. druhu).

t2 
- 

t. 12 - ,|1 -,I, l -,t, tedy 1< JI <2
(t,42 : ],96; (I,5)2 : 2,25, tedy 1,4 < J1 < ],5

u,4t)2: ],gBB]; (],42)2:2,0]64, tedy 1,41 < J1 < 1,42

(],4142 : ],999396; (1,4I5r : 2,002225 , tedy ],4]4 . J1 < 1,4]5

(1,4141)' - 1,9996788]; (1,41#)2 : 2,00024449, tedy 1,414t . "I1 < ],4]43
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b) Proces PostuPné aproximace iracionálního čísla lze i programovat. p íkladem mťrže byt
P ibliŽné urČení ČÍsla Eulerova čísla e. Víme, že 2 < e < 1 . Dále zmatematické ana$,žy

vítne, Že PlatÍ: !l::(1+]-)": u, Iim (t*1)"*': e, p ičemž první ztěchto posloupností

{(, 
- 
*)'}-, ,. 

---,.*, 

. ,;"; ;.".* 2 druhá z těchto posloupností

{['- :)"- }-, ', 
klesající s prvním členem 4. obecně tedy mrižeme Eulerovo číslo

aproximovatpro n e N pomocínerovností

UvedenY Proces aproximace je nekonečn; a číslo J1 j" tak postupně určováno se stále
větŠÍ P esnostÍ. P i Praktickém počítání v praxi se spokojíme s p esností, která postačujek ešení daného matematického problému.

100-2Ju9g - ,[5] -7,

lt(l+:1' < e< (l+Ly*tnn

Závérečné poznámky k reálnym číslrim

A) Surdické u,rary

Poznámka 4.36. Surdické vyrazy jsou reálná čísla tvaru a t Ji, kde a, b jsou nezáporná
racionální čísla. b není druhou mocnino u žádného racionálního čísla. Jedná o velrni starou
Problernatiku - vzorce pro pravu surdicklich v,yraz znal jlžve l2. století indicky matematik
Bháskara. Pro riPravu surdickycl,tvyraz platí vztahy:(p edpokládáme. že a >Jb > 0)

Y2u2
Pornocí uvedenYch dvou vztah se některé vyrazy s odmocninarni témě ,,zázračněo, upraví,T---:
naP , vYraz./;* zJz -.,/-l -2J1 . Zde a : 3, b : B, podle prvního ze vzorcti je vysleclek
roven 2. Takto lze upravovat i odmocniny zvyšších čísel, nap.

|3I+.l000 : j + Jd,,J*+y+2rfxy *J" +y-2,[xy -2J;.
Poznámka 4.37. Nyní se budeme věnovat upravám vyruzu X : 'JJ; + b _rrtft 4. pokud
"r_----:-rl a - b- j' racionální ČÍslo. pak lze po umocněn í vyrazu X na t etí a ripravě psát
ť:2b*3'\I'-ť X, což je rovnice, ze které lze hodnota ,y vypočítat. Nap . ve vyrazu
'lT + 

' -{S - 
' 

j" n: 5, b :2. Rovnice je potom tvaru ť :4_1X, odkud je jeden ko en
X : ] ihned PatrnY vČetně toho, že další rcálná ešení tato rovnice nemá. Dodejme ještě, že
obdobnY rozbor lze Provést i v p ípadě, kdy ve vyrazu 'rje mezi odmocninami znaménko
plus.
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B) Algebraická a transcendentní čísla

Definice 4.38. Algebraické číslo je takové reálné ČÍslo, které je ko enem nějakého PolYnomu

s racionálními ko-eficienty. Z mÁožiny všech polynomťr, jejichŽ je dané algebraické ČÍslo

ko enem, vybereme polyňom s nejniZŠím stupněm. Tento sturpeň polYnomu je také stuPněm

tohoto algebraického čísla.

poznámka 4.3g. Každé racionální číslo je algebraické. Algebraická je vŠak i ada

iracionálních čísel. Nap . číslo JI i" algebraické, neboť je eŠením rovnice *'-2 : 0, Z

poznatkťr algebry a geometrie plyn e, že pomocí kružítka a pravítka (bez sttrPnice) lze sestrojit

právě a jen ty ťrsečky, jejichž áeir.y jsoualgebraická čísla stupně mocniny dvou. Ztoho PlYne

ne ešitelnost něktei}ch geometri.t Y.n ťrioh jako je kvadratura kruhu, trisekce ťrhtu Či

duplikace krychle (t i klasické problémy antické matematiky),

Věta 4.40.
(l) označme Amnožinu všech algebraick}ch čísel. Pak (A ,+, ,)je komutativní těleso.

(2) Ko eny polynomu, jehož koeňcienty jiou algebraická čísla, jsou oPět algebraická ČÍsla.

Definice 4.41. Transcendentní číslo je takové reálné ČÍslo, které není ko enem Žádné

algebraické rovnice s racionálními koeficierrty.

poznámka 4.42. (Viz t3]) Drikaz existence transcendentních ČÍsel P inesl V roce 1844

francouzsk} matematik Joseph Liouville. Je zíejmé, Že transcendentní ČÍsla musí bYt

iracionálnr, 1e3ictr iracionalimje však ,jiného typu" než nap . u surdick}ch ČÍsel, která jsou

algebraicm. t-t<oy ž od roku t s4o byla ináma existence transcendentníclr ČÍse[, Po adu let se

neda ilo dokázat transcendentnost áuou vyznamn; ch iracionálníclr ČÍsel T a e. AŽ v roce 1873

do|<áza] Hermite transcendentnost čísla e a v roce 1882 Ferdinand Von Lindemann

transcendentnost čísla zr.

poznámka 4.43. Lze dokázat, že v jistém snryslu větŠina iracionálních ČÍsel je

transcendentníclr. Abychom si udělali alespoň obecnou p edstavu o transcendentních ČÍsleclr,

uvedeme vysledek, kter} dokáza|iv roce 1934 Gelfand a Schneider. (Viz [3], s. 100).

Věta 4.44.Nechť a , Bjsou algebraická reálná čísla, nechť P je iracionální ČÍslo a nechť

u # 0, a /. Potom všechna čísla tvaru ap jsou transcendentní.

p íklad 4.4s. podle p edchozí věty 4.44. mezi transcendentní ČÍsla pat í naP Íklad ČÍsla

2J7, 3J5,WYr-Jr',Q * J 3Y, .
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5. Komplexní čísla

Věta 5.1. Těleso reálrrych čísel lze vno it do tělesa, ve kterérn má rovni." 

" 
* ] :0 ešení.

Poznámka 5-2. Dťrkaz je konstruktivní. Konstrukci tohoto tělesa popíšeme. označme C
kartézskY souČin rR x,R ,tzn. C: R xlR : {[a, bJ; a e R, b e R}. Na množině Cdefinujme
operace sčítání a násoberrí takto:

[n, bJ * [c, dJ : fa + c, b + d1,

[a, bJ . [r, dJ : fac -bd, ad + bcJ.
Lze ukázat. Že (C ,+, / je těleso. Neutrálním prvkem vzhledem operaci sčítání je [0, 0J,
neutrálním Prvkem vzhledem operaci násobení je [], 0J; opačn}m prvkem k prvku sá, q j"
dvojice [--a, 4J, p evrácenym prvkem k prvku 1a, bJ, kde a2 + b2 * 0, je usporráánná
J_, ::-- i a _ -b 1 ,clvo.;tce l ,_

La_ +tr,;r_r ). 
Platí [0, lJ ,[0, ]J : [- ], 0J, tj. [0, 11 2+ 

1], 0J : [0, 0] .

Nechť nYníf: R -+ C je zobrazení definované pro každé reálné číslo r e R p edpisemJU) :
[r, 0J Paklje vno ení tělesa (R ,+, .) do tělesa (C ,+, .).

Definice 5.3. Těleso (C ,+, .) se nazyvá těleso komplexních čísel.

Poznámka 5.4. Z p edclrozí definice plyn e, že rovnice A+ X : B má v oboru komplexních
ČÍsel vŽdYjednoznaČné eŠenÍX: B-A atakérovnice A.X: Bmázapodmínky A *[0,0J
v oboru komPlexních ČÍsel vždyjednoznačné ešen í X :4. v oboru komplexníclr čísel tedy

A
lze neomezeně odČÍtat i dělit (kromě ,,dělení nulou"). Snadno lze odvodit p íslušné vztahy:

[a, bJ - [c, dJ : fa -c, b -d] ,

ln,b) | ac + bd bc - act1

Ye:lr, *, ,, *ť ), [c, d/ *0,

Poznámka 5.5. Ve smyslu poznámky 5.2. Ize ztotožnitkaždé reálné číslo r s komplexním
ČÍslem [r, 0J Zápis [0, tJ '* [1, 0J : [0, 0J tedy skutečně znamená" že rovn i"i ;'* j":^ 0
má v mnoŽině vŠech kornplexních ČÍsel ešení. Tímto ešením je kornplerní číslo [0, 1J. Toto
ČÍslo ale nemriŽe byt reálné; zavádíme pro něj označení i anazyváme ho kornplexni;eánott<a.
ProtoŽe zdefinice obou operací sčítání a násobenílze psát každé komplexni číslo-[a, bJ ve
tvaru [a, bJ: [a, OJ+ [0,bJ: [a, OJ + [b, OJ,[0, lJ,lzep iuvedeném ztotožněniaoznačení
psát[a,bJ:a+bi.

Definice 5.6. Zápis a: a * bi se nazyvá algebraicky tvar komplexního čísla a : [a, bJ.
Čislo a Se nazyvá reálná Část komplexního čísla a , číslo b se nazyvá imaginární část
komPlexního ČÍsla a . Ie.li a : 0, íkáme, že číslo a je ryze imaginární. Reálná část
komPlexnílro ČÍsla a se někdy také označuje Rea, imaginární část kornplexrrího čísla a se
někdy také označuje Ima

Poznámka 5.7. Vzhledem k rovnosti i2 : -t platí pro ffIocniny čísla i následuj ícívztahy:
i":/'pťotl=](ruod4),

i" : -1 pro n =2 (mod 4),
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i' :-i pro n = 3 (mod 4),

i' :1 pro n, =0 (mod 4).

V algebraickérn tvaru lze potom zapsat všechny čty i základní operace takto:
(a + bi) + (c + di) : (a + c) + (b + d)i,

(a + bi) -(c + di): (a -c) + (b -d)i,
(a + bi) . (c + di) : (ac -bd) + (ad + bc)i,

a+bi ac+bd bc-ad
,*rli: ď+ť-r ) Ji,

Věta 5.8. V množině všech komplexních čísel C neexistuje relace uspo ádání.

Definice 5.9. Nechť a : a * bi je kornplexní číslo. Pak komplexní číslo

kornplexně sdružené číslo k číslu a . Nezáporné reálné číslo lo| -
absolutrrí hodnota komplexního čísla a.

a:a-bi se
r) Ja-+ó-Se

nazyvá

nazyvá

Věta
(l)
(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(l0)

5.10. Nechť a, P jsou

|o|:S 19 a:0;

|- o|: |o|,

|" l: lo|.lBl,

W,=lfrl-" 
*0;

|o|' _ a.á;

komplexní čísla, pak platí:

a+B-a+ ;

a}=á.B,
l-Rea: 
= 

(u+u),
2

i-
Int u- -'- (a-a).)'

Poznámka 5.11. Víme už, že v oboru všech komplexních čísel lze provádět všechny čty i
základní operace sčítání, odčítání, násobení a dělení (kromě dělení nulou). Nyní se budeme
zabyvat mocninami a odmocninami komplexních čísel. K tomu ale musíme zavést vhodnější
vyjád ení komplexního čísla než je algebraicky tvar,. Znázorníme-li každé komplexní číslo
a* bi geometricky v tzv. Gaussově rovině, bude jeho obtaz ležet v bodě s kartézsk}mi
sou adnicemi [a, b]. Zmatematické analyzy je však známo ještě vyjád ení polohy bodu
pomocí polárních sou adnic. V těclrto sou adnicích se kaftézské prriměty na osy x, y nahradí
vzdáleností daného bodu od počátku soustavy sott adnic a orientovanyrn hlem, kter} svírá
prťrvodič spojující darry bod s počátkem soustavy sou adnic s polop ímkou vyjad ující kladny

směr osy.x. Nap . bod [1, lJ máv polárních sout'adnicích vyjád ení JI ftos 45" + sin 45),

bod/- JS , tJ nrávpolárních sou adnicíchvyjád ení 2(cos ]50"+ sin t50), atd. Vyjád íme-

li tímto zprisobern korrrplexní číslo, eknerne. že jsme ho vyjád ili v goniometrickém tvaru.
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KOmplexní ČÍslo a: a* bi je tedy vgoniometrickém tvaru a: r(cos Q+ i sin a).v tomto
vYjád ení r : |o| u ťrhel rPurěíme pomocí znalostí a, b aznalostí zavedení goniometrick}ch
firnkcí pomocí .i ednotkové kružnice.

Věta 5.12. Nechť a: r(cos Q + i sin O, B: s(cos ty+
Pak platí:

(l) u- P:rs(cos (p+y) + i sin (rp+v4),

@ + -LPo, (E-v) + i sin (q-w D.P,s

i sin V), P *0 jsou komplexní čísla.

Poznámka 5.13. Pro libovolné kornplexní číslo existuje jeho n-tá mocnina. Je-li dané číslo
vYjád'eno v algebraickém tvartt, lze užít binomickou větu, kde mocniny čísla i p evádíme
Podle PoznámkY 5.7. Je-li ve tvaru goniorrretrickém, užijerte tzv. Moivreovu větu. Tento
postup byv á početně snazší.

Věta 5.14. (Moivreova). Nechť a : r(cos q + i sin rp) je libovolné kornplexní číslo. nechť
n e N. Pak platí:

ď : r'(cos nQ + i sin nrp).

Poznámka 5.15. Nyní obrátíme pozornost k odnrocninám komplexních čísel. protože
v oboru C neexistuje relace uspo ádání, nemá smysl uvažovat o kladrrych či zápornych
komPlexních ČÍsleclr, a proto pro každé n e Nexistuj e n-táodmocnina z komplexního čísla a
Označíme-li tuto odmocninu z, platí pro ni vztah, : '4,Iu, tedy z'' : a Poslední rovnice je
vŠak rovnicí binomickou, jejíž ešení je z algebry známé. Víme dokonce , že tato rovnice má n
eŠenÍ, ProtoŽe těleso komplexních čísel je algebraicky uzav ené. Existuje tedy celkem n

odnrocnin n-tého ádu z komplexního čísla a.

Věta 5.16. Neclrť je dána binomická rovnice z" : a. Číslo u vyjád ínle v goniometrickém
tvaru jako a: r(cos Q+ i sin rp), pak ešení dané rovnice je:

zk :<fiko, rP+ 2kn t i sitl rP+ 2kn 
), k : 0, I, ..., lt- ].

Poznámka 5.17. Postupnym konstruovátrím jednotlivych číselnych oborri od polookrulru
ČÍsel Pr'irozenych aŽ k tělesu konrplexních čísel jsrne dospěli ke struktu á, která je
z algebraického hlediska .,nejbohatší". I když v C neexistuje uspo ádání.lzeprovádět všechrry
Čty i základní operace (kronrě děIení nulou) a pro každé komplexní eislo existuje jehl
mocnina i odmocnina libovolného ádu. Těleso konrplexních čísel je algebraicky uzaviené,
tedY kaŽdy polynom stupně n máv C právě n ko enťr (počítáme_li každy tólikrát. kolik je jeho
násobnost). Proto již z praktickélro lrlediska nemá větší vyznam zkoumat další nróžňosti
rozŠÍ'ení tělesa komPlexních čísel. I když existuje rozší ení na těleso kvaternion , není ťrčelné
se na tomto nrístě touto problematikou zabyvat.
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6. Cyklické grupy

Poznámka 6.1. V dalŠÍm textu buderne někdy (nebude_li možno dojít k nedorozumění)
algebraické struktury označovat pouze symbolem jejich nosné množiny, tzíl. nap . místo
oznaČení grupy (G, +/ budeme psát pouze G. Text této, 6. části, je volně zpracován podle
publikací [9] a Il l], v nížlze nalézt i dťrkazy jednotlivych tvrzení.

Poznámka 6.2. Neclrť G je grupa. Ze základního kurzu algebry víme. že pr nik libovolného
počtu podgrup grupy G je rovněž podgrupa grupy G.

Věta 6.3. Nechť G je grupa, neclrť M je libovolná podmnožina množiny G. Symbole 
^ (M)

oznaČme prrinik vŠech podgrup y G, které obsahují množinu M. pak (tt) je nejmenší
podgrupa v G (z htediska její mohutnosti), obsahující množinu M.

Definice 6.4. Podgrupa (U) se nazyvápodgrupa generovanámnožinouM. Je_li M: {a}, pak

budeme psát (a) a hovo it o podgrupě generované prvkem a .

P Íklad 6.5. G : {l, 2, 3}, S(G) : {e, a, b, c, d,í} j" grupa všech permutací množiny G, kde:

,=( ' 2 
'],., -(' 2 

'j", _( ' 2 
').(/ 2 3) (1 _r 2)'" (z ] 3)'

,=(', i ',),o=[j ', )),r:[j ; ;]
Sestavíme operační tabulku grllpy (S(G), o), kde o je operace skládání permutací:

o eabcd
f

e

a
b
c
d
f

e

b

ea
í
ae
c
bc
d
cb
a
d.f
b

.íd
e

bccl

d,fb
eoÍ

"fde

Grupa (S(G), o) má tyto podgrupy:
Ht : {e}, Hz : {e, a}, Hs : {e,

Pak platí:

(u) : a,, (o) : ar, (b) : H3,

Věta 6.6. Nechť Gje grupa, neclrť tt e G.

br', H,t: {e,.f}, Hs : {e, c,

(r) : (a) : H5, (.f) : ur,

potom (o) : {oo; k Z} .

drl, Ho: S(G).

({o,t}) : Ho,
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Definice 6.7. Grupa G, která je generovaná jedním prvkem, d. G : (o), se nazy,rá cyklická
grupa. Prvek a se naz, vá základní prvek cyklické grupy.

P íklad ó.8.
a) Grupa G : {], - ], i, -irt Čtvnych odmocnin z jednéje cyklická, základními prvky jsou

bud'i nebo -i.
b) Grupa (Z, +)je cyklická,základními prvky jsou bud'l nebo -l.c) Grupa (Zou +)je cyktická.základní pivek-ie C,

DeÍinice 6,9, Nechť G je konečná gfupa. Pak počet prvkri této grup y se nazyvá ádgrupy G .

Věta 6,10, (Lagrange) V libovolné konečné grupě G i" ád této grupy G dělitelny ádemkaždéjejí podgrupy.

Věta 6.11. Nechť G : (o) je konečná cyklická grupa ádrr n (tj.
Pak prvek ak je základním prvkem grupy G eNSD(k, n) : 1.

P íklad 6.t2. Grupa (Zd,+)je cyklická grupa ádu 6,základními

G : {n : tlq, Ql, Q2, ..., arr-] }),

prvky jsou C'l nebo C]s.

\
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7. Faktorové struktury

Definice 7.1. Nechť (G, / je grupoid. Nechť X, Y e G.Pak součinem množin X, y rozumíme
mnoŽinu X'Y: {z; Z: X,li x X, y Y}. Je-li jednazmnožinX, )'jednoprvková" nap .

X : {x.i,Pak místo zápisu {*} , Y budeme psát pouze x . }'nebo stručně x}.

Definice 7.2. Nechť (G, l je grupoid, nechť a i" rozklad na množině G. pak Q nazveme
vYtvo ující rozklad na grupoidu G, jestliže pro každé dvě t ídy X, y e d) existrrje t ída Ze t)
svlastností X , Y g Z. Položíme-li X oY : Z, pak (Q, .) ie grupoid, ktery nazyváme
faktoroid grupoidu G (nebo krátce faktorgrupoid).

P Íklad 7.3. a) Nechť (G, ,) je libovolny grupoid. Pak nejhrubší rozklad {)t : {G} i
nejjemrrější rozklad Q : {{grl; g Gl jsou vytvo.ující.
b) Nechť m ie pevné p irozené ČÍslo větší rrež dvě. Neclrť Z.: {Co, ..., C._l}je rozklad
mnoŽinY Zna zbytkové tr'Ídy. Pak tento rozklad je vytvo ující a (Z, ,+) ie fakiorgrupoid
grupoidu (Z ,+).

Definice 7.4- Nechť (G, / je grupoid, neclrť :- j. relace ekvivalence na G. pak _: je relace
kongruence na grupoidu (G, .),jestliže platí

a =b + a. c = b. c, c - a = c. bprolibovolné a, b, c e G.

Věta 7.5. Necbť (G, ) je gruPoid, nechť :- j. relace ekvivalence na G. pak jsou následující
vyroky ekvivalentní:
(l) Relace _-- je kongruence na (G, .),.

(2) a =b, c =d + a.c = b.d pro libovolné a, b, c, d e G.

Věta 7.6. Nechť (G, ) je grupoid, nechť =je relace ekvivalence na G ,neclrť Q i" rozklad na
G P ÍsluŠnY ekvivalenci :-. Pak relace _: je kongruence na grupoidu (G, .), právě když Qie
vytvo ujícím rozkladern.

Věta 7.7. Nechť (G, y' je grupa, nechť (H, -)je podgrupa grupy G. Pak {a. H; a e G}, resp.
{H - a; a e G}jsou rozklady na G.

Definice 7.8. Nechť H je podgrupa grupy G. Pak rozklad {a. H; a e G}, resp. {H. a; a e G}
se nazYválevY, reSP. pravy rozklad grllpy G podle podgrupy H. označení: G4H, G/pH. T ída
a ' H, resP. 11 , a tohoto rozkladu se naz vá levá, resp. pravá t ída prvku a vzhledem
k podgrupě H.

Poznámka 7.9. Z p edcl,1ozího plynou následující dťrsledky:
l. a a.H,aeH.a(neboť a:a.e-e.a,ee I:I),

2. H e G/tH, H e G/rá (neboť H : e. H : H. n),
3. X a, H e x,H - a, H (tedykaždá levá tr'ída je určena libovolnym svym prvkern;

podobně pro pravé t ídy),
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4. H.H:H.
Věta 7,|0, Nechť (G, ')je gruPa. nechť (H, ,)je podgrupa grupy G, nec hť a, b e G.pak platí:(1) a, b pat í do jedné t ídy G4a a '. b e H,
(2) a,b pat í do jedné t ídy G/eH e b.a-le H.

Věta 7,11, Nechť ÍG y' je grupa, nechť (H, ) je podgrupa grupy G, nechť a, b e G jsou
libovolné PrvkY. Pak existují následující bijektivn í zobrazení_f ; a.H -+ H.o, g; a.H + b.H,h:G4H+G/pH.

Poznámka 7,12, T ÍdY rozkladu jsou stejně početné vzhlede,rn k dané grupě. Všechny t ídyrozkladu (Pravé i levé) jsou stejně početně urňl.d.* k libovolnému prvku. počet t íd v levémi pravém rozkladu vzhledem ke stejné podgrupě je stejny.

Definice 7,13, PodgruPa H gruPY G se nazyvá invariantní podgrupa (něk dy též normální
ctělitel), jestliže pro každy prvek a e G platí a.H : H.a.

Věta 7'14' Nechť ÍG l je gruPa, nechť (H, / je podgrupa grupy G. pak jsorr následujícívyroky ekvivalentrrí:
(1) áje normální dělitel.
(2)h H,8 Glibovolně= g-'.h.g H,
(3)ge Glibovolně =+ g-l.H.g:H,
(4) G/l H: G/, H,
(5) G/l H, G/plljsou vytvo uj ící rozklady na grupě G.

Poznámka 7,15, Je-li H je normální dělitel v grupě G, pak G/t H : G/rá. proto se v tomtoP ÍPadě uŽÍvá Pouze oznaČení G/ H. Rozklad G/ H je vytvo ujícím rozkladenr na G.Poznamenejnre jeŠtě, Že v komutativní grupě je každápoag.upa invariantní.

Poznámka 7,16, Zteorie cYklick ch grup víme, že ádem konečné grupy je počet prvk tétogrupy,Dále je dokazována Lagrangeova věta, podle které v konečné grupě je její ád dělitelnyádern kaŽdéjejí PodgruPY. ootuoá;. ptyn 
",'i"konečná 

gťupa, jejížpočet prvkťr je prvočíslo,má Pouze dvě PodgruPY: triviálni u i.b" samu. Pro každóu iton.čnou) podgrupu í1 konečnégťuPY G dále PlatÍ, Že PoČet prvkri ve všech t ídách rozklad G4 H, G/o H jestejny a je roven
PoČtu Prvkťr Podgrupy H, aŽe poČet t íd rozk ladťl G4 H, G/p H jerovněž stejn;f .

Definice 7,17, Necht' H je podgrupa koneČné grupy G. Pak systérrry G/l H, G/pHmají stejnypočet t íd" ktery se nazyvá index pódg.upy H v grupě G.

Věta 7,18, Nechť H je podgrupa koneČné grupy G. Pak ád grupy G je součinem áduPodgrrrPY H a inderu podgrupy áu g.upc c. Óersíedkem je Lagrangeova věta.)

Věta 7't9, Nechť (H, ') je invariantní podgrupa grupy (G, /. pak faktorgrup oid (G/ H ,o) jegruPa, JednotkovYrn Prvkenr této grupy je t ída H a plro libovolné x, ! ďptati:(x,H). (y.H):(x.y).H, (x.H)-' :*'.H,
Definice 7,20, Nechť (H, ,) je invariantní podgrupa grupy (G,./. pak faktorgrupoid (G/H,")se nazyvá faktorgfupa grupy G podle norrrritlní podgru pi-H

30



Věta 7.21,. Všechny vytvo,ující rozklady na grupě jsou právě rozklady grupy vytvo ené jejími
invariantními podgrupami, tedy jediné faktorgrupoidy grupy jsoujejí faktorgrupy.

P íklad 7.22. V p íkladu 6.5. byla uvedena grupa (S(G),"/ permutací t íprvkové množiny a
všechny její podgrupy. Uvažujme dvě znich, a to nejprve podgrupu H : {e, a} a potom
podgrupr"r K : {e, c, d}.Platí:
a) S(G)/ H: {{r, a}, {b, c}, {d,í}_}, S(G)/uH: {{u, r}, {b, d},{r,í}},tj. S(G)/ H + S(G)/pH.

Podgrupa H není invariantní. Rád podgrupy /je 2, její index je 3.

b) S(G)4 K: {{", c,d}, {a, b,í}}, S(G)lpK: {{r, c,d}, {r, b,J}}, tedy S(G)/l K: S(G)/oK.
Podgrupa K je tedy invariantní a platí S(G)/K: {{e, c, d}, {a, b,í}}. Řádpodgrupy K je 3,
její indexje 2. Označme nyní t ídy rozkladu S(G)/K, nap . E: {", c, d}, A : {r, b,f}, pak
f'aktorgrupa (S(G)/ K , o ) grupy (S(G),./ je určena operační tabulkou

Definice 7.23. Nechť (R,+,) je okruh. Neprázdná množina I gR se nazyváideál okruhu R,
jestliže platí:
(l),,jeI+i-jeI,
(2)ie I,r e R=+ i.reI,r-ie I.

Poznámka7.24. Platí. že (I ,+, .)je podokruh okruhu (ft ,*, .) a (I ,+) je invariantní podgrupa
grupy (R,+).Rozklad (R,+)/U,+/ budeme značit pouze R/I. Poznamenejme dále, žekaždy
okruh obsalruje dva základní ideály, a to nulovl ideál {0n} anevlastní ideál fi.

Věta 7.25. Nechť R je okrr"rh, Ijeho ideál. Pak rozklad R/I je vytvo ující rozklad na grupoidu
(R, .).

Věta 7.26. Nechť ft je okruh, 1jeho ideál. Pak (R/ r ,*, ) se okrulr, jehož operace jsou
definovárry následujícím zp sobem: Nechť o, ó jsou libovolné prvky množiny R. Pak platí

(a+ D + (b+ D -- @+ b)+ I, (a+ D.&+ I): (a.b)+ I.

Definice 7.27. Nechť R je okruh, 1jeho ideál. Pak okruh (R/ I ,*, l se nazyvá faktorokruh
okruhu R podle ideálu I

Věta 7.28. Nechť (R ,+, / je okruh a l) vytvo ující rozklad na grupoidech (R ,+) i (R ,.),
tentyž na obou těchto grupoidech. Nechť I e Q j"tat ída,která obsalruje 0n. Paklje ideál
okruhuRaplatí R/I: Q.

Deíinice 7.2g. Nechť .R je okruh, 1jeho ideál. Řeknem e, že prvky a, b e R jsou kongruentní
podle ideálu 1, jestliže platí a -be 1. Píšeme a =b (I).

Věta 7.30. Nechť R je okruh, 1jeho libovolny ideál. Kongruence podle ideálu /je kongruence
na grupoidech (R ,+) i (R ,.), rozklad pr'íslušny této kongruenci je R/ I .
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Věta 7.31. Nechť (R,+, l je okruh. Pak všechny kongruence na grupoidech (R ,+) i (R,.)
jsou kongruencemi podle některélro ideálu okruhu R. Každy faktorokruh okruhu R j" tedy
faktorokruhem podle některého ideálu. okruhu .R,

8. Svazy a Booleovy algebry

Definice 8.1. Svazem nazyváme algebraickou strukturu S : r,S, A , v) se dvěrna binárními
operacemi pr sek ( ,r) a spojení (v), které splriují pro každé t i prvky a, b, cg , následující
podmínky:
(l) a (b ,r c):(ax b)

(2) aAb:b ,n. c!.,avb:
(3) a A a:a, ava:a,
(4) a   (cv b) :a, av(ct

Poznámka 8.2. Svaz lze také definovat jako uspo ádanou množinu (S, š ), v níž pro každé
dva prvky a,b existuje jejich infimum ( ozn. n) a supremum (ozn. v).

A c, av (bv c):(av b)v c,,
bv {l)

A b):a.

Definice 8.3. Svaz í,S, A , v) se nazyvá:
(1) distributivní, jestliže pro každé a, b, ce S platí a x (b v c) : (a

av(b r' c):(avb) ,n. (avc);
(2) modulární,jestliže pro každé a, b, ce ,S splňující a š c platí a v (b
(3) komplementární, jestliže má nejmenší prvek 0 a největší prvek

ae S existuje jeho konrplenrent, tj. prvek be S s vlastností a v b :
(4) booleovsk}. je-li distributivní a komplenrentární (pak jsou

zr b) v(a n c),

zr c):(av b) ,r c;
1 a ke každénru prvku
1, a n b:0;
komplementy určeny

jednoznačně);
(5) plny, jestliže pro každou podmnožinu rnnožiny ,S (i nekonečnor-r) existuje její supremum

a infimum.

Definice 8.4. Svaz, ktery je plny, distributivní a kornplementární (doplňkovy), se nazyvá
Booleova algebra.

Poznámka 8.5. Booleovu algebru je možno definovat p ímo, bez využití svazové
interpretace. To je obsahem následující definice.

Definice 8.6. Nechť B je neprázdná množina, nanížjsou definovány dvě binární operace *, .

a jedna unární operace' (doplněk), splňující pro každé x, , z c B následující axiomy (syrnbol

pro násobení budemebez jrny na srozumitelnosti často vynechávat):
x+ ! --y + x,

x+(y*z):(x+y)+z,
x-(y+z) :(xy)+(xz),

x+O:X,
,\-'xŤ.tr -I,

Pak algebraická struktura (B, +,

Poznámka 8.7. V interpretaci Booleovy algebry pomocí svazťt je operace sčítání (ozn.+)
jinym označením operace spojení (ozn. v) a operace násobení (ozn. .) jinym označenítrr

(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

X},:l"x
x(yz):(xy),

x+(yz):(x+y) .(x+z)
x.l:x
.,T.Jť'-0.

./ se nazyvá Booleova algebra.
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oPerace Prťrsek (ozn. n). Pro ,,poČÍtání" v Booleově algeb,e platí kromě axiomťr z det,inice
ada zajímav' ch pravidel. Někte ré z nichjsou obsahem následuj ící věty:

Věta 8.8. Nechť (B, +, - )je Booleova algebra, nechť x, ye B. Pak platí:
(l) &') :x,
(2) ]':0, 0':],
(3) x*x:X, X.x:X,
(4) x+]:I, x.a:g,
(5) (x+y)':x'-!', (x.y)':;'*y',
(6) x+(x-!):x, x.(x+!):x,
(7) x*(x'.y):x+y, x.íx'-t-y):x.y,
(8) X+y:Qgx:O&y:0, x.y:]gx:] &y:],
(9) x:y exy'+ xy:0 )

(l0) x:y e(x+y').(x'+y):]

Poznámka 8.9. V Booleově algeb e platí princip duality: Nechť q je platná formule
BooleovY algebry. JestliŽe v této formuli nahradírne operaci sčítání násibením a naopak,
oPeraci násobení sČÍtáním, a dále zaměnínre prvky Q 1, dostaneme opět platnou formuli
Booleovy algebry. Jako ilustrace mťrže sloužit p edchozí definice a věta.

Poznámka 8-10. Existují dva nejvyznanrnější modely Booleovy algebry, a to množinová
algebra a algebra pravdivostníclr hodnot vyrokri.
a) MnoŽinová algebra. Nechť M je nepréadná množina. Nosičem .B Booleovy algebry bude

sYstém 2Ia vŠechPodmnožin množi iy M,roli operace sčítání bude lrrát operace sjednocení
mnoŽin a roli oPerace násobení bude hrát operace prťtnik množin. Jako doplnek prvku
BooleovY algebry bude vystupovat doplněk množiny v množině tr{. prvkem 0 bude
prázdná množina, prvkenr 1 základní množina M.

b) Algebra Pravdivostních hodnot vyrokťr. B: {0, t}, jako operace sčítání bude figurovat
disjrrnkce vYrok , jako násobení bude figurovat konjunkce vyrokri. Roli doplňku bude
lrrát negace vyroku, prvkem 0 bude nepravdivy vyrok, prvkem i pravdivl vyrok.

V tomto smYslu lze konstatovat, Že množinová algebra i algebrá pravd-ivostních lrodnot
vyrokri rnají tentyž matematicky základ.

P íklad 8.11. Zjednodušte zápis množirry:

" (AnEnC)u[(DnA)'L)BJ'
Rešení: Zadany zápis rlrnožiny p epíšerne

u(E n C' nA) u rB uD)' nAJ" .

do Booleovy algebry. Dostaneme booleovsk}
vyraz, kter} upravíme:
aec -| tkl.a) ' + bJ '+ er'a + [(b
ae+ab':a(e+['1.

+ d)' nJ : ae(c 4 c') * clab' + b' d'a : ae * ab' (d + cl^) :

Po zPětném P episu do symboliky množinové algebry dostaneme hledané zjednodušení:
A n(E tlB').
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operace pr sek (ozn. n). Pro ,,počítání" v Booleově atgeb,e platí kromě axiomťr z definice

ráca zajímavych pravidel. Některé z nichjsou obsahem následující věty:

Věta 8.8. Nec\:ť (B, +, . )je Booleova algebra, nechť x, ye B. Pak platí:

(l)
(2) ]':0,
(3) x*x:x,
(4) x+ I: l,
(5) (x+y) ': x" !' ,

(6) x+(x,y,):x,
(7) x+(x"y):x+!,
(B) x+!:Qgx:0 a

(9) x

( l0) .x

(x')' : X ,

0' : ],

X,x:X,
x,0:0,

(x,y) ' :x'*y',
x.(x+!):x,
x,íx'+y):x,y ,

y:0, X.y:]ax:] &.v:],
:)) a X.}r'+ ,'y:0 )

:y e (x+y')-(x'+y):l

poznámka 8.9. V Booleově algeb e platí princip duality: Nechť a je Platná formule

Booleovy algebry. Jestliže v tétó formuli nahradír,ne operaci sČÍtání násobenÍlll a naoPak,

operaci narob.ni sčítáníffi, 8 dáIe zaměnínre prvky 0, 1, dostaneme opět Platnotr formuli

Booleovy algebry. Jako ilustrace mriže sloužit p edchozí definice a věta.

poznámka 8.10. Existují dva nejvyznan-rnější modely Booleovy algebry, a to mnoŽinová

algebra a algebra pravdivostních hodnot vyroku.
a) Množinová algebra. Nechť h{je neprázdná množina. NosiČem B BooleovY algebry bude

systém 2il všech podmnožin množi ny M, roli operace sčítání bude lrrát operace sjednocení

množin a roli operace násobení bude lrrát operace prťtnik množin. Jako doPlněk Prvku
Booleovy algebiy bude vystttpovat doplněk množiny v množině 

^,{. 
Prvkem 0 bude

ptázdná množina, prvkenr ] základní množina M.

b) Algebra pravdivostních hodnot vyrokťr. B : {0, 1l, jako operace sČÍtání bude figurovat' 
disJrrnkcó v rokťr, jako násobení bude figurovat konjunkce vyrok . Roli doPlňku bude

hrát negace vyroku, prvkem 0 bude nepravdivy vyrok, prvkem 1 PravdivY vlirok.

V tomto smyslu 1ze konstatovat, že množirrová algebra i algebra pravdivostních lrodnot

vyrokri rrrají tentyž matematick} základ.

P íklad 8.11. Zjedrrodušte zápis množiny:

(A nE nC) u[(D nA)'tlBJ'u(E n C'nA) u[(B uD)'nAJ
Řešení; Zadany zápis nrnožiny p epíšerne do Booleovy algebry. Dostaneme booleovsk}

vyraz, kter} upravíme:

aj.ec * tkta)-+ bJ'+ rr'a+ [(b + rt)'rJ: ae(c + c-) + clab'+ b'd'a: ae * ab'(d+ d'):
ae * a.b': a(e + b').

po zpětném p episu do symboliky množinové algebry dostaneme hledané zjednoduŠenÍ:

A n(E tlB').

a1JJ



9. Číselné soustavy

Poznámka 9-1. Problematika zápisri čísel prováaí lidstvo už od starověku. Je známá ada
Poznatkťr o zPťrsobech numerace během historického vyvoje, nap . numerace ve starém
EgYPtě a MezoPotámii, l1ul"nerace antického Řecka a Říma nebo nrn,.1u.e starych May .

Jedrrá Se o velmi zajímavé otázky, kter}mi se však na tomto místě nemťržerrre zab ,iat.
Konstatujme PouZe, Že během vyvoje se vykrystalizovaly dva typy číselnych soustav, a to
PoziČní a nePoziČnÍ. Základní rozdílj" utom, že nepoziční soustavy nerozlišují ádčíslice
v záPisu ČÍsla, kdeŽto PoziČní soustavy ano. Většina numeračních soustav v dávné historii
bYla nePoziČní (Egypt, Mezopotámie, Řecko" Řím;' zatímco v dnešní době se užívaji
vYhradně PoziČní soustavy. Jediná nepoziční soustava, se kterou se ještě dnes m žeme ,.*át,jsou rrrrské ČÍslice. Uvědomme si ovšem, že s ímskymi číslicerrri nepočítárrre (neprovádíme
Žádné PoČetní vYkony). slouŽÍ pouze jako zápisy letopočtťr atp. poziční soustavy, jak už bylo
eČeno, rozliŠují ád ČÍslice. Proto je pot eba mít určen tzv. iáklad poziční číselné soustavy.

Dnes se uŽÍvá Pro běŽné poČÍtání vyhradně soustava se základem deset (desítková soustava).
Ve vYPoČetní technice se mťtŽeme setkat ještě se soustavami, jejichž základem jsorr některé
mocninY ČÍsla dvě (soustava dvojková, čty ková, osmičková a šestnáctková). pozičním
ČÍselnYm soustavárrr bude věnována tato kapitola. Budenre sezabyvat ptyevody zápistlčísel a
PoČetními vYkonY v nedesítkovych číselnych soustavách. Z ejmě se m žeme omezit pouze na
kladná ČÍsla; zaČneme čísly p irozenymi a následně si uvedenre i p evody zápis čísel
racionáIních.

P Íklad 9.2- NePoziČní soustavy nerozlišují ád číslice,zatímco poziční soustavy ano. Tedy
naPtY. v záPise ÍmskYrni ČÍslicemi je číslo I l I rovno t em, zatímco v desítkové soustavě je
ČÍslo 11 l rovno sto jedenácti. Nepoziční soustavy nemají symbol pro nulu, ktery je naopak
v PoziČních soustavách nutny. Nap . čísla stojedna, tisic jeanu jror-, zapsána v clesítkové
soustavě l 01, l 001, zatímco pomocí ímskych číslic C I, M I.

Věta 9. 3. Nechť z je pevně zvolené p irozené číslo větší rrež jedna, nechť a je libovolrré
p irozené číslo. Pak platí:
(l) Existuje p irozenéčíslo n s vlastností zn š a < z'r*l .

(2) císlo a lze vyjád it právě jedním zpťrsobem ve tvaru

o:an2n * att*]zu-| + ar_2Z"-2 +... + a:z2 * atz* LI|,
kde zli , i : 0, ], 2, ..., njsou nezáporná celá čísla nrenší než z.

Definice 9.4- Nechť platí oznaČení p,edchozí věty a pro čísla a, n platí vyjádrrení (*). pak
'Íkáme. Že jsme ČÍslo a vyjád ili v číselné soustavě o základL| z. Zkráěěně píšeme a :
(ara,:...ao), , P iČernŽ závorky lze v zápisu vynechat. Čislo z nazyváme základ číselné
soustavY, sYmbolY ai, i : 0, ..., n se nazyvají číslice (cifry). o číslici 

-cti 
íkánte,ž.-je ádu i,

číslo z'senazyvájednotka ádu i pro i:0,-..., n.

Poznámka 9.5. Je-Ii z > ]0, Plyne zp edchozívěty,že v soustavě o základu emusí existovat
právě z r znych cifer 0, ], z - t. protože v běžně užívané desítkové soustavě nráme
k disPozici Pouze deset ciťer 0, ..., 9, je nutno doplnit další symboly. podle rnezinárodní

(*)

},
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konvenceseužíváA: ]0, B: ]],C: ]2,D: 13,E: ]4, F: ]5. Soustavy ozákladu
větŠÍm neŽ l6 se již nepoužívají, proto není pott'eba zavádět další symboly.

Poznámka 9. 6. (Porovnávání čísel). V každé poziční číselné soustavě plati stejná pravidla
Pro Porovnávání ČÍsel jako v soustavě desítkové (obecně není problém ově it). Konkrétně
tedY PlatÍ: Obsahuje-li zápis p irozeného čísla a v číselné soustavě o základu z právě n číslic
(ČÍslice nejvyššílto ádu je nenulová), pak z"-l š a < z". Jsou.l i zapsánadvě p iro zená čísla a,
Ó v číselné soustavě o stejném základu (číslice nejvyššího ádu jsou nenulové), pak platí:
l . To číslo, v jehož zápisu je více číslic, je větší.
2. MajÍ,li zápisy obou čísel stejny počet číslic, pak je větší to číslo. v jehož zápisu číslice
nejvyššího ádu označr.rje větší p irozené číslo.
3. Nechť dvě rtlzná čísla a, ó jsou zapsánav téže soustavě zápisem o stejném počtu číslic" tj.
(ararq...ao),, (brbrl...bo),. Existuje-li číslo k(0 š k < r) svlastnostía; :blproi:n,fi-],...,
k+ ] , at # bp , pak r,ětší je to číslo, v jelrož zápise číslice ádu k označuje větší pt irozené číslo.

Poznámka 9. 7. (P evádění zápisťr p irozen ch čísel) P i p eváděn í zápisu p irozenélro čísla a
z desítkové soustavy do ČÍselné soustavy o zákIadu e postupujerne tak, že číslo a vydělíme
ČÍslem z se zbYkem. V dalším kroku vezmeme ne pln} podíl p edchozího děle ní a opět
dělíme základem soustavy. Takto pokračujeme tak dlouho, dokud není neťrpln;i podíl roven
nule (Po koneČném poČttr dělení tento p ípad musí nastat). Hledan zápis čísla a v soustavě o
základu zje urČen vŠemi zbytky po všech provedenych děleních, které napíšeme vedle sebe
poČÍnaje od posledního k prvnímu. P i praktickém p eváděni využíváme nejčastěji
jednoduché schéma o dvou sloupcích, které si ilrrstrujeme nejprve pro a : 986, z : 4, pak pro
ct : 2507, z : 16. Do prvního ádku zapíšeme do záhlaví čísla a, z, do levého sloupce píšeme
ne plné podíly a do pravého sloupce zbytky. Vyslednj, zápis pak získ áme zapsáním zbytkr)
.,odsPodu nahoruoo. Obráceny p evod z nedesítkové do desítkové soustavy se provádí
rozvojem v nedesítkové soustavě.

P íklad 9. 8.

986 4
246 2
61 2
15 1

33
03

986:33l224.
ZkouŠka: 3]22l :3. 11 + 3. 13 + l . 42 + 2. 4 + 2:J. 256 + 3. 64 + ]6+8+ 2 : 98ó.

P íklad 9.9.

2507 ]6
156 11
9 12
09

2057 : 9CB16.

Zkouška:9CB16--9. ]62 + 12.16+ t]:g.256+ 12.
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Povšimněme si. že v p ípadě z > 10 pr*episujeme dvouciferné zbytky pomocí písmen a opačně,
p irozvoji čísla místo písmene použijerne p íslušné dvouciferné číslo.

Poznámka 9. 10. Na základě poznámky 9.7. lze nyní p,evést zápis jakéhokoliv p,irozeného
čísla z desítkové soustavy do nedesítkové a naopak. V p ípadé, že chceme p evést zápis
p irozenélro čísla zapsaného v nedesítkové soustavě do jiné nedesítkové soustavy, je
nejvyhodnější p echod p es desítkovou soustavu. Existují ovšern p ípady (a jsou hojně
využívány zejména v informatice), kdy lze takovy p evod mezi dvěma nedesítkovymi
soustavami provést p ímo. To lze provést tehdy, jestliže pro dva základy soustav z ! , 22 platí
vztah zl : z2" pro nějaké p irozené číslo n. Sohledem na praktické využití jsou driležité
zejména p ímé p evody mezi soustavou dvojkovou a čty kovou, dvojkovoll a osrničkovou,
dvojkovou a šestnáctkovou" resp. mezi čty kovou a šestnáctkovou. P evody se provádí na
základě následuj ící věty :

Věta 9. 11. Nechť pro dva základy soustav z] , 22 platí vztah z] : z2'pro nějaké p irozerré
číslo n. Pak číslo zapsané n ciframi v číselné soustavě o základu z2 |ze zapsat jedinou cifrou
v číselné soustavě o základu z t .

P íklad 9. 12. P eved'te číslo 1101 1001011az do soustavy se základem 8.
Víme, že8 : 23.Platí: 110t01010]]0l: ] . 2ll + I . 2I0 + 0. 29 + ] . 28 + 0. 27 + t . 26 + 0
. 25 + L 24 + 0. 23 + t. 22 + ] . 2 + 0: (I. 22 + 1 . 2 + 0). (2')' + (1 . 22 + 0. 2 + 1).
Q'r + 0. 22 + 1 . 2 + 0). 23 + (1 . 2' + ] . 2 + 0) : 6.Bj+5. 82+ 2. B * ó:ó526a.

Poznámka 9. 13. Postup uvedeny v p edchozím p íkladu je těžkopádn a nep ehledn;i.
V praxi postupujeme tak, že píi p evodu zápisu p irozeného čísla ze zák|ad|J 22 í78, základ z ! :
z2' zapíšeme dané číslo ve zkráceném tvaru v soustavě zz, rozdělíme zprava na ru-ciferné
skupiny" p,ičernž kažďá taková skr"rpina n cifet dá podle věty 9. l l. jednu ciťru v soustavě e7.

P íklacl 9.12.Lze pak psát takto: ] ]0] 10010l I0z : 110l 110lalq ] ]0l: 652fu. P i opačném
p evodu postupujeme analogicky. Musíme si však uvědomit, že vždy vytvá ím e zkaždé cifry
v soustavě z7 skupinu n cifer v soustavě zb tedy nap . 30]4: ]100012, 3013: 01100a00ll ,

tzn. nap . číslo nula je zapsáno v prvním p ípadě dvěma nulami, zatímca ve druhém p ípadě
t emi nulami.

Poznámka 9. 14. Nyní se budeme zabyvat p evody zápisri reálnych čísel. Bez ťrjmy na
obecnosti se mťržeme omezit na kladná reáLná čísla. P ipomenelne pot ebné označení.

Nechť a je |<Iadné reálné číslo. Pak největší celé číslo, nep evyšující číslo a , označíme

Ia] a budeme nazyvat celá část čísla a. Číslo a -la se označuje (a ) a nazyvá se necelá
částreálného čísla a.Platítedy: a:la]+ (a>,Ia š u< Ia)+ 1,0 š (a> <],la] e Z .Y
pr'ípadě a > }je dokorrce la,l e .^ .

P evod zápisu kladného reálného čísla u provádírne následujícím zpťrsobem. Platí a: laf, +

(a ) . Protože la) e N, Ize zápis čísla Ia1 p evést do soustavy o záklaďu z nretodarni
popsanymi vyše pro p evod zápisri p irozenl ch čísel . Zbyvá p evést do soustavy o základLl z i
neceloučástčísla a,tedy (a),. Platí a š @> <1, pičemžpípad (a)-- 0jetriviálnía
budeme ho z ťlvalr vylučovat (číslo aby bylo v tomto p ípadě p irozené). Uvažujeme tedy
pouze p ípad 0 < (a ) <1. P,evody zápisťr takovych čísel se nyní budeme zabyvat. Protože
nemťrže dojít k nedorozumění, mťržeme místo (a) psát pouze a.

Věta9. 15.Nechť a je kladnéreálnéčíslosvlastností0 <a<l,necltťzjepr'irozené číslo
větší než jedna. Položme a0 : 0, all: a.Pro fr: ], 2, ,.. nyní položíme
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atl:lz.ur_il,&r: (z.an_l ).Pakčíslo a ízevyjád itvetvaru d:a0,ap2aj__.., pičemž
toto vyjád ení je jednoznačné.

Poznámka 9. 16. Jak jsme již uvedli v kapitole

čísla aje buďto ukončeny nebo periodicky pro
o tělese racionálníclr a reálnych čísel, rozvoj

a racionální, zatímca pro a iracionální je
však nemusí byt ten{ ž jako v desítkovérozvoj nekonečny a neperiodic . Typ rozvoje

soustavě " což r"rkážeme na p íkladech.

P íklad 9. t7.
a) a: 0,5, z : 3. Po|ožíme ao

: 0,5.Opět vypočteme 3 . 0,5

:0, &0:0,5. Vypočteme3 .0,5:1,5 adostáváťfle a1 : I, &l
: ],5 a obdržíme stejné hodnoty a2 : 1, &2:05. Takto lze
platí 0,5 : 0,1] ] !....s. Číslo 0,5 je tedy ve trojkové soustavě

qfpočtu snadno ově íme: 0,11]]...-s: ] . 3-] + t - 3-2 + ] ,

o konvergentní geometrickou adu).

pokračovat do nekonečna, tedy

číslem periodicki m. Správnost
1

.,-J , ]J -r ... - : 0,5 (iedná se

]_'
3

b)a:7,65, z:4. podle umluvy &:0,ó5. Položímeag:0, u0:0,65. VypoČteme 1.0,65:
2,6 adostávánra a1 : 2, dt: 0,6. Opět vypočtetne 1 . 0,6: 2,4 a obdrŽÍme hodnotY a2: 2,

d2: 0,4. Dálejižbezkornentáíe: 4 . 0,1 : ],6, a3 : 7, &3: 0,6 ; 4 . 0,6 : 2,4, a2 : 2, dz

:0,4;4.0,4:1,6, a3: ], Gj:0,6 atd. Platítedy a,65:0,22Ir. Protožepodle zadání

jsme měli p evést zápis čísla a : 7,ó5 , stačí doplnit p,evod celé Části tohoto ČÍsla, tzn. ČÍsl.a 7.

Snadno zjistíme, že 7 :13a, dohromady tedy máme 7, 65 : ]3, 2 21_,.

n1
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l0. Základní pojmy a tvrzení z teorie dělitelnosti

obecná teorie dělitelnosti v okruhu

Poznámka 10. l. Všude v dalším budeme p edpokl ádat, že okruh R má jedničku, kterou
označítne /p (existence nulového prvku ?aje sarnoz ejmá). Dále poznamenejme, že tato část
o obecné teorii dělitelnosti v okruhu, včetně dťrkazri tvrzení,je p evzata z publikace [5].

Definice 10.2. Nechť R je okruh, nechť a, b e R. Jestliže existuje prvek r e R takovy, že
a: b. r, pak íkáme, žeb dělí a(prvekaje dělitelny prvkem ó) apíšemeb lo.Vopačnénr
p ípadě íkáme, že prvek a není dělitelny prvkem ó a píšeme b + a. Relace I se nazyvá relace
dělitelnosti na okruhu R .

Poznámka 10. 3. Slovních formulací p edchozí deŤjnice existuje celá ada. Lze napY. ííci, že
prvek a je násobkern prvku ó , prvek ó je dělitelem prvku a atd. Prvek 0n je děliteln1,? všemi
prvky okruhu R (ve vztahu 0n: b . r stačí položit r : 0n), naproti tomu prvkem 0nje dělitelnli
právějenprvekOp (vztaha:On,r je splněnjediněvp ípadě o:0n).Velmičastosevteorii
dělitelnosti prvek ?azuvah vylučuje a omezujeme se pouze na nenulové prvky okrulru.

Věta 10. 4. Nechť R je okrtrh, pak platí:
1. Relace dělitelnosti na R je reflexivní a trarrzitivní.
2. Nechť dI1, a2, ..., ak, á jsou takové prvky okruhu R, pro které platí bIr, pro i : ], 2, ..., k.

k

Nechť tl, t2,..., fujsou libovolné prvky z R. Pak ó lŽ aJ, .

i=l

DeÍinice 10. 5. Nechť e e Rje prvek svlastnosti e |1p. Pak prvek e se naz;fvá jednotka
okruhu R .

Poznámka 10. 6. Jednotka okruhu R je z ejmě
vzlrledem k operaci násobení. Lze dokázat, že
vzlrledem k operaci násobení, grupu.

takoqi prvek, k něrnuž existuje inverzní prvek
množina J(R) všech jednotek okruhu R tvo í

Definice t0. 7. Nechť ,R je okruh. Jestliže pro prvky a, b e R existuje jednotka e e J(R)
s vlastností a : b . e, pak r'íkám e, že prvek a je asociován s prvkem ó.

Věta 10. 8. Relace asociovanosti z definice 10. 7. je relace ekvivalence na nrnožině R .

Poznámka 10.9. Vzlrledem kp edchozí větě platí. že je-li prvek a je asociován sprvkem ó,
pak je také prvek á asociován s prvkem a. Mrižeme tedy ííkat, že prvky a, Ď jsou v fi
asocioványapíšeme a - b.

Poznámka 10. 10. Relace asociovanostije ekvivalence na množině R . Existuje tedy rozklad
mrroŽiny R " kter je touto ekvivalencí určen. T ídy tolroto rozkladu jsou tvo eny navzájem
asociovan nri prvky. Jednou t ídou je vždy množina {an}, další t ídou je vždy množina J(R),
protoŽe vŠechny jednotky jsou asociovány s jedničkou /n. Dále již obecně nelze íci nic, snad
s v jimkou p,ípadu, kdy R je těleso. V tělese je každy nenulov;f prvek jednotkou, a proto
rczklad Rf - má právě dvě t ídy {0a} a J(R) : R - i7u}"Z hlediska dělitelnosti je proto těleso
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nezajímavé (také proto se v matematice nezkoumá dělitelnost v oboru racionálních nebo

reálnych čísel).

poznámka 10. 11. Nyní se zamě íme na p ípad, kdy lR bude oborem integritY. VŠr-rde v dalŠÍm

budeme tedy v R kromě existence jedničÉy pr.apokládat neexistenci vlastních dělitelri nulY,

Věta10.12.NechťRjeoborintegrity.pakplatí:
a-b alb r*

Věta 10. 13. Nechť R je obor integrity, nechť a, b, ag,

1. Pro každou jednotku e e J(R) akaždy prvek r e R

2. Jestliže platí a0 - a, bo - b,pak olb aolbo,

Drisledek 10. t4. KaždÝ prvek oboru integrity R je

blr.

bo e R. Pak platí:

platí elr.

dětitetn;.i všerni jednotkami z R a všemi

s ním asociovan mi prvky v R .

Definice 10. 15. Neclrť ft je obor integrity, nechť r e R. Pak vŠechny jednotky z R a vŠechny

prvky asociované s prvkenr r se nazyiali nevlastní dělitelé prvku r (někdY téŽ triviální

dělitelé). ostatní děliielé prvku r (pokud existujÍ)" se nazYvají vlastní dělitelé.

Definice 10. 16. Nechť r e Rje nenulovy prvek, kter} není jednotkou v R . Pak prvek r se

nazyváreducibilní (rozložiteln;f) u R 
: ;Ňtue má v R vlastní dělitele. v oPaČném P ÍPadě se

t"nio pr.vek nazyv á ireducib i ln í (n eroz l ožite lny).

poznámka 10. 17. prvek r e Rsetedy nazyváreducibilrrí, jestliŽe jej lzevYjád itjako souČin

dvou takov;ich prvkri oboru integrity R,rruchžžádny není v R jednotkou ani není s Prvkenr r

asociován. pokud takové vyjádĚnineexistuje, je prvek r ireducibilnÍ. Odtud dále PlYne, Že

v tělese, kde každy nenulov prvek je jednótkóu a všeclrny nenulové PrvkY jsou navzájem

asociovány, nem á otázka rea,.rciuitiď ; ireducibility opodstatnění (vŠechnY nenulové PrvkY

tělesa jsou ireducibilní).

Věta 10. 18. Nechť R je obor integrity, nechť r, s R, neclrť platí r - ^ . Potom platÍ:

rjeireducibilnívRsjeireducibilnívR.

Definice t0. 19. Nechť R je obor integrity, nechť M j" neprándná podmnoŽina R . Pak prvek

t e Rse nazyvá společn; dělitel *noiir.y M v R, jestliŽe pro kaŽdii prvek nl M Platí t l *,

Píšeme t l M,

Deíinice 10.20. Nechť R je obor integrity, nechť M je neprázdná podmnoŽinaR. Pak pruek

d e Rse nazyvá největší společny dělitel nrnožiny M v R, jestliže platí:

I.dIM
2.Prokaždéte Rplatí:t|M + tld,

Poznámka r0. 21. Je_li M konečná množina, r,ap . M : {o,, ",, o"} , pak hovo íme o

společnérn děliteli (největším společném děliteli) pivkri al, ",, a1,, Pozaamenejme ještě, že

obecně v oboru integrity z definice l0. 20. neplynl existence největŠÍho sPoleČného dělitele

množiny M. ojehoj"anornačnosti však obecné tvrzení vyslovit lze,
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Věta 10.22. Nechť R je obor integrity a nechť existuje největší společny dělitel d množiny M
v R. Pak D : { , e R ; r - d } je množina všech největších společnl ch dělitelri množiny M
vR.

Dělitelnost v oboru ce[ich čísel

I. Úvodo základní pojmy

Poznámka 10. 23. Z algebry víme, že množina všech cel; ch čísel s operacemi sčítání a
násobení tvo í obor integrity. Proto lze dělitelnost v množině všech celych čísel chápat jako
speciální pr'ípad q še popsané obecné teorie dělitelnosti v oboru integrity. Jednotky oboru
integrity Z jsou čísla ], -l, s každym celym číslem z je asociováno pouze opačné celé číslo
*z. Protože víme, že každé celé číslo je dělitelné všemi jednotkami v Z a všemi celyrni čísly
sním asociovanymi, plyne odtud, žekaždé celé číslo zmáčty itriviálnídělitele: ], -], z, -ž.
lreducibilními prvky v oboru integrity Z jsou právě všechna prvočísla, reducibilními prvky
jsou čísla složená. Do oboru integrity Z lze p ímo p enést i definici největšího společného
dělitele. Protože však teorie dělitelnosti v množině celych čísel pat í mezi základní učivo p i
vyuce matematiky na všeclr stuprrích škol, uvedeme dále tuto teorii p ímo, bez odkazu na
obecnou teorii dělitelnosti v okruhu. Budeme postupovat velmi stručně, zájemce lze odkázat
na publikací[2] a elektronic f učební kurz Il7].

Definice |0. 24, Říkáme, že celé číslo b dělí celé číslo a (nebo ó je dělitelem a nebo a je
dělitelné Ď nebo aje násobkem ó), právě když existuje celé číslo.r, pro které platí a: b. x.
Zapisujeme blo. Jestližekčíslrim a,be Zneexistujex e Ztakové,žea:b.x, íkáme,žeb
nedělí aazapisujeme b l o.

Deíinice 10.25. Platí-li a: b. x, pakčísla b a xjsou dělitelé číslaa anazyvají se sdružení
dělitelé čísla a. Dělitelé čísla a pat íci do množiny p irozenych čísel se nazyvají p irození
dělitelé čísla a.

Poznámka 10. 26.
l. Každé celéčísloa * a, ], -] nráalespoňl celočíselnédělitele,atočísla ],a,-],-a.

Tyto dělitele nazyváme samoz ejrnyrni (triviátními) děliteli čísla a. (ostatní dělitele čísla
a, pokud existují, nazyváme nesamoz ejmymi nebo netriviálními děliteli čísla a.)

2. Čista ] a_] rrrají právě dva dělitele v množině Z, ato ], -1.
3. Čisto 0 rnánekonečně rnnoho dělitelťr, a to každé celé číslo.
4. Čislo 0 není dělitelem žádného nenulového čísla a,protože neexistuje žádné celé číslox

tak,abyplatilo 0.x:a.
5. Císlo 0 je dělitelem sebe sama (0l0), neboť pro libovolné celé číslo x platí 0 . x : 0.

Poznanrenejme ještě. že tento poslední p ípad se v praxi nezavádí ani nevyužívá. Proto ve

školské matematice íkánr e, že podíl { není definován (pouze v matematické analyze se
0

p edchozí zlomek r*eší jako tzv. neurčit} vyraz p i počítání limit).

Věta lB.27. Pro libovolná celá čísla a, b, c platí:
a) (b|anbl ,) + (b|(a+c) A b|(a-c),
b) blo = (-b)lo,
c) b| a =+ blFa).
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Poznámka 10. 28. Na základě části b) a c) věty 10.27. rn žeme dále teorii dělitelnosti
budovat jen v množině p irozenlfch číset. (Určíme-li p irozené dělitele p irozeného čísla a,

umíme snadno určit všechny dělitele čísla a i čísla -a).

Definice 10. 29. Celé číslo, které je dětitelné dvěma se

není dělitelné dvěma (tj. p i dělení dvěma dává zbyek 1)

II. Znaky dělitelnosti

nazyvá sudé číslo. Celé číslo. které
se nazyvá liché číslo.

Znaky dělitelnosti jsou věty, které umožňují rozhodnout o dělitelnosti čísla jin;frn číslern bez
provedení dělení, jen ze zápisu daného čísla. Ve všech dalších ťrvahách máme na rnysli
p irozená čísla zapsaná v desítkové soustavě.

Věta 10. 30.
1. P irozené číslo a je dělitelné dvěma (pěti, deseti) právě tehdy, když je dvěma (pěti,

deseti) dělitelné číslo, zapsanéjeho cifrou nultého ádu.
2. P irozené číslo a je dělitelné čty,rni, právě kdyžje čty mi dělitelné číslo zapsané jeho

posledním dvojčíslím.
3. P irozené číslo a je dělitelrré osmi, právě když je osmi dělitelné číslo zapsané jeho

posledním trojčíslím.
4. P irozené číslo a je dělitelné t emi (devíti), právě když je t emi (devíti) dělitelny jeho

ciferny součet. (Ciferny součet je součet všech čísel zapsanych jednotliv mi číslicemi
v zápislr čísta a)

5. P,irozené číslo a je dělitelné jedenácti, právě když je jedenácti děliteln;i součet čísel
zapsanych jednotlivyrni ciframi sudého ádu zmenšeny o součet čísel zapsanych
jednotlivymi cifrarni lichého ádu v zápisu čísla a.

[Jvedené znaky dělitelnosti plynou z obecnější věty:

Věta 10. 31.
I. Dělíme-|i p irozené číslo a dvěma (pěti, deseti) dostaneme stejn;i zbytek, jako když

dělíme dvěma (pěti, deseti) číslo zapsané cifrou nultého ádu v zápisu čísla c.
II. Dělíme-li p irozené číslo a (aspoň trojciferné) čty mi, dostaneme stejn;i zbYek, jako

když dělíme čtyrini číslo zapsanéjeho poslednírrr dvojčíslím.
III. Dělírne-li p irozené číslo a (aspoň čty ciferné) osmi, dostaneme stejny zbytek jako

když dělíme osmi číslo zapsanéjeho posledním trojčíslím.
IV. Dělírne-li p irozené číslo a t emi (devíti), dostaneme stejny zbytek,jako když dělíme

t erni (devíti) jeho ciferny součet.
V. Dělíme_li p,irozené číslo a jedenácti, dostaneme stejny zbyek, jako když dělíme

jedenácti součet čísel zapsanych ciframi sudého ádtr zmenšeny o součet čísel
zapsanych ciframi lichl ch r'ádťr.

Věta l0.32. Je-li celé číslo a součtem dvou cel;clr čísel, znichžjedno je rrásobkem celého
čísla b, pak druh;i sčítanec dává p i dělení číslern ó stejny zbytek jako číslo a.
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III. Největší společny dělitel

Definice 10.33. Společny dělitel p irozen;li.ch čísel a, b jekaždé p irozené číslo d, pro které
platí dl o a aI b. Největší společny dělitel p i.or"nych čísel a, b já ten ze společnyctr dělitelri,
ktery je dělitelny všerni společnyrni děliteli. Označujeme NSD(a, b).

Poznámka 10. 34. Vmnožině p irozenlfch čísel lze též íci, že největší společn1,? dělitel je
největší (rnaximální) číslo z množiny všech společn; ch dělitelri.

Poznámka 10.35. Největší společn; dělitel dvou čísel nr žeme určit rriznynri zptisoby:
a) využitím definice,
b) pomocí tzv. Euklidova algoritmu (na základě následující věty 10. 36.),
c) pomocí rozkladu danych čísel na součin prvočinite|ťr.

Věta 10. 36. Jestliže p irozené číslo a dává pr*i dělení nenulovym p irozenym čísle m b
nenulovYzbYtekz.tzn.a:b.q+zaplatínerovnostz<b,pakplatí,žemnožinavšech
spoleČnych dělitelri ČÍsel a, b je množinou všech společnych dělitelri čísel b, z.Také rrejvětší
spoleČny dělitel čísel a, b je foven největšímu společnému děIiteli čísel b, z,tj. NSD(i, b) :
]ÝSD(b, z). Tím p evádíme problém určeni NSD(a, b) na určení NSD(b, ). Čísla b a zjsou
menší než čísla a, b.

Navětě 10. 36. je založen postup v počtu největšího společného dělitele dvou
P irozenYch ČÍsel nazyvan; Euklid v algoritmus. Použití Euklidova algoritrnu ukážeme na
p íkladě:

P íklad l0.37. Určete NSD(600, 252) pomocí Euklidova algoritmu.

Řešení:
600 : 252:2
96

neboli

252 : 96:2
60

96:60:1
36

60:36: I
24

36: 21: 1

12

21 ; 12:2
0

Největší společnl dělitel čísel 600
postupném dělení.

600:252.2+96

252:96.2+60

96:60. ] + 36

60:36.1+24

36:24.1+]2

24: 12 , 2

a 252 je číslo ]2, tj. poslední nenulovy zbytek p i
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Definice 10.38. P irozená čísla a, Ď se nazyvají nesoudělná, právě když je jejich největší
společny dělitel roven 1, tedy NSD(a, b) : ]. P irozená čísla a, b se nazyvají soudělná, právě
když je jejich největší společny dělitel větší než 1, tedy NSD(a, b)> 1.

Poznámka 10. 39. Definice 10. 33. a l0. 38. lze rozší it na libovolny konečn; počet
p irozenych čísel. V p ípadě, že počet těchto čísel je větší než dvě, je ale nutno pojem

nesoudělnosti up esnit.

Definice 10. 40. Nechť a1, a2,,a3, ..., atl, H ž 2, jsou nesoudělná pt'irozená čísla (s vlastností
IÝSD(a1, a2,,aj, ..., ar): /).Jestliže pro libovolnou dvojici index i,.i e {], 2, ..., n} platí
NSD(ai , aj ): 1, pak íkáme, že čísla a], a2 ,, Q3 , ..., attjsou po dvou nesoudělná. Jestliže
naopak existuje dvojice index i, je {1, 2, ..., n} s vlastností N,SD(ai, aj ) > 1, pak íkáme, že
čísla a], a2,, a3, ..., annejsou po dvou nesotrdělná (sou pouze nesoudělná podle p edpokladu).

P íklad 10.41. Čisla 7, ]g,31jsou po dvounesoudělná,zatímco čísla ó, ]0, 15 jsou,,pouze"
rresoudělná.

IV. Nejmenší společny násobek

Deíinice 10. 42. Společny násobek p irozenyclr čísel a, b je každé p irozené číslo m, které je
dělitelné oběma čísly a, b, tj.a|m a b|ru. Nejmenší kladny společny násobek p irozenyclr
čísel a, b je ten ze společn; ch násobkťr, ktery je dělitelem všech společn ch násobkťr čísel
a, b. Zapisujeme NSN(a, b).

Poznámka 10. 43. V rnnožině p irozen;ich čísel lze též íci, že NSN(a, b) je nejmenší číslo
zkladnych společn; ch násobkri čísel cl,b. Deťlnici l a. 42. lze rozší it na libovolny konečny
počet p irozenych čísel al, ..., an.

Poznámka 10. 44. Nejmenší společn násobek čísel a, b nt:ioženre určit rťrznymi zptisoby:
a) využitím deíinice,
b) pomocí vztahu mezi N,SN(CI, b) a IÝSD(a, b)

c) pomocí rozkladu danych čísel na součin prvočinitelťr

Věta 10.45. Prokaždádvěp irozenáčísla a, bplatí a.b: IÝSIÝ(a, b).rÝSD(a,b)

Poznámka 10. 46. Větu 10. 45. nelze rozší it na více než dvě p irozená čísla.

v. obecná kritéria dělitelnosti:

Věta 10.47: Je-li p irozené číslo dělitelné po dvou nesoudělnl mi čísly, je dělitelné i jejich
součinem. Tuto větu lze také obrátit.

P íktad 10.48. Platí ]2 : 3 . 1, lB: 2 . 9, 165 : 3 . 5 . 1]. Proto lze dělitelnost číslem
dvanáct odvodit ze současné dělitelnosti čísly 3 a 4, dělitelnost číslem /B pomocí dělitelnosti
čísty 2 a9 adělitelnostčíslem 165 pomocí dělitelnosti čísly 3,5 a ]l.

Věta l0. 49. (Obecné kritérium dělitelnosti p irozeného čísla 0 : a6 + ]0at + ]0 2az 
+ 10 3aj +

... + ] 0' a, plirozenstm číslenr r):
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Pro dané p irozené číslo a vypočteme
takto: Pro každé k : 0, ..., m označíme t
lTk(moct r/). Potom c : ao tl 4 at , +

s kongruencemi (bude uvedeno dále) dává
a. Odtud plyne tvrzení: Čislo a je dělitelné

Drisledek 10. 54. Jestliže pt'irozené

rovnym Ji , pal n je prvočísto.

Poznámka 10. 50. Pozrramenejme, že posloupnost čísel ,, j" vždy konečná a počet jejích
prvkri nemriže byt větší než číslo n-L (počet možnych nenulovych zbykťr p i dělení číslem n).
V opačném p ípadě, pokud by některá mocnina deseti byla dělitelná číslem n. nepoužili
bychom toto obecné kritérium. Kritériurn dělitelnosti číslem n by potom bylo analogické
kritéritr dělitelnosti číslent 1, B, 25,...).

P íklad 10. 51.
a) Dělitelnost čísla 5894 sedmi. Platí: l = ](mod 7), 10 _-3(mod 7n), t00 _-2k(mod 7), 1000

=6(mocl 7), ]04 =4@od 7), ]04 =S@od 7), ]06 = ]únocl 7), I07 :-3(mocl 7), ]0s =2ftnod 7)
atd. lnduktivním postupem jsme zjistili, že posloupnost zbytkri ], 3, 2, 6, 4,5 se neustále
opakuje. Proto Fo: ], , : 3, z: 2, ,: Ó, l: 4, ,: 5, u: l, z: 3, a: 2 atd.Nyní
vypoČteme c:4. I + 9.3 + B .2 + 5.6:77, což je číslo dělitelné sedmi. Proto ičíslo
5891 je dělitelné sedmi. Poznamenejme, že s ohledem na vlastnosti kongruencí lze
v posloupnosti čísel Ft nehradit kterékoliv z nich číslem kongruentrrím s n, tedy posloupnost
1,3,2,6,4,5lzenahraditposloupností ],3,2, -], -3, -2,kteráje lépe zapamatovatelnáap i
vypoČtech vhodnější (vypočtená čísla c jsou menší než pro ptivodrrí hodnoty). Nap . pro číslo
sBg4bybylo c : 4. ] + 9. 3+ B. 2 + 5 . (-1) : 42.

b) Dělitelnost čísla a:54B B93 672 1B5 729 613 čislem ]7. Vypočteme posloupnost zbytkťr

Plr(podrobnosti si již odpustínre): 1, -7, -2, -3, 4, 6, *3, 5, -], 7, 2, 3, 1, 4, B, -5. Nyní
určímecifernysoučetcčíslaasvahamicifer: c:3.1 -1.7-6.2-9.3+2.4+7.6-5.8+B.5
- 1.I + 2.7 + 7.2 + 6.3 - 3.4 - 9.6 + B.B -B.J + 4.1 - 5.7 : 12. Číslo c dávápo dělení
ČÍslem 17 zbytek 9, d. také zadané číslo a dává p i dělení sedmnácti zbytek 9, není tedy
číslem 17 dělitelné.

W. Prvočísla, čísla složená

DeÍinice 10. 52. P irozené číslo p > 1 nazyváme prvočíslem, právě když má právě dva rrizné
p ,irozené dělitele (tj. čísla 1 u p).P irozené číslo a ) ] , které není prvočíslem (tj . má více než
dva p irozené dělitele), nazyváme složenym číslerrr.

Poznámka 10. 53. Číslo 1 podle definice není prvočíslo ani číslo složené.

Věta 10. 53. KaŽdé složené p irozené číslo n > l rná alespoň jednoho prvočíselného dělitele
rnenšího nežJi .

jeho ciferny součet c s valrami jednotlivych cifer
zbytek po dělení čísla ] 0k čís\em n (platí tedy o :-
az z + ...l ant P,r, . Podle pravidel pro počítání
číslo c p i dělení číslem n stejny zbytek, jako číslo
číslem n, právě když číslo c je dělitelné číslem n .

číslo n není dělitelné žádnym prvočíslem menším nebo

Věta 10. 55.. Každé složené číslo alze
konečného počtu prvočísel

vyjád it právě jedním zpťrsobem ve tvaru součinu
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t,ll

P 1' ' P2" ' ..-' Pk"
kde pl, pz, ....., pk jsou prvočísla, ], 2, ..., k jsou nenulová p irozená čísla.
Tento zápis se nazyvá prvočíselny (někdy též kanoniclqi) rozklad pt'irozeného čísla a a p1,
....., pk jsou tzv. prvočinitelé rozkladu.

Poznámka 10. 56. Prvočíselny rozklad p irozeného čísla využíváme pr'edevším
a) k vypočtu největšího společného dělitele a nejmenšího kladného společrrého násobku

dan ch čise| a, b
b) k určení počtu všech p irozen;fch dělitel daného p irozeného čísla a
c) k určení všech p irozen; ch dělitelti daného p irozeného čísla a.

ad a) Největší společny dělitel dan ch p irozenlfch čísel je součinem všech prvočinitel , kte í
se souČasně vyskytují v prvočíselnych rozkladeclr všech dan; ch čísel, a to s nejmenším
s vyskytujících se exponentrj. Nejmenší společny násobek danych čísel je součinem všech
rtunychprvočinitel , kte í se vyskytují v rozkladech danych čísel, a to v největší mocnině.

P íklad l0.57. Určete NSD(I0B, 90) a NSN(I08, 90).

Řešení; ]0B:22.33 90:2.32.5
NSD(108,g0):2.32:18
NSIÝ(108, g0) : 22. 33. 5 : 540

ad b) Určení počtu všeclr p irozenych dělitelťl daného pt'irozeného čísla:

Věta 10. 58. Je-li a- pÍ] .p'2' .....pío prvočíselny rozklad p irozeného čísla a > 1, pak
počet všech p irozenych dělite lťr čísla a (ozn.(ct)) je určen takto:

t(a): (e, + ]).(ez+ I). .(e1+ l)

ad c) Všechny p,irozené dělitele čísla a určíme jako všechny rnožné sor"rčiny všech
prvoČinitelri čísla a, p ičemž každ ,prvočinitel je umocněn postupně na všechny mocniny od
0 ažpo tu. ve které se vyskytují v kanonickérn rozkladu čísla a.

P íklad 10. 59. Zjistěte počet všech pr'irozenych dělitel čísla 648 a napište všechny
p irozené dělitele čísla 648. Dále určete všechrry dvojice sdruženych dělitelri čísla 648.

Řešení: 648: 23 .34, c(61S): (3+]).(4+]):20,
tzn. číslo 618 má 20 p irozen;ich dělitetťr.

Sdružené dvojice dělitelťr: ] .648, 2. 324, 3 . 2]6, 4. ]62, 6. ]0B, 8. B], 9.72,
]2 . 54, ]B. 36, 24. 27.

VII. Neurčité rovnice (někdy též diofantické nebo diofantovské)

30 3' ,l2
J 3j 31

20 1 -3 9 27 B1
2] 2 6 1B 54 ]62
22 4 ]2 36 10B 321
23 8 )l

.LŤ 72 216 64B
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NeurČité rovnice jsou rovnice se dvěma nebo více neznámymi, které se eší v oboru všechcelych čísel.

Deíinice 10. 60.
Lineární neurčitá rovnice o dvou neznámych x, y je rovnice

a.x+ b.!:c, a*0,b *0, a, b,c Q.
Poznámka 10. 61. Je-li alespoň jeden z koeficient cl, b, c racionální
vYnásobíme rovnici vhodnym číslem tak, aby všechny trri koeficienty nabylyllnoonot.

necelé číslo,
celočíselrrych

Věta l0.62. (Řešitelnost lineární neurčité rovnice.)
}'{eurČitá rovnice a,x* b.Y:ctná ešenívp ípadě,ženejvětšíspolečnydělitel koeíicierrtťra, b je také dělitelem ČÍsla c. Pak ešením je nekonečně mňoho dvojic celych čísel x, !.V P ÍPadě, Že největŠÍ spoleČny dělitel čísj a, b není dělitelem koeficientu c, pak rovnicenemá ešení.

Postup ešení neurčité rovnice:
I. Nechť xo , yojejedno pevné rYešení netrrčité rovnice. Potom obecné ešeníje dáno vztahy

x:x.- #tĎ, }'

Yychozí dvojice xa, lose trrčí br-rdto sudkem
p i hledání NSD(a, b).

II. Redukční metoda.

a.t:}u- _-:,--------:-, I Z.
NSD( a,b )'

nebo se vypočte z podílri Eukteidova algoritmu

VIII. Kongruence, rozklad na zbytkové t ídy.
Poznámka 10, 63, Problematika kongruen cí a zbytkovych t íd je d ležitou součástí moderníalgebrY, Lze ji rozdělit na dvě sotrčásii. které jsouobě zalo žené na relaci kongruence v oboruvŠech celYch ČÍsel, V První části se budeme rrejprve věnovat samotné relaci kongruence ajejím drileŽitl m vlastnostem (podobnyrn vlastnostem rovnic). Jej ich vyznam a užití poznáteve cviČeních, V následtrjící části se pak stručně dotkneme'i rozkladu na zbytkové t ídy avlastnostem algebraickYch struktur definovanych na systémech zbytkovych t íd. t když jste setěmto strukturám jiŽvěnovali d íve, do kapitoiy o děliielnosti organicky pat ítaké.
Věta l0, 64, Nechť a, á jsou celá ČÍsla taková , že b + 0. Potom eristrrjí celá čísla q, rsplňqjící vztah:

a : bq * r, 0 Š' < /b /, p ičernž toto vyjádtYeníje jednoznačné.

Poznámka" Je nutno si uvědomit, Žezbytek r p,i dělení jevždy nezáporny, a to ipti dělenízápornym číslem. Nap . a: -26, b:8, qI : 4, ť:6,p.otož. -26: s . (1) + 6.

Definice 10, 65, Eulerova funkce Án) vyjad uje počet p irozenych čísel rnenších neborovnych číslu n) nesoudělnyclr s n. Nechť n : pť'.'... plrot, pak 
-ptu'i 

q(n): nfl

l l(' -;). Je-li n prvočíslo, pak ďn) : n - ].i=1 P,
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kongruentní s číslem ó podle modulu rt a píšeme a :_ b (mod m),právě když ,nl @ -b).Dvě
čísla kongruentní podle nějakého modulu m dávají p i dělení tímto modulem ru tyž zbytek.

Věta l0. 67. Relace kongruence je ekvivalence na množině všech celyclr čísel (e reflexivní,
symetric ká a tr anzitivní).

Věta 10. 68. Wastnosti kongruencí:

1) Nechťpjeprvočíslo,paka= b(modp") = a= b(modp)

Platí-li kongruence podle modulu, kterl je mocninou prvočísla. platí i podle modulu rovného
tomuto prvočíslu.

2)a: ó(modm,),i:1,2,...,k + a = b (modNSi(ru7,...,mĎ)

Platí-li kongruence podle několika modulťr, platí i podle modulu rovného nejmenšímu
společnému násobkrr těchto modulťr.

3)a,: bi(mod nt),i:7,...,k = fo,= Í b,Qnodnt), t'1o, = ťI b,(modn).

Kongruence podle téhož modulu 
'r"'rlnu'i 

na'.onit 
'=l

Nechťvdalšímplatí a = b (modrr):

4)a+x = b +x(modrn), a.y: b.y(modm)

K oběma stranám kongruence lze p ičíst stejné celé číslo a obě strany kongruence lze

vynásobittymž celym číslem. Obecně ale trelze obě strany kongrr"rence dělit tymž celym

číslem, napí.24 = 10 (mod B), ale po vydělení čtyr'mi 6 + l0 (ruod 8).

5)ml, + a*z = ó(rnodm)

Celé číslo, které je násobkem modulu, lze pr'ičíst pouze k jedné straně kongruence.

6) o" = b" (mod lru)

Obě strany kongruence |ze umocnit na libovolny p irozeny exponent.

Tdla n dlb A NSD(d, nl):l =+ + = L 6odm)d d \ /

Obě strany kongruence lze vydělit celym číslem nesoudělnym s modulem.

8) ac = bc (mod mc)

Obě strany kongruence i modul lze vynásobit ť,^ž cel m kladnym číslern.

9)elax rlt^ ulr+ a:l 
1*oa-t;eee

Obě strany kongruence imodul lze vydělittymž celym kladn m číslem r znym od nuly.

10) a : b (mod m) ,r cllm :+ a : b (mod d)

Platí-li kongruence podle modulu nr, platí i podle modulu rovnému libovolnému kladnému
děliteli čísla m, většímu než jedna.
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Věta 10. 69. (Eulerova věta) Nechť m e N, H) ], a e Z,NSD(a, nx):1, pak platí:
oQ(m) =l(modm).

Je-li specielněp prvočíslo, které není dělitelern čísla a,pak platí ď-l = l (ruoct p) (tzv. malá
Fermatova věta).

Definice 10. 70. Neclrť m je pevné p irozené číslo větší než jedna. Označme
Ci: {x e Z;xdávápoděleníčíslem nlzbyteki},proi:0, ], ...,m -].
Pak mnoŽina Ci se nazyvá zbytková t ída podle modulu n. Symbolem Z, pak označíme
množinu všech zbytkovyclr t íd podle modultr m ,tj.Z,,: {Co , C1 , ..., C,,,*1} .

Poznámka 10. 71. Protože p i dělení číslem llr jsou možné zbytky 0, l, ..., lfr - ], je počet
zbytkovych t íd podle modulu ln roven číslu m. Každá zbytková tr'ída podle modulu m
obsahuje nekonečně mnoho celych čísel, která dávají p i dělení modulem tn tyž zbytek (tzn.
liší se o nějak celočíselny násobek modulu nl).

P íklad 10.72. a) nt : 4
Co: {... ,-8, 1, 0, 4, B, ... }
Ct : {... ,-7, -3, ], 5, 9, ... }
Cz: {... ,4, -2, 2, 6, ]0, ...ll
Cs: {... ,-5, -1, 3,7, 1], ...}

b)m:5
Co : {...,-]0, -5, 0, 5, ]0, ...}
Cl: {... ,-9, -4, ],6, ]], ... }
C,z: {... ,4, -3, 2, 7, ]2, ...}
Cs: {... ,-7, -2, 3, B, ]3, ...}
Cl: {... ,4, -], 4,9, ]4, ...}

Věta 10. 73. Nechť m je pevné p irozené číslo větší než jedna. Pak množina Z,, všech
zbytkovych t íd podle modulu m tvoií rozklad množiny Z všech celych čísel.

Poznámka 10. 74. Nyní se budeme zabyvat binárními operacemi sčítání a násobení
definovanlimi na množině Z,, pfo r zné moduly ftl. Obě operace na systému všech
zbytkovych t íd budeme chápat následujícím zp sobem: Nechť nap . nt: 5. Zápis součtu C3
+ Cq : Cz znamená, Že sečtením libovolného celého čísla dávajícího p i dělení pěti zbytek 3 s
libovolnym celym ČÍslerrr dávajícím p i dělerrí pěti zbytek 4 dostaneme vždy celé číslo, které
p i dělené pěti dává zbYek 2. Analogicky zápis spoje násobení Cz . Cq : Cs znamená, že
vYnásobením libovolného celého čísla dávajícího p i dělení pěti zbytek 2 s libovolnyrrr celym
ČÍslem dávajícím p i dělení pěti zbytek 4 dostanem e vždy celé číslo, které p i dělené pěti
dává zbytek 3. Populárně ečeno, v; sledek sčítání či násobení zbytkovych trYíd podle modulu
m získáme tak, Že seČteme nebo vynásobíme indexy zbytkovych t íd ze zadáni ťrlohy, zjistíme
zbYtek souČtu Či souČinu p i dělení číslem ru a tento zbytek je indexem zbytkové t ídy
hledaného souČtu nebo součinu. Jinymi slovy, rozklad Z,,, množiny Z je vytvo uj ící vzhledem
k operaci sčítání i operaci násobení.

Poznámka 10. 75. V následrrjících tvrzeních se budeme zabyvat typy algebraickych struktur
definovanyclr na množinách zbytkovych t íd. Tvrzení opět nebudeme dokazovat, vždy
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uvedeme jen ilustraci dané struktury pomocí tabrrlky. Kvťrli zjednodušení zápisri rovněž
budeme místo t ídy C; uvádět pouze index i (z ejmě nebude moci dojít k nedorozumění).

Věta la. 76:Nechť m je pevrné p irozené číslo větší než jedna. Pak algebraická struktura
(Z,,, , +) je komutativní grupa s neutrálním prvkem Cp.

Ilustrace (Z4, +):

Věta 10.77. Nechť ru je pevné p irozené číslo větší než jedna. Pak algebraická struktura
(Z,,,. ) je komutativní pologrupa s neutrálnírn prvkemCl a agresivním prvkemCg.

Ilustrace (Zl , .):

Ilustrace (Zs , .):

Poznámka 10. 78. Prohlédnerne-li si pozorně obě tabulky v ilustraci p edchozí věty, vidíme,
Že p i operaci násobení zr'ejmě podstatně závisí na modulu. Odstraníme-li z obou těchto
tabulek první ádek a první sloupec, odpovídající t ídě Cp, dostáváme následující tabulky
struktur (Z+ - {C0}, .) a (Zs - {Ca} , .):

Ilustrace (Zl - {Co} , .):

+ 0 1 2 -,J

0 0 l 2 aJ

l 1 2
.)
J 0

2 2 aJ 0 l
1J "|J 0 l 2

0 l 2 aJ

0 0 0 0 0
l 0 l ) 3

2 0 2 0 2
-J 0

..l

J 2 l

0 l ) 3 4
0 0 0 0 0 0
l 0 l 2 n

J 4
2 0 2 4 l -J
a
J 0

-)
J l 4 2

4 0 4 3 2 l
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Ilustrace (Zs - {Co} , .):

Struktura (Zl - ico} , .) nyní již neni ani grupoid, neboť obsahuje v tabulce prvek 0 , ktery
nepat,í do nosné množiny (není v záhlaví tabulky). Oproti totnu, struktura (Zs - {C0}, .) se
ještě,,zlepšila, nyní jde již o komutativní grupu. Kter p ípad nastane, závisí na modulu.

Věta 10. 79. Nechť modul m je prvočíslo. Pak algebraická struktura G,,, - {C0}, .) je
komutativní grupa. Je-li modul m číslo složené. pak (Z* - {C0}, .) není arri grupoidern.

Drisledek 10. 80. Nechť modu| m je pwočíslo. Pak algebraická struktura se dvěma operacemi
(Z,,, - {C0} , +, . ) je komutativní těleso.

Poznámka 10. 81. Podle pr'edchozího tvrzení není (Z,,, - {C0}, .) pro složeny modul ani
grupoidem. Protože je však pot eba popsat i strtrktury zbytkovych t íd se dvěrna operacemi
pro složeny rnodul nt, musíme nějak ,,ošet ito' situaci nul vyskytujících se v tabulkách (napr=.

(Z+-{Co},-)).

Definice 10.82. Nechť rnodul m je složené číslo, nechť pro dvě zbytkové t ídy C,, C, podle
modulu mplatí Cr#C11, C,,#Ca. Jestliže Cu. Cr,: C,0, pak obě t ídy Cu, C,,senazyvají vlastní
dělitelé nulového prvku Cp.

Poznámka 10. 83. Definice vlastníclr dělitelťr rrulovélro prvku (stručně jen dělitelri nuly) je
sarnoz ejmě obecnější. Struktury zbytkov; clr t íd však poskytují užitečnou ilustraci tohoto
pojrnu. Současně ve shodě s obecnou teorií algebraic ich struktur se dvěma operacemi
umožňuje existence dělitelťl nuly popsat i struktury Q,,,+, .) pro složeny modul ln.

Věta 10. 84. Nechť modul m je složené číslo. Pak algebraická struktura se dvěma operacemi
(Z,,,,+,.) je komutativní okruh, ktery nikdy není oborem integrity (obsahuje dělitele nuly).

P íklad 10. 85. V okruhu Q+,l,.) je dělitelem nuly Cz i v ola,uhu Qd,*,.) jsou dělitelé nuly
Cz.Cs,, v okruhu (Zs,+, .) jsou dělitelé nuly C2,Ca, C6.

l 2 3 .4
l l 2 3 4
2 2 4 l 1J
1J "lJ 1 4 2
4 4 3 2 1
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11. Polynomy

Poznámka 11. 1. Tato kapitola l1 o polyhomech i kapitola následující, věnovaná ešení
algebraick ch rovnic, je pt'evzata (volně zpracována) z publikace [5].

Poznámka 11. 2. Nebude-li vyslovně ečeno jinak. budeme se zabyvat pouze polynomy
s reálnymi koeficienty.

Definice 11. 3. Polynomem./jedné proměnné nad tělesem reálnych čísel budeme nazyvat
algebraicky vy raz tvaru

í: orx" + a,r_]x"-]+... + azx2 * atx a a0. (1)

Reálná čísla a; pro i : 0, ..., n se nazyvají koeficienty polynomu f, x označuje proměnnou.
I(oeficient a,, se nazyvá vedoucí koeficient polynomuf koet'icient ag se nazyvá absolutní člen
polynomu l Stupeň polynomu je vždy určen nejvyšší mocninou u proměnné x; p i označení
polynomu (1) je stupeň polynomu.f roven n , píšeme st(/) : n. Ie-li a,,: I, íkáme. že
polynom/je normovarry. Množinu všech polynomri jedné proměnné x nad tělesem reálnych
čísel budeme označov at R[xJ. Polynonr/budeme někdy označovat též f(x),

Poznámka 11.4. Je-li stupeň polynornu roven nule, neobsahuje vyraz (1) proměnnou x. To
ovšem znamená, že každé reáLné číslo lze chápat také jako polynom r"rad tělesem reálnych
čísel.

Deíinice 11. 5. Nechť/: T, í R, r 0. Pak íkátne. že polynom/je konstantní polynom a

platí stfl : 0. Je-li í: 0, pak íkáme, že f je nulovy polynom (označujeme 0) a definitoricky
klademe stupeň takového polynomu roven - oo . Nuloqi polynom není tedy totéž jako
polynom stupně nula. Je-li í : 1, pak íkáme, že /je jednotkovy polynom (označujeme 1).

Polynomy stupně jeclna nazyváme též lineární polynomy, polynomy stupně dva nazyváme
kvadratické polynomy a polynomy stupně t i kubické polynomy. Pro polynomy vyšších
sttrpňťr se zvláštní označení běžrrě nezavádí.

Poznámka 11.6. P esná formální matematická definice polynomu je složitější. Polynom nad
okruhem R je obecně definován jako jistá nekonečná posloupnost prvkri z R. Tímto se zde
nebudeme zabyvat, zájemce mriže podrobné inforr.race nalézt v publikaci [5], s. l5 - l8.

Poznámka 1l. 7. Pro operace sčítání a násobení polynomri platí pravidla, běžně známá už ze
základní školy. Jejich znalost nadále p,edpokládáme.

Věta 11. 8. Algebraická struktura (RIxJ, +, .) je obor integrity, ktery není tělesem. Nulovyrn
prukem je nulovy polynom 0 , jedničkou je jednotkovy polynom 1. Tento okruh budeme
krátce značit jen R[xJ.

D kaz: Operace sčítání polynomťr je z ejmě komutativní a asociativní, neutrálním prvkem je
0. Ke každému polynomu./"existuje opačny polynom -J tedy (RIxJ, +i je komutativní grupa.
Operace násobení polynornri je rovněž komutativní a asociativní s neutrálním prvkem t .

Invezní prvek (p evráceny polynorn) však obecně neexistuje (pouze pro polynomy 1 a -l).
Distributivnost operace násobení k operaci sčítání je z ejmá, proto (RIxJ,+, .) je okrulr, ktery
není tělesem. Neexistence dělitelťr nuly v (R[xJ, +, .) plyne zobecné věty l. 3. a jejího
drisledku ([5], s.20 -2l).
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Poznámka t 1. 9. Z obecné teorie dělitelnosti v oboru integrity plyne, že jednotkami okruhuR[xJ jsou Právě vŠeclrnY nenulové konstantní polynomy (nenulov á reálná čísla, viz též [5l,věta l , 4, s, 2l ) a s kaŽdym polynom em .Í e R[xJ jsou asociovány všechny jeho násobkynenulovYm reálnYm číslem. Poznamenejme ahě,- ze z p edchoií věty plyne existence
neomezeně definované oPerace odČÍtání polyrromtt v R[xJ fu evádí se na-p ičítání opačného
PolYnomu), zatímco operace dělení polynom v R[xJ neni obecně definována. Tomu sebudeme dále věnovat. Pro operace sčítání a násobení iolynonr tt v R[xJ platí ada z ejmych
vztah ,znichžněkteré nyní uvedeme (p edpokládáme, žeí s e R[xJ):

st(f + s) S max {st(fl, st(g)},

st (f .g): st O + st(g),

platí zákony o krácení (f *0, í g:J'. h = g: h).

Poznámka 11. 10. Vlastnosti polynom nad R[xJ nejsou v obecném p ípadě tak samozteimé,jak se zdánaprvní pohled. Nap . u polynonrri nad okiuhem Zaplatí pio j: i*,-i:-)-;7Žť^n
St(f ,8): st (0x3): st(0): -oo< J: st(fl + st(g),vZa[xJdáleplatí (1 + 2x).(I + 2x):1,
tzn, jednotkou v Za[xJ mriŽe byt i lineární poiynom. tÉmito p ípady se však nebudeme
zabYvat (Podle PoznámkY 11- 2. se omezujeme pou ze napolynomy s reálrryrrri koeficienty).

Definice 11, 11. Nechť Í s . RIxJ. Existuje-li polynom h e R[xJ s vlastno stí f: g. h, pak
Íkánre. Že PolYnom g dělí polynom./a píšeme glí. V opačném p ípadě íkáme, že polynom

g nedělí polynom/a píšem e g + .í:

Poznámka tl, t2. Analogicky jako v obecné teorii je nulovy polynom v R[xJ dělitelny
kaŽdYmPolYnornemzR[xJ, zatímcavztah0lí platí;ejine vp ípadě,žef :0 .protože R[xJje obor integritY (art je dokonce těleso), lze na děliielnost v R[xJ p evóst všechny pojmy atvruení z obecné teorie dělitelnosti v oboru integrity.

Definice 11, 13, Nechť "Í S e R[xJ jsou dva reálné polynoffiy, g * O.Jestliže existujípolynomy q, r e R[xJ s následujícími vlastnostmi
|. í: g.q * r,
2. st (r) < st (g),

Pak Íkáme, Že lze Provést dělení se zbytkem polynomu / polynolneffl g . polynom q senazyvá podíl a polynom r zbytek tohoto dělení.

Věta 1l, 14, Dělení se zbYtkem polynomu./polynomem g lze provést pro libovolnou dvojici
reálnYch PolYnomŮ Í S e R[xJ, g #0,p ičernž podíl i zbyek jsou určeny jednoznačně.

Poznámka 11, 15. V obecrrém p ípadě polynornťl/ g nad libovolnynr okruhem se mriže stát,Že dělení Se zbYtkern nelze vribec provést, p ípadně že podíl a zbytek nejsou určenyjednoznaČně, S těnrito pr'Ípady se ale ve St<otsre praxi běžně nesetkáv áme, proto se jimi
nebudeme zabyvat. Podrobnosti Lze nalézt v [5] na s.23 - 25.

Poznámka 11. 16. Známe těleso reálnych čísel ,R i těleso komplexních čísel C , p ičemžvíme, Že těleso Cje nadtělesenr tělesa lt . Proto lze všechny polynimy s reálnymi koeficienty
cháPat souČasně jako Polynorny v CkJ, ť. polynomy , tÓ*plexními koeficienty. pro
libovolnou dvojici takovych kornplexních polynomri í s e C[xJ, g # a, které mají všechny
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koeficienty reálné, vždy ale dostaneme jako podíl i zbytek opět polynomy se všemi reálnymi
koeficienty.

Definice !l. !7.Nechť ./e Rfx\je polynom tvaru (l)" rrech ť c e.R je pevrrě zvolené reálné
číslo. Pak reálné číslo

arC" * an4;t-l n ... a a212 + aI c * aa
se nazyvá hodnota polynomuJ' v bodě c a označvje f(c) Je-li í(c) :0 pak číslo c nazyváme
ko en polynomu;f .

Poznámka 11. 18. Ko enem nulového polynomu je každé reálné číslo, naopak každy
polynom stupně nula nemá nikdy žádn ,ko en. Pro polynomy z R[xJ platí následující fakta:
- Lineární polynom mávždy právě jeden ko en.
- Polynomy vyšších stupňri ko eny mít mohou, ale také nemusí.
- Neexistuje obecrry algoritmus pro určení ko enri polyrromu.
V dalším textu se k problematice rrrčování ko en ještě vrátírne.

Věta 11. 19. Nechť/ g e RIxJ. Pak platí:
I. í: g + Vce R;í(c) : g(c) .

2. Vce n; ff+ d@ :í(c) + s(c)
(f -d k) :í(c) -src)
(í.d @ :.f(c). sk)

Věta 1I.20. Reálné číslo c je ko enem polynomuíe R[xJ, právě když polynom (* - c) dělí
polynom./ Pro polynom (x -c) se v tomto p ípadéužívánázev ko enovy činitel.

Definice 11.2l. Nechť-R je těleso všech reálnych čísel, nechť frje p irozené číslo. Prvek cg
,R se nazyv.á É- násobny ko en (ko en násobnosti ) polynomuíe R[xJ,jestliže platí:
l. (x-c)rlí.
2. (x- c)or'+í.
Pro : l budeme užívat názvujednoduchy ko en.

Poznámka l1. 22. Jestliže platí podle p edchozí definice (x - ,) n |í pak také samoz ejmě
platí (x -c) * 

lípro všechna p irozená čísla nt : 1, 2, ..., fr. Proto j" k- násobny ko en podle
věty 11. 20. ko enem ve smyslr"r definic e l l . 17 .

Věta tt.23. Nechť/e R[xJ je polynom s reálnymi koeficienty, í * 0 . Jsou-li reálná čísla cl,
C2, ..., cn navzájem ruzné ko eny polynomuÍo násobnostech k1, kl, ..., kr, pak polynom/je
děliteln;,i polynomem (x- c 1 )kt . (x- rl, )k' (x- 

", )kn .

Dťrsledek 11.24. Nechť íe R[xJ je reálnli polynom stupně m. ž 0. Pak platí: Jsou-li reálná
ČÍsla cL c2, .,., ctl navzájem Ňzné ko eny polynomu í o násobnostech kt, kz, ..., k,,, pak platí
nerovnost k1 + kz +... + k,, š m. Každy reálny polynonr stuprrě m ž 0 má tedy nejvlliše rl
reálnych ko en .

Poznámka 11.25. Až doposud jsme chápali reálné polyrromy ve smyslu defirrice l l. 3. jako
algebraické vyrazy. Z matematické analyzy však víme, že reáIny polynom lze současně
chápat jako p edpis jisté reálné funkce s velrni ,,sympatickyrni" vlastnostmi (e definovaná a
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sPojitá na celé reálné ose, v každém bodě má derivaci, snadno se integruje atd.). Tuto
možnost nyní teoreticky popíšeme .

Definice 11.26- Nechť fe R[xJje reálny polynom. Pak zobrazení Qt: R -+1p, definované
vztahem % (r) : Í(r) Pro libovolné reálné číslo r, se nazyvápolynomiáiní funkce polynomu/.
Je-li Y R + R nějaké zobrazení, pak !/se nazyvá polynomiální funkce. je-li polynomiální
f'unkcí nějakého reálnélro polynom u z R[xJ.

DeÍinice |1,.27. Řekneme, Že dva reálné polynomy.í s e R[xJjsou funkčně rovné, platí_li
@t: Qr, tzn. pro libovolné reálné číslo r platíf(r) : g(r).

Věta 11.28. Dva reálné Polynomy_í g e R[xJjsou rovné, právě kdyžjsou funkčně rovné.

Poznámka 11- 29. P edchozí věta 1l. 28. platí obecně nejen pro polynomy nad tělesem
reálnYch ČÍsel, ale nad libovolnym nekoneenym oborem integriiy 1viz [s1, s. 31.). obecně
tedY není rnoŽné z ťunkČní rovnosti dvou polynomti nad libo-volnym okruhem usuzovat najejich rovnost (opaČná implikace plyne zvěty ll. t9.).Stouto situací se však běžně vpraxi
nesetkáte (p íklad viz [5]" s. 3l.). Proto je moŽné (a v matematické analyze běžně využívané)
ztotoŽnit PolYnorn s jeho polynorniální funkcí (někdy se užívá i názvupolyno,rrická iunkce).

Poznámka 11. 30, NYní se budenrc zabyvat problematikou dělitelnosti v oboru integrity
RIxJ, tj. dělitelností reálnych polynom . Mťržeme využit všech pojm a tvrzení. které jsme
uvedli v kapitole o obecné teorii dělitelnosti v oboru integrity.

Věta 11.31. Nechť/ g e R[xJjsou dva reálné polynomy takové,žef r0 u g|./ pak platí:
st(d š st(/).

Věta tL 32, Nechť Í S e R[xJ jsou dva reálné polynomy. Pak jsou následující vyroky
ekvivalentní:
l.í - g
z..fls 

^ 8lí
3. Existuje nenulové reálné číslo c s vlastností/: c . g

Poznámka 11. 33. P iPometitne, že jednotkami okrulru R[*J jsou právě všechny nenulové
konstantní polynomy (nenulová reálná ČÍsla, viz též |5), ueiu- |.4. s. 2l). Podle p edchozí
větY jsou s kaŽdYm Polynomem Í e R[xJ asociovány všechny jeho násobky nenulovym
reálnym číslem.

Věta 11. 33. Nechť pro polynomy z R[xJ platí: 8líl, glrt,..., éI |/ ftde Éje pevné p irozené
k

číslo), nechť ht, ltz,--., h*jsou libovolné reálné polynomy zR[xJ. pak8Iž íihi.
i= ]

Definice 11.34. Nechť lr,Í,,.fr, ...,.fi, e RIxJ. Platí-li nVpro i : I, 2, ..., k, pak polynom ň se
nazyvá společny dělitel polynomůít, íz, ...,.fn .

DeÍinice 11,35. Nechť.fi,Jz, ..., rt, R[xJ. Pak největším společnym dělitelem polyn omůf1,
íz, ...,_fi, nazyváme polynoln de R[xJ, pro ktery platí:
l. d je společnym dělite lem polynomrilfi, .íz, ...,ít,
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2. je-|i he R[xJ společnym dělitelem polynomůíl, íz,
Označujeme d: y'/SD (f,,rt, ...,íl.

pakje hld.

Věta 11.36. K libovolnym polynomů^í,,rt, ...,ír R[xJ & e A} existuje největší společny
dělitel.

Věta 11.37. Množinu všech největších společnych dělitel polynomt í,,rt, ...,ír e R[xJ
obdržíme jako množinu všech nenulovych konstantních násobkťr jednolro (libovolného)
největšího společrrého dělitele polynom ./i, ír, ...,.f* e R[xJ.

Poznámka 11. 38. V množině všech největších společnych dělitelťr polynonr .ft, íl, ..., .ft
R[xJ existuje vždy jeden, ktery je normovany. Ten budeme označovat pouze (fi,rt, ...,fi).

Poznámka 11. 39. Driležitou otázkou je nyní zpťrsob vypočtu největšího společného dělitele
reáln; ch polynom . Nejvyhodnější metodou je Eukleid v algoritmus postupnélro dělení,
jehož prirrcip jížbyl uveden v kapitole o dělitelnosti v oboru celych čísel. Ukázkapraktického
vypočtu je uvedena v [5], s.36 -39.

Věta 11. 40. Nechť í s. R[xJ jsou reálné polynomy, z nichž alespoň jeden je nenulovy.
Potom platí:
l. Existují polynorny Lt, v R[xJ s vlastností f . u * 8. v: (í s)
2.Je-li navíc stfl, sí(d ž 1, pak lze polynomy Lt, v z části l. vybrat tak, že platí nerovnosti

st(í) > st(v), st(g) > st(u).

Deíinice 11.41. Polynorny"í se R[*J nazyváme nesoudělné, je-li (f,g) : 1.

Věta 11. 42. Nechť í, se RIxJ; pak polynolny í s jsou nesoudělné, právě když existují
polynorny u,v R[xJ svlastnostíf .ll* 8.v:1.

Věta 11. 43. Nechť/ g, h e R[xJ, pak platí:
1. (f,g):] A (íh):1 :+ (ís.h):]
2.hl(í.s)A (h,í):] + hls
3. glí "hlí " @, h) : ] + ( s.h)lí

Poznámka 11. 44. Nyní následuje stručné pojednání o rozkladu polynornťr nad tělesern
reálnych čísel. Protože vítne, že v tomto p ípadě často hraje dťrležitou roli i těleso čísel
komplexních (nap . polynom *' + l nelze rozložit v oboru reálnych čísel, ate je možno ho
rozložit v oboru čísel komplexrríclr), brrdeme od nynějška do svych vah zahrnovat i těleso
konrplexních čísel. Jak vírne, jedná se o nadtěleso tělesa všeclr reálnych čísel. Mrrožinu všech
polynomri nad těIesem komplexních čísel budeme označovat C[xJ.

Definice 11. 45. Nechť /e RIxJ, st (í) ž 1. Řekneme, že polynorn í je redr"rcibilní
(rozložitelny) v R[xJ (nebo též nad tělesem ,R), jestliže existují polynomy & he R[xJ, 1š
st(g), st(h)< stfl takové, že p|atí í_J-g.h
V opačném p ípadě ,íkáme. že polynom í je u R[xJ ireducibilní (nerozložitelny).

Věta tL.46. Nechť/e R[*J.Pak platí:
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l. Je-lifreducibilnív R[xJ,pakje reducibilní v C[xJ.
2. Je,lifireducibilní v C[xJ, pak je ireducibilní v nÍ-l

Poznámka 1t.47. KaŽdy lineární polynom je vždy ireducibilní (ak v R[xJ,tak v Ctx]).

Věta 11, 48, Nechť.f, ge R[xJ, rlechťf je ireducibilní nad.R . pak platí: (f, s) : ] v .fls
Věta 11.4g.Nechť/e R[xJ;pak jsou následující vyroky ekvivalentní:
a)íie ireducibilní v R[xJ
b) je-li/l @ . h), kde g lle R[xJ, pakíl g nebof| h .

Poznámka 11,50. Část b) P edchazí věty lze matematickou indukcí rozší it pro libovolnykoneČnY souČin PolYnom . Vyjád eno Štony, Jestliže ireducibilní polynom dělí součinkonečně mnoha polynomťt , potom musí dělit alespoň jednoho z nich.

Věta 11. 51. Nechť/e R[xJ, st O ž1. Pak platí:
l, PolYnomf lze vyjád it jako souČin konečného počtu ireducibilních polynomti nad lt
2. Toto vyjád ení je jednoznačné až naporradí a asociovanost.

P íklad 11.52. Čast 2. p edchozí věty lze ilustrovat takto:

Zejměplatí i -]: (x+ 1)(x-1),aletakénap .x2 -]: (1 x+ 4)( l--1] nebotaké

2 , (t 1) 
'\4 1)

X' - t: l:x j) Qx + 3) atcl. Podle části 2. p edc hozívěty se jedná o tentyžrozklad(3
polynomrr'- ].

Definice 11, 53, Nechť (M, +,./ je libovolné těleso. Řekneme. že toto těleso je algebraicky
uzav ené, jestliŽe kaŽdY polynorn .fe M[xJ, st (í) ž ], máv Malespoň jeden-ko en.

Věta 11, 54, Necht' (M, +,.) je libovolné těleso. Pak následující vyroky jsou ekvivalentní:l. Těleso M je algebraicky uzav ené.
2,KaŽd' PolYnorrr fe M[xJ, Sí O 2 ] lzevyjád it ve tvaru součinu lineárrrích polynom

z M[xJ.
3. Ireducibilní polynomy v M[xJjsou právě všechny lineární polynorrry.

Věta l1.55. Nechť M j" algebraicky uzav ené těleso. pak každ,ll polynom fe tr{[xJ,
St (Í ): n Ž I má v M Právě n ko enťr, počítám e-Ii každy ko ón tolikrát, kolik je jeho
násobnost.

Poznámka 11, 56. Vlastnost algebraické uzav enosti jsme definovali obecně pro libovolnátělesa, Vrátíme-li se k rraŠemu p edpokládanému omezení na těleso R a jeho nadtěleso C, jez ejmY rozdíl mezi nimi. I kdyŽ se ešenínr algebraickych rovnic buáenre ještě v dalšímzabYvat, jiŽ na tomto místě si p iporrrenelne to, io je iniuit ivně známé zd ívějšího studia:Těleso rt není algebraicky uzav ené fiistě si každy sarn sestaví rovnici, která nemá reálnéko enY), zatímco těleso C algebr aicky uzav ené je. Dokázat p esně formálně tuto skutečnostje ale velmi obtiŽné. Proto následující větu (naz,!,vanou ,,Základní věta algebry..) uvedemestejně jako ostatní tvrzení bez dťrkazu i bez odkazu na nej. Možná se zdáformulac e základní
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větY algebrY zbYteČná (sám fakt je intuitivně jasny), ale zhistorického hlediska má tato věta
značny vyznam.

Věta 11.57. Těleso Cvšech komplexních čísel je algebraicky uzav ené.

Poznámka l1- 58. ProtoŽe těleso Cje algebraicky uzavlené,platípro něj všechno to, co jsme
uvedli obecně pro algebraicky uzav ená tělesa (věty l1.54: u it.55).Stačí ve tvrzeníclr
těchto vět nahradit označení M písmenem C .

Definice 11.

(2)

59. Nechť fe R[xJ je reáln; polynom, kde

í-- arx" * atl_]*,-l *... -1- a2*2 + otx* ao.
polynomuf rozumíme polynomf'e R[xJ definovany vztahem:

,,_f 0, je-list(í)<0J -lr.an.*'-] +...+ 2oz.x*a1, je-li st(f )>t

pak derivací

Poznámka 11. 60. t kdyŽ jsme (na rozdíl od matematické anal, zy) det'inovali derivaci
PolYnomu Čistě fbrmálně, lze snadno rozepsáním dokázat, žejejí viastnosti jsou analogické
jako v matematické analyze. uved'me některé z nich:

- nechť ,st (fl : n, pak st (f') : n - ] ,.- (f + g)':.f'* g';
- (í g)':í'g+íg';
- (fo)': k..fo-' ..f, .

Analogicky se zavádí rovněž derivace vyšších ádri pomocí vztahu
íft+l) : (.f (r)),, pfo k e Ng,í(') :í.

Definice 11. 61. Nechť fe R[xJ je reálnli polynom tvaru (2), rrechť c e ft j. pevně zvolené
reálné číslo. Je-li

.f(x) : aa * at (x -c) + az (x -42 + ... + a,(x -c)' ,. ai R
pak pravou stranu nazyváme Taylorťrv rozvoj polynomu/o st edrr c.

Věta 11.62. Nechť./e RIxJ, st (fl : n ž1, tteclrť c e
rozvoj polynonru./o st edu c . kter} je tvaru

í(x):í(c)* Í'(.|) 6_c)* Í"!|) ft_r),J\ / ]! -/ 
2!

Poznámka 11. 63.
a) PozornY Čtená si jistě povŠimnul,že Taylortiv rozvoj polynomu./o st edu cje jeho p esné
vYjád enÍ, Proto v něm nevystupqe žádnj, zbytek fiakó p i-rozvojich funkcí ě, ii, x, cos x
apod.).
b) Pro vYPoČet koeficient Taylorova rozvoje polynomu í o st edu c (a obecně pro dělení
PolYnomu lineánrím Polynomem) existrrje algoritmus, zvan} Hornerovo schéma. Jeho princip
poznáte dále, zdťrvodnění viz [5], s. 5l - 52.
c) YYznam derivace polynomu v algeb e p i hledání ko enťr polynomu bude ukázánv kapitole
o algebraickych rovnicích.

Poznámka 1l. 64. |Jžití Hornerova schématu:

R. Pak existuje právě jeden Taylortiv

+... + ť29 &_r),,.
n!
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l. Dělení polynomu lineárním normovanym polynornem.
2. V}počet koeficient Taylorova rozvoje.
3. Zjištění hodnoty polynomu v daném bodě.
4,ZjiŠtěnÍ, zda dané ČÍslo je ko enern polynomu ( ešením p íslušné algebraické rovnice.

P íklad 11. 65. IJkazkaHornerova schématu.
Základní funkcí Hornerova schérnatu je dělení polynomu f lineárním norffIovanym
polynomem g. Není-li 8.normovany polynom, tj. je tvaru ax + b, a # 0, a * /, pak nejprve
dělence/i dělitele g vydělíme číslerrr a. Polynom g tím normujeme a upravíme na tvar x _ c. .
Nechť tedy jsou oba polynomy vyjád eny takto:

í: orxn + ar_]X'-l +... + azx2 * al x a aa, 8 : X _c.
Hornerovo schéma je tabulka, obsahující dva ádky a dva sloupce. Levé horní záhlaví
nevYPlňujeme, do Pravého horního záhlaví vypíšeme všechny koeficienty dělence / (včetně
nulovYch), Do levé sPodní části napíšeme číslo c z dělitele a jsme p ipraveni počítat hodnoty
v Pravé sPodní Části. Koeficie nt a, sepíšeme o ádek níž. Potom číslem c vynásobíme toto
ČÍslo a,aPiČteme ČÍslo an-] zhorního ádku. Vypočtené číslo zapíšeme pod koeficienta,,_1.
VYnásobíme jím ČÍslo c, p ičteí:nr- an_2 a vysledek napíšeme pod an_l .Takto postupuj.Á",
dokud nejsou v Pravé horní Části vyČerpány všechny koeficienty dělence. poslední číslo
naPravo v dolním ádku oddělíme. Toto oddělené číslo je zbytkem p i dělení, kdežto čísla
neoddělená v Pravé dolní Části označují koeficienty podílu. Posiup ilustrujeme na p íkladr"r:

í: 3*' -2x3 -7x2 + 4x _B, g:x _2.

30_2 _7 1 _8
2 3 6 10 13 30 52

Platítedy: _lxs - 2x3 -7x2 + 4x _8..x _2:3xa + 6x3 +]0x2 + ]3x* 30,zbytekje52.
Současně jsme ově ili. že číslo 2 neníko enem polynomuf proto žef(2) : 52.

Poznámka tt,66. V Poslední Části kapitoly o polynomech se krátce dotkneme i problematiky
interpolačních polynom a polynomťr uí.. p.o*ěnnych.

Věta 1l, 67, Nechť Í s e R[*J jsou reálné polynomy, st o, st (g) ž n, kden je pevné
P irozené ČÍslo. Jestliže oba polynomy _í s nab ,vají- stejrr}ch hoŽnot v alespoň (n + t)r znych bodech, pak platí í: g.

Věta 1r, 68, Nechť Cl , C2 , ..., Ctt*ljsou navzájem r&zná reálná čísla, nechť lt , lz l ..., !n+ljsou libovolná reálná ČÍsla. Pak existuje právě jeden reálny polynorn fe R[xJ takovy, že st (J)š naplatí_f(c):liproi: ],2,..., n+ ].

Poznámka 11.. 69, Lagrange v tvar inter-polačního polynomu.
Nechť Platí P edpoklady a označeni věty 1 l. 68. Pat< níeaany poly nomf(x)je tvaru

í(x) - yl ( x- cz )(x- cs ). ....(x - cn+l ) * yr,
(x- ct )(x - ca ).....(x - cn+l )

(c t -cz )(ct - cs ).....(ct -cll+t ) (cz - cl )(cz - cs ).....(cz - cn+t )
0:9 )(x- cz ).....(x- c, )

(cr+t -c1 )(cr+l -c2 ).. .(cn+l -cr)
...* !n+]
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Polynomy více proměnn ,clt

poznámka 11. 70. polynomy více proměnnych jsou formálně definovány analogickY jako

polynomy jedné p.o,r8nné pomocí nekonečnlich poslouprrostí. TÍrnto Se zde nebudeme

zabyvat (póa.ounosti viz [5]). Pro naše učely postačí intuitivní p edstava. podle níŽ mají

polynomy více proměnnlich tvar analogic polynomťtm jedné proměnné s tím rozdÍIem, Že

bu*nuli další pioměnné (obecně značené xt , x2 , ..., xn, v p,ípadě nejvYŠe t í ProměnnYch

byvá u8znc.lsi Óznačení x, !, z). polynomy více proměnn; ch jsou tedy nap . polynorny

f: 6*' y r'.* 2 ť r', 5 yaz + l,
g:,' + y3 + z3, atd.

I z našeho intuitivního pohledu je ale z ejmé, že na polynomy více ProměnnYch nelze

mechanicky p enést některé pojmy z teorie polynomrl jedné proměnné, naP . stuPeň

polynornu.- Tim se nyní budeme zabyvat. Množinu všech polynomri n Proměnn}ch nad

iet.r.* reálnych čísel budeme označovat R[x1 , ..., x,J.Polynom m více ProměnnYch nad

jin;imi okruhy se opět nebucleme věnovat. Poznamenejme jeŠtě, Že analogickY jako Ll

poíyno,rrri jedné proměnné jsou definovány operace sčítání, odčítání a násobení PolYnomťr

více proměnnych.

Věta II.71. R[r, x,J s operacemi sčítání a násobení je obor integrity.

Definice 11.72. Nechť R[xt , ..., x,J je obor integrity polynomri n proměnn; ch nad tělesem

reátnych čísel. Nechť it , ..., l,,,jsou nezápornáce|á čísla. Pakvyraz

*'r, *'r' . ....x'; (r)

nazyváme členem o ,? proměnnych. nebo stručně členem.

Je-li í : |a
Reálné číslo a

,'l i.X^,'r' .x'ri, R[xt , ..., xJ , pak (o) nazyváme

nazyváme koeficientem členu (o). Stupněm členu

členem polynomu f .

*'i .....x'; nazyváme*'r'

číslo i7 +

Definice 11. 73. Stupeň nenulového polynomu f e R[x] , ..., x,J je roven rnaxirnálnímu ze

stupňťr jeho členťr s nónulov;imi koeficienty. Polynom" jehož všechny ČlenY mají stejn; str"rPeň

s, nazyváme homogenní polynom (stupně s).

Věta 11,74. Každy polynom .f e R[x1 , ..., x,J lze napsat ve tvaru souČtu homogenníclr

polynomri navzájem rťrznych stupňri, p ičemž toto vyjád ení je jednoznaČné (aŽnaPo adÍ).

Definice 11. 75. Nechť./

uspo ádaná n,tíce reálnych čísel. Pak reálné číslo |a.r'1 .r'r' ,...,c'i se nazyvá hodnota

polynomufvbodě (ct,...,c,)aoznačttjesef(c],...,cr).Je,Iif(c],...,c,):0 íkáme,že(c1,",,

,,,) je ko enem polynomu/

poznámka 11. 76. otázky hledání ko enri, reducibility a ireducibility v R[xl , ..., XnJ jsou

poměrně kornplikované, proto je zde ešit nebudeme. PovŠimnenre si Pouze tnoŽnosti

,totožnéní polynomu více proměnnych s jeho polynomiální funkcí (e definována analogickY

jako u polynonr jedné proměnné).

Věta 11.77. Nechť/ g e R[x] , .-., x"J. Pak platí:
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í: g V(r,,..., c,) R"; í(ct,..., c,): g(ct,..., cr).
Dva PolYnomY z R[x1 , ..., x,Jjsou tedy rovné, právě kdyžjsou funkčně rovné.

Poznámka 11. 78. P i studiu polynom jedné proměnné jsme využívali toho. že jeho členy
bYlo moŽno se adit sestupně nebo vzestupně. Turto metodu však u polynomťr více pioměnnych
nelze použít. Musíme proto definovat jiny postup.

Definice !1.79. Nechťl: *!'.r:'.,...*!,,, B: *i,.*žr...".xž,jsorrdva členy o n
ProměnnYch. Řekneme, Že Člen l je pr'ed členem "B, existtrje_li irrdex i, ] š i š n, splňující

kl : Sl, .." , kr-]: i_l , ki ž Si.
Jestliže člen l je p ed členem B nebo Á : B, píšeme A >> B.

Věta 11. 80- Relace > je relace lineárního uspo ádání na množině všech čIen o n
proměnnych.

ProměnnYch, Jsou-li členY PolYnomuí e R[*t , ..,, xr|.,trspor'ádány pomo.i teto relace, íkáme,
Že jsme ČlenY PolYnomu/'uspo ádali lexikograficky. Čten, kter} je p ed všemi ostatními členy
tolroto polynomuf , nazyváme vedoucí č|en polynómu.f

Věta 11, 82, Nechť Í S e R[x1 , ..., XnJ jsou libovolné dva reálné nenulové polynomy n
Proměnnlich. Pak souČin vedoucích členri polynomtt.f ag je vedoucím členem ,o.,e inu7.g.-

DeÍinice 11, 83, PolYnom Í(xt, ---, xn) e R[x1 , ..., xn| se nazyvá synretricky, jestliže se
nezmění Žádnorr Permutací prorněnnych, tzn. pro libovolnou pennutaci (a1, c6,/ indexťr
], 2, ..., n platí:

ílro, , ... ,xar) : í@,, ..., x,) .

MnoŽintr vŠech sYmetrickych polynomťt n proměnnych nad tělesem reálnych čísel b.rdeme
označovatRr[x1 , ..., xr|.

Věta 11. 85. Neclrť l : *!' ,*:' , ...,*k,je vedoucí člen symetrického polynom uí(xl, ..., x,,).
Pak platí h ž kz ž... ž k, .

Věta 11. 8ó. Nechť ,,4 : *! ' . *:' . ... . *!r, j"
konečně mnoho vedoucích členri symetrickych
členem l.

člen o n proměnnych. Pak existuje pouze
polynom o n proměnnych, které jsou za

Definice 11. 87. Polynomy z R[x1 , ..., xr| tvaru:
Ot (xt, ..., x,) : Xl * xz * ... I Xn
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Oz(xt, ..., xr) : XtX2 * xt Xs *,... * Xl Xn* xzxs +... + Xn_]Xn

Otr(Xt, ..., Xr) : I xil .xiz ..... xin
i t <iz <...<ik

:

O,, (Xt, ..., X,) : X] . X2 . ... . Xn

nazyváme elementární symetrické polynomy n proměnnych.

Poznámka 11. 88. Elementární polynom ot je tedy součtem všech proměnnych x1 ,..., xn,

PolYnorn az ie souČtem vŠech souČin jejich dvojic, polynom os je součtem všech součinťr
trojic, oa Čtve ic atd. Polynorn c,, je nakonec součinem všech proměnnych x1 ,..., xn. pro
p ípad n : 3 a zavedené označení proměnnych x, !, zje tedy:

Ol:x*y*z
02:xy+xz*yz

aj : XlZ

Poznámka 11. 89. P edclrozí definicí ll. 88., společně světarni 11. 85 a 11. 86 jsnre si
,,P iPravili P du" Pro uvedení hlavní věty o symetric ch polynomech, která eší existenci a
jednoznaČnost vyjád ení libovolnélro symetrického polynomu pomocí elementárních
sYmetrickYch Polynomťr. Uvedením této věty končíme naše pojednání o polynomech více
ProměnnYch. PraktickY pt'evod symetrickych polynomťr pomocí elementárruch synretrick}ch
PolYnomťr je Poměrně pracny a zdlouhavy a poznátejej ve cvičení" včetně .ady zajímavych
aplikací v praxi.

Věta 11. 90. Každy symetrick;li polynom í(xl, ..., xn) e Rr[x1 , ..., x,J lze vyjád it jako
polynorn n proměnn;iclr ol , 02, ..., q,nad R ,tzn.

í(x,, ..., xr) : Q (ol , ..., ar)
p ičernž toto vyjád eníje jednoznačné.

12. Rozklady polynom o algebraické roynice a jejich ešení

Definice t2. 1. Algebraickou rovnicí budeme rozumět rovnici tvaru
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!a,rX" * an-]*t1-1 * ... + a2x2 + a1 X * a0 : 0,
kde ai e -R pro i : 0, l, ..., H.

(3)

Poznámka 12.2. ŘeŠení algebraické rovnice je, jak je vidět z jejího tvaru (3), uzce spjato
s hledáním ko errti polynomri. Řešit algebraickou rovnlci (3) znamená hledat ko eny jejiievé
stranY. Ko enY lze nalézt mnolra zprisoby. Řadu z nich dále uvedeme. Dtiležité 

"s"r. 
je (a

v Praxi se Často vyuŽÍvá) umět rczložit polynom na levé straně rovnice (3). poznu*.ri";*.
jeŠtě, Že rozklad levé strany (3) má značny vyznamtaké v p ípadě, že se jedná o algebraic"kou
nerovnici. Poslední Poznátnka je terminologická. Pod označením ešeňí rovnice se rozutní

!u!'to PoČetní Postrrp vedoucí k získání ko enri nebo p ímo množina ko enri rovnice (3).
Reknenre-li tedY, Že eŠení je pracné a zdlotrhavé, máme na mysli proces, kdežto vyrok
,,Rovnice nemá eŠenÍ" znamená. Že tnnožina ko enri je prázdná. Zkontextu bude vždyjásné,
co mátne na mysli.

Poznámka 12- 3. Jak již bylo uvedeno v definici 12. l., všude v této části se budem e zabyvat
PolYnomY a algebraickymi rovnicemi, jejichž všechny koeficienty jsou reálrrá čísla; ;elictrko enY vŠak mohou byt jak reálné. tak komplexní. Jedná se tedy v těchto .ovnicicir o
PolYnomY nad tělesern komplexních čísel, ú. o polynomy z C[xJ. prátože však s polynomy,
jejichŽ alesPoň jeden koeficient je komplexní, se v pfaxi běžně nesetkáte, m žeme si dovolit
vyše uvedené zjednodušení.

Poznámka 12- 4. ZPÍedchozí části p ipornínáme, že těleso komplexních čísel je algebraicky
uzav ené, což má mj. tyto d sledky:
1. Ireducibilní v C[xJ jsou právě všechny lineární polynomy (tzn. každy polynom stupně
alespoň dvě lze v oboru C rozložit)
2. KaŽd' PolYnom stupně m má v Cprávě lz ko enťr (počítáme_li každ, ko en tolikrát, kolik
je jeho násobnost).
3 Každ, polynomf e C[xJ,í:orx" + a,r_lx"-l+... + a:x2 * alxl-a0 (ar* 0)lzevyjád it
jako souČin n tineárních normovanych polynomti a nenulové konstanty ve tvartt

í: o, (x -cil.& -cz)... (x -c,), ci C, i: 1,2,..., n
(toto vYjád enÍ, které je jednoznačné až na po,adí, se nazyvá kanonicky rozklad polynomuf).

Poznámka t2- 5. NYní se vrátíme k pojrrru derivace polynomu z R[xJ a uvedem e, jak lze
clerivaci využít p i lrledání jelro ko en .

Věta 12. 6. Nechť/e R[xJ a nechť c e R je k - násobnym ko enem polyno muí .
a) Je-li k : ], pak c není ko enem./'
b) Je-li k > 1, pakc je (k -])-násobnym ko enemf'.

Věta 12.7. Nechť/e RIxJ, c e R, neclrť k > tje p irozené číslo. pak platí:
l. cje É- násobny ko en í e c je (k - 1) -násobn}_m ko enem polynomu (í.f.)
2. c je k-násobrry kor'en./ e í(c) :f'(c) : ... :í(^-''(r) : 0,,fft)(r) # 0.

Věta 12.8. Nechť.l= R[xJ, sí O ž 1. Nechť dále qe R[xJje polyrrorn splňující

í: (íí') .q
Pak PolYnoln q má stejné ko eny jako polynom f , ale každy pouze jednoduchy.
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Poznámka 12. 9. Nyní se budeme věnovat problematice ko,enťr a rozkladem polynomri z
C[xJ s reálnyrni koeficienťy.

Věta l"2. 10. Nechť./i= C[xJ je polynom s reálrryrni koeficienty. Neclrť komplexní číslo c je k
- násobnym ko enem polynomu f . Pak také komplexně sdružené číslo V je k - násobnym
ko enem polynomu/.

Věta 12. 11. Ireducibilními polynomy v R[xJ jsou právě všechny lineár,ní polynomy a
všeclrny kvadratické polynomy se záporn}m diskrirninantem.

Drisledek12.13. Pro každy polynom f e C[xJ s reálnyrni koeficienty platí:
l. Polynom.f mávždy srrd} počet imaginárních ko enri fisou,,spárované'o po dvou komplexní
sdružeností) - nemusí mít ovšem žádny inraginární ko en.
2. Je-lif lichého stupně, musí mít lich] počet reálnl ch ko en .

3.Každy reálny polynom/, stupně alespoň 3, j" nad tělesem.R reducibilní.
4. Každy reálny polynom lze vyjád it jako součin reálného číslo a konečného počtu reálnych
normovan;ich lineárních polynomťr a reálnych normovan;ich kvadratickych polynorn se
zápornymi diskriminanty. Je-lilínenulovy polynom, pak je toto vyjád ení jednoznačné až na
pot'adí.

Poznámka12. 14. P edchozí d sledek mj. íká, žekaždy polynom stupně alespoň t i lze v.R
rozložit^ato až na lineární a kvadratické nerczložitelné činitele. Ne íká ale, jak m zptisobem.
Hledání rozkladťr polynomťr není obecrrě algoritmicky ešitelné. Používá se bud'to hledání
kot=en a postupné dělení ko enovymi činiteli, dále se užívá r zn ch vzorc , vyt;fkání a
umělych prav.

P íklad 12. 15. Rozložte v ,R polynomf : x4 + ] .

xa + ] : (x4 + 2x2 + I) -2x2 : (*' * 1)'-2x2 : (*' + JI * + 1)(x2 _ J1 x + 1).

Z rozkladu je současně vidět, že algebraická rovnice xa + ] : 0 nem á žádny reálny ko en, ale
dvě dvojice komplexně sdruženych ko,enri (ejich vypočet není zajímavy). Další možností,
jak tuto rovnici vy ešit. je ešit ji jako rovnici binomickou. O tom se ještě dáIe zmíníme.

Poznámka 12. 16. Mezi ko eny a koeficienty polynomů v C[xJ platí zajímavé tzv. Viětovy
vztahy. které nyní uvedeme. Jistě si povšimnete, že pro kvadratické polynomy se tyto vztahy
probírají už na st ední škole. Poznanrenejme, že v této větě uvažujeme všeclrny ko eny, tj. i
komplexní (pouze v oboru C má polynom stupně n právě n kor'enri).

Věta !2. !7. Nechť.l= C[*J, st (í) : n 2 /, kde

í:orx" + ar_tX'-] +... + azx2 * atx* a0,

a nechť cl , c2, ..., c,, jsou ko eny polynornu/ Pak platí:

{ln-l : Ct*czo...+Cn

an-2

atl

CtCz * cl Cs +... + C] Cn* czCs +... + Ctt_]Cn
an
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(-] )k fu+ : Zr,, . ci2 .... cikan 
it<,..<it

:

(-1)' 9L : ct . cz. ... . ctt
an

Poznámka 12. 18. Pravé strany ve Viětovych vztazíchjsou elementární symetrické polynomy
vYtvo ené z ko errri polynomuí. Jejich užití na p,íkladech opět poznáte ve cvičení.

Poznámka 12- 19. Nyní provedeme v rovnici (3) další omezení. Budeme p edpokládat, že
vŠechnY koeficienty polynomu na levé straně rovnice (3) jsou celá čísla. le-li aĚspoň jeden
z nich ČÍslo racionální (nikoliv celé), pak rovnici vynásobíme společn;im jmenovatelem všech
takovYchto racionálních koeÍ'icient a tím všechny koeficienty p évedeme na celočíselné
hodnotY. Uvedeme nyní několik užitečnych tvrzení, které molrou napomoci p i hledání
ko enťr takovYclr rovnic s celočíselnymi koeficienty. I když často t< c?ti vést nemusí, ve
Školské Praxijsou velmi užitečné. Jejich použití opět poznáté ve cvičení.

Věta 12.20. Nechť
arX'* an_l*tt*} *... a a2*'+ alX* a0, ai Z, a,r# 0

je PolYnom S celyrni koeficienty a nechť racionální číslo L j" ko enem .f (r, sjsou nesoudělná
,

čísla). Pak platí: r I ag a současně s ] a,, .

Drisledek t2.21.
l. Je-li celé ČÍslo c ko enern polynomu s celočíselnymi koeíjcienty, pak , I oo"
2. Je-li levá strana rovnice (4) noťmovany polynom (tj . atl :1), pak každ , racionální ko en iecelé číslo J '

Poznámka 12. 22. VŠeclrna tvruení p ed chozí věty i jejího dťlsledku rnají tvar implikace,
P iČemŽ Žádnou z nich nelze obrátit. Tyto implikác" ,. nejčastěj i využíiají v obměněném
tvaru (zformulujte sami). Nelze tedy nap . tvrdit, že každ,c"lo8í.eín;i dělitel absolutního
Členu je eŠením rovnice (4). Lze ale všechny dělitele čísia aa nalézt á pomocí Hornerova
schématu vYzkouŠet, zda mezi rrimi není ko en. Pokud ani jeden z těchto dělitel není
ko enem rovnice (4), Pak víme, Že danárovnice celočíselná ešení nerná. podobně lze vypsat
vŠechnY ,,Podez elé zlomky* a ově it. zda někter} není ko enem. Těchto zlomkťr však m žeb t velrni mnoho a jejich zkouŠení mťrže byt zdlouhavé. Proto uvedeme ještě jedno tvrzení,
Pomocí kterého je rnoŽné větŠinu ,,podez elych" zlomkťr ještě p ed zkou-šením Hornerovym
schématem vy adit.
Věta 12.23. Nechť

o,,X' * an-lx'-[ + ... + a2*' + at X * a0, Qi e Z, a, * 0
je PolYnom s celYmi koeficienty a nechť racionáIní číslo l j. ko enem í(r, sjsou nesoudělná

,s

čísla). Pak platí: V me Z; (r - ms) lí@)

Poznámka 12- 24. P edchozí věta se užívá témě vždy ve dvou specielních p ípadech, a to
pro hodnoty m rovny 1 a -]; platí tedy (r - s) lí(1), (r + s) líe|)

(4)

\
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Poznámka 12. 25. P i hledání ko enri algebraic ch rovnic je užitečné i následující tvtzení,
platné pro algebraické rovnice s reálnymi koeficienty. (Podrobnosti viz [13]).

Věta !2.26. Neclrť
arX'' * att-Iťt-l * ... a a2*' + a1 X * ao : 0

je algebraická rovnice. Nechť cl, ..., cn jsou její ko eny (reálné i komplexni).
Nechť A: max {lr,|; i:0, ..., n-1}. Pak platí:

1. Pro každyindex i,i: ],2, ..., nplatínerovnost Ir,l < 1 * !
|o"l'

2. Počet kladnlich reáln; ch ko enri je roven počtu znaménkovych změn v posloupnosti
nenulovych koeficientri arl , att_] , ..., cl] , ag nebo o sudé číslo menší.

Drisledek12.27. Jsou-li všechny koeíicienty polynomu kladná reálnáčísla, nem že mít tento
polynom kladné ko eny.

P íklad l2.27.Jedánaalgebraickárovnice 4x6 -"J+ 4x2 +x-8 :0.
A: 8, Ir,l < 1 * *: 3. Absolutní hodnota všech ko en tedy ležívintervalu (-.3, 3).

l4l

Posloupnost koeficientti je 4, -], 4, ], *8 , obsahuje tedy 3 znaménkové změny. Proto tato
rovnice má bud'to -3 nebo / kladn ko en v intervalu (0, 3).

Poznámka 1,2.28. Nyní stručně popíšeme základní metody r*ešení některych vybran; ch typri
algebraicklich rovnic (podrobnosti viz [5], s. laz - l05).

I. Lineární rovnice ax + b : 0 z ejmé

II. Kvadratická rovnice ,*' + bx + c : 0 známé ze st ední školy

III. Kubická rovnice as x3 a a2 *' + al x * ao: 0 (5)

Nejprve vydělíme rovnici (5) čísleíyl as (p,edpokládáme samoz ejmě aj * 0), p eznačírne
koeficienty a proměnnou označíme z:

,3+nz2+bz*c:0

Zavedeme substituci z: x + Podosazení a ťrpravědostanemerovnici vtzv.1

redukovaném tvaru

"'+px+q:0. (6)

označíme t=cos2' *i sin?o _!*, Jj DáIe neclrť K : trE3 _3 2 2 DáleneclrťK: 
t7*b označujejednu

(pevně zvolenou) z obou 
Pd""' 

,rapsanélro vyrazu. Nechť dále u značí libovolnou (pevnou)

ze tYí t,etích odmocnin f/- 1+ r a konečně v znači tu z t etích odmocnin ll-g- K ^která\l 2 ---""-"", 1 2
splňuje vztah 3uv : -p. Potom ko eny rovnice (6) jsou

X]:Ll*v, X2: .u*t'.rr, X3:ť.u* .v. (7)
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Vzorce (7) se nazyvajíCardanovy vzorce.

. ,Zaueďme nyní vyraz D : - 4 p' - 27 q2, ktery
ko en rovnice (6) lze rozhodnoui podle ňodnot}
rovnice (6). Omezíme se na kubicŘou rovnici (6)
p ípadě p : ?nebo q : 7je ešení triviální).

c) D < 0 t i reálné ko eny, které
(tzv."cassus irreducib i lis..). Nutné je

Nejprve z rovnice cos (p = Ž
lrH.t'

1/('T]

br-rdeme naz, vat diskriminant. o druhu
diskriminantu polynomu na levé straně
, s reálnymi nenulovymi koeficienty (v

b) D > 0 jeden ko en rcáInY a dva imaginární kornplexně sdru ženéko eny, určené(7). ---)

však ani pomocí Cardanovych vzorc (7) nelze
použít goniometrické ešení:

vypočítáme hodnotu úrhlu rp (1ednupevně zvolenou).

Ko eny rovnice (6) jsou pak

P íktatt: Řešte rovnici *3 - 3x + ] : 0 .

Vypočteme pot ebné hodnoty. Podl e zadání p
_! 1

vztahy

vy ešit

x2=,[#] cos(: :),
Poznamenejme, Že Cardanovy vzorce i posledně uvedené vztahy jsou pro praktickéPoČÍtání velmi Pracné a zdlouhavé. Problém je rovněž v tom' že obdrž.nó fo.*ální vysledkyj:^:,*:_u'' pracně upravovat.n1 Porr Žiteň , tvar, zejméni,užijeme_li počítače . V}jimkouJSou Pouze sPeciálně sestavené kubické rovnice na ilustraci Cardanovych vzorc . Uvedemep íklad.

,,:r(urceny vztahy:

.,(--,I,r] cos(:-:)Xj

cos Q_ _-_2- _ 2

/r]_jl" 1

lt J )
dosazení a upravě obd írrre ešení

Xl : 2cos +, x2 =- 2ro, !, xl =- 2cos 
Str

9 , 9)--J g
V tornto P ÍPadě je eŠené poměrně snadné (i když ko eny obdržíme pouze pomocígoniometrick ch funkcÍ), NYni si ukážeme, jaké ,,probl!my" m že zpťrsobit využitiněkteréhomatematického softwaru. Pomoc í pro gramu b..i ué ob držíÁe nás l ed uj ící :

x]=!4[4+4ffi*_-_j-2t Y trLTm,

. odtud Qt:

: -3, q: ]. Potom D: - 23

2tr 4n
3 ,Qz: T Zvolímerp

< 0;dáletedy

2n: 
_l 

. Potom po
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-1+4iJ3
x2 =_!{:4+4lE _

]lf , ^r I ! ) )
1, - - -- {i- 4 + liJj - + - 1,J, | 

! ltJ +;,;G _+ 
l

XJ:-._ 
"|-'-"E (/ {/-,t++i^l3)

Je jasné, Že Pro jakékoliv další využitíjsou takto vyjád ené ko eny zcela nevhodné. proto

musejí následovat formální írpravy. P evedeme-li komplexní číslo - 4 +,tiJj na
í )lr ?r\

gonionretrick} tvar 8[ cos {+i sin+l, lze určit t i hodnoty vytazu {_Í;4 G .

\ 3 3)
^( 2tt2| cos:::a i sin+), z(ror+-i sitl+), ,(r"r++i sin#). Dosadíme_li pwní z\..9

lrodnot odmocniny do vytazu pťo kot'en x], dostaneme po ripravě reálnou lrodnotu
_ 27t

X l = 2 cos :. DalŠÍm dosazením dostáváme z počítačem určenych vysledkťr ko eny,9

X2 = 2cos +, x3 = 2 cos + Snadno se p esvědčíme, že - 2 ro, ! : 2 ro, 
B' a také- 9 9 r--*' --""g g

^5JT^4n- 2COS 
- 

: 2CO,g -- ti _ troiice ešení rrvnnčfená n írrrn nnrllp í'qrÁor".rrrrr fanria ^ ^^,*^, 
,g Zcos; ,tj. trojice ešení vypočtená p ímo podle Cardanovy teorie a pomocí

poČÍtaČe je samoz ejmě tatáŽ. Pro riplnost dodejme p ibližné číselné hodnoty ko en : x7 :,l*

2cos + : ],5320BBBBó,x2: 2cos + :0,317296_3553. x3 : 2cos Y: _],B7g3B521l.
9 9 

v)-" J) J g

Závérem Poznamenejme, Že Cardanovy vzorce se v obecném p ípadě využívaj í až tehdy,
kdYŽ není moŽny žádny jiny postup. Vkubick ch rovnicích ve-školsĚé maiematice i.
větŠinou Poda í jeden z ko en určit p ímo, nap . užitím teorie hledání ko enťr polynornťr
s celoČÍselnymi koeficienty (věta 12.20 až véta 12. 26). Po vydělení ko enovym činitelem
Pomocí Hornerova schématu již není problém vy ešit zbylé dva ko eny jako ešení
kvadratické rovnice. Pokud to tvar kubické rovnice umožňuj e:, lze rovněž tuto rovnici ešit
jako rovnici binomickou.

IV. Rovnice čtvrtého stupně a,t x4 * as x3 1 a2 *' + al x * aa: 0 (8)

StruČně popíŠeme metodu eŠení podle R. Descafta (viz tl9]). Rovnici (8) vydělíme číslem aa
(zr'ejmě al #Q jinak by rovnice nebyla čtvrtého stupně). Obdržíme rovnici

*'+Bx3+Cx2+Dx+E:0

NYní PouŽijeme substituc i x : y : Po dosazení a pravě dostaneme rovnici-1
v redukovaném tvaru

y4+Py'*Qy+R:0 (9)
PolYnom Čtvrtého stupně na levé straně rovnice (9) se nyní brrdeme snažit rozložit na dva
normované kvadratické trojČleny. Použijeme nretodu neurčit ch koeficientri. Rozklad
p edpokládáme ve tvaru

(y'+I9+L)(y'+My+N),
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(y' + Ky + L)(ji + My + N) : 0.

Po roznásobení a Porovnání koeficient s rovnicí (9) dostaneme soustavu rovnic
K+M:0

KM+L+7g:p
KM+ LM:Q

LN: R
ŘeŠení takovYch soustav je obecně velmi obtížné. V tomto p ípadě ale budeme ťrspěšní(musíme ale vYuŽÍt umělého kroku). Nejprve za Mdosadím e _ Ka vypočteme

L+N:p*K2
L- N:-Q

K
LN:R

NYní následuje avizovanY uměly obrat. Pro součet. souči n a rozdíl dvou libovoln ych čísel tl, vplatí vztah:

(tt+ylz-fu-12:4uv
Tento vztah nyní uplatníme na vyrazy L, N:

( l0)

(p + K')' -
Hodnoty P, Q, Rjsou však koeficienty rovni
hodnotu K. Po ťrpravě dostaneme

:4R

Proto lze z poslední rovnice vypočítat

(-?)'
ce (9).

Tato rovnice o,b3{uje o""rÍ,"l :':"; 'ť**?r;n:r*:zavedeme substituci ,s _ ť.TÍm získám kubickou rovnici.o neznámé.S,lejíž ešení bylo už popsáno d íve. po vy ešení t íko enri S Po zPětném dosazení získáme hodnoty K a m žeme dopočítat hodnoty L, N.NYní jiŽ rnťrŽeme dosadit do rozkladtr (10) a po vy ešení dvou kvadratick}ch rovnic získat
eŠenívProměnnéY, Pakužjen stačídosaditprvnísubstituci x: y -4 u konečnězískáme"1

hledarré ešení rovnice čtvrtého stupně (8) prorrrěnné x.
Z rrvedené metodY (není samoz ej*c';"aina možná) plyne, že obecné ešení rovniceČtvrtého stuPně je nesmírně pracn é a zdlouňavé a v praxi .. tuwt u nepoužívá. V rovnicích veŠkolské Praxi je vŽdY moŽno vyttŽÍtjiny postup (nalózení ko ene a děléní kotenovymi činiteli,eŠení jako rovnice binomická nebo i"cip.ok á), p ípadně je v praxi ntttno použítpočítač.

V. Rovnice lyšších stupňrl

Pro rovnice 5. stupně a stupň vyšších už žádn,!t obecrry algoritmus ešení neexistuje.Podle teorie, vYtvo ené francouzsk m matematikem Galoisem, pfo každé n ž 5 existujealgebraická rovnice stupttě n, ktetá není ešitelná algebr-aick}mi metodami. Mnohé rovnicevYŠŠÍch stuPň eŠit mrjŽeme, musí mít ale speciální ňu.. Bud'to je možné postup né ,,hádání,,ko enťr Podle 12,2a, aŽ t2. 26- nebo.ie rovnice takového tvaru, ktery unrožňuje ešit rovnicijako binomickou nebo reciprokou. ObÉ tyto meto dy zné eze st ední školy.
DalŠÍ metodou, jak získat ko eny algebraické iovnice, je užití numerick}ch metod. TytometodY se uŽÍvají velmi Často vsouvislosti srozvojem vypočetrrí techniky. obecny postupsestává ze tťí krokťl: ohraničení ko en , jejich ..pá.u.. á'aproximace. Mezidnes užíyané
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metody pat í metoda prilení interval , metoda prosté iterace, metoda tečen Qrlewtonova
metoda) a Halleyova metoda. Těmito problémy se nebudeme zabyvat, jsou obsahem
disciplíny Numerické metody.
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