DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI

§ 1. DEFINICE A POSTUP RESENI

Diferencialni rovnice prvniho radu se nazyva rovnice se separovanymai proménnymi,
jestlize ma rovnice tvar
’
y' = fx)g(),

tj. prava strana je souCinem vyrazu, z nichz kazdy zavisi pouze na jedné z proménnych
x ay. Vzpomeneme-li na oznaceni derivace y’ jako formalniho podilu diferenciala j—}yc,
feSeni takovéto rovnice lze provést! jejim prepsanim ve tvaru

dy

M = f(x)dx (11)

a naslednym zintegrovanim podle jednotlivych proménnych:

/%:/f(x)dx. (1.2)

§ 2. PRIKLADY

Priklad 2.1. Uréeme obecné reseni diferencialni rovnice

y = (%y + 2) cotan x. (2.1)

22. dubna 2020, rontoa@fbm.vutbr.cz.
lOdavodnéni tohoto postupu se zakl4dé na vzorci pro derivaci slo¥ené funkce. Vskutku pro zavisle

proménnou y = y(x) plati d y(x) = y'(x)dx = f(x)g(y(x))d x, odkud ;g((g) = f(x)dx atudiz

dy(x) _
/q@u»‘/f“”” (13)

V (1.3) méme integrél [ %, jenz obdrzime substituci y(x) = #. V praxi pro zjednoduseni zapisu tento

krok obvykle vynechavame a pouzivame v integralu stejnou proménnou y (viz (1.3)).

Toto lze provést vzhledem ke skutecnosti, ze Clen 4(y) nezavisi na x. Takovy postup, samozfejmé,
selhava, kdyz se misto ¢(y) v rovnici vyskytuje vyraz go(x,y) zavisici i na x (nelze vykonat substituci
u=7y(x)).
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Zde evidentné mame (1.1) ve tvaru
dy

3y +2

= cotanx d x (2.2)
vV Vv Ve . v/ / \ . /10 .
a feseni rovnice obdrzime vypoctem integralti v rovnosti

/Bdiz :/cotanxdx. (2.3)
gy
3

Protoze d(3y +2) = 2dy, plati

d d(2y +2
/3 y :§/ (& >:§ln‘3y+2‘+3,

kde B je libovolna konstanta. Déle d(sin x) = cos x d x a proto
/cotanxdx = / O dx = / d(S‘ll’lX),
sin x sin x

8. 13 .
Sln)§y+2)+3 = In|sin x|

pak dle (2.3)

3 3 3 . .
1n(§y * 2’ +3B = Zln|sinx| = In(|sinx?) (24)
Pro zjednoduseni zapisu vezméme B ve tvaru B = InC, kde C > 0 (takto udélat
muzeme, jelikoZ logaritmus nabyva vsech hodnot z (—0, ©)). Potom z (2.4) obdrzime
rovnosti
3 3 .
Inf5y 2]+ $InC = In(sinxf*),
3 3 .3
ln‘gy n 2( +1nC3 = In(|sin x|7),
3 .
In[y +2|CF = In(|sin x[F)
3 .
‘gy +2‘C% = |smx|%,
3 .
‘§y+2‘:C§|smx|%. (2.5)

2Posledni krok je oprévnény, nebot logaritmus je funkce monotonni a tudf¥ z rovnosti logaritmi
dvou ¢isel plyne rovnost samotnych téchto Cisel.
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Vypocet absolutnich hodnot vyrazfi 3y + 2 a sin x v (2.5) zavist na jejich znaménku,
tj. na tom ktery z parQ nerovnosti

3 .
§y+220, sinx > 0,
3 .
§y+2£0, sinx > 0,
3 .
§y+220, sinx <0,

3 .
§y+2§0, sinx <0

aktualné plati. Je zfejmé, ze kazdé z téchto moznosti odpovida bud znaménko ,+“
nebo ,—“ v rovnosti

3 :
ol +2= ng(sm x)%

7 - 8
nebo po vynasobeni 3

16 8 .
yr g igc§(smx)%. (2.6)
Jelikoz zde C je libovolneé kladné Cislo a zahrnujeme oba dva pripady se znaménkem
»+“a ,—“, vzorec (2.6) ve skuteCnosti znamena, ze vztah mezi proménnymi y a x je
ve tvaru

. 16
y = Csin )’ - 3, 2.7)

kde C je libovoln4 konstanta (bud kladn4 nebo ziporna).® Zderivovanim snadno ove-
fime, Ze (2.7) je feSenim rovnice (2.1) pro libovolné C.*

Ted ovérme, zda (2.7) popisuje vSechna reseni rovnice (2.1) (tj. jestli jsme v prabéhu
’, Ve /v Vv ’ 1 . q7 v 7 . v
uprav néjaka reseni ,neztratili“). Zde vidime, ze uprava rovnice na tvar (2.2) a vsechny

operace v integralech (2.3) jsou opravnény, jestli je jmenovatel zlomku odlisny od 0 a
tak uvazujeme hodnoty y, pro néz 3y + 2 # 0, 1j.

16
Yy #F—=. (2.8)

3
Uvedené uvahy se tedy tykaji pripadu kdyz plati (2.8). Dosazenim do (2.1) snadno
zjistime, Ze je konstantn{ funkce y = -2 je feSenim dané diferencidlni rovnice. Toto

fesenti sice bylo kvuli predpokladu (2.8) vynechano, nicméné si miizeme vSimnout, ze
je ve skutecnosti obsazené v (2.7) pro C = 0. Obecné feseni rovnice (2.1) je tedy dano

3Ponévady kazdé C € (—o0, ) lze vyjadtit jako ¢ 5 nebo -3c 3 pro odpovidajici kladné C. Tako-
vym Uvahim se v praxi Casto rika ,odstranéni absolutnich hodnot® ve vztazich typu (2.5).

#Po zépisu obecného Fefeni je vhodné vysettit jeho definiéni obor. Zde funkce ¢ > ¢35 = Vi3 je
definovana pro ¢ > 0 a tudiz (2.6) a (2.7) uvazujeme pro hodnoty x, pro néz sinx > 0.
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vztahem (2.7), kde C je libovolna konstanta, a jina feseni dana diferencialni rovnice
/4
nema.

Priklad 2.2. Uréeme obecné reseni diferencialni rovnice
y" + (2y + 1) cotan x = 0.
Podobné prikladu (2.1) zde mame

dy
2y +1

d
/ Y =—/cotanxdx,
2y +1

1 .
51n|2y + 1| = =In|sinx| +1nB,

= —cotan x d x,

kde B je libovolné kladné ¢islo. Po vypoctech obdrzime obecné fesenti ve tvaru

C 1
S 2.9
Y (sinx)? 2 (2.9)
kde C € (-0, ) je libovolné. Konstantni feSeni y = —3, jeZ po vydéleni rovnice
vyrazem 2y + 1 nebylo mozné uvazovat, je obsazené v (2.9) pro C = 0.
Priklad 2.3. Uréeme vSechna feseni diferencialni rovnice
xy = y(y +2). (2.10)
Dle § 1 mame
d d
/ > __ [ &% 2.11)
y(y+2) x

. ’ ’ ’ 1 . ’ .. Ve i
Racionalni lomena funkce y 3553 Je ryze lomena a lze ji proto rozlozit na soucet
parcialnich zlomkd:

1 A B A(y+2)+By

= + =
yoy+2) oy y+2 y(y +2)

kde A a B se voli tak, aby platilo

1=A(y +2)+ By. (2.12)



DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI 5
Z (2. 12) dosazenim hodnot y =0ay = -2 obdrzime 1 = 24, 1 = -2B, odkud A = %,
B=-3 Proto

/ dy _1fdy 1 rdy 1 ||__/d<y+2>
y(y+2) 2 y 2J y+2 2 y+2

:—1n|y|——ln|y+2|+%lnC— y 2 —lnC
:%(ln|yi}_2 +lnC)—%l acl-25
kde C > 0. Po dosazeni do (2.11) obdrzime
%lnC)% = In|x|,
mcy% = 21n |x| = In(x?),
nyj _ 52 (2.13)

pro kladna C. Vyraz 5 je kladny pravé tehdy, kdyz bud y > 0 nebo y < 2. Vztah
(2.13) tedy znamena, ze pro C > 0 plati

Y 2
+C—— = x°,
Y+ 2 X

kde je znaménko ,+¢ proy € (—00,=2) U (0, +c0) a ,—“ proy € (=2,0). V kazdém
pripadé vztah mezi y a x je ve tvaru
Yy _ .2
y+2 o
kde C € (-0, ), odkud Cy = x%(y +2), (C — x?)y = 2x% a
B 2x?
YT oo
Bezprostrednim dosazenim do (2.10) ovérime, ze je (2.14) fesenim dané diferencialni
rovnice pro libovolné C:

, 4x(C — x?) +2x? - 2x 3 4Cx?

(2.14)

A (o= T (C-x2
o +2) = 27 ((2x?  2C-2x%)  4Cx?
C-x2\C-x2 C-x? (C —x2)2
Dale si muzeme vSimnout, ze konstantni funkce y = 0 ay = -2 jsou také reSenimi

rovnice (2.10), pri¢emz feseni y = —2 je specialnim piipadem vzorce (2.14) pro C = 0.
Reseni y = 0 z (2.14) neobdrzime pro zadnou hodnotu konstanty C; je to reseni
vyjimecné.
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Obecnym 7esenim oznalujeme takové teseni diferencialni rovnice, které obsa-
huje libovolnou integra¢ni konstantu. Reseni partikuldrni je reseni, jez obdrzime, .
VeV 4 °© v 4 /4 vV Vv 4 Ve /7 4 v 4 o
priradime-li vsem konstantam obecného resent urcité hodnoty. Navic nékteré rovnice

*/ VvV V /7 vV 4 vV Vv 4 /4 v/ 4 4
maji feseni, jez nelze ziskat z feseni obecného pro zadné hodnoty konstant; takova
feseni se oznaluji jako vyjimecnd.

Priklad 2.4. Urteme reseni diferencialni rovnice

2
’ _ \/E—l Vx
y =y (\/Ex + —e )

X

splnujici podminku y(1) = e. Je to rovnice se separovanymi proménnymi a fesime ji
jako obvykle podle § 1:

dy ( 2

— = \/Ex‘/g_l + —e‘/z) dx,

y Vx

dy / ( 2 xVe 1

— = \/Ex‘/zl+—eﬁ)dx:\/2 +2/—e\/;dx

y Vx Ve Vx
:x%+2-2/eﬁ%dx :x\/‘:+4/eﬁd(\/§)

= xVe + 4V 4+ C,
odkud
In|y| = Ve 4 4eVr 4 C,
ly| = ex‘/g+4e‘/;+C’
y = iex*/g+4.e‘5+c, (2.15)

kde C je libovolna konstanta. Dosazenim do (2.15) za x ¢isla 1 zjistime, jakou hodnotu
C je potteba zvolit, aby byla podminka y(1) = e splnéna:

Ve L q,V1
61 +4e +C:e

’

1+4e+C =1,

57de ihned vyfadime Cast vzorce se znaménkem ,—*, jelikoz y(1) ma byt rovno e, coz je kladné
v/
Cislo.
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odkud C = —4e. Hledanym feSenim pak je®
xVerdqeVi_4e )

y=e
Priklad 2.5. Uréeme feseni diferencialni rovnice
Y =2y(x* - 4)
splnujici podminku y(1) = 0. Podle § 1 mame
dy 2 x? x?
/7 —2/(x _4)dx —2(?—4x) _2x(7—4),

In|y| = 2x(%2 —4) + C,

(2.16)

(2.17)

(2.18)

kde ¢islo C ma byt zvoleno tak, aby platilo y(1) = 0. Dosadme tedy do (2.18) x = 1,

y = 0; vychazi
In0 =C,

v /4 4 v A4 / V.V 4 v / v
coz nema smysl. Toto znamena, ze zadné feseni urCené pres vzorec (2.18) danou pod-
minku nesplnuje. Zdanlivy problém vyfesime, kdyz si vsimneme, Ze (2.18) jsme obdr-
VIR . o . ’ i 7 v V.V ’ . . /A A
zeli za implicitniho predpokladu y # 0" a ze y = 0 je feSenim rovnice (je to vyjimecné
vV Vv /7 vV 4 \4 4 4 vV Vv 4 v 4 S5 Vv 4 .
fesent, jez neni obsazené v obecném reseni urceném vzorcem (2.18)). Resenim rovnice

(2.17) splnujicim podminku y(1) = 0 tedy je y = 0.

%Stejny visledek bychom obdr¥eli bezprostfednim pouZitim urditych integrald, jejichZ dolni meze
jsou 1 a e (tj. pro proménnou x bod, ve kterém je stanovena pocatecni podminka, a pro y potrebna

hodnota feseni v tomto bodé):

y x
/e % = /1 (\/Es‘/g_l + %e‘ﬁ) ds,

In|y| - Inle|=In|y|-1= (S‘E+4e‘ﬁ)|f =xVe 4 4eV* — 1 — 4e,

odkud obdrzime (2.16).
’presndji feleno, Ye nenabyva funkce y nulovych hodnot



