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Rovnice na zakladni Skole

Irena Budinova

Propedeutika rovnic

Nezli za¢neme v 8. ro¢niku probirat u¢ivo Rovnice a nerovnice, je velmi dulezité jiz
diive zaky seznamovat s ulohami, které je mozné pomoci rovnic feit. Zaci maji k dispozici
jiné¢ mechanismy, kterymi tlohy vytesi. Nechame na nich, ktery pfistup je pro né pfirozeny, a
postupné je u¢ime nové postupy, které mohou pouzivat. Béhem 1. stupné a 6. — 7. ro¢niku je
mozné zaky seznamovat s ulohami nésledujicich typt:

e U mladsich zaka (do 6. ro¢niku) ulohy s vahami, kdy symboly nahrazuji ¢iselnymi
hodnotami, aby nastala rovnovdha. Pomoci tloh s vdhou je mozné vyvodit nckteré
ekvivalentni upravy.

e Slovni ulohy, vedouci na rovnice; uloha zadana ptibéhem.

¢ Slovné zadany matematicky model situace (ulohy typu ,,Myslim si ¢islo...*).
Ulohy s vahami

1. Kolik krouzkit musime umistit na pravou stranu posledni vahy, aby nastala rovnovaha?
Jaka je hodnota jednotlivych utvaru? (1. stupenn — 6. ro¢nik)

R

Déti nejdiive fesi ulohu intuitivné. Kolecko jsou dva Ctverce, obdélnik jsou dve kolecka, dva

obdélniky jsou étyii koletka. Ctverec miize byt 1, koletko 2, obdélnik 4. Ale také vSechny
nasobky, tj. 2, 4, 8, atd. (Zkouska: 3-2=4+2,8+4=3-4,2:-8=4-4)

2. Doplnte na vahy zavazi tak, aby nastala rovnovdha.

Zaci opét nejdiive fesi intuitivné, postupné se uci feSeni zapisovat. Misto ,,neznamé** nejdiive
pouzivaji jiné moznosti zapisu (tieba prazdnou pozici):
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11_+7_=2_+8_
11+7=2+16

9_+3_=5_+7_
18+3 =21
Tento zplsob zapisu je piedstupném rovnice. Zaci si sice pouze pohravaji s ¢isly, vétsinou
z hlavy, ale nevédomky se uc¢i pouzivat mechanismy, které¢ budou potiebovat v rovnicich.

Slovni ulohy a strategie jejich reSeni

Zadavani téchto uloh miize byt dulezitou etapou, kdy je na rovnici pohlizeno jako na
hadanku a vyzvu k jejimu feSeni. Zaci pfi tom mohou pouZivat své vlastni strategie, které
nejsou tak piimocaré jako rovnice, ale rozviji jejich matematickou ptedstavivost. Také
v historii se s takovymi postupy setkdvame. Mnozi ucitelé vSak nepovazuji za vhodné, aby
7aci hadali vysledek a nepostupovali hned od za¢atku systematicky. Re$eni rovnic je hned od
pocatku chapano jako algoritmus, ktery si maji zaci osvojit, je pfeskoCena etapa izolovanych
modelt.

Na nésledujicich lohéach ilustrujeme strategie feSeni, které Zaci mohou pouZzivat.

3. Tatinek kupoval tri auticka, cervené, modré a zelene. Modré stalo dvakrat vice nez
Cervené, zelené stalo tolik co cervené a modré dohromady. Viechna auticka stala
dohromady 120 K¢. Vypocitej cenu kazdého auticka.

MoZné zpiisoby FeSeni:
Bez znalosti rovnic maji zaci nasledujici moznosti feSeni rovnice:

e tuvahou 120:2 = 60; 60:3 = 20. Zde mizeme vidét metodu feSent, jaka je zapotiebi
pro rovnice — zédk dava do souvislosti ceny jednotlivych aut a celkovou cenu; modré
tedy stoji 20, ¢ervené 40 a zelené 60 K¢,

e aritmeticky s grafickym znazornénim

m

¢

z

Z obrazku je mozno vycist, ze budeme sumu 120 d¢lit 6, 120:6=20, vypocteme cenu
jednotlivych aut.

e oznacenim jednotlivych aut pismeny a hledinim matematického vztahu mezi nimi:
¢=2mé+m=z_¢+m+z=120,2m+m+ (2m +m) = 120 (s timto feSenim
jsme se setkali uz u n&kterych zaki 4. roéniku ZS).
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4. Myslim si c¢islo. Kdyz k nému prictu 7 a vysledek vynasobim 8, dostanu 160. Které cislo
si myslim?

5. Jana usporila dvakrat vice nez Jitka, Alena o 27 K¢ méné nez Jana. Celkem usporily
453 K¢. Kolik K¢ usporila kazda divka?

6. Kapr vazi kilo a pul kapra. Kolik vazi kapr? (Problémova uloha)

Mnoho vyzkuml neddvné minulosti indikovalo, ze pro zéky je pfijatelnéj$i nez zadavani
rovnice obvyklym zptisobem x + 3 =5 spiSe navozeni slovniho problému, nebo alespon
nahrazeni neznamé jinymi zpiisoby, napf.

_+3=5

o+3=5
Kalchman a Koedinger (2005) popsali jednu ulohu zadanou tfemi rlznymi zpusoby:
piibéhem, pomoci matematického modelu, rovnici.

o Uloha zadana p¥ibéhem: Kdyz se Tod vratil ze svého zaméstnani ¢idnika, vynasobil
si svoji hodinovou mzdu poc¢tem 6 hodin, které ten den odpracoval. Kdyz k tomu
pridal 66 dolart, které si vydélal na spropitném, zjistil, ze celkem to déla 81,90 dolart.
Kolik Tod dostava za hodinu?

e Slovné zadany matematicky model situace: Myslim si ¢islo. KdyZ ho vynasobim 6 a
pak pfictu 66, dostanu 81,9. Jaké ¢islo jsem si myslel?
e Rovnice: Najdi x, jestlize x. 6 + 66 = 81,90.

vvvvvv

slovnich tloh nevyuzivali rovnic, ale zcela jinych strategii - pokusu a omylu, strategii FeSeni
»0d konce*“ (zacCali konecnou hodnotou 81,9, odecetli 66 a vysledek vydélili 6) apod. V
praméru zaci dosahli 66 % uspesnosti v uloze zadané piibéhem, 62 % ve slovné zadané uloze
a 43 % u rovnice.

Nedavné vyzkumy ale také ukéazaly, ze dokonce velmi malé déti jsou schopny pouzivat
proménné k tomu, aby vyftesily slovné zadany matematicky model situace nebo rovnici. Déti

vSak musi byt s pojmem neznamé seznamovany takovym zpusobem, aby mu porozumély
(Carraher et al., 20006).

Postupné zavadéni symboliky rovnic pomoci slovnich dloh a uloh s vahami

U slovnich uloh nejdiive nechavame zaky, aby si udaje zapsali tak, jak je pro né
piirozené. Postupné je ale chceme pfivést k tomu, aby zkracovali slova na prvni pismeno.
Napft. v uloze: Davidova maminka vazi trikrat tolik a jesté o 5 kg vice nez David. Kolik kg
vazi David, kdyz maminka vazi 59 kg? si déti mohou ud¢€lat zépis nasledovné: m=3d+35,
59=3d+5. Miizeme sledovat, zda déti budou schopny rovnici fesit neformalné, bez algoritmu.
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U vahy muzeme domluvit nésledujici symboliku: nezndmé zavazi ... neznama ...
oznacime x, znamé zavazi ma udanou ¢iselnou hodnotu.

5x =6+ 2x

Ekvivalentni upravy vyvozené pomoci tloh s vahami

Jedna se o takové upravy, pii jejichz pouziti maji rovnice pfed upravou a po upraveé
stejné kofeny (rovnice puvodni a rovnice upravend maji stejnou mnozinu vSech feseni)

e zameéna obou stran rovnice
e pricteni (odecteni) stejného Cisla nebo stejného vyrazu k obéma strandm rovnice

e vynasobeni obou stran rovnice stejnym cislem rtiznym od nuly nebo stejnym
mnohoclenem, ktery ma pro kazdou proménnou hodnotu rtiznou od nuly

e vydéleni obou stran rovnice stejnym cislem riznym od nuly nebo stejnym
mnohoclenem, ktery ma pro kazdou proménnou hodnotu riiznou od nuly.

N Vi

Pticteni (odecteni) stejného ¢isla k obéma stranam rovnice:

sl

2x+2=6
2x+2=4+4+2
2x =4

Pticteni (odecteni) stejného vyrazu s neznamou k obéma stranam rovnice:

5x =6+ 2x
3x=6
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Vynasobeni (vydéleni) celé rovnice ¢islem rtiznym od nuly:

alai

3Ix=6=>3x=3"2=>x=2

- =2=3 - =32 =6
3X = = 3% = =>x =

Druhy rovnic probiranych na zakladni Skole
RozliSujme pojmy ,,rovnost* a ,,rovnice*.
y

Pojem rovnosti je jednim z nejdilezitéjSich pojma Skolské matematiky. Jedna se o
relaci, ktera je:
e reflexivni, tj. pro kazdé a z dané¢ mnoziny a = a
e symetricka, tj. pro kazdé a, b z dané mnoziny plati: jestlize a = b, pak b = a
e tranzitivni, tj. pro kazdé a, b, ¢, z dané mnoziny plati: jestlize a = b a zaroven b = c,
paka =c.
tedy je to relace ekvivalence.
Napf.2+5=8-1

Rovnice je
a) zapis rovnosti dvou vyrazil, z nichz alespon jeden obsahuje nezndmou,

b) vyrokova forma, jejiz obor pravdivosti hledame.

Na ZS se zaci seznamuji pouze s jednim druhem rovnic, a to linearnimi rovnicemi.
Obmeénou jsou rovnice, ve kterych vystupuje neznama ve vyssi mocnin€, nebo s nezndmou ve
jmenovateli, ale v obou piipadech se po upravach rovnice méni na linearni.

Linearni rovnice o jedné neznamé je rovnice ax + b = 0. Vzhledem ke koeficientim
a, b ma tato feSeni:

e a=b =0, rovnice ma nekonecné¢ mnoho feseni, kazdé realné Cislo x je kotfenem
rovnice.
e a=0,b # 0, rovnice nema reSeni

. r . W W /4 b
e a # 0, rovnice ma jedno feSeni ve tvaru x = — -
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Pfi vyuce linearnich rovnic o jedné neznamé postupujeme od jednoduchych tvarii jako 3 +
x =5,3x =9,4x + 3 = 15, na nich ukdzeme zékladni Gpravy, poté postupné piidavame
zéavorky, zlomky, nezndmou ve jmenovateli, dalsi slozitéjsi rovnice.

Zaky uc¢ime piesnou posloupnost krokil pro tpravu rovnice neboli algoritmus pro
uréeni neznamé. Redeni rovnice — jednak se timto pojmem rozumi postup — proces, kterym
uréujeme neznamou (myslenkovy proces postupné transformace dané rovnice na rovnost typu
,heznama rovnd se dané ¢islo*), jednak koren rovnice (Cislo, (usporadand n-tice Cisel), které
po dosazeni do rovnice za neznamou (neznam¢) zmeéni danou rovnici v rovnost).

Resit rovnici znamena urcit vSechny kofeny této rovnice, tj. kazda takova Cisla, pro
které se za dosazeni za neznamou do rovnice ziska rovnost. Rovnici se vzdy snazime upravit
do anulovaného tvaru, ptipadné u linearni rovnice do zakladniho tvaru.

P¥.: Reste rovnici, proved'te zkousku: x(4 + x) = (x — 2) - (x + 5)

4x + x> =x*+5x —2x — 10
x?2—x%+4x —3x =-10
x =-—10
ZKk.: Pouzivame-li ekvivalentni upravy, zkousku provadime vzdy z toho diivodu, abychom
odhalili ptipadnou chybu ve vypoctu. Vysledek dosadime do zadané rovnice.

L: (—10)(4 — 10) = (—10)(—6) = 60
P: (=10 — 2)(—=10 + 5) = (—12)(~=5) = 60
L=P

Rovnice s nezndmou ve jmenovateli:

Pfi feSeni rovnic s nezndmou ve jmenovateli je mozno pouzivat diisledkové upravy. Pii
pouziti diisledkové tpravy feseni upravené rovnice nemusi byt feSenim plvodni rovnice
(rovnice plivodni rovnice ptivodni a rovnice upravena nemaji stejnou mnozinu vSech feseni).
Na ZS se jedn4 o:

e vynasobeni rovnice vyrazem s neznamou, ktery je roven nule,
e vyd¢leni rovnice vyrazem s neznamou, ktery je roven nule,

e umocnéni obou stran rovnice na druhou,

e odmocnéni obou stran rovnice

Nekteré disledkové upravy ubiraji feseni zadané rovnici, jiné naopak ptidavaji. Pfi
pouziti disledkové tpravy je nutné provést zkouSku ztoho divodu, abychom odstranili
pridana feSeni.

Druhou moznosti je na zacatku feSeni ur€it podminky. Zkousku provadime i tak,
abychom eliminovali chyby ve vypoctu.
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PF.: Reste rovnici a) pouze ekvivalentnimi tpravami, b) i disledkovymi upravami.
Z 4

z+1 zZ—2

a) Pouzivame-li ekvivalentni upravy, nemusime na =zaCatku stanovit podminky,
teoreticky bychom na konci ani nemuseli délat zkousku (neptfibudou ani neubudou
koteny), zkousku ale délame vzdy kvili chybé.

z
=0

+
z+1 z—2
Z(Z—Z)—1(z+1)(z—2)+4(z+1)_O

(z+1)(z-2)
z2—2z—7°+z+2+4z+4
(z+1)(z—-2) -
32+ 6
(Z+1)(Z—2):0
3(z+2)
(Z+1)(Z—2):

Jmenovatel nikdy nemtize byt roven 0, aby byla rovnice splnéna, musi byt Citatel

roven 0, tedy z + 2 = 0 a mame kofen [z = —2]

Provedeme zkouSku, zda nebyla udélana chyba. Dosazujeme kotfen do zadani.

Zk:L=—>-=2P=1—-——=2,1 =P
—-2+1 —-2-2

b) Nejdfive ur¢ime podminky: z # —1,z # 2

Celou rovnici vynasobime vyrazem (z + 1) (z — 2) (dasledkova tGprava):
72 —2z2=2z4+z—-2z—-2—4z—4

Zpocatku provadime Gpravy jednu podruhé (ne naraz). Pfevadime postupné nezndmou
na levou stranu rovnice, nejdiive z2, potom od obou stran rovnice odeéteme (—52z),
neboli pfi¢teme 5z. Vysledek z = —2 porovname s podminkami.
ZKk.: Opét provadime z davodu piipadné chyby. Zkouska nam také odstrani vSechny
piidané koteny.

Sofismata

Najdéte chybu ve vypoctu:

“=3
4a = 6b

14a — 10a = 21b — 15b

15b — 10a = 21b — 14a

5(3b —2a) =703b - 2a)
5=7

7
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Soustavy linearnich rovnic se dvéma neznamymi

Jedna se o soustavu rovnic typu

ax+ by =c
dx+ey=f

Soustavu rovnic feSime nasledujicimi metodami:

dosazovaci metoda (viz seminar)

sCitaci metoda (viz seminar)

velice ¢asto se voli kombinace dvou predchozich metod — za¢ne se s¢itaci metodou,
vyjadrii se jedna nezndma, dosadi se do jedné z rovnic

komparaéni metoda, z obou rovnic se vyjadii napt. x a porovnaji se oba vyrazy
grafické FeSeni — az po probrani linearni funkce

Zasady:

Rovnice piseme stale pod sebe, jednotlivé kroky oddélujeme vodorovnou &arou. Casta
chyba: Zaci zacnou pracovat jen s jednou rovnici, pak ale nevédi, kam se maji vracet.
Vysledek zapisujeme jako uspotfadanou dvojici, napf. [x,y] = [3, 5].

Zkousku provadime dosazenim obou kofenti do zadané soustavy. Je-li nekonecné
mnoho feSeni, nebo neni-li Zzadné fteSeni, provedeme zkouSku napi. pomoci
kompara¢ni metody: vyjadiime z obou rovnic jednu nezndmou a porovname.

Pf.: Reste soustavu rovnic s nezndmymi x, y:

5 12

x+y x-—Yy
1 6
+
xX+y x-—y

=2

1

Podminky feSitelnosti: x # *+y. Volime substituci: ﬁ =a = b.

'y
Sa+12b =7
a+6b=2

Mame novou soustavu rovnic:
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l=x+y
6=x—Yy
7 5
=Y TR

Provedli jsme disledkovou upravu, proto kotfeny porovname s podminkami. Zkousku
provedeme dosazenim do zadané soustavy: L; =5+2=7,P,=7L,=1+1=2,P, =
2,L; = P;,L, = P,. Re$enim je uspoiadana dvojice

e, y] = [7 5]
YYI=12072
P¥.: Reste soustavu rovnic:
t+2 r-—-1 _>
3 5
3r
t+— =4

Soustava nema feseni, zkousku provedeme komparacni metodou (z obou rovnic vyjadiime t).
Diofantovské rovnice

Neurcité neboli diofantovské (¢i diofantické) rovnice nejsou ucivem matematiky
zakladni Skoly. Vyskytuji se ale v Matematické olympiadé, proto by zdci méli dostat
ptilezitost se s nimi setkat. Na ZS Z4ci fesi tyto rovnice experimentalné, postupné je vedeme
k tomu, aby nasli vSechna mozna feSeni. (RGzné metody feSeni diofantickych rovnic viz
Teorie Cisel.)

P¥.: Na okné jsou pavouci a mouchy. Dohromady maji 38 noh. Kolik je kterych?

Reseni: Ozna¢ime neznamé — x je podet pavoukt, y je podet much. Sestavime rovnici 8x +
6y = 38. Lze tesit experimentem, redukéni metodou, kongruenci. Vysledek: 1 pavouk a 5
much, nebo 4 pavouci, 1 mucha.

Pf.: Adam a Eva dostali kosik, ve kterém bylo 31 jablek. Prvni den snédla Eva tii Ctvrtiny
toho, co snédl Adam. Druhy den snédla Eva dvé tfetiny toho, co snédl tyz den Adam.
Druhého dne vecer byl kosik prazdny. Kolik jablek snédla z koSiku Eva? (Adam i Eva jablka
jedi cela a nedéli se o n€.) (L. Hozova)

[Z9-1-4, 59 rocnik, 1. kolo]
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ReSeni: Jelikoz je zadani urceno zaktim devatych tiid, mizeme pracovat s neznamymi,
pomoci nich pak vyjadiovat ¢ast celku.

1.den: Adam snédl x a Eva ZX .

2
2.den: Adam snédl y a Eva 3

Za oba dny Adam a Eva snédli x + %x +y+ 2 y jablek, neboli:

3 2
x+Zx+y+§y=31
Po odstranéni zlomkt dostdvame diofantickou rovnici: 21x + 20y = 372. Pokud si
vyjadiime nezndmou y = 37220 , tak vidime, Zze od Cisla 372 potfebujeme odecist Cislo

konc¢ici urcité ¢islici 2, aby byla nad&je, Ze Citatel bude beze zbytku délitelny dvaceti. V tivahu
tedy piipadaji volby x = 2,12,22 ...
Nejrychlejsim (i nejpfehlednéjsim) zptisobem bude opét zapis do tabulky:

X 2 12 22

y 15 6 4,5

Vzhledem k povaze zadani nebudeme uvazovat, ze by déti snédly neceld jablka, proto
prvni dvojici nebudeme brat za mozny vysledek, jedind zbyvajici je druha v potadi.

Pokud x = 12, pak 1. den Adam snédl 12 jablek, a Eva 9. Pokudy = 6, snédl Adam 6
jablek a Eva 4.

Odpoveéd’: Eva snédla celkem 13 jablek.
Linearni nerovnice

Z4ci jiz od 1. stupné znaji nerovnosti typu napt. 5 < 8. Intuitivné fesi ulohy typu: Najdi
vSechna (prirozena) cisla mensi nez 7.

Zapis nerovnosti dvou vyrazli, ve kterém musime urcit neznamé Cislo tak, aby dana
nerovnost platila, nazyvame nerovnice. Resit nerovnici znamena najit takova &isla, aby po
dosazeni téchto Cisel za nezndmou se nerovnice zménila ve spravnou nerovnost. Nalezena
Cisla se nazyvaji feSeni dané nerovnice. RozliSujeme ostré nerovnice a neostré nerovnice.

Zéci se musi seznamit s pojmem intervalu, Glohy fe§i v mnoziné realnych &isel nebo
piirozenych ¢isel. Velmi vhodné je feSeni tilloh pomoci ¢iselné osy.

Nejcastéji uzivané upravy linearni nerovnice jsou:

1. Pficitani nebo od¢itani stejného vyrazu k obéma stranam nerovnice.

2. Nasobeni nebo déleni obou stran nerovnice stejnym ¢&islem riznym od nuly. Zaci si
musi uvédomit, Ze pti nasobeni obou stran nerovnice zdpornym cislem se zméni znak
nerovnosti v opacny (11 > 9,—11 < —9).

10
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Zkousku spravnosti provadime nahodnym dosazenim cisla z nalezeného intervalu.

B . . vy 4 owr 1 2427x 5 12x+1
P¥.: Reste nerovnici s nezndmou x v mnozing piirozenych cisel: % <;+ %
2+27x <15+ 2(12x + 1)

2+ 27x <15+ 24x + 2

27x — 24x < 15
3x <15
x<5
Resenim jsou ¢isla 1,2,3,4, tj. x € {1,2,3,4}. Zkousku provedeme dosazenim do zadani,
napt. x = 1: L =§,P =§+13—3= 15226=%,L <P

P¥.: Reste soustavu nerovnic s nezndmou Xx:
5(x+1)+6(x+2)>9(x+3)
7x —3(2x +3) = 2(x — 18)

x>5
x <27

Reseni ur¢ime z Ciselné osy:

x € (5,27), zkousku provedeme ndhodnym dosazenim.

v M . . , 2x+1
Pr.: Reste nerovnici s neznamou x: ey >1

Podminky feSitelnosti: x # —2
2x +1
x+2
x—1 -0
x+2
Jsou dvé moznosti, které uré¢ime pomoci ¢iselné osy.

-1=0

Resenim je x > 1 nebo x < —2, celkem x € (—o0, —2) U (1, 00).

11
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Aplikaéni uloha: Dokazte, Ze nerovnost a® + 1 > 2a plati pro kazdé realné ¢islo a.

a’?—2a+1=0
(a—1)2=0
Posledni nerovnost je splnéna pro kazdé realné Cislo a vzhledem k pouzitym ekvivalentnim
upravam je také piivodni nerovnost splnéna pro kazdé realné ¢islo a.

Kvadratické rovnice na SS

Kvadratické rovnice se na zakladni Skole v béznych tifidach neprobira. Piesto by mél mit
ucitel ZS dobré povédomi o jejich feseni.
Kofteny kvadratické rovnice hleddme nejcastéji nasledujicimi zptisoby:
e pomoci vzorce (viz seminar),
e pomoci Viétovych vzorcl (viz semindf),
e pomoci doplnéni na uplny ¢tverec (viz seminar),
e ve specialnich ptipadech, kdy b = 0 (ryze kvadratickd rovnice) nebo ¢ = 0 pouzivame
rozkladu mnohoclent. V téchto piipadech se velmi Casto vyskytuji chyby.

PF.: Urcete kofeny rovnice 2x2 — 2x — 3 = (x — 1)2.

x2—-4=0
x—2)(x+2)=0
Kofeny jsou x; = 2,x, = —2. Pouzili jsme vzorec a’* — b* = (a — b)(a + b)

Casta chyba: Rovnice se upravi do tvaru x? = 4, pouzije se disledkova uprava odmocnéni,
ktera odebere jeden kotfen (protoze druhou odmocninu uréujeme znezaporné¢ho Cisla a
vysledkem je nezaporné ¢islo). Mame tedy jediny kotfen x = 2, uditelé vSak bez odiivodnéni
pisSix = £2.

P¥.: Urdete kofeny rovnice (x + 1)? = 5x + 1.

x2=3x=0

x(x—=3)=0
Kofeny jsou x; = 0,x, = 3.
Casta chyba: Rovnice se upravi do tvaru x? = 3x, provede se disledkové tGprava déleni
nulou, tim odstranime koifen x = 0.
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