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Algebra na 2. stupni ZS

Irena Budinova

Které ucivo se probirad na 2. stupni ZS v ramci algebry?
e mnohocleny
e lomené vyrazy
e rovnice a nerovnice
e soustavy rovnic
e funkce

K tomu, aby mohli byt zaci uspésni v algebte, je dllezité, aby méli rozvinuté algebraické
mysleni. To by mélo byt rozvijeno jiz od 1. stupn& ZS.

Rozvoj pred-algebraického mysleni

Z4ci se mohou na ptichod algebra piipravovat jiz od 1. stupné, a na 2. stupni v 6. a 7.
rocniku, a to prostfednictvim riznych tloh:

e Docitaci ulohy, napt. 3+ __=7,2-__ +3 =11 (1. a2.tfida).

e Zakreslovani Fetézcil v ulohach typu ,,myslim si ¢islo* (2.-5. ro¢nik).
Napt.: Myslim si cislo. Jestlize toto cislo vydeélim péti, prictu 5 a tento soucet vynasobim ctyrmi,
dostanu 100. Které cislo si myslim?

Ulohu Ize znazornit pomoci fetézce:

5 +5 4

.5 -5 4
Muzeme pocitat od konce, tedy pomoci inverznich operaci:
100:4=25 25-5=20, 20.5=100

e Pouzivani Fizeného experimentu pfi feseni slovnich uloh.
e Grafické znazornovani aritmetickych vztahti ve slovnich ulohach. Pouzivani
useCkovych modeli pti déleni na nestejné ¢asti.

David a Michal méli dohromady 15 modelii auticek. Michal mél dvakrat tolik a jesté o tri
vice nez David. Kolik auticek mél David?

D¢éti mohou situaci modelovat napt. pomoci kuli¢ek. SnaZzi se celkovy pocet délit tfemi, maji
tii hromadky o poctu kulicek 5. Vysledek 5 a 10 ale neodpovida zadani. Tak jesté odeberou
z prvni hromadky kulicku, vysledek 4 a 11 odpovidazaddni: 2-4+3 =8+3 =11,4+ 11 =
15
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o Ulohy s vahami (propedeutika feeni rovnic).

Napt.: Na nasledujici vdhu umisti zavazi tak, aby nastala rovnovaha. U kazdé vadhy mas
informaci o tom, jakou hodnotu ma zavazi umisténé na vaze a kolik zdvazi mas pouzit.

Zak se uéi zapisovat: 11+ +7-  =2-  +8- .
e V Hejného metodé€ prostiedi Déda Leson.
e Algebrogramy.

Na zakladni kole se Z4ci s algebrou setkavaji pii poéitani s obecnym vyjadfenim. Zakam
¢ini velky problém odpoutat se od konkrétnich ¢isel k ¢islim vyjadienym proménnou. V praxi
je uvod algebry (vyrazy) probran velmi rychle a bez monitorovani efektivnosti vyuky a jesté
ucitelé na gymnaziich nemohou studenty naucit proménné spravn¢ pouzivat. Na spravném
pochopeni prace s proménnou je vSak zalozena celd fada dalSich ¢asti matematiky — funkce,
geometrické vypocty.

Vyrazy

Proc potiebujeme pocitat s obecnym vyjadienim a kde se s nim setkame
a) Ve skolské matematice — zobeciiovani vztahd, napf.
- Vztahy pro vypocty obvodi, obsahii, povrchili, objeml geometrickych utvara, napf.

o=2(a+b),S=abV = %m‘zv, apod.

- Rovnice, napt. 15x + 6 = 3x
- Funkéni zavislosti, napt. f = ax + b
b) Technické praxe — vypocet fezné rychlosti, drahy potiebné k zastaveni vozidla aj.
c) Ostatni védni discipliny, napt. biologie — vztahy pro vypocet mnozeni generaci
fyzika, chemie — polocas rozpadu

vypocet indexu BMI m

2
v

kodovani, komprese dat v pocitacich
d) Bézny zivot — v kazdé profesi je tfeba brat v uvahu vstupni parametry, které jsou
zpravidla proménné a v zavislosti na nich sledovat vystupni hodnoty.
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Pouzivani pismen ve vyznamu ¢isla

Pismena maji v matematice nékolik vyznamu:

a)
b)
c)
d)

e)

Vyznam proménné — napt. v rovnici 'y = kx + q jsou proménnymi X, y.
Vyznam konstanty — v rovnici y = kx + q jsou konstantami k, q.
Jeding, jednou pro vzdy dané ¢islo, napt. , e, 1.
Oznaceni nezndmé v rovnici, promeénné v nerovnici.
x—1

s , ., " . .ox+1
Nemusi mit zd&dny vyznam, resp. vyznam neznamé napi. v rovnici 1 + ] =2
X— X+

Co si zaci maji odnést z vyuky vyrazi na ZS

Prici s &iselnymi vyrazy: séitani a od¢itini mocnin stejného druhu, napt. 22 + 32
nemiizeme secist, museli bychom jediné umocnit, nebo 22 + 23 také nejde sedist, s¢itani
odmocnin stejného druhu, napf. V2 + 2 nelze seéist (pouze pfiblizné pii vyéisleni
odmocniny), umocnéni dvoj¢lenu, napf. (3 — \/E)Z, umocnéni zlomku, napf. (g)z,
pfednost nasobeni a déleni pfed s¢itanim a od¢itdnim, napt. 6 - 2 + 1: 3 (n€které déti by
pro zjednoduseni nejdiive seCetly 2+1), piednost zavorek, napf. (18 —6): (7 —4),
pfednost umociiovani pfed nasobenim ¢i délenim, rozndsobovani minusem, napt. 2 — (5 —
6), roznasobovani obecn¢ (ndsobeni mnohoclentt).

Hned nékolik z uvedenych tkont je rizikovych, Zaci v nich ¢asto dé€laji chyby. Dokud

zédk neni schopen pracovat sjednoduchymi ciselnymi vyrazy, neméa vibec smysl

pokracovat k vyrazim s proménnou.

Z4ci by se pravidelnd méli setkavat také se slovnimi ulohami vedoucimi na &iselné

vyrazy, jako vytvoftit vyraz ze zadani: Jana nasbirala 5 hiibkii, Roman 7 hiibku, babicka

dvakrat tolik nez obé deti dohromady a tatinek o 4 hiibky méné nez babicka. Zapiste

celkovy pocet hiibki. 5+ 7+ (5+7)-2+[(5+7)-2—4] =12+ 24+ 20 = 56.

(Synteticky — spocita kazdou Cast zvlast, analyticky — zapiSe vyraz)
Préci s vyrazy s proménnou: Détem by viibec mélo byt sdéleno, co terminem ,,proménna‘
myslime. M¢ly by se tedy setkavat s ulohami, kdy pomoci tabulky urcuji riizné hodnoty
proménné: Zjistéte, jakych hodnot nabyvd vyraz 5+ 2u pro u = —2,—1,0,2,3. Zaci
pocitaji dosazenim, vysledky si zapisuji do tabulky.

u -2 -1 0 2 3
Su+2 -8 -3 2 12 17

Pii této prilezitosti mohou zaci ovétovat vlastnosti s¢itani Cisel, jako komutativitu:
Ovérte, ze plati a + b = b + a, nebo asociativitu: Ovérte, Ze pro libovolnd cisla plati
a+(b+c)=(a+b)+c.
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Dale se Z4ci seznamuji s umocnénim dvojé¢lenu, umocnénim zlomku, vzorce (a + b)?,
(a — b)?, a? — b?, udi se upravovat polynomy: s¢itani polynomt, od¢itani polynomid,
nasobeni dvou polynomt, nejdiive dvou jednoclend, napf. 12ac?-2a3, pozdéji
viceglent s rozndsobovanim, déleni jednoclend, napi. 2073s: 8rs?, rozklady polynom
pomoci vzorce a pomoci ¢asteéného vytykani; dale se uci upravovat lomené vyrazy, ve
kterych zuzitkuji vSechny ptfedchozi poznatky: Zjednoduste lomeny vyraz

P45t o572 5+2 Urc¢uji podminky pro lomeny vyraz
s242s+1 2 J1p yp y vyraz.

Aktivita pro studenty: vyberte si jednu z nésledujicich vykonnostnich skupin zaka: 1) slabi
zéci, zaci s poruchami uceni, 2) primérni zaci, 3) bystii a nadani Zaci.

Vymyslete si ¢i najdéte llohu na Gpravu algebraickych vyrazi pro danou skupinu zak.

Historicka poznamka

Pocatky prvnich naznakua algebry spadaji do doby kolem roku 2 000 let ptfed nasim
letopoctem, kdy byly feSeny ulohy, které dnes feSime pomoci rovnic.

Zpocatku nebyly znamy znaky pro pocetni vykony, zapsani rovnosti ¢i nerovnosti mezi
Cisly a vSechny vztahy mezi matematickymi veli¢inami byly vyjadfovany slovy a vétami. Toto
obdobi nazyvame obdobim verbalistickym (lohy na hlinénych destickach psanych klinovym
pismem v Babylénii, sbirky tloh z Ciny, Ahmestv papyrus z Egypta). V Rhindové papyru,
pochazejiciho ze starovékého Egypta piiblizné z doby 1650 pif. n. 1., se mizeme setkat
s nasledujici ulohou: Hromada a jeji ctvrtina davaji dohromady 15. V papyru je uloha feSena
metodou chybného pFedpokladu. Resitel nejprve piedpoklada, Ze hledané mnoZstvi je rovno
Ctyfem, protoze ze Ctyt urci jednoduse ¢tvrtinu. Dostava 4 + % -4 =5, tedy tfetinovy vysledek.
Hledané ¢islo musi byt proto tfikrat vétsi, tj. 12.

Kolem roku 500 pied nasim letopodtem fesili Rekové tlohy, které dnes fadime do
algebry, geometrickymi prostiedky. K rozvoji algebraické symboliky sice nepfispéli, ale
rozvinuli uzivani geometrickych tvah k feSeni tloh algebraického charakteru. Hovotime o
geometrické algebie Rekii. AZ teprve Diofantos z Alexandrie kolem roku 250 pied na$im
letopoc¢tem napsal spis o rovnicich (nazvany Aritmetika) a uziva v ném né€které symboly, které
dnes nazyvame algebraickymi (napf. pro nezndmou pouzival symbolu p, pro od¢itani pouzil
symbol N ktery mél byt obracenym pismenem v, pro umocnovani 6" - dynamos — Ctverec.
Riizny stupeil mocniny vyjadfoval riznym zakladem, napi. x"byla tfeti mocnina — kubos —
krychle.). Diofantem bylo zah4jeno druhé obdobi vyvoje algebry, kdy nékteré vztahy mezi
matematickymi veli¢inami byly popisovéany slovy a vétami, jiné byly jiz zapisovany zvlastnimi
symboly. Toto obdobi nazyvame obdobim synkopickym. Trvalo az do konce 15. stoleti n. L.,
tj. az do doby, kdy vyvoj v matematice dosp¢l k zavedeni znaki pro operace a pouzivani pismen
ve vyznamu Cisel.

Nejvyznamnéj$im matematikem druhého obdobi byl tadzicky matematik 4bu Abdalh
Muhamed ben musa al Chorezmi(780? — 850) zvany Al Chovarizmi, ktery zil v IX. stoleti n.l.
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Napsal dva spisy, které mély rozhodujici vliv na rozvoj matematiky v arabském svété a
v Evropé. Spis Aritmetika obsahuje predpisy pro provadéni pocetnich vykontl, druhy spis
Aldzebr v'almukabala obsahuje nauku o rovnicich. Ze slova ,,aldzebr* se odvodil nazev celé
discipliny — algebra, ¢ast jména Al Chovarizmiho pak dala nazev algoritmu.

cey

Metodu chybného piedpokladu pouzil také indicky matematik Bhéskara, Zijici ve 12.
stoleti, pro feSeni nasledujici ulohy: Ze svazku cistych lotosut byly jedna tretina, pétina, resp.
Sestina postupné obétovany bohiim Sivovi, Visnovi ¢i Surjovi a ctvrtina byla obétovina
Bhavanimu. Zbyvajicich Sest bylo darovano vysoce vazenému hodnostari. Rychle mi rekni, kolik
bylo lotosu? Bhaskara za pocet lotost voli ¢islo 60, coZ je nejmensi spolecny nasobek ¢isel 3,
4,5, 6. Pti dosazeni tohoto ¢isla do zaddni zbyvaji tfi lotosy a ne 6, proto je feSenim ulohy cislo
120.

V prvni poloviné XIII. stoleti pouzival nékdy také Leonardo Pisansky (11707 — 1250)
pismen k oznaceni pro Cisla (spis Liber abaci). Nejvétsi zasluhu o disledné zavedeni pismen ve
vyznamu ¢isel ma francouzsky matematik Francois Viete (1540 — 1603), ktery ve spise
Logistica speciosa tato pismena pouziva. Navrhoval oznaovat znamé veli¢iny souhldskami,
neznamé veli¢iny samolaskami.

Algebraicka symbolika byla dale zdokonalovana v XVII. stoleti René Descartem (1596
— 1650), ktery mimo jiné navrhl oznaovat zndmé veliiny pismeny z pocatku abecedy a
neznamé veliciny z konce abecedy.

Tteti obdobi vyvoje algebraické symboliky se vyznacuje pouzivanim symbolt a znakl
pro matematické operace, exponenty, vyuzivanim pismen ve vyznamu cisel a trva od XV.
stoleti az do dneska. Nazyva se obdobim symbolickym.

Vyvoj pouzivani pismen lIze ilustrovat piikladem:
Dnesni zapis rovnice 2x° + 5x = 7 mél nasledujici vyvoj:
Ve druhé poloving 15. stoleti: 2 cubus et 5 rebus aequales 7
V prvni poloviné 16. stoleti: 2 cubus p 5 rebus aequautur 7

Ve druhé poloving 16. Stoleti: 2 C + 5 N aeru 7.

Algebraické vzorce

Na zéakladni Skole se zaci uci n€kolik algebraickych vzorcu, které potiebuji pti upravach
lomenych vyrazt. Kviili $patné predstavé zaci ve vzorcich délaji razné chyby. Predchéazet jim
se da pomoci geometrickych modeld, kdy soucin dvou ¢isel (pismen) chapu jako obsah plochy.

Odvozeni vzorce (a + b)? v devatém ro¢niku: Budeme pracovat se &tvereCkovanym
papirem. Nacrtnéte si svlj Ctverec a rozdélte ho dvéma useckami na dva Ctverce a dva
obdélniky. ZapisSte obsahy celého ctverce a jednotlivé pravouhelniky.

Je-li ¢tverec 7x7 rozdé€len na Gseky 3 a 4, plati:
(3+4)2=3%2+2-3-4+42
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Kazdy student bude mit jiné velikosti. Jelikoz se nevi, jaké
rozméry ma muj ctverec, Ize zapsat jen obecné:

(a + b)? = a? + 2ab + b>.

Je potieba, aby Z4ci ovladali i dal3i algebraické vzorce. N&které vzorce, jako a? — b? =
(a—b)(a+b),(a—b)? =a?—2ab + b? (a—b)3 a3+ b3, a® — b® si mohou modelovat
analogicky, jako u binomické krychle. Tuto ¢innost je vhodné doporucit z diivodu hlubokého
pochopeni a zapamatovani.

Vzorec (a — b)? lze odvodit takto: Stranu &tverce délky a rozdélime na dva dily dlouhé
b a a — b. Ctverec rozstithime na &tyfi &asti — Gtverec o obsahu b2, (a — b)? (modra &ast) a
dva obdélniky o obsahu (a — b)b. Plati (a — b)? = a? — 2(a — b)b — b? = a? — 2ab + b>.
a

P
N

Vzorec a? — b? odvozujeme nasledovng: Ctverec o délce strany a rozstiihame na étverce
o délce strany a — b a b a dva obdélniky s délkami stran a — b, b. Maly ¢tverec dame bokem a
jeden obdélnik piresuneme tak, aby vznikl velky obdélnik s délkami strana — b a a + b. Modra
¢ast ma obsah a? — b? a plati a®? — b% = (a — b)(a + b).

a a+b

pd

\4

P N
N L

Po f4zi modelovani musi nasledovat faze fixace a zapamatovani. Jak je vidét, ¢innost
zabere mnoho ¢asu, pokud ma byt provedena diikladn€. Zde mame druhy diivod, proc je algebra
neoblibend u zakl. Formaln¢ a Casove usporné ziskané poznatky se nemohou efektivné ukotvit
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zapotiebi.

Procvicovani by nemélo probihat pouze ve sméru soucinovy tvar — rozlozeny tvar, ale i
v opacném sméru. Mlizeme za timto ucelem nachystat détem karticky, které k sobé ptitazuji:

(a+b)?| [@=b)(@a+b)| |[a®+2ab+b?, [(a—b)(a—Db)
la® — 2ab + b? (a+b)(a+b)|

, |(a—Db)?|, [a®—Db?|

>

Vznikne napt. fadek |(a + b)?| [(a + b)(a + b)| |a® + 2ab + b?|

Déti mohou mit i pfes nazorny uvod do algebry pozdéji problémy s interpretaci
algebraickych vyrazii. Stavaji se jim potom chyby typu a? + 2a = 3a? apod. Témto chybam
lze predchazet dvéma zpisoby:

e opakované se vracet k dosazovani ¢iselnych hodnot, napt. (2 + 5)?;

e algebraickym zapisiim pfisuzovat geometricky vyznam, tj. a je usecka, a? je ¢tverec,
ab je obdélnik, a3 je krychle. D&ti si mohou rovinné utvary vystiihat z papiru (isecka,
Stverec, obdélnik) a pracovat pomoci nich s polynomy. Napf. 2a + 3a® + 5a — a? =
7a + 2a?. Timto zpsobem mizeme odvodit i roznsobeni zavorky (a + b)c = ac +
bc : déti si vyrobi obdélnik o zakladné¢ (a + b) a druhé stran¢ c, vzniknou dva
obdélniky, které mohou rozstfihnout a maji ac a bc.
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