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91.

ALKUIN:ÚLOHY K BYSTØENÍ MLADÍKÙ(Propositiones ad acuendos iuvenes)Tématicky uspoøádaný pøeklads komentáøem



101.1. ÚvodSnad ka¾dý èlovìk zabývající se matematikou se setkal s úlohou o pøevozní-kovi, který má pøepravit pøes øeku vlka, kozu a hlávku zelí. Z toho plyne, ¾esnad ka¾dý èlovìk, zabývající se matematikou, pøi¹el do styku (ani¾ to tu¹il) sestøedovìkou sbírkou úloh Propositiones ad acuendos iuvenes, co¾ bychom mohlipøelo¾it jako Úlohy k bystøení mladíkù. Tato sbírka vznikla pravdìpodobnì nadvoøe Karla Velikého, který panoval ve francké øí¹i v letech 768 { 814; za autorasbírky je pova¾ován anglosaský mnich Alkuin z Yorku (735? { 804) a nìkteréúlohy z této sbírky jsou ¾ivé dodnes.Východiskem na¹eho výkladu je kritické vydání Alkuinovy sbírky [Fo1], jeho¾text (bez poznámkového a kritického aparátu) je se souhlasem prof. M. Folkertseuveden ve ètvrté èásti na¹í práce. Kritické vydání bylo pøipraveno na základì vícene¾ deseti rukopisù a nìkolika ti¹tìných edicí, které se od sebe více èi ménì li¹í;v této práci nebudeme k tìmto detailùm pøihlí¾et a o textu kritické edice budememluvit jako o textu Alkuinovu (tj. budeme øíkat Alkuinovo zadání, Alkuinovoøe¹ení a pod., i kdy¾ jsme si vìdomi toho, ¾e to nemusí být v¾dy pravda).Podle kritického vydání obsahuje Alkuinova sbírka 53 úloh, z nich¾ nìkteré seobjevují v rùzných rukopisech v rùzných variantách. U v¹ech úloh (s výjimkouúlohy è. 11) uvádí Alkuin i postup øe¹ení, jsou to v¹ak vìt¹inou pouhé návodyk mechanickému poèítání bez jakéhokoli náznaku hlub¹ího rozboru úlohy.V na¹em výkladu bude u vìt¹iny úloh Alkuinùv výsledek uveden, ale jeho návodnebude pøekládán; zájemci o Alkuinùv postup øe¹ení se mohou obrátit na úplnýAlkuinùv text ve ètvrté èásti této publikace.Pokud se charakteru pøekladu týèe, sna¾ili jsme se o pøeklad pøesný, leèmatematicky srozumitelný, co¾ jsou po¾adavky v jistém smyslu protichùdné.Situace je navíc komplikována tím, ¾e ani z latinského textu zadání není obèasjasné, jak Alkuin úlohu vlastnì myslel; v nìkterých pøípadech je mo¾né teprve nazákladì Alkuinem pøipojeného øe¹ení zpìtnì jednoznaènì formulovat zadání, nev¹ak v¾dy. Pøeklad je tedy výsledkem celé øady kompromisù; i z tohoto hlediskapova¾ujeme za vhodné znovu upozornit na to, ¾e ètenáø, kterému se pøekladnebude líbit, má mo¾nost pøeèíst si ve ètvrté kapitole originální text.Úlohy v Alkuinovì sbírce nejsou nijak tématicky seøazeny. V na¹em pøekladubudou Alkuinovy úlohy uspoøádány do nìkolika tématických okruhù, pøièem¾v¹ak ponecháme pùvodní èíslování úloh podle [Fo1]), a tyto tématické okruhyv¾dy struènì okomentujeme. V ¾ádném pøípadì se nedomníváme, ¾e by na¹e té-matické tøídìní Alkuinových úloh pøedstavovalo jediný mo¾ný pøístup k proble-matice (srov. napø. [Fo4]); zdálo se nám v¹ak úsporné z hlediska matematickéhokomentáøe k jednotlivým úlohám. V latinském textu v poslední kapitole na¹ípráce je ponecháno pùvodní Alkuinovo poøadí úloh.Prvním tématickým okruhem budou þpøevoznickéÿ úlohy, které jsou pova¾o-vány za Alkuinùv þvynálezÿ.77©ir¹í kulturnì-historické souvislosti lze najít v práci [Gr].



111.2. Pøevoznické úlohy1.2.1. Zadání17. Úloha o tøech bratrech, z nich¾ ka¾dý mìl sestru8Byli tøi bratøi, z nich¾ ka¾dý mìl sestru a mìli se pøepravit pøes øeku. Ka¾dýz nich poci»oval touhu po sestøe svých pøátel. Kdy¾ pøi¹li k øece, nalezli jen malouloïku, v ní¾ se nemohli pøepravit více ne¾ dva z nich souèasnì. Øekni, kdo mù¾e¹,jak se pøepravili pøes øeku, ani¾ by jediná z nich byla poskvrnìna.18. Úloha o vlku a koze a hlávce zelíNìjaký mu¾ mìl pøevézt pøes øeku vlka a kozu a hlávku zelí a nemohl najítjinou loïku ne¾ takovou, která byla schopna uvézt jen dva z nich. Bylo mu v¹aknaøízeno, ¾e má v¹echny pøevézt úplnì nepo¹kozené. Øekni, kdo mù¾e¹, jak jemohl nepo¹kozené pøevézt.19. Úloha o mu¾i a ¾enì vá¾ících centnéø9Mu¾ a ¾ena, z nich¾ ka¾dý vá¾il jeden centnéø, mající dvì dìti, které dohro-mady vá¾í také jeden centnéø, se mìli pøepravit pøes øeku. Nalezli loïku, kteránemù¾e unést více ne¾ jeden centnéø. Nech» uskuteèní pøepravu, kdo mù¾e, ani¾by se loïka potopila.20. Úloha o je¾cíchJe¾ek a je¾èice mající dvì dìti a vá¾ící libru se chtìjí pøepravit pøes øeku10.1.2.2. KomentáøProto¾e Alkuinova úloha è. 18 je v¹eobecnì známá, pou¾ijeme jí k zahájeníkomentáøe.Zdá se, ¾e v¹eobecnì je pøi øe¹ení této úlohy pova¾ováno za vhodné znázornitpostup pøevá¾ení pomocí grafu, do kterého jsou nìjak zapsány situace vznikajícína bøezích (kromì ji¾ zmínìného èlánku [Gr] viz napø. kní¾ku [Se], str. 27).Jedno z mnoha mo¾ných takových znázornìní úlohy è. 18 je na následujícímobrázku. K uzlùm grafu jsou pøipsány situace na levém a pravém bøehu, k hranámje pøipsáno obsazení loïky. Alkuin uvádí pouze øe¹ení odpovídající levé vìtviv na¹em grafu.118V [GF], str. 315, je upozornìno na to, ¾e z hlediska pøíbuzenských vztahù není zadánízcela jasné.9Název váhové jednotky plaustrum byl pøelo¾en volnì; 1 centnéø = 61,65 kg ([Bì], str. 11).V [GF] je název váhové jednotky pøelo¾en (s jistými výhradami) nìmeckým termínem Fuder,ale není uvedena hodnota této míry v dne¹ních jednotkách.10Zadání je a¾ pøíli¹ struèné, ale z Alkuinova øe¹ení je zøejmé, ¾e se jedná pouze o slovnívariantu pøede¹lé úlohy: je¾ek a je¾èice vá¾í po jedné libøe, obì je¾èata dohromady vá¾í takéjednu libru a loïka uveze nejvý¹e jednu libru. Hmotnost váhové jednotky zvané libra se mìnila;podle [EA, SAK] pùvodnì odpovídala øímská libra na¹im 273 g, pozdìji 327 g.11Autor tohoto pøekladu souhlasí s názorem, ¾e graf je vhodným nástrojem ke znázornìnívýsledku øe¹ení, má v¹ak jisté pochybnosti o tom, ¾e graf je vhodným nástrojem k hledáníøe¹ení. Souèasnì se v¹ak musí pøiznat, ¾e vlastnì neví, jak by mìl vypadat vhodný návod(postup, metoda, algoritmus), který by bylo mo¾né doporuèit studentùm k øe¹ení takovýchtoúloh. Pro zajímavost uveïme, ¾e v èlánku [BGL] jsou Alkuinovy þpøevoznickéÿ úlohy studoványz hlediska celoèíselného lineárního programování.
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Graf øe¹ení Alkuinovy úlohy è. 18



13K úlohám è. 19 a è. 20 poznamenejme, ¾e dítì (je¾èí mládì) mù¾e samoveslovat pøes øeku. U úlohy è. 19 uvádí Alkuin následující øe¹ení: nejprve sepøepraví obì dìti a jedno z nich se vrátí s loïkou zpìt. Pak se pøepraví matkaa druhé dítì se vrátí s loïkou zpìt. Potom se opìt pøepraví obì dìti a jedno z nichse vrátí s loïkou zpìt, naèe¾ se pøepraví otec a druhé dítì se vrátí s loïkou zpìt;celá akce se uzavøe závìreènou pøepravou obou dìtí.Zde vzniká jistá nejasnost (z dne¹ního hlediska) týkající se poètu øe¹ení úlohy.Oznaèíme-li jedno dítì jako A a druhé jako B, je otázkou, máme-li pova¾ovatøe¹ení, pøi kterém se nejprve vrací dítì A a pak dítì B, za øe¹ení odli¹né od toho,pøi kterém se dìti vracejí v opaèném poøadí (toté¾ se týká poøadí pøepravy mu¾{ ¾ena). Pokud v¹echny takové mo¾nosti pova¾ujeme za rùzná øe¹ení, má úloha8 øe¹ení.Na závìr okomentujme úlohu è. 17. Úloha není zcela jasnì formulována a ná¹komentáø vychází z následujícího Alkuinova øe¹ení: nejprve se pøepravím já sesvoji sestrou a já se s loïkou vrátím. Pak se pøepraví obì zbývající sestry a mojesestra se s loïkou vrátí. Potom se pøepraví oba zbývající bratøi a jeden z nichse vrátí zpìt i se svou sestrou, tuto sestru nechá na bøehu a pøepraví se spoluse mnou. Zbylá sestra pøeveze loïku zpìt, nalo¾í moji sestru a pøiveze ji zamnou, naèe¾ bratr, jeho¾ sestra zùstala sama na poèáteèním bøehu, pøejede zpìta pøiveze svou sestru.Na základì tohoto øe¹ení se lze domnívat, ¾e úloha je mínìna takto:Jsou tøi sourozenecké dvojice (bratr, sestra), které oznaèíme (B1, S1), (B2,S2), (B3, S3); mezi tìmito dvojicemi nejsou ¾ádné pøíbuzenské vztahy. Prov¹echna i, j = 1, 2, 3 platí, ¾e mu¾ Bi tou¾í po dívkách Sj , i 6= j. Èest dívky Sjje poskvrnìna, ocitne-li se ve spoleènosti mu¾e Bi, i 6= j, a není u toho její bratrBj . Vznikla-li by tedy na nìkterém bøehu napø. sestava B1, S1, S2, bude èestdívky S2 poskvrnìna, nebo» byla ve spoleènosti cizího mu¾e a její bratr u tohonebyl; pøítomnost dal¹í dívky S1 na tomto faktu nic nemìní.Probrání v¹ech mo¾ných variant øe¹ení pøenecháváme pøípadným zájemcùmjako domácí cvièení.1.3. Úlohy vedoucí na soustavu diofantovských rovnic121.3.1. Zadání5. Úloha o kupci se sto denáryNìjaký kupec øekl: Chci za sto denárù nakoupit sto prasat, pøièem¾ kanecstojí deset denárù, prasnice pìt denárù a dvì selata jeden denár. A» øekne, kdorozumí, kolik je tøeba koupit kancù, kolik prasnic a kolik selat, aby ¾ádné z tìchtodvou èísel nebylo ani pøekroèeno, ani zmen¹eno.32. Úloha o otci rodiny rozdìlujícím obilíNìjaký otec rodiny mìl dvacet èlenù rodiny a naøídil dát jim dvacet mìøic12Termín þdiofantovská rovniceÿ je zaveden v [Sl] a proto ho zde respektujeme, i kdy¾bychom se spí¹e klonili k termínu þdiofantické rovniceÿ (viz napø. [HK©]).



14obilí13: naøídil, ¾e mu¾i dostanou tøi mìøice a ¾eny dvì a ka¾dé dítì pùl mìøice.Øekni, kdo mù¾e¹, kolik musí být mu¾ù, kolik ¾en a kolik dìtí.33. Jiná úlohaNìjaký otec rodiny mìl 30 èlenù rodiny, kterým naøídil dát 30 mìøic obilí.A naøídil, ¾e mu¾i dostanou tøi mìøice a ¾eny dvì a ka¾dé dítì pùl mìøice. A»øe¹í, kdo mù¾e, kolik bylo mu¾ù a kolik ¾en a kolik dìtí.33a. Je¹tì jiná úlohaNìjaký otec rodiny mìl 90 èlenù rodiny a naøídil dát jim 90 mìøic obilí. A taknaøídil, ¾e mu¾i dostanou tøi mìøice a ¾eny dvì a ka¾dé dítì pùl mìøice. A» øekne,kdo se domnívá, ¾e ví, kolik bylo mu¾ù a kolik ¾en a kolik dìtí.34. Je¹tì jiná úlohaNìjaký otec rodiny mìl 100 èlenù rodiny, kterým naøídil dát 100 mìøic obilítakovým zpùsobem, ¾e mu¾i dostanou tøi mìøice a ¾eny dvì a ka¾dé dítì pùlmìøice. A» tedy øekne, kdo mù¾e, kolik bylo mu¾ù, kolik ¾en a kolik dìtí.38. Úloha o kupci kupujícím sto zvíøatNìjaký mu¾ chtìl koupit sto zvíøat za sto zlatých, pøièem¾ kùò se kupuje zatøi zlaté, kráva za jeden zlatý a 24 ovcí za jeden zlatý. Øekni, kdo jsi s to, kolikbylo koní, kolik krav a kolik ovcí.39. Úloha o kupci v orientuNìjaký mu¾ chtìl za sto zlatých koupit v orientu sto zvíøat. Naøídil svémusluhovi, a» je velbloud koupen za pìt zlatých, osel za jeden zlatý a dvacet ovcí zajeden zlatý. Øekni, kdo chce¹, kolik bylo za sto zlatých koupeno velbloudù, kolikoslù a kolik ovcí.47. Úloha o biskupovi, který rozkázal rozdìlit klerikùm dvanáctchlebùNìjaký biskup rozkázal rozdìlit klerikùm dvanáct chlebù. Naøídil, aby ka¾dýknìz dostal dva chleby, ka¾dý jáhen polovinu chleba a ka¾dý lektor ètvrtinuchleba14; pøitom poèet klerikù byl stejný jako poèet chlebù. Øekni, kdo jsi s to,kolik muselo být knì¾í, kolik jáhnù a kolik lektorù.13Termín þotec rodinyÿ (v originálu: paterfamilias) je tøeba chápat volnìji, spí¹ jako hlavarodu (viz dal¹í úlohy). Pokud se termínu þmìøiceÿ (v originálu modius) týèe, rùzné pramenyuvádìjí rùzné hodnoty této míry; podle [GF] se jednalo asi o 12 litrù, [SAK] uvádí 8,75 litrù.14V originálu jsou klerikové oznaèeni termíny presbyter, diaconus a lector; tyto termínyjsou zde pøelo¾eny v souladu s knihou [Tr] (str. 166). Obèas pou¾ívané oznaèení þklerikÿ prostudenty teologie není v souladu s o�ciální terminologií; z hlediska dne¹ního církevního právase køes»an stává klerikem a¾ pøijetím jáhenského svìcení, tak¾e lektor je dnes je¹tì laikem ([Tr],str. 103).



151.3.2. KomentáøZ matematického hlediska je jasné, ¾e v¹echny uvedené úlohy vedou nasoustavu dvou diofantovských rovnic o tøech neznámých, která musí být øe¹enav oboru celých nezáporných èísel. Z výsledkù uvádìných Alkuinem se v¹akzdá, ¾e Alkuin hledal øe¹ení pouze v oboru celých kladných èísel a za tohotopøedpokladu mají v¹echny uvedené úlohy kromì úlohy è. 34 právì jedno øe¹ení,co¾ je zajímavé, proto¾e obecnì (pochopitelnì) mù¾e existovat øe¹ení více nebotaky ¾ádné15.Z rozhovorù s uèiteli získal autor tohoto komentáøe dojem, ¾e úlohy uvedenéhotypu se ve ¹kolské matematice objevují i dnes; pøi jejich øe¹ení se (asi vìt¹inou)vyu¾ívá toho, ¾e takovou soustavu lze snadno pøevést na jednu diofantovskourovnici o dvou neznámých a dál se (asi vìt¹inou) pokraèuje ve vìt¹í èi men¹í míøeþexperimentálnìÿ; pøitom se ti¹e pøedpokládá, ¾e úloha má aspoò jedno øe¹ení.Na Alkuinovì úloze è. 34 uká¾eme jednu mo¾nost takového experimentálníhopostupu, který (za jistých pøedpokladù) umo¾ní snadno najít v¹echna øe¹ení.Vìnujme se tedy úloze è. 34. Oznaème m = poèet mu¾ù, z = poèet ¾en, d =poèet dìtí. Úlohu pak lze zapsat jako soustavu rovnicm+ z + d = 100 ;3m+ 2z + d2 = 100 :Vynásobíme-li druhou rovnici dvìma a od takto upravené rovnice odeètemeprvní, dostaneme rovnici 5m+ 3z = 100 ;kterou lze upravit na tvar m = 20� 35z :Z této rovnice plyne:a) Proto¾e poèet mu¾ù m musí být celé èíslo, musí být poèet ¾en z dìlitelnýpìti.b) Proto¾e poèet mu¾ù i ¾en musí být nezáporný, staèí dosazovat do poslednírovnice postupnì z = 0, 5, . . . , 30 a dostaneme odpovídající poèty mu¾ù m;zbytek do celkového poètu 100 èlenù rodiny pak tvoøí dìti. V¹echna øe¹ení danéúlohy tedy lze uspoøádat do tabulkyz = 0; 5; 10; 15; 20; 25; 30;m = 20; 17; 14; 11; 8; 5; 2;d = 80; 78; 76; 74; 72; 70; 68;Alkuin uvádí pouze øe¹ení m = 11, z = 15, d = 74.15Z didaktického hlediska je zajímavé, ¾e v Alkuinovì sbírce je vìdomì zaøazena jednaúloha, která nemá øe¹ení; nevede v¹ak na soustavu diofantovských rovnic a proto ji uvedemea¾ pozdìji.



16 Uvedený postup je jednoduchý, ale má jednu vadu: není univerzální. Jestli¾epùvodní soustavu dvou diofantovských rovnic o tøech neznámých upravíme nadiofantovskou rovnici se dvìma neznámými x a y(1) ax+ by = c ;pak postup pou¾itý v pøede¹lém pøíkladu je efektivní pouze tehdy, je-li c dìlitelnéaspoò jedním z koe�cientù a, b; není-li tato podmínka splnìna, nevede uvedenýpostup k cíli. To lze ukázat na Alkuinovì úloze è. 5; oznaèíme-li k = poèet kancù,p = poèet prasnic a s = poèet selat, pak analogickým postupem jako v pøede¹léúloze dostaneme rovnici(2) 19k + 9p = 100;kterou sice mù¾eme upravit na tvark = 10019 � 919pnebo na tvar p = 1009 � 199 k ;ale to nám pøi øe¹ení úlohy vùbec nepomù¾e. Chceme-li tuto Alkuinovu úlohuøe¹it elementárními prostøedky, nezbývá nám nic jiného ne¾ hledat øe¹ení rovnice(2) zkusmo; snadno se sice najde øe¹ení k = 1, p = 9 ) s = 90 (které uvádíi Alkuin), ale dokázat, ¾e je to v mno¾inì celých nezáporných èísel øe¹ení jediné,by asi bylo pracné.Uveïme na závìr tohoto paragrafu je¹tì Alkuinovy výsledky zbývajících úloh.U úlohy è. 32 uvádí Alkuin øe¹ení: 1 mu¾, 5 ¾en a 14 dìtí; mo¾né by je¹tìbylo øe¹ení 4 mu¾i, ¾ádná ¾ena a 16 dìtí, ale { jak u¾ bylo øeèeno - Alkuin asiøe¹ení obsahující nulu neuva¾oval. U úlohy è. 33 uvádí Alkuin øe¹ení: 3 mu¾i,5 ¾en a 22 dìtí (mo¾ných je té¾ 6 mu¾ù a 24 dìtí, ale bez ¾en). V úloze è.38 si kupec podle Alkuina koupil 23 koní, 29 krav a 48 ovcí (evidentní øe¹eníúlohy spoèívající v zakoupení 100 krav a nièeho jiného zøejmì neodpovídaloAlkuinovým pøedstavám), v úloze è. 39 si kupec koupil 19 velbloudù, jednoho oslaa 80 ovcí (evidentní øe¹ení se 100 osly a nièím jiným nebylo zøejmì uva¾ováno).Øe¹ením úlohy è. 47 je podle Alkuina 5 knì¾í, 1 jáhen a 6 lektorù; øe¹ení se 4knì¾ími, 8 jáhny a ¾ádným lektorem nebylo asi uva¾ováno.1.3.3. Dvì vìtyJak praví básník, trocha teorie nikoho nezabije, a tak se pokusíme ukázatpøijatelný teoretický postup, který by umo¾nil doplnit experimentální pøístupk øe¹ení úloh uvedeného typu odpovìïmi na dvì otázky, které se objevilyv pøede¹lém paragrafu:1) Jak poznáme, ¾e rovnice (1) vùbec má celoèíselné øe¹ení ?2) Jestli¾e rovnice (1) má celoèíselné øe¹ení a my jsme jedno takové øe¹eníexperimentálnì nalezli, lze nìjak jednodu¹e vyjádøit v¹echna ostatní celoèíselnáøe¹ení ?



17Odpovìï na tyto otázky lze najít napø. v ji¾ zmínìné knize [HK©] na str. 200a násl., ale tam je celý problém formulován pomìrnì obecnì a pøi jeho øe¹ení sevychází z pojmu kongruence, který ve ¹kolské matematice není bì¾ný. Jednodu¹¹ípohled na uvedené otázky lze najít v kní¾ce [Zn], kde se vychází z pojmudìlitelnosti; tento pojem se ve ¹kolské matematice objevuje pomìrnì brzo a lzes ním tedy pracovat. Z této kní¾ky ocitujeme dvì vìty (v ponìkud pozmìnìnéformulaci, abychom nemuseli zavádìt dal¹í symboly), které odpovídají na obìna¹e otázky.Oznaème písmenem D nejvìt¹ího spoleèného dìlitele èísel a, b.Vìta 1 ([Zn], str. 31, vìta 9). Rovnice (1) má celoèíselné øe¹ení tehdy a jentehdy, je-li èíslo c dìlitelné èíslem D.Vìta 2 ([Zn], str. 35, vìta 10). Má-li rovnice (1) celoèíselné øe¹ení x0, y0,pak mno¾ina v¹ech celoèíselných øe¹ení rovnice (1) je urèena vztahyx = x0 + bDt ;y = y0 � aDt ;kde t probíhá mno¾inu celých èísel.Domníváme se, ¾e uvedené dvì vìty jsou pøijatelné jako teoretický doplnìkk experimentálnímu øe¹ení úloh uvedeného typu a nebudeme tuto otázku dálerozvádìt; poznamenejme jenom na závìr, ¾e v kní¾ce [Zn] je uveden i algoritmusk nalezení poèáteèního øe¹ení x0, y0 vycházející ze známého Eukleidova algoritmuk nalezení nejvìt¹ího spoleèného dìlitele dvou èísel.1.4. VSUVKA: Historický komentáø k þdiofantovskýmÿ úlohám1.4.1. ÚvodTato èást pøedstavuje vsuvku do výkladu o Alkuinových úlohách. Dùvodemk této vsuvce je skuteènost, ¾e úlohy, kterými jsme se právì zabývali, procházejídìjinami matematiky od staré Èíny a¾ k Leonardu Eulerovi a pøi výucematematiky se uplatòují dodnes. V této èásti budeme jejich dlouhou historiiilustrovat na nìkolika pøíkladech z rùzných èasových období a zemìpisnýchoblastí; vlastní Alkuinovou sbírkou se v této èásti nebudeme zabývat.I kdy¾ budeme stále mluvit o diofantovských rovnicích, s výjimkou posledníhoparagrafu zde vùbec nebude øeè o Diofantovi z Alexandrie (okolo r. 250 n.l.), a toze dvou dùvodù:a) Prvním je dùvod historický: v Alkuinovì dobì nebyly Diofantovy spisyv Evropì známy ([GF], str. 293) a Alkuin tedy nemohl být Diofantem ovlivnìn.b) Druhým je dùvod matematický: Alkuinovy úlohy pøedstavují þpraktickyÿmotivované slovní úlohy vedoucí na soustavu lineárních diofantovských rovnic,která má být øe¹ena v oboru celých kladných èísel; takové úlohy v¹ak v Di-ofantových spisech vùbec nejsou studovány (viz napø. [Ko], str. 195 a násl.).þPraktickáÿ slovní úloha se u Diofanta vyskytuje jen jedna a pokud se dnes ob-èas objevuje tvrzení, ¾e Diofantos hledal øe¹ení rovnic v oboru celých èísel (napø.[HK©], str. 200, [Zn], str. 29), pak toto tvrzení není historicky podlo¾ené, proto¾eDiofantos hledal øe¹ení rovnic v oboru racionálních kladných èísel.



18 Lze tedy øíci, ¾e Alkuinova sbírka nemá s historickým Diofantem nic spoleè-ného, a proto Diofanta ponecháme stranou; zájemce o tuto problematiku mù¾emeupozornit na to, ¾e ve skriptech [©e2] je Diofantovi a jeho Aritmetice vìnovánovíce ne¾ deset stran a v knize [Ko] více ne¾ pìt stran. Jedinou výjimku uèinímev posledním paragrafu této kapitoly, kterou vìnujeme oné ji¾ zmínìné jedinéþpraktickyÿ motivované Diofantovì úloze.Pokud se arabské matematiky týèe, v arabské matematice se úlohy vedoucína soustavy diofantovských rovnic objevují, ale ukázce této problematiky budevìnována samostatná 3. kapitola, proto zde arabskou matematiku ponechámestranou.1.4.2. Èínská matematikaÈínská matematika Alkuina urèitì pøímo neovlivnila, pøedstavuje v¹ak nej-star¹í zdroj úloh onoho typu, kterým se Alkuin zabýval. Pomìrnì podrobnývýklad o èínské matematice (takøka 80 stránek) lze najít napø. v [Ju] a z tohotovýkladu zde budeme vycházet.Úlohy vedoucí na diofantovské rovnice se objevují ji¾ v základním spisu staréèínské matematiky, který je nazýván Matematika v devíti knihách; tento spisshrnuje výsledky dosa¾ené èínskými matematiky v prvním tisíciletí pøed n.l.Údajnì byl sepsán v r. 152 pø.n.l., ale nejstar¹í dochovaná edice pochází a¾ z r.263 n.l. Z hlediska Alkuinovy sbírky je v¹ak zajímavá a¾ tzv. þúloha o drùbe¾iÿ,která vznikla pravdìpodobnì na konci druhého století n.l.16 ([Ju], str. 81):Úloha o drùbe¾iKolik je mo¾né za sto mincí koupit kohoutù, slepic a kuøat, je-li jich dohro-mady sto a stojí-li kohout pìt mincí, slepice ètyøi mince a ètyøi kuøata dohromadyjednu minci ?Oznaèíme-li k = poèet kohoutù, s = poèet slepic a r poèet kuøat, pak úlohavede na soustavu rovnic k + s + r = 100 ;5k + 4s+ r4 = 100 :Èen Luan uvádí øe¹ení k = 15, s = 1 a r = 84; analogicky jako Alkuin neuva¾ujeøe¹ení k = 0, s = 20 a r = 80. Uvádí i dal¹í variantu této úlohy, pøi které kohoutstojí ètyøi mince, slepice stojí tøi mince a tøi kuøata jsou za jednu minci; u tétovarianty uvádí pouze øe¹ení k = 8, s = 14, r = 78, i kdy¾ existuje dal¹í øe¹eníneobsahující nulu k = 16, s = 3 a r = 81 (a navíc øe¹ení k = 0, s = 25, r = 75).Podobnost s Alkuinem je oèividná. Je ov¹em tøeba uvést, ¾e èín¹tí matematicido¹li dále, proto¾e jiný èínský matematik Èang Èchiou-»ien, ¾ijící pravdìpodobnìrovnì¾ ve druhé polovinì 6. století, uvádí dal¹í variantu této úlohy, pøi kterékohout stojí pìt mincí, slepice tøi mince a tøi kuøata jednu minci, a uvádí v¹echna16Nìkdy se taky nazývá úlohou o ptácích. Nejstar¹í dochované záznamy o této úloze v¹akpocházejí a¾ z druhé poloviny 6. století od Èen Luana ([Ju], str. 81).



19øe¹ení neobsahující nulu: k = 4; 8; 12;s = 18; 11; 4;r = 78; 81; 84;navíc existuje je¹tì øe¹ení k = 0, s = 25, r = 75.Úloha o drùbe¾i vznikla v Èínì, odtud pronikla do Indie a dále k Arabùm.Arabskou matematikou mohl být Alkuin ovlivnìn; jak u¾ bylo øeèeno, jednomuspisu arabskému bude vìnována 3. kapitola této práce. Nyní se pøesuòme kestarým èeským poèetnicím.1.4.3. Èeská úlohaNejednu úlohu vedoucí na soustavu diofantovských rovnic lze najít i ve starýchèeských uèebnicích. Zájemci o tuto problematiku mohou nahlédnout napøíkladdo skript [©e], ze kterých zde ocitujeme jednu úlohu.Úloha pochází z nejstar¹í èeské uèebnice, která vy¹la v r. 1530 v Norimberku.Jejím autorem byl Ondøej Klatovský a její název byl ([©e], str. 31)Nowé knij¾ky wo poètech na cyfry a na liny, pøi tom niekteré welmi u¾iteènéregule a exempla mince rozlièné, podle biehu kupeckého krátce a u¾iteènie sebranáskrze práce a náklad Wondøeje Klatowského.Pøíklad, který nás zajímá, je následující ([©e], str. 44):Úloha o kvasu1726 osob na jednom kvasu propilo 88 penízù bílých. Pøi tom kvase byli mu¾i,¾eny a panny; z mu¾ù jedna osoba dáti mìla 6 penízù, z ¾en 4 penízy a z panenjedna 2 penízy. Otázka: kolik jest pøi tom cechu aneb kvasu mu¾ù bylo, kolik ¾en,kolik panen ?Oznaèíme-li m = poèet mu¾ù, z = poèet ¾en a p = poèet panen, pak snadnozjistíme, ¾e z pøíslu¹né soustavy dvou rovnic o tøech neznámých lze získat rovniciz = 18� 2m ;která vede k následující tabulce v¹ech øe¹ení úlohy:m = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9;z = 18; 16; 14; 12; 10; 8; 6; 4; 2; 0;p = 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17 :Klatovský uvádí pouze øe¹ení s 6 mu¾i a s 8 mu¾i.1.4.4. Eulerova þAlgebraÿLeonhard Euler (1707 { 1783) patøí nespornì mezi nejvýznamnìj¹í postavyv dìjinách matematiky. Pova¾ujeme proto za vhodné na závìr tohoto maléhohistorického pøehledu uvést, ¾e do II. dílu své uèebnice Vollständige Anleitungzur Algebra, která byla napsána v r. 1767, zaøadil i kapitolu obsahující pìt17V [©e] nemá úloha ¾ádný název, tak¾e jsme byli nuceni název vymyslet.



20úloh vedoucích na nalezení celoèíselného nezáporného øe¹ení soustavy dvoudiofantovských rovnic18. Uvedeme zde pouze první z tìchto úloh, proto¾e jenejjednodu¹¹í a navíc je velice podobná úloze Ondøeje Klatovského uvedenév pøede¹lé èásti.Úloha o hospodì19Tøicet lidí, mu¾i, ¾eny a dìti, utratilo 50 korun v hospodì. Útrata mu¾e jsou 3koruny, útrata ¾eny je 2 koruny a dítìte 1 koruna. Kolik bylo mu¾ù, ¾en a dìtí?Úloha je natolik podobná úloze Ondøeje Klatovského, ¾e nepova¾ujeme zanutné podrobnìji ji rozebírat. Analogicky jako u Klatovského vede k rovniciz = 20� 2ma tabulka v¹ech mo¾ných øe¹ení u Eulera vypadá takto:m = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10;z = 20; 18; 16; 14; 12; 10; 8; 6; 4; 2; 0;d = 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20 :1.4.5. Jedna Diofantova úlohaV Diofantovì þAritmeticeÿ je uvedena jediná úloha, která svým zadánímpøipomíná úlohy Alkuinovy a Metrodorovy, z hlediska matematického stojí v¹akdaleko vý¹e. Jedná se o 33. úlohu z 5. knihy þAritmetikyÿ (ve vydání [WD] jena str. 249) a její zadání je následující:Dva druhy vína smísil zku¹ený mu¾: máz lep¹ího je za osm drachem, hor¹íhoza pìt. Co za oba druhy zaplatil, je ètvercové èíslo; pøidá¹-li k tomuto ètvercidané èíslo, obdr¾í¹ jiný ètverec a jeho strana ti dává celkové mno¾ství vína, kterésmísil. Nu¾e, mùj chlapèe, zjisti mi, kolik lep¹ího druhu a kolik hor¹ího ten èlovìksmísil.Zadání má jeden háèek: neøíká se v nìm, èemu má být rovno ono þdané èísloÿ,které má být pøidáno k cenì vína; a¾ z Diofantova øe¹ení se uká¾e, ¾e toto èíslomá být rovno 60.Pøi øe¹ení této úlohy je nutné mít na pamìti fakt, ¾e Diofant ve svéþAritmeticeÿ øe¹í rovnice v oboru kladných racionálních èísel, nikoli v oborukladných celých èísel, jak se dnes nìkdy mylnì soudí. Z toho pak plyne (jakostatnì bude vidìt na na¹em pøíkladu), ¾e úloha mù¾e mít i nekoneènì mnohoøe¹ení; je ov¹em otázkou, zda si toho Diofant byl vìdom.Základní my¹lenku Diofantova postupu pøi øe¹ení dané úlohy (podle [WD])lze v dne¹ní terminologii vyjádøit takto:18Vycházíme zde z anglického vydání [Eu], které je reprintem vydání z r. 1840. Je k nìmupøipojena úvodní sta» C. Truesdella z r. 1972, ve které se uvádí (str. XXXIII), ¾e tato Eulerovauèebnice je po Eukleidových þZákladechÿ nejètenìj¹í matematickou knihou v historii; odtudtaké pøebíráme údaj o roku vzniku této Eulerovy knihy.19V [Eu] nemá úloha ¾ádný název, tak¾e jsme byli nuceni název vymyslet.



21Oznaème x celkový poèet mázù (tj. v zadání þcelkové mno¾ství vínaÿ). Pokudv zadání polo¾íme þdané èísloÿ = 60 (jak to dìlá Diofant ve svém øe¹ení), pakze zadání plyne x2 � 60 = zaplacená èástka = (x� y)2 ;kde y je dal¹í neznámá. Z této rovnice dostáváme, ¾e(3) x = y2 + 602y :Z cenových relací plyne, ¾e celkový poèet mázù musí být vìt¹í ne¾ 1/8zaplacené èástky a men¹í ne¾ 1/5 zaplacené èástky20. Dostáváme tedy dvìnerovnice 18(x2 � 60) < x < 15(x2 � 60) ;z nich¾ po zaokrouhlení na tøi desetinná místa dostáváme(4) 10; 640 < x < 12; 712(Diofant uvádí 11 < x < 12). Víme tedy u¾, v jakém rozmezí se pohybujecelkové mno¾ství vína, øe¹ením ale není jakékoli x z tohoto intervalu, proto¾enavíc musí být splnìna podmínka, ¾e zaplacená èástka x2 � 60 je ètvercovéèíslo. Pokraèujeme-li tedy v øe¹ení a dosadíme-li do nerovnice (4) za x z rovnice(3), dostaneme po vyøe¹ení vzniklé nerovnice a zaokrouhlení výsledkù na dvìdesetinná místa vztah 17; 94 < y < 22; 80(Diofant uvádí 19 < y < 21). Tím je øe¹ení v podstatì skonèeno, nebo» mno¾inav¹ech mo¾ných øe¹ení dané úlohy je urèena mno¾inou v¹ech èísel y z uvedenéhointervalu21. Z rovnice (3) známe celkový poèet mázù x, známe i zaplacenouèástku x2 � 60 a máme zaruèeno, ¾e je rovna ètvercovému èíslu (x � y)2;k dokonèení úlohy staèí oznaèit tøeba x1 poèet mázù vína pìtidrachmového,x2 poèet mázù vína osmidrachmového a øe¹it soustavu rovnicx1 + x2 = poèet mázù ;5x1 + 8x2 = zaplacená èástka :Diofant øe¹í jediný pøípad; klade y = 20 a dostává postupnì celkový poèet mázùx = 232 , zaplacenou èástku x2 � 60 = 2894 , poèet mázù pìtidrachmového vínax1 = 7912 a poèet mázù osmidrachmového vína x2 = 5912 .20Rovnost nepøipou¹tíme, proto¾e { jak u¾ bylo øeèeno v èásti vìnované Alkuinovi {v tehdej¹í dobì nebyla uva¾ována øe¹ení s nìkterou slo¾kou rovnou nule.21U Diofanta samozøejmì èíslo = kladné racionální èíslo.



221.5. Úlohy na posloupnostiÚlohy tohoto typu se vyskytují v Alkuinovì sbírce pouze dvì; uvedeme je zdese struèným komentáøem.13. Úloha o králi a jeho vojskuNìjaký král naøídil svému sluhovi sebrat ze tøiceti vesnic vojsko takovýmzpùsobem, ¾e z ka¾dé vesnice vezme tolik mu¾ù, kolik do ní vstoupilo. ©el tedysám do první vesnice, do druhé ¹el s dal¹ím, tedy do tøetí ¹li ètyøi. Øekni, kdomù¾e¹, kolik mu¾ù bylo sebráno z onìch tøiceti vesnic.Z Alkuinova výsledku je zøejmé, ¾e králùv sluha je zahrnut do poètu vojákù,tak¾e výsledek je 230 = 1 073 741 824. Alkuin zde neuvádí pouze výsledek,ale pøedvádí i výpoèet spoèívající v tom, ¾e poèítá postupnì poèet mu¾ùodcházejících z první, druhé, . . . , tøicáté vesnice, a to (pochopitelnì) v øímskýchèíslicích. Koneèný výsledek u Alkuina má tedy tvarmilies LXXIII mille milia DCCXLI DCCCXXIIII .Problematika zápisu þvelkýchÿ èísel pomocí øímských èíslic není jednoducháa rùzní autoøi volili rùzné zpùsoby zápisu. Proto¾e se jedná o zápis nepozièní,musely být vy¹¹í øády buï nìjak oznaèeny gra�cky (v na¹em pøíkladu pruhemnad tisícovkami) nebo vypsány slovnì; podrobnosti lze najít v [Fr].42. Úloha o ¾ebøíku majícím sto pøíèlíJeden ¾ebøík mìl sto pøíèlí. Na prvním sedìl jeden holub, na druhém dva, natøetím tøi, na ètvrtém ètyøi, na pátém pìt, a tak na v¹ech pøíèlích a¾ do stého.Øekni, kdo mù¾e¹, kolik bylo celkem holubù.Alkuin uvádí návod k øe¹ení spoèívající v tom, ¾e poèet holubù na prvnímpøíèli + poèet holubù na 99. pøíèli = 100, poèet holubù na druhém pøíèli + poèetholubù na 98. pøíèli = 100, atd., a padesátý a stý pøíèel nemají ¾ádný do páru.Celkový poèet holubù tedy je 5050 (v Alkuinovì zápisu V L).1.6. Geometrické úlohyAlkuinovy geometrické úlohy pøedstavují velice rùznorodý soubor od úlohzcela elementárních a¾ po úlohy, které pøedstavují pravdìpodobnì historickyprvní výskyt velice obtí¾ných problémù zaøazovaných dnes do kombinatorickégeometrie; proto zde budou rozdìleny do nìkolika podskupin.



231.6.1. Jednoduché úlohy na dìlení obdélníkù9. Úloha o suknuMám sukno, které má na délku 100 loktù22 a na ¹íøku 80 loktù. Chci z nìjdìlením zhotovit plá¹tì tak, aby ka¾dý díl mìl na délku 5 loktù a na ¹íøku 4 lokty.Øekni, ¾ádám, mudrci, kolik plá¹»ù z nìj lze zhotovit.10. Úloha o plátnuMám lnìné plátno dlouhé 60 loktù, ¹iroké 40 loktù. Chci je rozdìlit na èástitak, aby ka¾dá èást mìla na délku 6 loktù a na ¹íøku 4, a» staèí na obvykloutuniku. A» øekne, kdo chce, kolik tunik z nìj lze zhotovit.21. Úloha o poli a ovcích na nìm umístìnýchJe pole, které má na délku 200 stop23 a na ¹íøku 100 stop. Chci na nì umístitovce a to tak, aby ka¾dá ovce mìla na délku 5 stop a na ¹íøku 4 stopy. A» øekne,¾ádám, kdo mù¾e, kolik ovcí tam mù¾e být umístìno.V¹echny tøi úlohy jsou tak jednoduché, ¾e nevy¾adují ¾ádného komentáøe.Alkuin u v¹ech nalezl správné výsledky: v úloze è. 9 lze zhotovit 400 plá¹»ù,v úloze è. 10 lze zhotovit 100 tunik, na pole v úloze è. 21 lze umístit 1000 ovcí.1.6.2. Úlohy na výpoèet obsahù22. Úloha o støechovitém poliJe støechovité pole, které má na jedné stranì 100 perticae24 a na druhé stranì100 perticae a na pøední stranì 50 perticae a uprostøed 60 perticae a na zadnístranì 50 perticae. A» øekne, kdo mù¾e, kolik aripenni25 musí obsahovat.Aluinovo zadání není zcela jasné. V pøekladech [GF, HS] se chápe tak, ¾e danépole má tvar obdélníka 50 x 100 perticae, ke kterému je buï na jedné del¹í stranìpøidán rovnoramenný trojúhelník s vý¹kou 10 perticae (co¾ podle na¹eho názorudobøe odpovídá zadání þstøechovitéÿ pole, nebo jsou na obou del¹ích stranáchpøidány rovnoramenné trojúhelníky s vý¹kou 5 perticae.23. Úloha o ètyøúhelníkovém poliJe ètyøúhelníkové pole, které má na jedné stranì 30 perticae a na druhé 32perticae a vpøedu 34 perticae a vzadu 32 perticae. A» øekne, kdo mù¾e, kolikaripenni v nìm musí být obsa¾eno.Alkuin zde zøejmì pøedpokládá, ¾e zadáním v¹ech ètyø stran ètyøúhelníka jeètyøúhelník a jeho obsah plnì urèen, co¾ (bohu¾el) není pravda.22Podle [EA, SAK] 1 loket = 1,5 stopy = 44,4 cm.23Podle [EA, SAK] 1 øímská stopa = 29,6 cm.24Podle [GF] 1 pertica = 10 stop. V [Bì] je termín pertica pøelo¾en termínem prut, kterýv¹ak byl v èeských zemích roven osmnácti stopám, proto jsme se rozhodli nechat v textu úlohypùvodní termín pertica.25Pdle [GF] 1 aripennus = (12 perticae)2 = 14 400 ètvereèných stop, co¾ je polovina plo¹néjednotky zvané iugerum, èesky jitro. Èeský ekvivalent termínu aripennus jsme nena¹li, protonecháváme v textu úlohy pùvodní termín.



2424. Úloha o trojúhelníkovém poliJe trojúhelníkové pole, které má na jedné stranì 30 perticae a na druhé 30perticae a vpøedu 18 perticae. A» øekne, kdo mù¾e, kolik aripenni musí obsahovat.25. Úloha o kruhovém poliJe kruhové pole, které má obvod 400 perticae. Øekni, kolik aripenni musíobsahovat.Z dne¹ního hlediska se jedná o elementární úlohy nevy¾adující komentáøe.Z historického hlediska jsou v¹echny tyto úlohy podrobnì komentovány v pøe-kladech [GF, HS] a nepova¾ujeme za nutné tyto komentáøe opisovat, pozname-nejme proto jenom, ¾e v¹echna Alkuinova øe¹ení jsou z dne¹ního hlediska ¹patná.Základní Alkuinùv problém je v tom, ¾e k výpoètùm pou¾ívá vzorcù, které lzev nejlep¹ím pøípadì pova¾ovat za pøibli¾né:{ obsah jakéhokoli ètyøúhelníka o stranách (po øadì) a, b, c, d poèítá podlevzorce P = a+ c2 : b+ d2 ;který je pøesný pouze pro ètverec a obdélník26;- obsah rovnoramenného trojúhelníka s rameny r a základnou z poèítá podlevarianty pøede¹lého vzorce P = r :z2 ;- pokud se obsahu kruhu o daném obvodu týèe, ve [Fo1] jsou uvedena dvìøe¹ení; pøi prvním øe¹ení je obsah kruhu o daném obvodu poèítán jako obsahètverce o stejném obvodu, co¾ odpovídá hodnotì � = 4, pøi druhém øe¹ení jepou¾ito postupu odpovídajícího hodnotì � = 3.Úlohy samy o sobì nejsou nijak zajímavé a kompletní text pùvodních øe¹eníje uveden v poslední kapitole této práce, proto nepova¾ujeme za nutné dále setìmito úlohami zabývat.1.6.3. Zadání kombinatorických úloh27. Úloha o ètyøúhelníkovém mìstìJe ètyøúhelníkové mìsto, které má jednu stranu tisíc sto stop a druhou stranutisíc stop, vpøedu 600 stop a vzadu 600 stop. Chci do nìj umístit obydlí tak, abyka¾dý dùm mìl na délku 40 stop a na ¹íøku 30 stop. A» øekne, kdo je schopen,kolik domù musí být vzato.Geometricky není zadání tvaru mìsta jednoznaèné. V pøekladech [GF, HS] sepøedpokládá, ¾e mìsto má tvar rovnoramenného lichobì¾níka a tento pøedpokladse nám jeví jako racionální, tak¾e se ho pøidr¾íme i v na¹em komentáøi.26V komentáøi k pøekladu [GF] na str. 289 je tento vzorec nazýván Edfu-Formel podlemísta jeho výskytu v egyptských památkách; byl pou¾íván v zemìmìøièské praxi a odtud semohl dostat k Alkuinovi.



2528. Úloha o trojúhelníkovém mìstìJe trojúhelníkové mìsto, které má jednu stranu 100 stop a dal¹í stranu 100stop a vpøedu 90 stop. Chci v nìm postavit domy a to tak, aby ka¾dý dùm mìlna délku 20 stop a na ¹íøku 10 stop. A» øekne, kdo mù¾e, kolik domù musí býtvzato.29. Úloha o kruhovém mìstìJe kruhové mìsto, které má obvod 8000 stop. A» øekne, kdo mù¾e, kolik domùje tøeba vzít, aby ka¾dý dùm mìl na délku 30 stop a na ¹íøku 20 stop.30. Úloha o baziliceJe bazilika, která má na délku 240 stop a na ¹íøku 120 stop. Jedna cihla v jejívydlá¾dìné podlaze má délku 23 uncí, to jest jednu stopu a 11 uncí, a ¹íøku 12uncí, to jest jednu stopu. A» øekne, kdo chce, kolik cihel je tøeba do ní vlo¾it.31. Úloha o skladi¹ti vína27Je skladi¹tì vína, které má na délku 100 stop a na ¹íøku 64 stop. A» øekne,kdo mù¾e, kolik beèek je tøeba vzít, a to tak, ¾e ka¾dá má na délku 7 stop a na¹íøku, to jest uprostøed, 4 stopy, a jeden prùchod má 4 stopy.Ze zadání není jasné, zda mezi beèkami je právì jeden prùchod nebo zdaje mezi nimi více prùchodù. Pøi diskusi na letní ¹kole ve Velkém Meziøíèí bylokonstatováno, ¾e z technického hlediska staèí jedna ulièka, proto¾e beèky mohoubýt konzumovány postupnì od ulièky, která se v prùbìhu konzumace postupnìroz¹iøuje, jak je v¹ak vidìt z latinského textu uvedeného v poslední kapitole,objevila se i øe¹ení uva¾ující více ulièek.1.6.4. Komentáø ke kombinatorickým úlohámPodle na¹eho názoru pøedstavuje tato skupina úloh nejobtí¾nìj¹í èást Alkui-novy sbírky a je zajímavá i z hlediska dne¹ní matematiky. Tuto skupinu úloh lzedále rozdìlit na dvì èásti: úlohy è. 27 { 29, které jsou slo¾itìj¹í, a úlohy è. 30 {31, které pøedstavují jisté zobecnìní úloh øe¹ených v èásti 1.6.1. Zatímco úlohyè. 30 { 31 øe¹í Alkuin správnì28, u úloh è. 27 { 29 lze Alkuinova øe¹ení zcelaponechat stranou; jeho postup øe¹ení tìchto úloh spoèívá v tom, ¾e podle pøi-bli¾ných vztahù uvedených v èásti 1.6.2 vypoèítá obsah þvelkéÿ plochy (mìsta)a þmaléÿ plochy (domu) a dìlením obsahu þvelkéÿ plochy obsahem þmaléÿ plo-chy dojde k výsledku29. Z dne¹ního hlediska je jasné, ¾e uvedeným postupemzískáme horní odhad hodnoty øe¹ení; pokud se v¹ak pøesné hodnoty øe¹ení týèe,27V pøekladech [GF, HS] se mluví o vinném sklepu, ale podle slovníku [GW] se zdá, ¾e toneodpovídá pùvodnímu termínu canava.28Z dne¹ního hlediska bychom sice mìli poznamenat, ¾e Alkuinovo øe¹ení je správné pouzeza jistého doplòujícího pøedpokladu, ale tento zamlèený pøedpoklad se asi Alkuinovi jevilnatolik pøirozený, ¾e nepova¾oval za nutné uvádìt ho; k této otázce se vrátíme v dal¹ím výkladu.29Je mo¾né, ¾e Alkuin tu¹il jistou problematiènost svého postupu, proto¾e v prùbìhuvýpoètu pøi zaokrouhlování zaokrouhluje v¾dy dolù, ale Alkuinovo zaokrouhlování je obecnìnatolik nevyzpytatelné, ¾e z nìj nelze dìlat ¾ádné závìry.



26její nalezení není elementární zále¾itostí. Proto¾e se domníváme, ¾e pøi publiko-vání historické sbírky úloh by mìlo být publikováno i jejich øe¹ení nebo aspoò(pokud se jedná o úlohy obtí¾né) rozbor problematiky doplnìný odkazy na dal¹íliteraturu, budeme se úlohám è. 27 { 29 vìnovat ponìkud podrobnìji.Demonstrujme celou problematiku na úloze è. 27.V první øadì je nezbytné upøesnit zadání v tom smyslu, ¾e je tøeba rozli¹it,zda v¹echny vkládané objekty (domy) jsou vkládány þrovnobì¾nìÿ, þstejnìorientovanéÿ, þv jednom smìruÿ30. Pokud se rozhodneme, ¾e v¹echny domy musíbýt vlo¾eny þv jednom smìruÿ, pak se jedná { pro zvolený smìr kladení { o úlohusice pracnou, pøi jejím¾ øe¹ení nelze vylouèit chyby, ale z matematického hlediskav podstatì elementární.Zcela odli¹ná situace nastane, pøipustíme-li, ¾e domy nemusí být vlo¾enyv jednom smìru. Obsah þvelkéhoÿ lichobì¾níka (mìsta) je 627808,69 ètvereènýchstop a obsah þmaléhoÿ obdélníka (domu) je 1200 ètvereèných stop, tak¾e horníodhad pro poèet domù ve mìstì je 523 (pøesnì 523,17, ale pøedpokládáme, ¾epoèet domù musí být celé èíslo). Pokud nám nyní nìkdo bude tvrdit, ¾e se mupodaøilo narovnat do mìsta jistý poèet domù nepøekraèující tento horní odhad(napø. 520 domù, co¾ je výsledek Alkuinùv) a nepøedvede nám, jak to udìlal, pako správnosti výsledku mù¾eme mít sebevìt¹í pochybnosti, nejsme v¹ak schopnidokázat chybnost uvedeného výsledku31. Pokud se pokusíme úlohu sami øe¹it,pak zjistíme, ¾e pro její øe¹ení není znám ¾ádný algoritmus32 a jsme tedy odkázánipouze na svoji intuici; podaøí-li se nám daný poèet domù (nebo dokonce více)do mìsta narovnat, pak je v¹echno v poøádku, pokud se nám to v¹ak nepodaøí,mù¾e to svìdèit pouze o na¹ich omezených schopnostech, není to v¹ak dùkazemchybnosti ovìøovaného výsledku.Celá problematika, kterou jsme zde demonstrovali na úloze è. 27, se opakujei u dal¹ích úloh è. 28 { 31 a nepova¾ujeme za nutné zabývat se dále obecnýmiúvahami; podívejme se radìji na nìkteré numerické výsledky.Vìnujme se nejprve úlohám è. 27 { 29, u kterých jsou Alkuinovy výsledkyv podstatì bezcenné; v nejlep¹ím pøípadì je lze pova¾ovat za jistý odhad horníhoodhadu hodnoty øe¹ení. Autoøi nìmeckého pøekladu [GF] se o vlastní øe¹enítìchto úloh nepokusili; v anglickém pøekladu [HS] jisté výsledky jsou a budouporovnány s výsledky autora tohoto kometáøe.Pokud se úlohy è. 27 týèe, v pøekladu [HS] se pí¹e: I �nd I can only get516 houses in; but by turning the houses the other way I can get 517 in. Byhaving some houses other way I can get 519 in. Autor tohoto komentáøe semusí pøiznat, ¾e nebyl zdaleka tak úspì¹ný; pøi rovnání domù þnale¾atoÿ33 se30Z Alkuinových øe¹ení úloh è. 30 a è. 31 je zøejmé, ¾e Alkuin u tìchto úloh pøedpokládalkladení dla¾dic a rovnání beèek pouze v jednom smìru; je to pøedpoklad pøirozený, úlohy v¹akmají smysl i bez tohoto pøedpokladu. U úloh è. 27 { 29 nelze ani z Alkuinova øe¹ení poznat,jak si Alkuin uspoøádání domù ve mìstì pøedstavoval.31Pøesnì øeèeno, autor tohoto komentáøe nezná zpùsob, jakým by bylo mo¾no chybnostvýsledku dokázat.32Pøesnì øeèeno, autorovi tohoto komentáøe se nepodaøilo ¾ádný takový algoritmus nikdenajít; literatura, ve které pátral, je uvedena v závìru této kapitoly.33Tj. del¹í strana domu je rovnobì¾ná se základnou lichobì¾níka.



27mu podaøilo narovnat jen 489 domù, pøi rovnání domù þnastojatoÿ34 se mupodaøilo narovnat dokonce jen 482 domù a pøi kombinaci obou uvedených smìrùrovnání se mu podaøilo narovnat do mìsta 507 domù. Pøipomeòme, ¾e horníodhad je 523 domù.U úlohy è. 28 je horní odhad 20,09 domù. V pøekladu [HS] se pí¹e: I canonly get 15 houses in, and John Hadley can get 18 in if the walls can be bentslightly. Podle názoru autora tohoto komentáøe je tøeba úlohu øe¹it v pøesnémgeometrickém smyslu a nemá smysl uva¾ovat o tom, jaké by bylo øe¹ení, kdybyse vhodná stìna vhodnì pøihnula; z tohoto hlediska má cenu pouze výsledek 15domù. Autorovi tohoto komentáøe se podaøilo dosáhnout stejného výsledku, alepøi rovnání domù rùznými smìry35; pokud byly domy rovnány tak, ¾e jejich del¹ístrana byla rovnobì¾ná se základnou rovnoramenného trojúhelníka (tj. mìsta)o délce 90 stop, podaøilo se autorovi tohoto komentáøe narovnat do mìsta jen12 domù, pøi rovnání rovnobì¾ném s ramenem daného trojúhelníka o délce 100stop byl autorùv výsledek 14 domù.Pokud se úlohy è. 29 týèe, horní odhad je 8488,26 domù. Vzhledem k tomu,¾e mìsto je kruhové a jeho rozmìry jsou relativnì velké v porovnání s rozmìremdomu, zkou¹el autor tohoto komentáøe pouze rovnobì¾né kladení domù a dosáhlvýsledku 8342 domù v daném mìstì. V pøekladu [HS] se uvádí: I have �tted in8307 houses but it is probably possible to �t more in.Úlohy 30 a 31 mají odli¹ný charakter. Jak u¾ bylo øeèeno, jsou velice podobnéúlohám, kterým jsme se vìnovali v èásti 1.6.1 a li¹í se od nich pouze tím, ¾e dìleníobsahù nevyjde beze zbytku. Pokud navíc doplníme pøedpoklad, ¾e vkládanéobjekty (dla¾dice, beèky) jsou kladeny rovnobì¾nì, jsou Alkuinovy výsledkysprávné.Úloha è. 30 má z matematického hlediska ponìkud odli¹ný charakter; nejednáse toti¾ o úlohu týkající se vlo¾ení maximálního poètu þmalýchÿ útvarù doþvelkéhoÿ útvaru, ale o úlohu týkající se pokrytí þvelkéhoÿ útvaru minimálnímpoètem þmalýchÿ útvarù. Dolní odhad potøebného poètu dla¾dic je 15027(pøesnì 15026,09, ale pøedpokládáme, ¾e poèet dla¾dic musí být celé èíslo);pøi rovnobì¾ném kladení dla¾dic (a» u¾ þnastojatoÿ nebo þnale¾atoÿ) je tøebak pokrytí podlahy 15120 dla¾dic, co¾ je i výsledek Alkuinùv. Pøipustíme-likladení dla¾dic obìma smìry36, pak podle názoru autora tohoto komentáøek pokrytí staèí 15030 dla¾dic.U úlohy è. 31 se budeme zabývat pouze variantou s jednou ulièkou. Horníodhad poètu beèek je 214,29; rovnají-li se beèky þnale¾atoÿ, vejde se do skladi¹tì210 beèek (a to je i výsledek Alkuinùv). Podle názoru autora tohoto komentáøese pøi rovnání beèek þnastojatoÿ vejde do skladi¹tì jen 200 beèek, pøipustíme-liv¹ak oba smìry rovnání, vejde se dokonce 214 beèek, co¾ je maximální mo¾nýpoèet.Pokud se pokusíme zaøadit uvedené Alkuinovy problémy do kontextu sou-èasné matematiky, pak se podle na¹eho názoru jedná o úlohy patøící do oblasti34Tj. del¹í strana domu je kolmá na základnu lichobì¾níka.35V anglickém komentáøi bohu¾el údaj o smìru rovnání chybí.36Autor tohoto komentáøe nevidí ¾ádný dùvod technický ani estetický, proè by smìr kladenídla¾dic nemohl být rùzný.



28kombinatorické geometrie; souèasné formulace nìkterých problémù z této oblastilze nalézt napø. v knihách [DCG], [DCM], [HCG]. Pøipustíme-li v Alkuinovýchúlohách vkládání domù (dla¾dic, beèek) v rùzných smìrech (a na základì Al-kuinova zadání nevidíme ¾ádný dùvod, proè by kladení v rùzných smìrech mìlobýt vylouèené), pak se podle na¹eho názoru jedná o úlohy obtí¾né i z hlediskasouèasné matematiky.1.7. Úlohy vedoucí na lineární rovnici o jedné neznámé1.7.1. Zadání2. Úloha o mu¾i procházejícím se po cestìNìjaký mu¾ procházející se po cestì vidìl jiné lidi jdoucí proti nìmu a øekljim: Chtìl jsem, aby vás bylo bývalo je¹tì jednou tolik, kolik vás je, a polovinaz poloviny (onoho dvojnásobku), a opìt polovina poloviny (z poloviny onohodvojnásobku); pak by vás bylo bývalo i se mnou sto. A» øekne, kdo chce, kolikjich bylo, které mu¾ vidìl.3. Úloha o dvou pocestných pozorujících èápyDva mu¾i procházející se po cestì vidìli èápy a øíkali si mezi sebou: Kolikjich je ? Kdy¾ se o jejich poètu poradili, øekli: Kdyby jich bylo je¹tì jednou tolika je¹tì potøetí tolik a polovina tøetiny (onoho trojnásobku), po pøidání dvou byjich bylo sto. A» øekne, kdo mù¾e, kolik jich bylo, které pocestní pozorovali.4. Úloha o èlovìku a koních pasoucích se na poliNìjaký mu¾ vidìl konì pasoucí se na poli a vyslovil pøání: Ké¾ by byli bývalimí a bylo jich je¹tì jednou tolik a polovina poloviny (onoho dvojnásobku), jistìbych se chlubil sto koòmi. A» rozhodne, kdo chce, kolik pasoucích se koní vidìlonen èlovìk.36. Úloha o starci zdravícím chlapceNìjaký staøec pozdravil chlapce, kterému øekl: þKdybys ¾il, synu, kdybys ¾il,ÿpravil, þkolik jsi ¾il a je¹tì tolik a tøikrát tolik a kdyby ti bùh dal jeden z mýchrokù, dovr¹il bys sto let.ÿ A» rozøe¹í, kdo mù¾e, kolik let tenkrát mìl onen chlapec.40. Úloha o mu¾i a ovcích pasoucích se na kopci37Nìjaký mu¾ vidìl ovce pasoucí se na kopci a øekl: þKdybych (jich) mìl tolik aje¹tì tolik a polovinu poloviny a z této poloviny je¹tì polovinu, tak bych vstoupildo svého domu spoleènì s nimi jako stý.ÿ A» rozøe¹í, kdo mù¾e, kolik vidìlpasoucích se ovcí.44. Úloha o chlapci zdravícím otceNìjaký chlapec pozdravil otce: þBuï pozdraven,ÿ pravil, þotèe.ÿ Na to otec:þBuï zdráv, synu. A» ¾ije¹, kolik jsi ¾il, a tento dvojnásobek rokù ztrojnásobí¹37Z hlediska matematické formulace je tato úloha toto¾ná s úlohou è. 2.



29a pøidej jeden z mých rokù a bude¹ mít sto let.ÿ A» øekne, kdo mù¾e, kolik lettenkrát mìl onen chlapec.45. Úloha o holubiciHolubice sedící na stromì vidìla jiné letící (holubice) a øekla jim: þKdybychvidìla je¹tì tolik a potøetí tolik, pak by jich spoleènì se mnou bylo sto.ÿ A» øekne,kdo mù¾e, kolik holubic letìlo na zaèátku.48. Úloha o mu¾i, který potkal ¾ákyNìjaký mu¾ potkal ¾áky a øekl jim: þKolik vás je ve ¹kole ?ÿ Jeden z nich muodpovìdìl øka: þNechci ti to øíci. Ty nás spoèítej dvakrát, vynásob tøemi, pakrozdìl na ètyøi èásti. Ètvrtina poètu, kdy¾ pøidá¹ mì samého, naplní èíslo sto.ÿA» øekne, kdo mù¾e, kolik jich bylo, které mu¾ potkal na procházce.1.7.2. KomentáøUvedené úlohy jsou z matematického hlediska elementární. Asi nejvìt¹íproblém v tìchto úlohách pøedstavují Alkuinovy ne zcela jasné slovní formulacezadání; na¹tìstí lze v¾dy z Alkuinových øe¹ení zpìtnì zjistit, jak vlastnì bylaúloha mínìna.V¹echny uvedené úlohy lze formálnì zapsat ve tvaru lineárních rovnic o jednéneznámé, pøi jejich¾ øe¹ení je podle na¹eho názoru hlavním þtechnickýmÿproblémem seètení nìkolika zlomkù. Aby bylo zadání zcela jasné, uvedeme zdepro ka¾dou úlohu pøíslu¹nou rovnici a Alkuinovo øe¹ení úlohy.Úloha è. 2: 2x+ 2x4 + 2x8 + 1 = 100 , x = 36.Úloha è. 3: 3x+ 3x3 12 + 2 = 100 , x = 28.Úloha è. 4: 2x+ 2x4 = 100 , x = 40.Úloha è. 36: ((x:2)2)3 + 1 = 100 , x = 8 let a 3 mìsíce.Úloha è. 40: 2x+ 2x4 + 2x8 + 1 = 100 , x = 36 .Úloha è. 44: 3:2x+ 1 = 100 , x = 16 let a 6 mìsícù.Úloha è. 45: 3x+ 1 = 100, x = 33 .Úloha è. 48: 2x:34 + 1 = 100 , x = 66 .1.8. Pøevádìní jednotekÚlohy na pøevádìní jednotek se objevují ve ¹kolské matematice dodnes, protojsme je zde vyèlenili jako samostatnou skupinu.1. Úloha o hlemý¾diHlemý¾ï byl od vla¹tovky pozván na svaèinu ve vzdálenosti jedné galské míle.Hlemý¾ï v¹ak nemohl za den ujít více ne¾ jednu unci stopy. A» øekne, kdo bychtìl, za kolik dní by hlemý¾ï dorazil na onu svaèinu.3838Podle [GF] 1 galská míle (leuva) = 1500 dvojkrokù (passus) = cca 2,25 km, 1 dvojkrok= 5 stop (pes), 1 stopa = 12 uncí.



3046. Úloha o nalezeném mì¹ciNìjaký èlovìk jdoucí po cestì nalezl mì¹ec se dvìma talenty. Vidìli to nìjacíjiní (lidé) a øekli mu: þBratøe, dej nám èást svého nálezu.ÿ On odmítl a nechtìljim nic dát. Oni ho v¹ak napadli, roztrhli mu mì¹ec a ka¾dý si vzal 50 zlatých.A kdy¾ (on) potom vidìl, ¾e se nemù¾e ubránit, vztáhl ruku a uchvátil 50 zlatých.A» øekne, kdo chce, kolik bylo lidí.3950. Jiná úloha®ádám, a» øekne, kdo mù¾e, kolik sextarii obsahuje sto metra vína nebo kolikmeri má tìch¾e sto metra.40Domníváme se, ¾e úlohy nevy¾adují komentáøe. Alkuinùv výsledek u prvníúlohy je 90000 dní, u úlohy è. 46 je výsledek 216 mu¾ù, u úlohy è. 50 je výsledek100 metra = 4800 sextarii = 28800 meri.1.9. Rùzné poèetní úlohyNásledující úlohy se nám nepodaøilo zaøadit do ¾ádné vìt¹í skupiny, protopøipojíme struèný komentáø ke ka¾dé z nich.7. Úloha o míse vá¾ící 30 liberMísa, která vá¾ila 30 liber èili 600 solidi41 je vyrobena ze zlata, støíbra, mosazia cínu. Støíbra má tøikrát více ne¾ zlata, mosazi má tøikrát více ne¾ støíbra a cínutøikrát více ne¾ mosazi. A» øekne, kdo mù¾e, kolik ka¾dého kovu obsahuje.Oznaèíme-li x mno¾ství pou¾itého zlata, pak úloha vede na rovnici x+ 3x+9x + 27x = 600 a ze zji¹tìného mno¾ství zlata (15 solidi) se stanoví mno¾stvídal¹ích kovù. Z matematického hlediska by snad bylo mo¾né tuto úlohu tématickyzaøadit do na¹í kapitoly 1.7, ale charakter této úlohy se nám zdál odli¹ný.8. Úloha o suduJe sud, který má tøi trubky (vývody) a obsahuje 100 metretae, z nich¾ ka¾dámá 3 mìøice. Z poètu mìøic tøetina a ¹estina teèe první trubkou, druhou pouzetøetina, tøetí jenom ¹estina. A» øekne, kdo chce, kolik sextarií proteklo ka¾doutrubkou.42.Z matematického hlediska by snad bylo mo¾né zaøadit tuto úlohu tématickydo na¹í kapitoly 1.8, ale proto¾e je zde je¹tì navíc vy¾adováno dìlení, zaøadilijsme úlohu zvlá¹». Podle Alkuina proteèe první trubkou 3600 sextarií, druhou2400 a tøetí 1200 sextarií.39Podle Alkuinova øe¹ení 1 talent = 75 liber, 1 libra = 72 zlatých.40Podle [GF], str. 296, je 1 metrum = 48 sextarii, 1 merus = 3 sextarii, 1 sextarius = asi0,5 litrù; v Alkuinovì øe¹ení je v¹ak poèítáno 1 sextarius = 6 meri ! Èeské pøeklady názvùpou¾itých jednotek se nám nepodaøilo najít, proto ponecháváme v textu pùvodní termíny.41Pøeklad názvu této jednotky se nám nepodaøilo nikde najít; 1 øímská libra = pùvodnì273 g, pozdìji 327 g [EA, SAK].42Pøeklady termínù metreta a sextarius se nám nepodaøilo najít; podle [GF] 1 mìøice = 24sextarií = cca 12 litrù.



3112. Úloha o otci a jeho tøech synechNìjaký zemøelý otec zanechal jako dìdictví tøem synùm tøicet sklenìnýchlahvièek, z nich¾ deset bylo plných oleje, dal¹ích deset do poloviny, tøetích desetbylo prázdných. A» rozdìlí, kdo mù¾e, olej i lahvièky, aby ka¾dému ze tøí synùpøipadlo stejnì jak lahvièek, tak oleje.Podle na¹eho názoru se jedná spí¹e o jakousi þmatematickou hádankuÿ ne¾o matematickou úlohu; podle Alkuina jeden syn dostane deset lahví naplnìnýchdo poloviny a zbývající dva synové dostanou po pìti lahvích plných a pìti lahvíchprázdných.15. Úloha o mu¾ovi®ádám tì, abys mi øekl, kolik brázd má na svém poli vyoraných mu¾, kdy¾ naobou koncích pole udìlal tøi obraty.Snadno se zjistí (úvahou, náèrtem), ¾e na poli bude vyoráno sedm brázd;podle na¹eho názoru se jedná o jakýsi jednoduchý þchytákÿ.16. Úloha o mu¾ích vedoucích volyDva mu¾i vedli po cestì voly a jeden z nich øekl druhému: Dej mi dva voly abudu mít tolik volù, kolik ty má¹. Ale ten odpovìdìl: Dej mi, øekl, i ty dva volya budu mít dvakrát tolik, kolik má¹ ty. A» øekne, kdo by chtìl, kolik bylo volù,které ka¾dý z nich mìl.Jedná se o variantu známé Métrodórovy úlohy è. 45, která byla pøipisovánadokonce Eukleidovi (viz [Ko], str. 140). Alkuinova úloha má bohu¾el matoucíformulaci a teprve z øe¹ení se pozná, jak ji Alkuin mínil; první mu¾ nejprve dvavoly dostane, tak¾e oba mu¾i mají stejnì, ale pak dá druhému dva voly zpátky(èím¾ se situace vrátí do pùvodního stavu) a druhý mu¾ má dvakrát tolik volùjako první (co¾ byl pùvodní stav, ve kterém mìl první mu¾ 4 voly a druhý 8volù).4326. Úloha o poli, bì¾ícím psu a prchajícím zajíciJe pole, které má délku 150 stop Na jednom konci stál pes, na druhém zajíc.Pak zaèal pes bì¾et za zajícem. Av¹ak zatímco pes jedním skokem urazil 9 stop,zajíc pøekonal 7 stop. Øekni, kdo mù¾e¹, kolik stop a skokù udìlali pronásledujícípes nebo prchající zajíc, ne¾ je chycen.Pøi øe¹ení úlohy se samozøejmì pøedpokládá, ¾e frekvence skokù je u obouzvíøat stejná; podle Alkuina pes i zajíc udìlají 75 skokù. Úloha je ve ¹kolnímatematice klasická a jistì nevy¾aduje komentáøe; snad by ji bylo mo¾né zaøaditdo na¹í kapitoly 1.7, proto¾e její øe¹ení lze hledat pomocí lineární rovnice, alecharakter této úlohy se nám zdál odli¹ný.43Podle na¹eho názoru lze úlohu chápat i jinak, co¾ by vedlo k øe¹ení, pøi kterém první mu¾má 10 volù a druhý 14.



3237. Úloha o mu¾i, který chtìl postavit dùmNìjaký mu¾, který chtìl postavit dùm, najal 6 øemeslníkù, z nich¾ bylo 5 mistrùa 1 uèedník. A bylo dohodnuto mezi tím, který chtìl stavìt, a øemeslníky, ¾e zaka¾dý den jim bude dána mzda 25 denárù a to tak, ¾e uèedník obdr¾í polovinuz toho, co obdr¾í ka¾dý z mistrù. A» øekne, kdo mù¾e, kolik ka¾dý z nich dostaneza jeden den.Oznaèíme-li x mzdu jednoho mistra, lze úlohu snadno zapsat ve tvaru rovnice5x+ x2 = 25, tak¾e z tohoto hlediska by úloha mohla patøit do na¹í kapitoly 1.7,ale charakter této úlohy se nám zdál odli¹ný. Alkuinùv výsledek je x = 4 + 611 .41. Úloha o vepøínu a prasniciNìjaký otec rodiny postavil nový ètyørohý vepøín, do kterého umístil prasnici,která porodila uprostøed vepøína 7 selat, z nich¾ ka¾dé spoleènì s matkou, kteráje osmá, porodilo v ka¾dém rohu 7 (selat). A tato opìt se v¹emi potomkyuprostøed vepøína porodila 7 (selat). A» øekne, kdo chce, kolik bylo prasat spoleènìs matkou.Obáváme se, ¾e bez pøeètení Alkuinova øe¹ení je tato úloha úplnì nejasná.Úloha je mínìna takto: 8 prasat, která jsou na zaèátku uprostøed vepøína, sev ka¾dém rohu vepøína zosminásobí a poslední zosminásobení probìhne nakonecopìt uprostøed vepøína, tak¾e výsledný poèet je 86 = 262144 prasat, co¾ jepomìrnì úctyhodný poèet.4443. Úloha o vepøíchNìjaký èlovìk mìl 300 vepøù (nebo 30 vepøù) a naøídil je porazit ve tøechdnech tak, aby ka¾dý den byl pora¾en lichý poèet vepøù. Má øíci, kdo mù¾e, jaklze porazit takovým zùsobem 300 nebo 30 vepøù ve tøech dnech.Nebudeme se zde zabývat otázkou, zda je vhodné zadávat ¾ákùm bezpøedchozího varování úlohy, které nemají øe¹ení; rozhodnì to není pøíli¹ obvykléa lze proto pova¾ovat za pøekvapivé, ¾e se v Alkuinovì sbírce jedna taková úlohaobjevuje. Je to právì tato úloha45 a Akuin vìdìl, ¾e nemá øe¹ení; podle jehonázoru má úloha slou¾it jen ke kárání chlapcù46.49. Úloha o koláøíchSedm koláøù udìlalo po sedmi kolech. A» øekne, kdo chce, kolik vozù postavili.I v Akuinovì dobì mìly vozy ètyøi kola, tak¾e bylo postaveno 12 vozù a jednokolo zbylo.44Alkuinovo øe¹ení se ponìkud li¹í od zadání, pokud se lokalizace rozmno¾ování prasat týèe,ale koneèný efekt je stejný.45[EZ], str. 150 (IX/23): Kdy¾ se nìkolik lichých èísel seète a poèet jejich jest lichý, té¾celek bude lichý.46Haec fabula est tantum ad pueros increpandos.



3352. Úloha o otci rodinyNìjaký otec rodiny pøikázal dopravit 90 mìøic obilí ze svého domu do jiného,který byl vzdálen 30 galských mílí, a to takovým zpùsobem, ¾e v¹echno obilí budedopraveno jedním velbloudem ve tøech cestách a pøi ka¾dé cestì bude neseno 30mìøic, pøièem¾ velbloud na ka¾dou galskou míli se¾ere jednu mìøici47. A» øekne,kdo chce, kolik mìøic zbylo.Alkuinovo øe¹ení je následující: velbloud pùjde dvakrát jen na dvacátou míli apoka¾dé ponese od startu tøicet mìøic, z nich¾ dvacet cestou se¾ere a deset ulo¾ína oné dvacáté míli. Pøi tøetí cestì sebere na dvacáté míli onìch odlo¾enýchdvacet mìøic a dojde do cíle, pøièem¾ je¹tì deset mìøic se¾ere, tak¾e do cíledonese dvacet mìøic.Tento typ úloh není triviální a je studován i v dne¹ní matematice jakotzv. þjeep problemÿ v operaèním výzkumu (viz [Ob]).53. Úloha o pøedstaveném klá¹tera s dvanácti mnichyNìjaký pøedstavený klá¹tera mìl dvanáct mnichù. Zavolal správce svého domu,dal mu 204 vajec a naøídil, aby dal ka¾dému stejnì z jejich spoleèné dávky.A naøídil, aby dal mezi pìt knì¾í 85 vajec a mezi ètyøi jáhny 68 (vajec) a mezi tøilektory 51 (vajec). ®ádám, a» øekne, kdo mù¾e, kolik vajec ka¾dému pøipadlo, abynic nezbylo ani nechybìlo, ale aby v¹ichni, jak bylo shora øeèeno, dostali stejnýmdílem.Proto¾e je k disposici 204 vajec a ka¾dý z dvanácti mnichù má dostat stejnýpoèet, je zøejmé, ¾e výsledek je 204 : 12 = 17 vajec pro ka¾dého mnicha; zbývajícítext zadání úlohu nijak neovlivní. Malý komentáø k rùzným svìcením je pøipojenk úloze è. 47 v paragrafu 1.3.1.1.10. Úlohy s nematematickou základní úvahouDo této kapitoly jsme zahrnuli tøi Alkuinovy úlohy, ve kterých je øe¹ení (tj.výpoèet) proveden a¾ na základì úvahy, která je podle na¹eho názoru zcelanematematická. Ke ka¾dé úloze pøipojujeme samostatný komentáø s Alkuinovýmøe¹ením.6. Úloha o dvou obchodnících majících spoleèných 100 zlatýchByli dva obchodníci mající spoleèných 100 zlatých, za které koupili vepøe.Koupili po dvou zlatých pìt vepøù, chtìli je vykrmit a znovu se ziskem prodat.Kdy¾ vidìli, ¾e nemají èas na krmení vepøù a nejsou schopni je v zimní dobìpást, pokusili se je prodat se ziskem, ale nemohli, proto¾e se jim nedaøilo prodatje jinak, ne¾ za kolik je nakoupili, to jest pìt vepøù za dva zlaté. Kdy¾ to zjistili,øekli si: Rozdìlme si je. Rozdìlili je tedy a prodali tak, jak nakoupili, a mìlizisk. A» øekne, kdo je schopen, kolik bylo vepøù a jak lze rozdìlením a prodejemdosáhnout zisku, kterého nebylo mo¾no dosáhnout spoleèným prodejem.Alkuinovo øe¹ení je následující:47Z Alkuinova øe¹ení plyne dùle¾itý fakt, ¾e velbloud ¾ere jen tehdy, kdy¾ nese náklad.Kdy¾ nic nenese, tak ne¾ere !



34 Pokud se poètu vepøù týèe, je jasné, ¾e jich bylo 250; pøi dìlení si jich ka¾dýobchodník vzal 125. První obchodník prodával tøi vepøe za 1 zlatý (byla to hor¹íjakost), druhý prodával dva vepøe za 1 zlatý (byla to lep¹í jakost); tím splnilipodmínku prodávat je tak, jak nakoupili (5 vepøù za 2 zlaté). První obchodníkutr¾il 41 zlatých a 8 denárù48, druhý utr¾il 62 zlatých a 6 denárù, tak¾e jejichspoleèný zisk èinil 4 zlaté a 2 denáry. Základ obchodního úspìchu je prostý;pùvodnì se obchodovalo s pìticemi vepøù, ale po rozdìlení bylo þlevnýchÿ trojicménì ne¾ þdrahýchÿ dvojic.35. Úloha o smrti jednoho otce rodinyNìjaký otec rodiny zanechal dìti a majetek 960 zlatých a tìhotnou man¾elku.Naøídil, kdyby se jí narodil chlapec, aby dostal z celkového mno¾ství tøi ètvrtiny,to jest 9 uncí49, a matka aby dostala jednu ètvrtinu, to jest 3 unce. Kdyby sev¹ak narodila dcera, aby dostala 7 uncí a matka aby dostala 5 uncí. Stalo sev¹ak, ¾e se narodila dvojèata, a to chlapec a dìvèe. A» rozøe¹í, kdo mù¾e, kolikdostane matka a kolik syn a kolik dcera.Jedná se o známou úlohu, která pochází pravdìpodobnì z øímského práva50.Z na¹eho hlediska se nám na této úloze jeví jako pozoruhodné dvì vìci.První zajímavost vidíme v tom, ¾e úloha se objevuje (s jiným èíselnýmzadáním) i v nejstar¹í èeské ti¹tìné poèetnici Ondøeje Klatovského z r. 1530 (viz[©e], str. 4251), odkud ji pøevzal do jednoho svého Tentamen i Stanislav Vydra(viz [Vy]). Klatovský (a tedy i Vydra) pøebírají øe¹ení øímské, které vychází (proAlkuinovo èíselné zadání) z následující úvahy:Pøi narození syna mají být podíly syna a matky v pomìru 3 : 1, pøi narozenídcery mají být podíly dcery a matky v pomìru 7 : 5. Proto¾e se narodil syn idcera, bude dìdictví rozdìleno mezi syna, matku a dceru v pomìru 3 : 1 : 7/5,co¾ odpovídá pomìru 15 : 5 : 7. Syn tedy obdr¾í 15/27 dìdictví, matka 5/27 adcera 7/27.Druhou zajímavost vidíme v tom, ¾e Alkuinovo øe¹ení je zcela odli¹né od øe¹eníøímského. Podle Alkuina je tøeba pøi narození dvou dìtí nejprve rozdìlit celouèástku na dvì poloviny a potom ka¾dou polovinu dìlit v pomìru odpovídajícímpohlaví narozeného dítìte. Syn tedy obdr¾í tøi ètvrtiny z poloviny dìdictví, co¾je 9/24 celého dìdictví, dcera sedm dvanáctin z poloviny dìdictví, co¾ je 7/24celého dìdictví, a matka jednak jednu ètvrtinu z poloviny za narození syna,jednak pìt dvanáctin z poloviny za narození dcery, co¾ je celkem 8/24 celéhodìdictví.52481 zlatý = 12 denárù.49Zde je termínu unce u¾ito ve významu þjedna dvanáctina celkuÿ.50Podle [Ca], str. 523, ji øe¹il napø. øímský právník Salvius Iulianus ve 2. stol. n. l. (údajeo nìm jsou napø. v [EA], [SAK]).51Bohu¾el je zde v øe¹ení chyba a chybí jakýkoli komentáø, tak¾e úloha se jeví jakonesrozumitelná.52Alkuin øe¹í úlohu v jednotkách zvaných libra, pøièem¾ 1 libra = 20 zlatých. Celé dìdictvíèiní 48 liber; syn tedy dostane 18 liber, dcera 14 liber a matka 16 liber. Pøi øe¹ení þøímskémÿ bysyn dostal 26,666 liber, dcera 12,444 liber a matka 8,888 liber; zbytek padne na zaokrouhlovacíchyby.



35Skuteènost, ¾e Alkuinovo øe¹ení je zcela odli¹né od øe¹ení podaného øímskýmiprávníky, se nám jeví jako pøekvapivá; vzniká otázka, zda v tom lze spatøovatodraz odli¹ného právního vìdomí v dobì Karla Velikého nebo zda se jednáo pouhou þmatematickouÿ konstrukci, která mìla Alkuinovi usnadnit øe¹eníproblému.51. Úloha o vínu v nádobkách rozdìleném od otceNìjaký umírající otec rodiny zanechal svým ètyøem synùm ètyøi nádobkys vínem. V jedné nádobì bylo 40 mìøic, ve druhé 30, ve tøetí 20 a ve ètvrté10 (mìøic). Zavolal správce svého domu a øekl: þTyto ètyøi nádobky s vínemzanechaným uvnitø rozdìl mezi mé ètyøi syny a to tak, aby ka¾dý z nich mìlstejný díl jak vína, tak nádob.ÿ A» øekne, kdo chápe, jakým zpùsobem je tøebarozdìlit, aby v¹ichni z toho mohli dostat stejnì.Alkuinovo øe¹ení je následující:K disposici je celkem 100 mìøic vína, ka¾dý syn tedy má dostat 25 mìøic.V první nádobì je 40 mìøic a ve ètvrté 10 mìøic vína, to se sleje do jednénádoby a potom rozdìlí napùl; stejnì se postupuje i s vínem ve druhé a tøetínádobì.Základní my¹lenka øe¹ení spoèívá v pøedpokladu, ¾e lze víno slévat a potom(þod okaÿ) dìlit napùl.1.11. Úlohy zcela nematematickéDo této kapitoly jsme zahrnuli jednak tøi úlohy týkající se (podle na¹ehonázoru ponìkud umìle vykonstruovaných) pøíbuzenských vztahù, na závìruvádíme jednu úlohu, která má (podle na¹eho názoru) spí¹ charakter hádanky.U v¹ech úloh uvedeme pouze Alkuinovy odpovìdi, proto¾e nás nenapadlo nicjiného, co by se s tìmito úlohami dalo dìlat53.11. Úloha o dvou mu¾ích, z nich¾ ka¾dý si bere jednu sestruKdyby si dva mu¾i vzali za man¾elky navzájem sestry jeden druhého, øekni,¾ádám, jakým pøíbuzenstvím budou spojeni jejich synové.Podle Alkuina budou synové navzájem bratranci.11a. Úloha o dvou mu¾ích, z nich¾ ka¾dý si bere jednu matkuKdyby si dva mu¾i vzali za man¾elky podobnì matky jeden druhého, jakýmpøíbuzenstvím budou spojeni jejich synové.Podle Alkuina budou synové navzájem souèasnì strýci a synovci.11b. Úloha o otci a synovi a vdovì a její dceøiJestli¾e otec a syn uvedou do man¾elství pozùstalou vdovu a její dceru, a tosice tak, ¾e syn si vezme matku a otec dceru, øekni, ptám se, jakým pøíbuzenstvímbudou spojeni synové, kteøí by jimi byli zplozeni.53V nìmeckém pøekladu [GF] jsou pøi komentování úlohy 11a pøíbuzenské vztahy znázor-nìny pomocí grafu.



36 Alkuinova odpovìï je stejná jako v pøede¹lé úloze: synové budou navzájemsouèasnì strýci a synovci.14. Úloha o voloviKolik krokù udìlá v poslední brázdì vùl, který celý den orá ?Alkuinova odpovìï je jednoduchá: vùl neudìlá v poslední brázdì ¾ádný krok,proto¾e jde pøed pluhem. |||-Úlohou o volovi ná¹ pøeklad Alkuinovy sbírky konèí.|||-1.12. Pøehled zaøazení Alkuinových úloh do paragrafù této kapitolyPro ètenáøe, který bude chtít porovnat pøeklad s pùvodním textem, uvádímena závìr této kapitoly dva pøehledy o zaøazení Alkuinových úloh do jednotlivýchparagrafù této kapitoly.1.12.1. Uspoøádání podle Alkuinova èíslování úlohAlkuin Paragraf Alkuin Paragraf Alkuin Paragraf1 8 21 6 41 92 7 22 6 42 53 7 23 6 43 94 7 24 6 44 75 3 25 6 45 76 10 26 9 46 87 9 27 6 47 38 9 28 6 48 79 6 29 6 49 910 6 30 6 50 811 11 31 6 51 1012 9 32 3 52 913 5 33 3 53 914 11 34 315 9 35 1016 9 36 717 2 37 918 2 38 319 2 39 320 2 40 7



371.12.1. Uspoøádání podle paragrafù2. Pøevoznické úlohy: Alkuin è. 17, 18, 19, 203. Úlohy vedoucí na soustavu diofantovských rovnic: Alkuin è. 5, 32, 33, 34, 38,39, 475. Úlohy na posloupnosti: Alkuin è. 13, 426. Geometrické úlohy: Alkuin è. 9, 10, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 317. Úlohy vedoucí na jednu lineární rovnici o jedné neznámé: Alkuin è. 2, 3, 4,36, 40, 44, 45, 488. Pøevádìní jednotek: Alkuin è. 1, 46, 509. Rùzné poèetní úlohy: Alkuin è. 7, 8, 12, 15, 16, 26, 37, 41, 43, 49, 52, 5310. Úlohy s nematematickou základní úvahou: Alkuin è. 6, 35, 5111. Úlohy zcela nematematické: Alkuin è. 11, 14.1.13. Alkuin a jeho dobaUzavøeme výklad o Alkuinovì sbírce shrnutím základních historických faktùsouvisejících s Alkuinovým ¾ivotem a dílem54.Koncem 5. století (podle tradice r. 494 pod vedením krále Cedrica) do¹lok invazi germánských kmenù Anglù, Sasù a Jutù do Británie; pùvodní keltskéobyvatelstvo bylo vytlaèeno na poloostrov Cornwall, do Walesu, Bretanì aSkotska. V r. 664 se na církevním snìmu ve Whitby prosadilo køes»anstvív øímskokatolické podobì proti pùvodní podobì irsko-keltské, co¾ vedlo k rozvojiklá¹terù opírajících se o benediktinskou øeholi55. Jedním z klá¹terù, zalo¾enýchv oné dobì, byl klá¹ter v Jarrow-on-Tyne, ve kterém strávil takøka celý svùj¾ivot jeden z nejvýznamnìj¹ích uèencù oné doby Beda Ctihodný56, jeho¾ dílo ponìkolik století výraznì ovlivòovalo evropskou vzdìlanost.Jedním z Bedových ¾ákù byl Egbert, který se v r. 735 stal arcibiskupemv Yorku a pøi zdej¹í katedrále zalo¾il ¹kolu pro syny místních ¹lechticù. Do této¹koly vstoupil ji¾ v dìtském vìku Alkuin57 (narozený okolo r. 735) a byl zde54Pokud se údajù o Alkuinovi týèe, vycházíme zde z prací [Le, Th].55Køes»anské mni¹ství prodìlalo dlouhý vývoj, av¹ak za poèátek øeholního ¾ivota v dne¹nímpojetí bývá pova¾ováno zalo¾ení klá¹tera na Monte Cassinu Benediktem z Nursie (asi 480 { asi545) v r. 529. Základní my¹lenka benediktinské øehole bývá vyjadøována zásadou Ora et labora,tj. þModli se a pracujÿ, pøièem¾ prací byla mínìna v první øadì práce fyzická, pozdìji v¹ak ièinnost intelektuální; díky tomu se benediktinské klá¹tery staly nejen støedisky nábo¾enskými,ale pøispívaly i k rozvoji zemìdìlství a staly se významnými centry vzdìlanosti. Benediktz Nursie byl pozdìji prohlá¹en katolickou církví za svatého; svátek má 11. èervence. S jehozásadami se lze seznámit napø v [RB].56O vìhlasu, kterému se Beda Ctihodný (Beda Venerabilis) (asi 673 { 735) tì¹il, svìdèínapø. skuteènost, ¾e autorství sbírky Propositiones ad acuendos iuvenes, kterou jsme se v tétokapitole zabývali, bylo dlouho pøipisováno jemu; navíc byl pova¾ován i za autora dal¹í malésbírky matematických úloh, o které bude krátce pojednáno v následujícím paragrafu. Pozdìjibyl prohlá¹en katolickou církví za svatého; svátek má 25. kvìtna. Základní informace o nìmlze nalézt napø. v [Jo].57Z tohoto hlediska pova¾ujeme za zajímavý fakt uvedený v [Le] (str. 5), ¾e Alkuin nikdynedosáhl vy¹¹ího ne¾ jáhenského svìcení; malý komentáø k rùzným svìcením je pøipojenk Alkuinovì úloze è. 47 v paragrafu 1.3.1.



38vychováván a vzdìláván Egbertovým ¾ákem Albertem; lze tedy øíci, ¾e Alkuinbyl vychováván a vzdìláván v duchu Bedova my¹lenkového odkazu. Po Egbertovìsmrti v r. 766 se Albert stal arcibiskupem v Yorku a Alkuin spolu se svýmspolu¾ákem Eanbaldem se stali vedoucími èiniteli katedrální ¹koly a knihovny.Okolo r. 78058 se Eanbald stal arcibiskupem v Yorku a Alkuin byl vyslán doØíma, aby pro nìj vyzvedl pallium59. Na zpáteèní cestì se v r. 781 v Parmìsetkal s Karlem Velikým60 a ten ho pozval ke svému dvoru; Alkuin dokonèil svécírkevní poslání a v r. 782 vyhovìl pozvání Karla Velikého61.Karel Veliký (747 { 814) byl od r. 768 králem francké øí¹e62 a byl v oné dobìpravdìpodobnì nejmocnìj¹ím evropským panovníkem; jeho øí¹e sahala od Pyre-nejí a¾ k Labi a (v dne¹ní terminologii) pohranièním èeským horám63; centremjeho øí¹e se postupnì staly Cáchy (Aachen). Z na¹eho hlediska je podstatné, ¾eKarel Veliký nemìl jenom ambice mocenské, ale sna¾il se o obnovení øímskýchtradic a vzdìlanosti ve své øí¹i, tak¾e období jeho vlády bývá v kulturních dì-jinách nazýváno karolinskou renesancí. Na jeho dvùr byli zvání nejvýznamnìj¹ívzdìlanci oné doby, kteøí vìnovali pozornost i roz¹íøení vzdìlání vedoucích vrstevprostøednictvím dvorské akademie a ¹kol pøi klá¹terech a dómech64. V zavádìní aorganizaci tohoto ¹kolského systému je dnes spatøován hlavní význam Alkuinovapùsobení na dvoøe Karla Velikého a je mo¾né, ¾e námi studovaná sbírka Propo-sitiones ad acuendos iuvenes vznikla právì v souvislosti s tìmito Alkuinovými¹kolskými aktivitami.Jak u¾ bylo øeèeno, v r. 789 a znovu v letech 790 { 793 Alkuin nav¹tívil svouvlast a je pravdìpodobné, ¾e uva¾oval o odchodu z ru¹né a únavné èinnostina Karlovì dvoøe. V r. 793 ale zaèaly vyplenìním benediktinského klá¹terav Lindisfarne v severní Anglii nájezdy Normanù (Vikingù) z Dánska a Norska nabritské ostrovy; v následujícím roce byl napaden Jarrow. Je mo¾né, ¾e právì tytonájezdy pøimìly Alkuina k návratu na dvùr Karla Velikého, nesetrval zde v¹aku¾ dlouho; kdy¾ se v r. 796 uvolnilo místo opata v klá¹teøe sv. Martina v Tours,po¾ádal Alkuin o toto místo a Karel Veliký mu ho jako odmìnu za prokázanéslu¾by udìlil. Zde Alkuin 19. kvìtna 804 zemøel.58[Th] uvádí r. 780, [Le] uvádí r. 778.59Pallium je liturgickým znakem arcibiskupa { metropolity, který je nejen hlavou diecéze,v jejím¾ èele stojí (tato diecéze se nazývá arcidiecéze), ale má rovnì¾ urèitou pravomoc nadbiskupy podøízených diecézí, které se nazývají sufragánní. Pallium je bílý pás látky z èisté ovèívlny s ¹esti vy¹itými èernými køí¾i, který se nosí kolem krku a vpøedu i vzadu splývá dolù(podle [©i]). Tkají ho benediktinky v klá¹teøe sv. Cecílie v Øímì z vlny dvou beránkù, kteøíjsou ka¾doroènì k tomuto úèelu po¾ehnáni na svátek sv. Ane¾ky (21. ledna) a obìtováni naVelký pátek. Hotová pallia pro budoucí pape¾e a arcibiskupy jsou ulo¾ena v chrámu sv. Petrapod hlavním oltáøem, u kterého smí slou¾it m¹i pouze pape¾ (podle [BB], str. 275 a násl.).60[Le] uvádí, ¾e to nebylo jejich první setkání, ale neøíká, kde se setkali u¾ døíve; v ka¾démpøípadì byl Alkuin v té dobì u¾ známým uèencem.61Do své vlasti se vrátil je¹tì v letech 789 a 790 { 793.62Øímským císaøem byl korunován a¾ v r. 800.63V této souvislosti pova¾ujeme za vhodné upozornit na èeské vydání historického ¾ivoto-pisu Karla Velikého [VCM].64V knize [Sp], str. 85, se øíká, ¾e stopy karolinského ¹kolství jsou v Evropì patrné dodnesv odstupòování vyuèovacího procesu do tøí uzavøených a na sebe navazujících cyklù (dnes ¹kolazákladní { støední { vysoká).



391.14. Sbírka úloh pøipisovaná Bedovi CtihodnémuPova¾ujeme za vhodné pøipojit k výkladu o Alkuinovì sbírce alespoò základníinformaci o jiné sbírce úloh, která bývá obvykle nazývána De arithmeticis pro-positionibus; její autorství bývá pøipisováno Bedovi Ctihodnému, ve skuteènostiv¹ak vznikla (zhruba øeèeno) na území francké øí¹e. Vycházíme zde z práce [Fo3],která obsahuje kritické vydání textu této sbírky a podrobný komentáø.Sbírka obsahuje ètyøi úlohy, z nich¾ ètvrtá se výraznì li¹í od pøede¹lých, protoji pozdìji probereme podrobnìji.1.14.1. Tøi úlohy na uhodnutí my¹leného èíslaPrvní dvì úlohy mají spoleèné téma: øe¹itel má uhodnout èíslo, které si myslídruhá osoba.První úloha udává následující postup øe¹ení: My¹lené èíslo x je tøeba násobittøemi a dìlit dvìma; pokud výsledkem dìlení není celé èíslo (tj. pokud èíslo x jeliché), provede se zaokrouhlení na nejblí¾e vy¹¹í celé èíslo. Tento mezivýsledek senásobí tøemi a dìlí devíti; celá èást výsledku n je oznámena øe¹iteli a souèasnì jemu sdìleno, zda pøi dìlení devíti byl nenulový zbytek. Pokud byl zbytek rovný0, je x = 2n, pokud zbytek byl nenulový, pak byl rovný 6 a x = 2n+ 1.Zdùvodnìní postupu není slo¾ité a pøebíráme ho z [Fo3]. Rozli¹me dvapøípady:a) My¹lené èíslo x je sudé, lze tedy psát x = 2n. Pak po prvním krokudostaneme 2n 32 = 3n, z èeho¾ po druhém kroku dostaneme 3n 39 = n, co¾ jev souladu s návodem.b) My¹lené èíslo x je liché, lze tedy psát x = 2n + 1. Pak po prvním krokudostaneme (2n+ 1) 32 = 3n+ 32 , co¾ po zaokrouhlení nahoru dá 3n+ 2. Z tohopo druhém kroku dostaneme (3n+2) 39 = n+ 69 , tak¾e celá èást výsledku dìleníje n a zbytek je 6, co¾ je opìt v souladu s návodem.Druhá úloha udává slo¾itìj¹í postup øe¹ení: My¹lené èíslo x je tøeba násobittøemi a dìlit dvìma; pokud výsledkem dìlení není celé èíslo, provede sezaokrouhlení na nejblí¾e vy¹¹í celé èíslo. Øe¹iteli je oznámeno, zda pøi tomtodìlení vznikl zbytek; pokud ano, øe¹itel si pamatuje jednièku, jinak si pamatuje0. Výsledek první operace se opìt násobí tøemi a dìlí dvìma; pokud výsledkemdìlení není celé èíslo, provede se zaokrouhlení na nejblí¾e vy¹¹í celé èíslo. Øe¹itelije opìt oznámeno, zda pøi druhém dìlení vznikl zbytek; pokud ano, øe¹itel pøiètedvojku k údaji, který si pamatuje z pøede¹lého kroku, pokud ne, øe¹itel pøiètenulu. Výsledek druhé operace se dìlí devíti; celá èást výsledku n je oznámenaøe¹iteli. Platí x = 4n + údaj, který má øe¹itel ulo¾ený v pamìti ze dvoupøede¹lých krokù.Zdùvodnìní postupu je analogické jako v pøede¹lém pøípadu, je v¹ak tøebarozebrat ètyøi pøípady podle toho, jaký je zbytek pøi dìlení my¹leného èísla xèíslem 4.a) Nech» x = 4n. Pak po prvním kroku získáváme 6n, po druhém 9n a pozávìreèném dìlení devítkou dostáváme n.b) Nech» x = 4n+ 1. Pak po prvním kroku dostáváme 6n+ 32 , øe¹itel si tedymusí pamatovat jednièku a výsledek zaokrouhlíme na 6n+2. Z toho dostaneme



40po dal¹ím kroku 9n+3 a z toho po závìreèném dìlení devítkou dostáváme jakocelou èást výsledku n, co¾ podle návodu vede ke správné odpovìdi.c) Nech» x = 4n + 2. Pak po prvním kroku dostaneme 6n + 3 a z tohopo druhém kroku dostaneme 9n + 92 ; øe¹itel si tedy musí pamatovat dvojku.Závìreèné dìlení devítkou pak podle návodu vede ke správné odpovìdi.d) Nech» x = 4n + 3. Pak se zbytek objeví jak po prvním kroku, tak podruhém kroku, a øe¹itel si tedy musí pamatovat 1 + 2, co¾ po závìreèném dìlenídevítkou vede ke správné odpovìdi.Tøetí úloha se sice formálnì od pøede¹lých dvou úloh li¹í, proto¾e øe¹itel máuhodnout, který den v týdnu si druhá osoba myslí, proto¾e v¹ak dny v týdnu jsouoznaèeny èísly, jedná se fakticky pouze o variantu pøede¹lých úloh. Návod k øe¹eníje následující: je-li èíslo my¹leného dne rovno x, pak toto èíslo vynásobíme dvìma,k mezivýsledku pøièteme pìtku, tento mezivýsledek násobíme pìtkou a potomje¹tì desítkou a od toho odeèteme 250; výsledek je oznámen øe¹iteli. Odpovìï jejednoduchá; poèet stovek (jinak øeèeno: výsledek dìlený stem) udává èíslo dne x.Kontrola správnosti postupu je jednoduchá; fakticky poèítáme (2x+5):5:10�250 = 100x.Podle [Fo3], str. 36, vznikla tato èást sbírky na území dne¹ního západníhoNìmecka nebo východní Francie nejpozdìji v první polovinì 9. století, spí¹ev¹ak u¾ ve století osmém, tj. zhruba v Alkuinovì dobì; Alkuin tedy mohl tytotypy úloh znát. I kdy¾ uhodnutí my¹leného èísla patøí k nejstar¹ím typùmmatematických úloh, které byly v¹eobecnì roz¹íøeny, je uvedená sbírka asinejstar¹ím západoevropským textem na toto téma ([Fo3], str. 31).1.14.2. Záporná èíslaNejpozoruhodnìj¹í èástí sbírky De arithmeticis propositionibus je ètvrtáúloha, která je vìnována poèítání se zápornými èísly; podle M. Folkertse vzniklatato èást sbírky pozdìji ne¾ pøede¹lé tøi úlohy, ale v ka¾dém pøípadì døíve ne¾v 10. století ([Fo3], str. 34). Tento Folkertsùv názor není v¹eobecnì pøijímán65,soudíme v¹ak, ¾e je v práci [Fo3] podlo¾en natolik seriózním rozborem pramenù,¾e ho nelze pøejít bez pov¹imnutí.Proto¾e se jedná o text, který je dùle¾itý a pøitom málo známý, uvedeme zdenejprve úplný latinský text této úlohy podle [Fo3], str. 41, ale bez poznámkovéhoaparátu z Folkertsovy práce, a tento text potom pøelo¾íme. Pro snadnìj¹íèetbu latinského textu pøedem uveïme, ¾e dne¹nímu termínu þkladné èísloÿodpovídají v latinském textu termíny verum nebo essentes, resp. existentesnumeri, dne¹nímu termínu þzáporné èísloÿ odpovídají v latinském textu termínyminus nebo non essentes, resp. non existentes numeri.Latinský text ètvrté úlohy tedy zní:Verum cum vero facit verum. Minus cum vero facit verum. Verum cumminus facit minus. Minus cum minus facit minus. Verum essentiam, minusnihil signi�cat. Pone summam numeri quam volueris in veri, hoc est essentiae,nomine, et pone aliam summam cuius volueris numeri in adverbii, quod minusdicitur, nomine, quod nihil signi�care dixi, et confer illas duas summas. Quae65M. Folkerts sám cituje ([Fo3], str. 33) odli¹ný názor Kurta Vogela.



41maior fuerit, vincit minorem et consumit eam iuxta quantitatem magnitudinissuae. Ut verbi gratia: si iungantur duae summae numerorum, una, quae verinomine, id est essentiae, appellata sit, ut sunt VII, alia, quae minus adverbiinomine vocetur, ut sunt III, hae duae summae numerorum sibi collatae, hoc estessentis et non essentis, quia maior est summa veri quam illius, quae diciturminus, sicut plus sunt VII quam III, vincit numerum VII verum minus, sed nonmaiori parte quam vincere potest hoc IIII; valet enim III minus, et VII remanentIIII. Similiter si iungantur III veri nomine et VII minus, quia maior est nihiliquam essentiae summa, vincit septenarius non existens ternarium existentemet consumit eum sua non essentia, et remanent de ipso sibi IIII numeri nonexistentes; et hoc est quod dicitur: iunge III et VII minus, faciunt IIII minus. Siautem III non existentes simul et VII similiter non existentes numeros iunxeris,decem non esse monstrabis. Sicut enim duo veri, hoc est existentes, numeri, utsunt VII et III, verum, id est existentem, numerum e�ciunt, hoc est denarium,sic duo non existentes numerorum summae denominatae, ut sunt III minus etVII minus, X minus faciunt. Valet enim verum e�cere et minus non e�cere.Iunge III et VII, �unt X; iterum iunge III minus et VII, �unt IIII; iunge III etVII minus, �unt IIII minus; iunge III minus et VII minus, �unt X minus.Vzhledem k tomu, ¾e v textu je pou¾ito rùzných termínù k oznaèení kladnýcha záporných èísel, pøedstavuje následující pøeklad pochopitelnì pouze jednuz mnoha mo¾ností, jak text pøelo¾it; ka¾dý má mo¾nost pøelo¾it si pøede¹lý textzpùsobem, který sám uzná za vhodný. Na¹e pøedstava o mo¾né èetbì tohototextu je následující:Kladné s kladným tvoøí kladné. Záporné s kladným tvoøí kladné. Kladné sezáporným tvoøí záporné. Záporné se záporným tvoøí záporné. Kladné oznaèujeesenci66, záporné neoznaèuje nic67. Pojmenuj nìjakou velikost èísla jako klad-nou, to jest jako esenci, a pojmenuj jinou velikost nìjakého èísla slovem, kteréznamená záporné, co¾ neoznaèuje nic, jak jsem øekl68, a spoj obì tyto velikosti.Která bude vìt¹í, vítìzí nad men¹í a pohltí ji mno¾stvím své velikosti. Nech»napøíklad: jestli¾e by byly spojeny dvì velikosti èísel, jedna, která je pojmeno-vána jako kladná, to jest jako esence, budi¾ 7, druhá, která je pojmenována jakozáporná, budi¾ 3, tyto dvì velikosti èísel spojené dohromady, to jest esence a ne-esence, proto¾e vìt¹í je velikost kladného ne¾ onoho, které je nazváno záporným,je¾to 7 je vìt¹í ne¾ 3, vítìzí kladné èíslo 7 nad záporným, ale nemù¾e zde zvítìzitvìt¹í èástí ne¾ 4; pùsobí toti¾ 3 zápornì, a ze 7 zùstane 4. Podobnì jestli¾e bybyly spojeny (èíslo) 3 kladnì pojmenované a 7 zápornì, proto¾e vìt¹í je velikostnièeho ne¾ esence, vítìzí neexistující sedmièka nad existující trojkou a pohltí ji66Jsme si vìdomi toho, ¾e pøeklad slova essentia mù¾e pøedstavovat záva¾ný �lozo�ckýproblém (viz napø. [So, Vr]), proto¾e v¹ak v tomto textu pøedstavuje v podstatì synonymumpro kladné èíslo, rozhodli jsme se pøenechat �lozo�cké problémy kvali�kovanìj¹ím ètenáøùm atermín essentia jenom opisujeme.67Domníváme se, ¾e duchu èe¹tiny zde odpovídají dva zápory, i kdy¾ je pochopitelnì otázka,zda þneoznaèovat nicÿ a þoznaèovat nicÿ je toté¾.68Domníváme se, ¾e autor zde termínem summa numeri, který pøekládáme jako þvelikostèíslaÿ, má intuitivnì na mysli asi to, èemu dnes øíkáme þabsolutní hodnota èíslaÿ a z toho pak(v dne¹ní terminologii) pøipsáním znaménka þ+ÿ nebo þ�ÿ vytvoøí kladné nebo záporné èíslo.



42svou ne-esencí, a zùstane z nìho samého 4 neexistující; a to je, co se øíká: spoj 3a zápornou 7, vznikne 4 záporná. Kdybys v¹ak zároveò spojil èísla 3 neexistujícía 7 rovnì¾ neexistující, vyjde neexistující desítka. Tak jako toti¾ dvì kladná, tojest existující èísla, jako jsou 7 a 3, vytvoøí kladné, to jest existující èíslo, toti¾desítku, tak dvì velikosti èísel pojmenované jako neexistující, jako jsou záporná3 a záporná 7, vytvoøí zápornou 10. Kladné toti¾ pùsobí utvoøení a záporné neu-tvoøení. Spoj 3 a 7, vznikne 10; podruhé spoj záporné 3 a 7, vznikne 4; spoj 3 azápornou 7, vznikne záporná 4; spoj zápornou 3 a zápornou 7, vznikne záporná10.V literatuøe se uvádí (viz napø. [Ju], str. 46 a 370), ¾e v Evropì pøi¹eljako první s my¹lenkou na zavedení záporných èísel Leonardo Pisánský, zvanýFibonacci (okolo 1170 { po 1240) ve svém spisu Liber abaci, který vy¹el r. 1202;Fibonacci na záporná èísla narazil pøi øe¹ení nìkterých úloh a interpretoval jejako dluh. Elementární poèítání se zápornými èísly, které je obsahem na¹í ètvrtéúlohy, samozøejmì nelze srovnávat s úlohami, které øe¹il Fibonacci, zùstává v¹akfaktem, ¾e zde máme záporná èísla chápaná jako zcela samostatné objekty,s nimi¾ lze podle jistých pravidel poèítat, a navíc je zde (podle na¹eho názoru)i jistá snaha tato èísla nìjak vysvìtlit þ�loso�ckyÿ; to v¹e více ne¾ 200 let pøedFibonaccim. * * * * *
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