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Organizace semestru

— Paralelné s IMAkO4 bézi volitelny predmét IMAk14 Matematika 4, v némz budeme dale

procvicovat latku probiranou v predmetu IMAkO4 Aritmetika 2

— Ke studiu muzete vyuzit tuto prezentaci i struény vytah; rovnéz jsou k dispozici namluvené

prezentace z minulych let (distanCni vyuka)

— Na konci semestru zapocCtova pisemna prace (ukazku najdete béhem semestru ve Studijnich

materialech predmétu IMAkO4 v ISu).
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Relace délitelnosti

—Definice 1:

Rikame, Ze celé dislo b déli celé Cislo a (nebo b je délitelem a nebo
a je délitelné b nebo a je nasobkem b), pravé kdyz existuje celé

Cislo x, pro ktere platia =b : x .
Symbolicky: bla & (Ix € Z)(a=b - x)
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Relace délitelnosti

— Jestlize k celym Cislum a, b neexistuje takove celé Cislo x, Ze a =b - x,
fikame, ze b nedéli a, znac¢ime b ¢ a.

— Plati-li, ze a = b - x, pak Cisla b, x jsou délitele Cisla a a nazyvaji se
sdruzeni délitelé Cisla a.

— Delitelé Cisla a patrici do mnoziny prirozenych Cisel se nazyvaji
prirozeni délitelé Cisla a.
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Relace délitelnosti

— Kazde celé Cislo A # 0;1; —1 ma alespon 4 celocCiselne delitele, a
to Cisla 1;4;—1;—A. Tyto delitele nazyvame samozrejmymi
déliteli Cisla A . Ostatni delitele (pokud existujiy nazyvame
nesamozrejmymi deliteli Cisla A.

—Cisla 1 a —1 maiji pravé dva celo&iselné délitele, ato 1 a —1.

_ Cislo 0 ma nekoneéné& mnoho délitel(l, a to kazdé celé &islo.
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Relace délitelnosti

—Priklad 1
Rozeberme si délitele Cisla 10

— CelocCiselnych délitelu Cisla 10 je osm, jsou to Cisla
1;2:5:10;—-1;-2; —5:—-10.

— Dvojice sdruzenych délitelu Cisla 10 jsou:
1;,10 25 -1;-10 —2:-5

— Samozrejmi délitelé Cisla 10 jsou Cisla
1;10;—1;—-10

— Prirozeni délitelé Cisla 10 jsou Cisla
1;2:5;10

o=
m e

O =




Relace deélitelnosti
-Veéta 1:
Pro libovolna cela Cisla a, b, ¢ plati:

— |estlize b|a a zaroven b|c, pak take b|(a + c¢) a b|(a — ¢)
symbolicky (bla A blc) = (bl(a+¢c) A bl(a — ¢))

—jestlize b|a, pak take (—b)|a, symbolicky bla = (—b)|a
—|estlize bla, pak take b|(—a), symbolicky bla = b|(—a)

U=
m =
O =




-Dukaz véty 1:

— Predpokladejme, ze pro libovolna cela Cisla a, b, c plati b|a a b|c.
Podle definice 1 to znamena, ze existuji cela Cisla x,, x, takova, ze
a=b-x;, ¢c=Db-x,. Pouprave dostavame

a+c=>b-(xq+x,)
a—c=b-(x; —xy)
Protoze soucet a rozdil celych Cisel x4, x, je zase cele Cislo, plati
b|(a + c), b|(a —c¢)
— Plyne z moznosti zapsat —b = (—1) - b.
— Plyne z moznosti zapsat —a = (—1) - a.
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Relace délitelnosti

Definice 2

Celé Cislo délitelné dvéma se nazyva sudé cislo.

Celé Cislo, ktere neni delitelne dvema (dava pri deleni dvema
zbytek 1), se nazyva liché cCislo.
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Relace delitelnosti - priklady

Priklad 2

Dokazte, ze

a) soucet libovolného sudého Cisla a libovolného lichého Cisla je liché Cislo;

b) soucet libovolnych dvou lichych Cisel je sudé Cislo;

c) soucin libovolného sudého Cisla s libovolnym lichym Cislem je sudé Cislo.

d) soucin libovolného lichého Cisla s libovolnym lichym Cislem je liché Cislo

Priklad 3

Urcete vlastnosti relace ,délitelnost celych &isel“ a tvrzeni zduvodnéte.

Priklad 4

Jsou dana Cisla a, b, pro ktera plati, ze a je délitelné osmi a b je délitelné Sesti. Dokazte, ze
. ejich sougin je délitelny &islem 24. I\Fl>| E I[\]I I




Relace delitelnosti - priklady

—Priklad 5
Dokazte, ze
a) soucet tfi po sobé jdoucich celych Cisel, z nichz prostfedni je sudé, je délitelny Sesti;
b) soucet kazdych tfi po sobé jdoucich mocnin ¢isla 2 (pocinaje 21) je délitelny 7;

c)
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Znaky delitelnost

— Uvedeme zde véety, na zaklade nichz rozhodujeme o deélitelnosti
cisla jinym Cislem, aniz bychom deleni provedii.

— Pro zjednoduseni zapisu ve vsSech vetach uvazujme prirozena

Cisla zapsana v desitkové soustave. Na zaklade predchozi
prezentace lze vety o delitelnosti rozsirit | na cela Cisla.
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— Prirozeneé Cislo a je délitelne dvema (peti, deseti) prave tehdy, kdyz je
dvéma (péti, deseti) deélitelné Cislo zapsané jeho cifrou nultého radu.

— Prirozene cCislo a je déelitelné ¢tyrmi prave tehdy, kdyz je ¢tyfmi délitelné Cislo
zapsane jeho poslednim dvojcislim.

— Prirozené cislo a je delitelne osmi prave tehdy, kdyz je osmi délitelne Cislo
zapsané jeho poslednim trojCislim.

— Prirozene Cislo a je delitelne tremi (deviti) prave tehdy, kdyz je tremi (deviti)
deélitelny jeho ciferny soucet (tj. soucet vSech Cisel zapsanych jednotlivymi
ciframi v zapisu cisla a).

— Prirozené CcCislo a je délitelné jedenacti prave tehdy, kdyz je jedenacti
délitelny soucet Cisel zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmenseny
0 soucet Cisel zapsanych jednotlivymi ciframi licheho radu v zapisu Cisla a.




Znaky deélitelnosti

14 Zapati prezentace
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— Vsechny znaky delitelnosti ze 3. slidu plynou z obecnejsich vet:

Délime-li prirozené Cislo a dvéma (péti, deseti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime dvéma
(péti, deseti) Cislo zapsané cifrou nultého fadu v zapisu Cisla a.

Délime-li pfirozené Cislo a €tyfmi, dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime ¢tyfmi Cislo zapsané jeho
poslednim dvoj€islim (u jednocifernych Cisel doplnime pred cifru nulu).

Délime-li pfirozené Cislo a osmi, dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime osmi Cislo zapsané jeho
poslednim trojCislim (u méné nez trojcifernych Cisel doplnime pfed cifry nuly).

Délime-li pfirozené Cislo a tfremi (deviti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime tfemi (deviti) jeho
ciferny soucet.

Délime-li pfirozené Cislo a jedenacti, dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime jedenacti soucet Cisel

zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmenseny o soucet Cisel zapsanych jednotlivymi ciframi

lichého fadu v zapisu Cisla a.
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Priklady

Priklad 1

Rozhodnéte, zda je Cislo 4 356 délitelné Cisly 2; 3; 4; 5; 8; 9 a 11. Pokud neni nékterym z Cisel
délitelne, urCete zbytek po déleni.

Priklad 2

V Cislech 437*; 32* a 4*54 nahradte symbol * takovou cifrou, aby vzniklé Cislo bylo délitelné

a) Ctyrmi;

b) osmi;

c) deviti;

d) jedenacti.

Uvedte vzdy vSechna feSeni.
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Priklady

Priklad 3

O péticiferném Cisle 448™* vime, ze je délitelné Cisly 3 a 25. Doplrite cifry na mista hvézdiCek.
Najdéte vSechny moznosti.

Priklad 4

Z Cisla 74 851 562 vyskrtnéte Ctyri cifry tak, aby vzniklé Cislo bylo délitelné péti a tfemi. Najdéte
vSechny moznosti.

Priklad 5

Doplrite rodné Cislo 950324/**** tak, aby bylo platné. Stadi uvést jednu moznost.
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Prvocisla a cisla slozena

— Rozdélime prirozena Cisla na dve velké podmnoziny a jednu

jednoprvkovou:

— Cislo 1 bude patfit do zvlastni podmnoziny

— prvocisla (Cisla, ktera maji pravé dva razné délitele) tvori jednu velkou podmnozinu
— Cisla slozena (Cisla s alespon tfemi raznymi déliteli) tvofi druhou velkou podmnoZzinu

— Podmnozina prvocCisel a podmnozina Cisel slozenych maiji prazdny prunik
(tj. Cislo je bud prvocislo, nebo Cislo slozené).
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Definice: prvocislo, Cislo slozeneé

Definice 2.

Prirozené Cislo p>1 nazyvame prvocislem, pravé kdyz ma pravé
dva ruzné prirozene délitele (ij. Cisla 1 a p).

Prirozene Cislo a>1, které neni prvocislem (tj. ma vice nez
dva pfirozené délitele), nazyvame slozenym cislem.
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Priklady

— Cislo 13 je prvogislo, protoZze ma pravé dva pfirozené délitele,
cisla 1 a 13. Jsou to samozrejmi delitelé Cisla 13.

— Cislo 12 je sloZené &islo, protoZze ma vice nez dva pfirozené
delitele: 1, 2, 3, 4, 6, 12.

— Cislo 1 podle definice neni prvodislo ani islo sloZzené.
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Veéeta o existenci prvociselného déelitele

prvociselneho délitele.

Dukaz: Cislo n>1 ma alespo jednoho délitele, ktery je vétdi neZ 1. Z jeho

délitelt je jeden nejmensi, oznaéme ho p.

Tento nejmensi prirozeny délitel p > 1 musi byt prvoCislem.

Kdyby totiz p bylo slozene Cislo,tj. p=a.b,kde 1<a< p, 1<b< p, pak

by ze vztahu a| p a p|n plynulo a| n, coz by znamenalo, Ze existuje délitel

a < pcisla n, coz by bylo v rozporu s nasim predpokladem, ze p je nejmensi

z pfirozenych délitell &isla n. Cislo p je tedy prvogislo. MU
PED




Jak rozhodneme, zda je dane cislo prvocislo
nebo Cislo slozené?

Mame-li rozhodnout o tom, zda dane Cislo a > 1 je prvocislem
nebo sloZzenym Cislem, muzeme postupovat tak, ze zjistujeme, zda
je daneé cislo delitelné prvocisly mensimi nez toto cCislo.

Plati totiz veta: Existuje-li prvoéislo mensi nez Cislo a, které déli
cislo a, pak a je slozene cislo.

Uvedeny postup je vSak znacneé zdlouhavy. Proto budeme vyuzivat
nasledujici vety:

Veéta 3. Jestlize pfirozené Cislo a neni délitelné zadnym prvocislem

mensim nebo rovnhym odmocniné z a, pak a je prvocislo. MUNI
EE




Dukaz véty 3

Provedeme nepfimy dukaz, tj. primy dukaz véty obménéné)

Veta obmeénéna k véte 3: Neni-li a prvocislo, pak je delitelné
aspon jednim prvocislem p mensim nez odmocnina z a.

Tedy predpokladejme, ze Cislo a neni prvocislo, pak podle vety 2.
existuje prvocislo p, které je nejmensim délitelem Cisla a. Muzeme
psat. a=q.p asoucCasne p < a; soucasne plati take: p je
mensSi nebo rovno q . Je tedy a vétsSi nebo rovno p? a odtud
plyne, ze p musi byt mensi nebo rovno odmocnine z a.
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Jak zjistit, zda dane cislo je prvocislo

Priklad: Zjistéte, zda 173 je prvocislo nebo slozené Cislo.

Reseni: Odmocnina ze 173 je mensi nez 14 (druha mocnina 14 je
196), proto budeme zjiStovat, zda Cislo 173 je délitelné nékterym

z prvocisel 2, 3, 5,7, 11, 13.
Cislo 173 neni délitelné Zadnym z t&chto prvodisel, proto je
prvocislem.
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PrvocCiselny rozklad
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Priklady
Priklad 1

Rozhodnéte a zduvodnéte, zda jsou Cisla 437, 593, 1007, 2771, 3012 prvocisla, nebo Cisla
slozena.

Priklad 2

Najdéte alespon tri prvocCisla vétSi nez 120 a zaroven mensi nez 150.
Priklad 3

Najdéte nejvetsi prvocislo, kterym je délitelné Cislo

a) 1326

b) 2406

c) 4380
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Priklady

Priklad 4

Rozlozte na soudin prvocinitell Cislo

a) 500

b) 2024

c) 1326

Priklad 5

Najdéte alespon tfi pfirozena Cisla, ktera jsou délitelna
a) vsemi jednocifernymi prvocisly,

b) vSemi pfirozenymi Cisly od jedné do deseti.

UrCete v obou pfipadech nejmensi prfirozené Cislo, které podminkam vyhovuije.
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Nejvetsi spolecny delitel

Jak uz nazev napovida, nejvetsi spolecny delitel dvou prirozenych
Cisel je ten nejvétsi ze vSech spolecnych déliteld.

Napr. Cisla 50 a 60 maji nasledujici spolecne delitele: 1, 2, 5, 10
Nejvétsi z téchto spoleCnych délitelu je Cislo 10. Formalné feceno:

Definice 3. Spoleény délitel prirozenych Cisel a, b je kazdé
pfirozené &islo d, pro které plati d|a a d|b.
Definice 4. Nejvetsi spolecny délitel prirozenych Cisel a, b je ten

ze spolecnych délitelu, ktery je délitelny vSemi spoleCnymi délitel
Oznacujeme D(a,b).
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Hledani nejvetsiho spolecného delitele

Nejvetsino spolecneho delitele dvou prirozenych Cisel Ize
najit tfemi zpusoby:

(a) vyuzitim definice;

(b) pomoci tzv. Eukleidova algoritmu;

(c) pomoci rozkladu na soucin prvocinitelu.

Hledani s vyuzitim definice Ize pouzit u malych Cisel, u vetsich je
spise neobratné.

Hledani pomoci rozkladu na prvogisla se u&i na ZS.
Eukleiduv algoritmu nabizi silny nastroj pro hledani nejvétsiho
spolecneho delitele.
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Priklad

Priklad: Urcete mnozinu vsech spolecnych délitelu cisel 24 a 30 a

nejvetsi spolecny délitel cisel 24 a 30.

Reseni: Cislo 24 je délitelné &isly 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Cislo 30

je delitelné Cisly 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.

Mnozina v8ech spole¢nych délitelu Cisel 24 a 30 je prunik téchto

dvou mnozin, tj. mnozina {1, 2, 3, 6}

NejvetsSi spolecny delitel D(24,30) = 6.

Toto Cislo je delitelné vSemi mensimi spoleCnymi déliteli, tj. plati:
116, 2|6, 3|6, 6|6
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Véta (Eukleiduv algoritmus)

Veta 5. Jestlize prirozene cislo a dava pri déeleni nenulovym prirozenym

cislem b nenulovy zbytek z, tzn.(pi‘iéemi Z < b), pak plati,

Ze mnozina vSech spolecnych délitelt cisel a, b je mnozinou

vSech spolecnych délitelu ¢isel b, z.
Dale plati: Nejvetsi spolecny del |
spoleCnému déliteli Cisel b, z, {j.

Tim prevadime ukol urcit D(a,b) na urCeni D(b,z). To je vyhodné€, nebot

Cisla b a z jsou mensSi nez Cisla a, b. Dukaz je uveden v ZEA, s. 189.

Na vete 5. je zalozen postup vypoctu nejvetsiho spolecneho delitele
_dvou prirozenych Cisel nazyvany Eukleiduv algoritmus. I\FI>I g I[\JI I




Eukleiduv algoritmus (feseny priklad)

Priklad: Zjistéte D (268, 80), tj. nejvetSiho spoleCného delitele
Cisel 268 a 80, pomoci Eukleidova algoritmu.

Reseni: 268 : 80 =3 neboli 268 =80 .3 + 28 (zbytek 28)

D (80, 28): 80:28 =2 80 = 28 . 2 + 24 (zbytek 24)
D (28, 24): 28:24 =1 28=24.1+ 4 (zbytek 4)
D(24,4): 24:4 =6 24=6.4 (zbytek 0)

Nejvetsi spolecny delitel Cisel 268 a 80 je Cislo 4, tj. posledni
nenulovy zbytek pri postupném deéleni.
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Rozsireni definice (nejvetsiho) spolecnéeho
delitele na tri a vice Cisel

Definice 3 (spoleCny delitel dvou Cisel) a Definici 4 (nejvetsi
spolecny délitel dvou Cisel D (a, b)) Ize rozsifit na libovolny
konecCny pocet prirozenych Cisel.

Priklad: Hledame spolecné delitele Cisel 12, 27 a 36.

SpoleCnymi déliteli Cisel 12 a 27 jsou Cisla 1 a 3; D (12, 27) = 3.
Spolecnymi déliteli Cisel 27 a 36 jsou Cislo 1, 3a 9; D (27, 36) = 9.
Spolecnymi deliteli Cisel 12 a 36 jsou Cislo 1, 2, 3, 4, 6 a 12;

D (12, 36) =12. Tedy D (12, 27, 36) = 3.
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Cisla soudélna a nesoudélna

Libovolna dve cCisla maji vzdy alespon jednoho spolecného délitele.
Tim je Cislo 1. Pokud jiného spoleCného delitele nemaji, nazyvaji se
nesoudélna; v opacném pripadé se nazyvaji soudeélna.

Formalne:

Definice 5. Prirozena Cisla a, b se nazyvaji nesoudelna, prave
kdyz e jejich nejvetsi spolecny delitel roven 1.

Struéné piseme: D(a,b) =1

Definice 6. Prirozena Cisla a, b se nazyvaji soudelna, prave kdyz
ie jejich nejvétsSi spoleCny délitel vétsSi nez 1. Struéné: D(a,b) > 1.
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Priklady: cisla soudelna a nesoudelna

Podobné jako Definice 3 a 4 I1ze Definice 5 a 6 rozSirit na
libovolny konecCny pocet prirozenych Cisel.

Priklady:
Cisla 4,7, 6,9 jsou nesoudé&lnd, protoze D(4,7,6,9) = 1

Cisla 8, 12,32 jsou soudé&Ina, protoze D(8, 12, 32) = 4
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Priklady
Priklad 1
UrCete vSechny pfirozené spolecné délitele Cisel:
a) 60, 36
b) 48,72,0
c) 24,-132,54
Priklad 2
K Cislu a =51 najdéte Cislo b tak, aby D(a,b) = 17.
Priklad 3

Najdete dveé pfirozena Cisla, jejichz soucet je 432 a nejvétsi spoleCny délitel je 36.
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Priklady

Priklad 4

Nejvétsi spolecny délitel dvou pfirozenych Cisel je 24. Jedno z nich je dvojnasobkem
druhého. Ktera jsou to Cisla?

Priklad 5

UrCete pomoci rozkladu na prvocinitele i pomoci Eukleidova algoritmu:

a) D(455, 273)

b) D(360, 504)

c) D(90, 108, 84)

d) D(568, 426, 355)
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Nejmensi spolecny nasobek

Podobne jako u nejvetsiho spolecného delitele, i zde je pojem intuitivni. Ze
v8ech spole¢nych nasobku dvou Cisel (kterych je ovSsem nekoneéné mnoho)
vybirame prave ten nejmensi.

Napr. Cisla 15 a 6 maji nasledujici nasobky:
15 ->15; 30;: 45;: 60;: 75; 90; 105; 120; 135; 150:; 165; 180 ...
6->6;12; 18; 24: 30: 36; 42; 48; 54;: 60; 66; 72; 78: 84: 90; 96 ...

Nejmensi spolecny nasobek Cisel 6 a 15 je €islo 30. DalSimi spoleCnymi
nasobky jsou Cisla 60, 90, 120, 150 ... Je videt, ze nejmensSi spoleCny nasobek
deli vSechny spolecné nasobky danych dvou Cisel. MUNT

PED




Definice n(a,b)

Definice 7:
Spolecny nasobek pfirozenych Cisel a, b je kazde pfirozene Cislo
m, ktere je delitelne obema Cisly a, b, tedy alm a b|m.

Definice 8:

Nejmensi spoleény nasobek prirozenych Cisel a, b je ten ze
spole€nych nasobku, ktery je délitelem vSech spole¢nych nasobku
Cisel a, b. OznaCujeme n(a,b)




Nejmensi spolecny nasobek
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Hledani n(a,b)
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Priklad
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Priklady

Priklad 1

Naleznéte alespon tfi pfirozené spolecné nasobky Cisel

a) 5,12

b) 17,0

c) -6,8,17

Priklad 2

UrCete vSechny spolecné nasobky Cisel 60 a 144, které jsou vetsi nez 1000 a mensi nez 2000.
Priklad 3

Urcete obecné (ze zaCatku mlUzete za a a b dosazovat néjaka Cisla):
a) n(a,1) c) n(a,ab)

b) n(a,a) d) n(a,a+1) Eukleidliv algoritmus: a+1-a =1 D(a, a+1-a) = D(a,1)
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Priklady

Priklad 4
Jak se zméni nejmensi spoleCny nasobek dvou pfirozenych Cisel, kdyz kazdé z nich
vynasobime tfemi?

Priklad 5

Uréete pomoci rozkladu na prvocinitele i pomoci vztahu mezi n(a,b) a D(a,b)

a) n(222, 185)

b) n(360, 504)

c) n(90, 108, 84)

d) n(156, 182, 208)
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Rozklad prirozeného cCisla na soucin
prvocinitel

Prvociselny rozklad prirozeného cisla vyuzivame predevsim k vypoctu
nejvetsiho spolecného délitele a nejmensiho spoleCného nasobku danych
Cisel a k urCeni poctu vSech prirozenych déliteld daného pfirozeného Cisla.

Priklady - prvociselny rozklad:
132=22+3°11

121 =11 11
712=2¢2¢2+33
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Vypocet nejvetsiho spolecného déelitele a nejmensiho
spolecného nasobku z rozkladu danych cCisel na
soucin prvociniteld.

Nejveéetsi spolecny delitel danych prirozenych Cisel je souCinem
vSech prvodinitelu, ktefi se sou€asné vyskytuji v prvocCiselnych
rozkladech vsech danych Cisel, a to s nejmensim s vyskytujicich
se exponentu.

Nejmensi spole€ny nasobek danych Cisel je souCinem vsech

ruznych prvocinitelu, ktefi se vyskytuji v rozkladech danych Cisel, a

to v nejvetsi mocnine.
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Hledani D(a,b) a n(a,b) pomoci
prvociselného rozkladu

Priklad: Zjistéte D(108,90) a n(108, 90).

Reseni: 108 = 22, 33 900=2.32.5
D(108,90)=2.32= 18
n(108, 90) = 22. 33. 5 = 540

48 Zapati prezentace
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Urceni poctu délitelt

49 Zapati prezentace
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Priklad
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Priklady
1. Vypoditejte  a) D[n(84, 54), n(24, 132)]
n[D(84, 132), n(24, 54)]

2. Zjistéte, zda plati: D[n(48, 72), n(48, 144)] = n [48, D(72, 144)]

3. UrCete nejmensi nenulove prirozene cCislo, kterym je treba nasobit

a) Cislo 1224, abychom dostali druhou mocninu pfirozeného Cisla
b) Cislo 600, abychom dostali tfeti mocninu pfirozeného Cisla.
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Priklady

4. UrCete vsechny prirozené délitele Cisel 68, 360, 504.
5. UrCete pocCet vSech prirozenych délitelt Cisel 420, 824, 687.

6. Obdélnik o rozmeérech 56cm a 98cm se ma rozdélit priCkami rovnobéznymi
se stranami obdélniku na ¢tverce co mozna nejvétsi. Kolik bude ¢tvercu a jak
velka bude jejich strana?

7.V Kkrabici jsou tuzky. Vime, Ze je jich vice nez 200 a meéne nez 300 a ze se
daji svazat do svazkl po 10 a po 12. Kolik je tuzek krabici?

I
P

UN I
ED




53

Neurcité rovnice
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Poznamky k neurcitym rovnicim
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Kdy je neurcita rovnice resitelna?
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Priklad
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Reseni redukéni metodou
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Reseni redukéni metodou - pokraéovani

x=2t y=5t-3

[

0 0 -3
1 2 2
2 4 7
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Slovni uloha
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Slovni uloha - pokracovani

6 5 4 -3 -2 -1 0
2 7 12 17 22 27 32
13 11 9 7 5 3 1

4+65=69 14+55=69 24+45=69 34+35=69 44+25=69 54+15=69 64+5=69
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Dalsi slovni uloha
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Priklady

Priklad 3:
UrCete nejvétsi a nejmensi trojciferné Cislo, které dava pfi déleni tremi zbytek 2 a pfi déleni 7
zbytek 5.

Priklad 4:

Cislo 91 rozlozte a souéet dvou séitanc, z nichZ jeden je délitelny péti a druhy deviti.

Priklad 5:
Rozdil dvou pfirozenych Cisel, z nichz prvni je délitelné Cislem 23, druhé Cislem 29, je roven 1.

UrCete nejmensi takova kladna Cisla.
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Priklady

Priklad 6:
Vytvofi-li Zaci ve tfidé Ctvefice, jeden zak zbyde, vytvofri-li trojice, zbydou dva Zaci. Kolik zaku

je ve tfidé, jestlize jich je vice nez 20 a méné nez 307?

Priklad 7:
AniCka sbirala na zahradé jablka. Maminka ji rekla, ze za kazda Ctyfi jablka ji da bonbon,

tatinek zase nabizi za kazdych 6 jablek nalepku. Jak miUzZe Ani¢ka sménit jablka za bonbony a

nalepky, jestlize si nechce Zadné jablko nechat?
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Jake relace na mnozine celych
(prirozenych) Cisel jiz zname?
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Pripomenuti: veta o deleni se zbytkem

a>
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Kongruence a zbytkove tridy: jak souvisi?

— Nekdy nas zajima pouze zbytek po deleni, nikoliv podil.
V takovém pfipadé muzeme pouzit kongruence.

— Priklad 1: dny v tydnu se opakuji po sedmi dnech. Vime-li, ze napr. 8. daného mésice je
stfeda, potom 15. bude také streda; dale 18. bude sobota

— P¥iklad 2: potfebujeme rozdélit ovoce mezi tfi déti, ale mame 17 kusu ovoce. Cislo 17 dava
po déleni tfemi zbytek 2, tedy kdyz pfidame 1 nebo 4 nebo 7, ... kusu ovoce, budeme mit
poCet kusu délitelny tfemi

— V8echna pfirozena Cisla muzeme rozdélit na tfidy podle toho, jaky
zbytek davaji po deleni Cislem m — temto tridam rikame
zbytkove tridy modulo m
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Scitani a nasobeni ve zbytkovych tridach: m=3

Modulo 3
+ 0 1 2 (krat) 0 1 2
0 0 1 2 0 0 0 0
1 1 2 0 1 0 1 2
2 2 0 1 2 0 2 1
Muzeme zkoumat vlastnosti operaci:
Scitani: Nasobeni:
Komutativni Komutativni, Neutralni prvek: 1
Neutralni prvek: 0 (agresivni prvek pro nasobeni)
Inverzni prvky: existuji Inverzni prvky: hledame pouze pro nenulové

prvky — 11 2 jsou inverzni samy k sobé

) MUNI
PED




Scitani a nasobeni ve zbytkovych tridach: m=4
Modulo 4

+ 0 1 2 3 (krat) | 0 1 2 3

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0

1 1 2 3 0 1 0 1 2 3

2 2 3 0 1 2 0 2 0 2

3 3 0 1 2 3 0 3 2 1
Muzeme zkoumat vlastnosti operaci:
Scitani: Nasobeni: 6.10 = 2.3.2.5=4.3.5
Komutativni Komutativni  (4k+2)(4m+2) =4 (...)+4 =4((..))
Neutralni prvek: O Neutralni prvek: 1
Inverzni prvky: existuji Inverzni prvky: hledame pouze pro nenulové

prvky, ale ani 2 nema inverzni prvek

) WU NI
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Scitani a nasobeni ve zbytkovych tridach:
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Komutativni Neutralni prvek: O
Inverzni prvky: existuji

Modulo 5 [+ |0 1 2 3 4 (krat) |0 1 2 |3 4
0 |0 1 2 3 4 0 0 0O |0 |0 0
1 |1 2 3 4 0 1 0 1 2 |3 4
2 |2 3 |4 0 1 2 0 2 |4 |1 3
3 |3 4 0 1 2 3 0 3 |1 |4 2
4 |4 0 1 2 3 4 0 (4 |3 |2 1

Muzeme zkoumat vlastnosti operaci:

Scitani: Nasobeni:

Komutativni, Neutralni prvek: 1
Inverzni prvky: hledame pouze pro nenulové
prvky, inverzni prvky existuji pro Cisla 1-4
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Scitani a nasobeni ve zbytkovych tridach: m=6
Modulo 6

(krat)

A [WIN|[~]|~
Nl =~|O[lOW|H]|Pb

OO0l O|O|O

AW ~|O|~

AINO(BINDIO|DN

WIOoO[([WwW|OoO|wWw|Oo|Ww

AW IN|~|O| +

AW~ [O|O
OB [WIN|DN
N l~OClOW|B|lW|W
AW IN|_[OlOI|O
N|Ih~[OINDN[B|[O| D

0
1
2
3
4
3

5 0 3

= IN[W[|OIT OO

Opet dopada skoro vSechno analogicky, nachazime dva délitele nuly:

cisla 2 a 3.

Napad: pokud je modulo prvocislo, delitelé nuly nebudou, jinak ano —

deliteli nuly budou vzdy vsichni delitelé daného Cisla

Il
P

U
E

N1
D




Priklady
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Ulohy k opakovani zakladt algebry 1

Priklad 1: Priklad 2:

Uvedte, jakeé vlastnosti ma relace rovnosti Uvedte, jaké vlastnosti ma relace mensi nebo
a) Na mnoziné pfirozenych Cisel rovno.

b) Na mnoziné celych Cisel a) Na mnoziné prirozenych Cisel

c) Na mnoziné racionalnich Cisel b) Na mnoziné celych Cisel

UrCete, zda se jedna o relaci typu c) Na mnoziné racionalnich Cisel
ekvivalence nebo usporadani Uréete, zda se jedna o relaci typu

ekvivalence nebo usporadani
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Ulohy k opakovani zakladu algebry 2

Priklad 3:
UrcCete, jaké vlastnosti ma relace délitelnosti na mnoziné prirozenych Cisel.

Pripominame: Cislo a je v relaci s Cislem b tehdy, pokud plati: a déli b

(4. napr. 3 deli 3 --- dvojice 3, 3 je v relaci; 2 déli 4, tj. dvojice 2, 4 je v relaci,

ale 4 nedéli 2, tj. dvojice 4, 2 v relaci neni R, aS, T — usporadani — ,stromecek”
Priklad 4:

UrCete, jaké vlastnosti ma relace kongruence na mnoziné celych Cisel.

Pripominame: Cislo a je kongruentni modulo m s Cislem b tehdy, pokud a i b davaji stejny

zbytek po déleni Cislem m. R,S, T..... Ekvivalence — (zbytkové) tridy

7 je kongr. 12 (mod 8) a 12 je kongr. 17 (mod 5), tedy 7 je kongr. 17 (mod 5)

U=
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Kalendar

Kdyz 1. ledna je pondéli, coje patek 1. Cervence? - sobota Ctvrtek
1. Unora? - Ctvrtek pondéli 28 1. srpna? - utery  nedéle
1. bfezna? - Ctvrtek (nepfestupny rok) 31...3 1. zari? - patek streda
1. dubna? - sobota ctvrtek 30..2 1. fijna? - pondéli patek
1. kvétna? - pondeéli sobota 1. listopadu? - Ctvrtek pondéli
1. Cervna? - Ctvrtek utery 1. prosince? - sobota streda

WIN| | ®

0
6
6
0

3
4
)
5
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1. prosince? - sobota

Namatkou — loni bylo 1. zafi i 1. prosince utery

Letos — 1. ledna byl patek, 1. brezna pondéeli, take
1. listopadu bude pondeli
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Prestupné roky a pocatecni hodnota

- Kazdy cCtvrty rok, tj. rok délitelny 4, avsak nikoliv 100

- Rok 1900 prestupny nebyl

- Prestupné roky ve 20. stoleti:

1904, 1908, ...., 1992, 1996

- A co rok 20007 — vzhledem k potrebé dalsi (zpétné) korekce jsou roky delitelné
400 prestupne, tedy i rok 2000 byl prestupny

- Krasa vypoctu dne podle data ve 20. stoleti spocCiva v tom, ze 1. 1. 1900 bylo
pondéli (vyhoda viz vypocet v tabulce).
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Postup vypoctu ve 20. stoleti

Datum 1. ledna 1900: 12. 4. 1961 vypocéty modulo 7 — pocet dnl v tydnu
Den — poradové Cislo Mésic (z tabulky) Rok — pofadové Cislo  Rok — podle poctu pfestupnych
1/12...5 0/6 0/61...5 0/60:4=15...1
SouCet: 1+0+0+0=1.... Bylo to pondéli souCet: 5+6+5+1 =17 kongr. 3 mod 7... stfeda
Kédy dnu: pondéli utery stfeda Ctvrtek patek sobota nedéle
1 2 3 4 5 6 0

. Ctvrtleti 0 3 3

Il. Ctvrtleti 6 1 4

1l. Ctvrtleti 6 2 5

V. Ctvrtleti 0 3 5
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Postup vypoctu pro 21. stoleti

Datum 1. ledna 1900/ 11. 9. 2001 — jako pokraCovani 20. stoleti

Den — poradové Cislo Mésic (z tabulky) Rok — pofadové Cislo  Rok — podle poctu pfestupnych
1/11 ... 4 0/5 0/101...3 0/101:4=25...4
SouCet: 1+0+0+0=1.... bylopondéli soucet:4+5+3+4 =16 kongr. 2 (mod 7) ... utery
Kédy dnu: pondéli utery stfeda Ctvrtek patek sobota nedéle
1 2 3 4 5 6 0

. Ctvrtleti 0 3 3

Il. Ctvrtleti 6 1 4

1l. Ctvrtleti 6 2 5

V. Ctvrtleti 0 3 5
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Intuitivné: co jsou a k cemu jsou
matematicke definice a vety?

Strucné receno, definice jsou k tomu, abychom nemuseli vzdy znovu slozité
vysvetlovat, co mame na mysli, kdyz rekneme ... treba prvocislo.

Definice se daji prirovnat k uceni se slovicek v cizim jazyce: nema smysl se
dohadovat, zda se ostrov anglicky rekne isle nebo ne, musime se to naucit.

Naopak vety vyjadruji vztahy mezi definovanymi objekty. Jsou to tvrzeni,

presneji pravdiva tvrzeni, o matematickych objektech.

Hrajeme-Ii podle stejnych pravidel, v matematice se nehadame, spise ten, kdo

drive pochopi, vysvetluje druhému, co objevil, co vidi, a ten druhy jeste ne.

Napr. rovnost vrcholovych uhl; jednoznacnost rozkladu na prvocisla, ...
P
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Formalne: co jsou a k Cemu jsou
matematickeé definice?

Matematickou definici rozumime gramatickou vétu, kterou pfesné vymezujeme vy-
znam néjakého matematického pojmu pomoci pojmi zakladnich nebo dfive zavedenych.
Soucasné tak vymezujeme podstatné vlastnosti zavadéného pojmu, stanovujeme jeho
nazev, pripadné symbolické oznaceni.

Definice nam pomuze ujasnit si, Ze hovofime skute¢né o tomtéz.

Na rozdil od definic pouzivanych v humanitnich vedach (napr. definice pojmu
nadané dité, zaCinajici ucitel, ...), kde zpravidla uvedeme ruzné definice a pak se
postavime na neci stranu nebo na zaklade uvedeného rekneme, co to znamena
pro nas, v matematice slouzi definice k domluvé; o definici se v matematickém

textu nediskutuje, nybrz se prijima MUNI
PED
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Jaké chyby delame v definicich?
PriliS siroka definice — zahrnuje i objekty, které nechceme

Nap¥. Ctverec je rovinny objekt, ktery ma &tyfi strany.
(zkuste vymyslet dalsi prilis siroké definice Ctverce)

PriliS uzka definice — nezahrnuje vsechny objekty, které chceme

Napf. Kruznice je mnozina bodu, které maji od stfedu vzdalenost 5 cm.
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Jakeé dalsi chyby delame v definicich?
Nadbytecna definice — obsahuje vice slov téhoz vyznamu (pleonasmus)

NapF. Ctverec je &tyfuhelnik, ktery ma &tyfi strany a tyto strany jsou
stejne dlouhe.

Definice kruhem — odkazuje na pojem, ktery ma byt vysvetlen

Napr. Prvocislo je prirozeneé Cislo, které neni slozene.
(nelze: Cislo slozené jsme definovali jako "ne-prvocCisio")
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Obsah a rozsah pojmu

— Obsah pojmu:
— Soubor vsech vlastnosti, které jsou pro dany pojem
charakteristicke
Pr: viastnosti prvocisla, soudélnych cCisel, ...
— Rozsah pojmu:
— Soubor vSech prvku, které maji charakteristické vlastnosti
uvedené v definici daného pojmu
Pr: prvocisla jsou 2, 3, 5, 7, atd., ale ne 1, ne -3, ne —7, ....
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Definice implicitni a explicitni
— Pojmy definujeme primo (explicitne), jiné neprfimo (implicitne)

— Priklady implicitnich definic:

— Napr. Kazde Cislo Ize v desitkoveé soustave zapsat pomoci Cislic
0-9 a mocnin Cisla 10; v tomto vyjadreni nazyvame pocet Cislic -
rad soustavy (zde desitkova; zname i binarni, Ctyrkovou, ....),
cislici u i-té mocniny deseti nazyvame cCislici I-teho radu atp.

— Jsou to ty definice, které "nejsou na prvni pohled poznat".

— Uvedlte dalsi priklady.
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Oficialni matematicka terminologie a znaceni

(z predmluvy ke Slovniku skolské matematiky)

"Matematik Casto stfida oznacCeni podle toho, o kterém problémovém okruhu
pojednava a z jakého hlediska. Nelze proto napf. vyhovet prani nekterych
Skolskych pracovnikl, aby se zavazné stanovilo, jakymi pismeny se maji
oznacovat mnoziny a jakymi jejich prvky. Jde-li treba v geometrii 0 mnozinu
bodu, oznadi se prvky velkymi pismeny, pracujeme-li s mnozinou uhll, pouziji
se pro prvky pismena fecké abecedy apod. Pokus o duslednost by nas zaved|
do slepé ulicky."

— Ceské terminologicka komise pro matematiku, v Praze v zaFi 1981
(Matematici chtéli terminologii sjednotit. Jejich cilem bylo také pokud mozno pouzivat slova,
ktera se bézné nepouzivaji, aby bylo hned jasné, ze jde o pojem matematicky.) MUNI
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Hra: co je to, kdyz se rekne....

(zejména pojmy z aritmetiky, ne z geometrie)

Zlomek: viz diskuse v minulém semestru
Mnozina:

Cislo:

Rovnice:

Rovnost:

Nerovnost (nerovnice --- ,fajnSmekri“ nepouzivayji):

Shodneme se na tom, ze a/b Je také
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Formalne: co jsou a k Cemu jsou
matematicke vety?

Matematickou vétou rozumime pravdivy vyrok s matematickvm obsahem. Jeji
pravdivost lze dokazat. Nékdy se matematické vété téz rika matematicka poucka nebo
teorém.

Véetou (matematickou vétou) formulujeme "zjevnou pravdu®, napriklad to, ze
jediné sude prvocislo je 2, relace rovnosti je symetricka i antisymetricka soucasne.
Pokud dva lidé zachazeji se stejnymi pojmy, na jejichz vyznamu se dohodli
pomoci matematickych definic (konvence), o pravdivosti matematické vety se
nemohou hadat, pouze se o ni presvedcit.

K pfesvédéeni nepfesvédcéeného slouzi dukaz: krok po kroku ukazeme, ze to, co
vidime, je jasna pravda :-) Il
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Hra: které matematickeé vety jsou ekvivalence
a ktere implikace (zejména z aritmetiky)

Pravidla pro délitelnost: 2, 3, 4, 5, 6, .....

Cislo délitelné 9 je vZdy délitelné 3

Dava-li Cislo k po deleni 4 zbytek 1, pak dava zbytek 1 po déleni 4 i jeho druha
mocnina

(vymyslete dalsi:)

Implikace s existencnim kvantifikatorem
Implikace se vSeobecnym kvantifikatorem
Obracena véta (nemusi byt pravdiva)
Obménéna véta
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Formalne: co jsou a k Cemu jsou
matematické dukazy?

Dulikaz: je prostfedek k zviditelnéni zfejmého. Probiha krok po kroku a jeho
forma zavisi na tom, kdo komu dukaz fika

1. studujici ucCiteli na pisemce: jde jen o kontrolu, zda studujici spravne
pochopil obsah definic (Pr.: Dokazte, ze neexistuje Cislo, které je soucasne
prvocislo i Cislo slozene).

2. ucitel studujicimu (napr. ve skriptech, na prednasce, ...): snaha osvetlit
problém, rozdelit myslenkovy postup na mensi kroky

3. matematik matematikovi: dukaz "jednou provzdy"

Formalne: primy, neprimy, sporem, matematickou indukci
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