Urcete, zda nasledujici relace je reflexivni, symetricka, tranzitivni a souvisla:

a) rovnob¢&znost piimek v roviné
b) kolmost ptimek v roviné

¢) mimobé&znost piimek v prostoru

Zobrazeni z mnoziny do mnoziny, typy zobrazeni

Necht' R je relace z mnoZiny A do mnoziny B splnujici viastnosti: Ke kazdému

prvku a € A existuje nejvyse jeden prvek b e B takovy, zZe [a,b] € R. Tato relace

se nazyvda zobrazeni 7 mnoZiny A do mnoZiny B. Znacime R: A — B.

Necht R je zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B.

JestliZe [a,b] € R, pak prvek a €A nazyvame vzorem prvku b € B v zobrazeni
R; prvek b € B nazyvame obrazem prvku a € A v zobrazeni R.

Mnozina O(R) = {a € A: existuje b € B takové, ze [a,b] € R} se nazyva
defini¢ni obor zobrazeni R. Plati O;(R) c A.

Mnozina O»(R) = {b € B: existuje ae A takové, Ze [a,b] € R} se nazyva obor
hodnot zobrazeni R. Plati O,(R) c B.

RozliSujeme nasledujici typy zobrazeni R:

I) Je-li O1(R) = A A Ox(R) € B A Ox(R) # B, nazyva se R zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B.

IT) Je-1i O1(R) < A A O1(R) # A A Ox(R) = B, nazyva se R zobrazeni z
mnoziny A na mnoZinu B.

[I) Je-li Oi(R) = A A Ox(R) = B, nazyva se R zobrazeni mnoZiny A na
mnoZinu B.

IV) Je-1i Oi(R) c A A Oi(R) # A A Ox(R) < B A Ox(R) # B, nazyva se R
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.




Zobrazeni Z z mnoZiny A do mnoZiny B Zobrazeni Z mnoziny A do mnoZiny B

Zobrazeni Z z mnoiny A na mnoZinu B Zobrazeni Z mnoZiny A na mnoZinu B

A

Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoZiny B se nazyvad prosté zobrazeni

pravé tehdy, kdyz relace Z™! je zobrazeni z mnoZiny B do mnoziny A.

Uzlovy graf prostého zobrazeni Z z mnoziny A do mnoZiny B je
charakteristicky tim, Ze do kazdého bodu, ktery znazoriiuje prvek y € B,
sméiuje nejvyse jedna Sipka. Muzeme tedy fici, ze plati nasledujici véta:
Zobrazeni Z z mnozZiny A do mnoziny B je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdé

y € B plati, Ze je obrazem nejvyse jednoho prvku x € A v zobrazeni Z.

V praxi pouzivame pro rozliseni prostého zobrazeni nasledujici tvrzeni:
Zobrazeni Z z mnoziny A do mnozZiny B je prosté praveé tehdy, kdyz kaZdé dva

ruzné vzory maji riuzné obrazy.



PF. 1: Jsou dany mnoziny A = {a, b, ¢} a B = {u, v}. Necht R, R, R3, R4 jsou
binadrni relace z mnoziny A do mnoZiny B definované takto:

a) Ry = {[a, v], [b, v], [¢, u]}, b) R = {[a, u], [b, v]},

¢) Ry = {[a, v], [b, V], [¢, V]}, d) Rs = {[a, u], [b, u]}.

Rozhodnéte, zda tyto relace jsou zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B. Pokud
ano, urcete typ zobrazeni.

a) R je zobrazeni mnoZziny A na mnoZinu B, neni prosté.

b) R, je prosté zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B.

¢) Rj je zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B, neni prosté.

d) R4 je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, neni prosté.

Pf. 2: Jsou dany mnoziny A = {X,y, z}, B = {a, b}. Rozhodnéte, zda dané relace
z mnoziny A do mnoZiny B jsou zobrazeni z A do B.
a) Ri= {[x,a], [y,b], [z.a], [2,b]},
b) Rz = {[x.a], [z,b]},
¢) Rs = {[x.a], [y.a], [za]}.
R1 neni zobrazeni.
R: je prosté zobrazeni z mnoZiny A na mnozinu B.

R3 je zobrazeni celé mnoziny A na mnozinu B, neni prosté (nemuze byt).

Pf. 3: Jsou dany mnoziny A = {x, y, a, c}, B= {c, x, b, z}.
a) Rozhodnéte, o jaky typ zadanych zobrazeni se jedna.
R ={[x, z], [¢, c], [y, cl}, S ={[x, z], [y, zl, [a, z], [¢, X]}.
b) Zapiste vyctem prvkil jednu binarni relaci z mnoZiny A do mnoziny B,
ktera neni zobrazenim.
c) Zapiste vyctem prvkl
1) jedno zobrazeni Ry z mnoziny A do mnoZiny B,
2) jedno zobrazeni R; mnoZiny A do mnoZiny B,
3) jedno zobrazeni Rz mnoziny A na mnozinu B,

4) jedno zobrazeni R4z mnoZiny A na mnozinu B.



Reseni: a) R je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, neni prosté.
S je zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B, neni prosté.
b) T = {[x, z], [, b], [a, z], [c, X]}.
c) Ri1 = {[x, z]}, je prosté.
R: = {[x, 7], [y, z], [a, z], [c, z]}, neni prosté.

R3 = {[X9 C]) [y, b]’ [a" Z]’ [C7 X]}’je prOSté'
R4 neexistuje.

Prosté zobrazeni mnozZiny A na mnoZinu B nazyvame bijektivni zobrazeni nebo

také vzdajemné jednoznacné zobrazeni.

PF. 4: Jsou dany mnoziny A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c, d}. Rozhodnéte, o jaky
typ zobrazeni se jedna a zda je toto zobrazeni prosteé:

a) Ri-{[1,a], [2,c], [3.d]},

b) Rz {[1.a], [2,c], [3.d], [4.a]},

c) R3-{[2,a], [1,c], [3,b], [4,d]}. Vzajemné jednoznacné zobrazeni.

a) Prosté zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B.
b) Zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B, neni proste.

¢) Prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Permutaci konecné mnoziny A nazyvame kazdé prosté zobrazeni mnoziny A na

mnozinu A (vzdjemné jednoznacné zobrazeni).

P¥. 5: Zapiste vSechny permutace tiiprvkové mnoziny A = {1, 2, 3}.
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Definice: Necht' R je zobrazeni z mnoziny M do mnozZiny N a 8 je zobrazeni

_ N w N
[y

z mnoziny N do mnozZiny K. Pak relace R o S je zobrazeni a nazyva se sloZené
zobrazeni ze zobrazeni R a S.



PF. 6: Jsou dana zobrazeni R, S v mnoziné A = {1, 2, 3, 4} takto:
R: {[19 3]7 [47 2]9 [29 3]’ [3’ 1]}’
S = {[15 1]9 [49 2]5 [29 1]’ [3’ 4]}

Urcete slozenérelace R o S, S o R.

Reseni: R o S={[1,4],[4, 1],[2, 4], [3, 11},
S o R={[l, 3], [4, 3], [2, 3], [3, 2]}. Vidime, Ze R o S#S o R.

Slozeni dvou zobrazeni je vzdy zobrazeni, slozeni dvou permutaci je permutace.

PY¥. 7: Slozte permutace bo ¢, fod,e ob z ptfedchoziho piikladu.

boc=(1 2 3)=d,fod=(} g §)=b,eob=(; i §)=c.

1 ) g), coZ je identickd permutace.

Ob¢ permutace d, e jsou navzajem inverzni.

PovSimnéte si, ze platie o d=d o e = (

Rekneme, Ze mnozZiny A, B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuje prosté
zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B. Znacime A ~ B.

Pf. 8: Jsou dany mnoziny A = {a, b, ¢}, B= {x, y}, C= {1, 2, 3}. Rozhodn¢te,

které mnoZiny jsou ekvivalentni.

R: MnozZiny A, B nejsou ekvivalentni (neexistuje prosté zobrazeni mnoziny A na
mnozinu B). MnoZiny A, C jsou ekvivalentni (existuje prosté zobrazeni mnoZiny

A na mnozinu C, napiiklad R = {[a,3],[b,1],[c.,2]}), tj. A~ C.

MnozZina M je vlastni podmnoZinou mnozZiny N prave tehdy, kdyz M je

podmnoZinou N a soucasné M # N.

Rekneme, ze mnoZina A je konecnd prave tehdy, kdyz zadna viastni podmnozina

mnoziny A neni ekvivalentni s mnoZinou A.



Rekneme, Ze mnoZina B je nekonecénd praveé tehdy, kdy? existuje alespoii jedna

vlastni podmnozZina mnoziny B, ktera je ekvivalentni s mnoZinou B.

Pf. 9: Uvazujme mnozinu N vSech pfirozenych ¢isel a mnozinu S vSech

kladnych sudych ¢isel. Zjistéte, zda jsou ekvivalentni.

Reseni: Piipomeneme, ze N = {1,2,3,4,5,...},S=1{2,4,6,8, 10,...}.
Uvazujme relaci R = {[x,y] € N x S; y = 2x}.

Relace R je prosté zobrazeni mnoziny N na mnoZinu S, nebot’
ke kazdému x € N existuje pravé jedno y € S takové, Ze [x,y] € R,
ke kazdému y € S existuje praveé jedno x € N takove, Ze [x,y] € R.
Tedy N ~ S.
Mnozina N vSech piirozenych ¢isel je nekonecnd, nebot’ je ekvivalentni s
mnozinou S vSech kladnych sudych ¢isel, pticemZ S je vlastni podmnoZinou

mnoziny N.

Necht' A, B jsou koneéné mnoziny. Pak plati: A ~ B < /A /=/B/, tedy dve

konecné mnoziny jsou ekvivalentni, prave kdyz maji stejny pocet prvkii.

P¥. 10: Jsou dany mnoziny M = {1,2,3,4} a N= {a,b,c,d}.

a) Definujte vy¢tem prvki relaci R z mnoziny M do N, ktera neni zobrazenim.

b) Definujte relaci Z, ktera je zobrazenim z mnoziny N do M a urcete jeho typ.

¢) Zapiste vyctem prvku relaci R¢Z a rozhodnéte, zda je tato relace zobrazenim.
Pokud ano, urcete, zda je prosté.

d) Zapiste dvé rlizné bijekce mnoziny N na mnoZinu M.

e) Na mnozin€ N definujte dvé riizné permutace P;, P, a ur€ete permutace PP,
a PaeP.

Reseni: a) R = {[2, b], [2, c], [3, a]}.

b) Z, = {[c, 4]}. Prosté zobrazeni z N do M.
Z,={[a, 4], [b, 4], [c, 1], [d, 1]}. Zobrazeni celé¢ N do M, neni proste.



c) ReZ,= {[2, 4]}. Prosté zobrazeni z M do M.
ReZ, = {[2, 4], [2, 1], [3, 4]}. Neni zobrazeni.

d) B1={[a, 4], [b, 3], [¢, 2], [d, 1]}, B>={[a, 2], [b, 4], [c, 3], [d, 1]}. Plati A ~ B.

C) P1 = {[aa b]a [ba C]a [Ca d]a [da a]}a P2: {[aa C]a [ba d]s [Ca b]a [da a]}

JinakzapsémoPl:(Z IZ ; Z),P2=(? Z g Z)

e S e )

Pf. 11: Je dana mnozina M = {1,2,3}. V mnoZiné M jsou dany relace R, T, U, V
takto:

{:x,y:eMxM; X#Ey = x+y=5},
{:x,y:eMxM; X#2 Vv y=x+l},
{:x,y:eMxM; x<3 A y:x+1},
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a) Rozhodnéte a zdiivodnéte, zda jsou nékteré z relaci R, T, U, V zobrazeni
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v mnoziné¢ M. Pokud ano, urcete ptesné jejich typ. Je n€ktera z téchto relaci
permutaci na mnozin¢ M?
b) Zapiste relace R, VI, VeV, UsV, ReU, Re(VeU). Je n&ktera z téchto

relaci zobrazenim v mnoziné M? Pokud ano, urcete piesné typ.

Reseni: a) R = {[2, 3], [3, 21, [1, 11, [2, 21, [3, 3]}. Neni zobrazeni.
T={[1,1],[1,2],[1,3],[3, 11, [3, 2], [3, 3], [2, 3]}. Neni zobrazeni.
U= {[1, 2], [2, 3]}. Prosté zobrazeni z M do M.
V={[1, 3], [2, 1], [3, 2]}. Permutace mnoziny M.



b)R1={[3, 2], [2, 3], [1, 11, [2, 2], [3, 3]}. Neni zobrazeni.
V-1=1{[3, 1], [1, 2], [2, 3]}. Permutace mnoziny M.
VeV ={[1, 2], [2, 3], [3, 1]}. Permutace mnoziny M.
UV ={[1, 1], [2, 2]}. Prosté zobrazeni z M do M.
ReU = {[3, 3], [1, 2], [2, 3]}. Zobrazeni cel¢ M do M, neni prosté.
VeU = {[2, 2], [3, 3]}. Prosté zobrazeni z M do M.
Re(VeU) = {[2, 3], [3, 2], [2, 2], [3, 3]}. Neni zobrazeni.

Binarni operace v mnoziné

Necht M je libovolnd neprazdnda mnoZina. Bindrni operaci o v mnozZiné M
rozumime zobrazeni z mnoziny kartézskeho soucinu M x M do mnoZiny M.

e Jestlize v binarni operaci je vzoru [x,y] € M x M pfifazen obraz ze M,
piSeme:
1. x oy =z prvek z e M se nazyva vysledek operace o.
2. o:MxM-—->M.

Zapisu [[x,y], z] € o, odpovida zapis x 0 y =z (tj. z je vysledek operace o).

Zapisu [[1,2],3] e + odpovida 1 +2 =3
(. 3 je vysledek operace s¢itani Cisel 1 a 2).

Zapisu [[2,3], 6] € -, odpovida2 - 3 =6
(1. 6 je vysledek operace nasobeni Cisel 2 a 3).

Oznaceni binarnich operaci: +, -, o, %, 0O,..

Ptiklady binarnich operaci ve Skolské matematice:
1) Scitani (+), od¢itani (-), nasobeni (), déleni (:), umocnovani,...
(pracujeme s nimi v ¢iselnych mnoZinach).
2) Sjednoceni (), prinik (), rozdil ( - ), symetricky rozdil (4)
mnozin,... (pracujeme s nimi v systémech mnozin).

Urceni binarni operace: Tabulkou nebo ptredpisem.



Vlastnosti binarnich operaci:

Definice : Binarni operace o v mnozin¢ M, kterd ma vlastnost, ze je definovana
pro kazdou uspotadanou dvojici [x,y] € M x M, se nazyva operace neomezené
definovana v mnozin¢ M (zkrédcené operace definovana na mnozZin¢ M).
Znacime ND.

Symbolicky: x, ye M)(3ze M)[x oy =z].

Definice: Binarni operace © definovand na mnozin¢ M (je ND), se nazyva
komutativni prave tehdy, kdyz plati:

x,yeM)[xoy=yox].
Znacime K.

Definice: Binarni operace o definovand na mnoZiné M, se nazyva asociativni
prave tehdy, kdyz plati:

x,y,ze M)[(xoy)oz=x0 (yoz)].
Znacime A.

Definice: Necht v mnoziné M je definovana bindrni operace o. Existuje-li prvek
e € M, pro ktery plati:

xeM)[xoe=eox=xl].
Pak se prvek e € M nazyva neutralnim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci
O

Znacime EN.

Pozndamka. Je-1i operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EN Ize vynechat
jedna ze dvou stran rovnosti x © e nebo e o x.

Definice : Necht v mnozin€ M je definovéana binarni operace o a necht’ e je
neutralni prvek mnoziny M vzhledem k operaci o. Prvek d € M nazyvame
inverznim prvkem k prvku a e M v operaci © v mnoziné M pravé tehdy, kdyz
plati:

aocoa=aoa =e.

Jestlize (ae M)3aeM)[adoa=aoa = e], fekneme, ze ke kazdému prvku
mnoziny M existuje prvek inverzni vzhledem k operaci o. Znac¢ime EI.

Poznamka . Je-1i operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EI 1ze vynechat
jedna ze dvou stran rovnosti @ © a = a © a.



Definice : Rikame, Ze binarni operace o definovana na mnoziné M ma vlastnost

reSitelnost zakladnich rovnic prave tehdy, kdyz plati:
a,beM))ax,yeM)aox=b yoa =Db].

ZnaCime ZR.

Poznamka. Je-li operace © komutativni, pak v zapisu vlastnosti ZR lze vynechat
jedna z vyrokovych forema o x =bneboy oa =b.

Definice: Necht v mnoziné M je definovédna binarni operace o. Existuje-li prvek
g € M, pro ktery plati:

xeM)[xog=gox=g].
Pak se prvek g nazyva agresivnim prvkem mnoZziny M vzhledem k operaci o.

Urcovani vlastnosti operaci
I. Uréenych predpisem — piimym vypoctem
[I. Uréenych tabulkou:
ND - tabulka zcela vyplnéna prvky mnoziny M
K — tabulka soumérné podle hlavni diagonaly
A — kromé vyjimek nelze z tabulky pfimo poznat — viz dale
EN — existuje fadek a sloupec shodny se zdhlavim tabulky
El — v kazdém tadku a kazdém sloupci tabulky je neutralni prvek
ZR — v kazdém tadku 1 sloupci tabulky jsou vSechny prvky mnoziny M

Agresivni prvek g € M pozname tak, Ze v celém jemu pfisluSejicim fadku 1
sloupci se vyskytuje pouze prvek g.

Uzite¢né vztahy: K = ND, A = ND, EI = EN (uzivaji se v obménéném tvaru)

A = (El < ZR)



Urcovani asociativnosti z tabulek:
1. Pohledem (velmi ziidka)

2. Ovéfenim vSech moznych trojic prvki (s vyuzitim cviceni 9 — 13,
s. 123 —124) (t€Zkopadné a zdlouhav¢)

3. Vyuzitim obmény implikace A = ND a implikace A = (EI < ZR)

4. Podle tvrzeni: ,, Operace, ktera splituje EN A EI A ZR a sou€asné neni
asociativni, existuje na mnoziné o nejméné péti prveich®.

Uziti na prikladech:

ad 1. Napt. ol a b o
al a a a
bl a a a
cla a a

vvvvvv

rozdilna pravdivostni hodnota, pak operace neni asociativni. Jsou-li u EI a ZR
pravdivostni hodnoty 1, pak postupujeme podle bodu 4 (v pisemnych pracich
jsou zadavany tabulky o maximalné ¢tyfech prvcich). Jsou-li u EI a ZR
pravdivostni hodnoty 0, pak je nutno postupovat podle bodu 1 nebo 2. Zpravidla
jde o bod 1, kdy ur€ime asociativnost ptimo z tabulky.

Pr. 12: Rozhodnéte a zdivodnéte, které z vlastnosti ND, A, K, EN, EI, ZR ma
v mnoziné M = {a,b, c} operace urcena tabulkou:

*|a|b|c ola|b]|c olal|b|c m|a|b|c
a alb albla|c alc|ala ala|b|c
bla|b]|c blc|bla b cl|b b|bla]|c




*: NDAKAA AENAEIAZR
: ND A Kk A A AEN A EF AZR
0: ND A K AAAENAEIAZR
m: ND A Kk A A A EN A EI A ZR

@)

Pf. 13: V mnoziné¢ M = {a, b, c} definujte tabulkou aspon jednu binarni operaci,
kterda ma vlastnosti:

a) K A EN b) NDA kK A EN ¢) NDA ENAEL d) A A ZR
e) Kk A ENAEF ) El A ZR g) ND A A A El A ZR
a)la|b|c b)la|b|c c)la|b|c d)ja|b|c
ajc|c|b a|blaja a|blala afalaja
bla|b|c b lc|b|b bla|c|b blaja|a
c |bjc|b cla|bjc cla|b|c clajaa
e)la|b|c fila|b|c g)la|b|c

a alb ajla|b|c afcla|a

bla|b|c b|b|c|a bla|c|b

clc|c|a clclal|b cla|b|c




