
Kapitola 1

Posloupnosti

S pojmem posloupnosti jsme se již setkali na středńı škole, zejména jsme pro-
cvičovali posloupnost aritmetickou a geometrickou. V této kapitole si dané poznatky
zopakujeme a rozš́ı̌ŕıme o daľśı pojmy.

1.1 Definice a vlastnosti

Def. 1.1 Posloupnost je zobrazeńı z množiny N do množiny R.

Tuto definici můžeme přepsat do tvaru Posloupnost je funkce, jej́ımž definičńım
oborem je množina všech přirozených č́ısel.

Grafem posloupnosti je množina izolovaných bod̊u [n; f(n)]. Mı́sto f(n) bývá
zvykem psát an a mluv́ıme o n-tém členu posloupnosti. Posloupnost můžeme zadat
výčtem člen̊u, obecným vzorcem či rekurentńım vzorcem. Tyto zp̊usoby si ukážeme
na př́ıkladech.

Př́ıklad 1.1 {an} = (2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .). Zde je zřejmé, že členy posloupnosti
jsou prvoč́ısla seřazená podle velikosti. Vyjádřeńı zbývaj́ıćımi dvěma zp̊usoby je
prakticky nemožné. Pokud bychom chtěli být pedanti, měli bychom psát {an}∞n=1.
Pokud nemůže doj́ıt k nedorozuměńı, tak se indexy vynechávaj́ı.

Př́ıklad 1.2 Nám již známa aritmetická posloupnost je definována obecným vzor-
cem an = a1 + (n − 1)d, kde d je diference. Posloupnost geometrická je pak dána
vzorcem a1 = a1q

n−1, kde q je kvocient.

Př́ıklad 1.3 Nám již známá aritmetická posloupnost je definována rekurentńım
vzorcem an = an−1 + d, a1 = c, kde d je diference. Posloupnost geometrická je
pak dána vzorcem an = an−1q, a1 = c, kde q je kvocient.

Def. 1.2 Posloupnost {an} se nazývá
rostoućı, jestlǐze pro každé n ∈ N plat́ı an+1 > an,
klesaj́ıćı, jestlǐze pro každé n ∈ N plat́ı an+1 < an,
nerostoućı, jestlǐze pro každé n ∈ N plat́ı an+1 ≤ an,
neklesaj́ıćı, jestlǐze pro každé n ∈ N plat́ı an+1 ≥ an,
ohraničená (omezená) shora, jestlǐze existuje K ∈ R takové, že pro každé n ∈ N
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plat́ı an ≤ K,
ohraničená (omezená) zdola, jestlǐze existuje k ∈ R takové, že pro každé n ∈ N
plat́ı an ≥ k.
Posloupnost, která je ohranočená shora i zdola se nazývá ohraničená.

Př́ıklad 1.4 Zjistěte, zda posloupnost {n+1
n
} má některou z uvedených vlastnost́ı.

Zkuśıme si vypsat několik prvńıch člen̊u posloupnosti: a1 = 2, a2 = 3
2
, a3 = 4

3

a4 = 5
4
. Vypadá to, že posloupnost bude klesaj́ıćı, přijměme tedy tuto hypotézu.

Jelikož an+1 = n+2
n+1

a an = n+1
n

, muśı pro všechna n ∈ N platit n+2
n+1

< n+1
n

. Snadnou
úpravou dojdeme k nerovnosti 0 < 1, která je pravdivá a nezávislá na n, naše
hypotéza se tedy potvrdila.

Jelikož je posloupnost klesaj́ıćı, je prvńı člen největš́ı, tedy plat́ı, že pro všechna
n ∈ N je an ≤ 2 a posloupnost je omezená shora. Posloupnost obsahuje pouze
kladná č́ısla, je tedy každý člen větš́ı než nula a posloupnost je ohraničená i zdola.
Abychom źıskali co nejlepš́ı informace u posloupnosti, bývá zvykem jeti pikem,
pardon, to patř́ı do kartografie. Bývá zvykem uvádět hranice nejmenš́ı či největš́ı.
Uvědomı́me-li si, že čitatel zlomku je vždy o jedničku větš́ı než jmenovate, je jasné,
že všechny členy posloupnosti budou větš́ı než jedna.

Z uvedeného postupu je také zřejmé, že ani špatný odhad hypotézy nás nemůže
vykolejit. Pokud bychom předpokládali, že tato posloupnost je rostoućı, došli bychom
k nepravdivé nerovnosti, muśı tedy platit hypotéza opačná.

Nav́ıc to, že si vyṕı̌seme několik prvńıch člen̊u posloupnosti, by nás nemělo vést
k ukvapeným závěr̊um. Budeme-li vyšetřovat posloupnost {2214442n

n!
} a naṕı̌seme-li

si několik prvńıch člen̊u posloupnosti, můžeme přij́ıt k ukvapenému závěru, že se
jedná o posloupnost rostoućı, a to i v př́ıpadě, že budeme mı́t dost trpělivosti a psaćı
látky a vyṕı̌seme-li třebas prvńıch padesát tiśıc člen̊u. Uvědomme si ale, že každý
daľśı člen posloupnosti źıskáme tak, že předchoźı vynásob́ıme jistým zlomkem, jehož
čitatel budou vždy stejný a jmenovatel se bude zvětšovat. Po určitém počtu krok̊u
tedy dospějeme do stavu, že člen předchoźı budeme násobit č́ıslem menš́ım než
jedna a členy se budou zmenšovat.

Vrat’me se však k posloupnosti {n+1
n
}. Všechny členy posloupnosti budou č́ısla

větš́ı než jedna, pro velké hodnoty n se však čitatel a jmenovatel nebudou př́ılǐs
lǐsit, zlomek tedy bude skoro roven jedné. Dejme tomu, že nám bude stačit poč́ıtat
s přesnost́ı na dvě desetinná mı́sta. Vyjádřeno matematicky muśı platit n+1

n
−

1 < 0, 01. Snadnou úpravou zjist́ıme, tento požadavek je splněn pro všechny členy
stoprvńım poč́ınaje. Řečeno mluvou inženýra stým prvńım členem poč́ınaje budou
všechny v toleranci 0, 01 od středu reprezentovaném jedničkou. Sestroj́ıme graf
posloupnosti a a sestrojme př́ımky y = 1, 01 a y = 0, 99. Tyto dvě př́ımky vytvoř́ı
pás o š́ı̌rce 0,02 a stým prvńım členem poč́ınaje budou všechny v tomto tolerančńım
pásu. Samozřejmě se tolerance 0,01 může někomu zdát př́ılǐs hrubá. Zvoĺı-li si někdo
toleranci jemněǰśı, pak stejnou úvahou dojde k podobnému závěru, že od jistého
členu všechny členy padnou do tolerančńıho pásu. tyto úvahy nás vedou k zavedeńı
d̊uležitého pojmu limita posloupnosti.

Def. 1.3 Necht’ je dána posloupnost {an} a č́ıslo L ∈ R. Řekneme, že posloupnost
{an} má vlastńı limitu L, jestlǐze ke každému ε ∈ R, ε > 0 existuje n0 ∈ N takové,
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že pro všechna n > n0 plat́ı |an − L| < ε. Má-li posloupnost vlastńı limitu, ř́ıkáme,
že konverguje (k č́ıslu L).

Pokud jsme pojem vlastńı limity správně pochopili, je nám jasné, že pro všechna
n > n0 se členy posloupnosti nemohou př́ılǐs lǐsit od jistého reálného č́ısla L (vlastńı
limity) a že tedy nemohou neomezeně r̊ust či klesat, jinými slovy taková posloup-
nost muśı být ohraničená. Máme tedy dobrý d̊uvod vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı,
jehož d̊ukaz lze naj́ıt v uvedené literatuře.

Věta 1.1 Každá konvergentńı posloupnost je ohraničená.

Muśıme podotknout, že nepatř́ı k práv̊um posloupnosti mı́t vlastńı limitu.
Uvažujme posloupnost {n2}. Snadno se přesvědč́ıme, že se jedná a posloupnost ros-
toućı a jelikož členy jsou pouze kladná č́ısla, tak je i zdola ohraničená. S ohraničenost́ı
shora je to již horš́ı. Zvoĺıme-li si libovolné reálné č́ıslo K, byt’ sebev́ıc velké, vždy
dojdeme k nezvratnému závěru, že všechny členy, jejichž index je větš́ı než

√
K tuto

závoru přeskoč́ı. Můžeme tedy definovat nevlastńı limitu následuj́ıćım zp̊usobem:

Def. 1.4 Necht’ je dána posloupnost {an} a č́ıslo K ∈ R. Řekneme, že posloupnost
{an} má nevlastńı limitu +∞, jestlǐze ke každému K ∈ R, existuje n0 ∈ N takové,
že pro všechna n > n0 plat́ı an > K. Podobným zp̊usobem lze definovat nevlastńı
limitu −∞. Má-li posloupnost nevlastńı limitu, ř́ıkáme, že diverguje.

Pod́ıvejme se ještě na posloupnost{cosnπ}. Pro lichá n jsou členy posloupnosti
rovny -1, pro sudá n zase +1. Tato posloupnost limitu nemá, nebot’ je zřejmé, že
vzdálenost dvou sousedńıch člen̊u na ose y je vždy dvě. Nepodař́ı se nám na ose y
naj́ıt žádný bod takový, že by se nám do libovolného tolerančńıho pásu podařilo
uzavř́ıt všechny členy posloupnosti jistým indexem n0 poč́ınaje. Jelikož se jedná o
ohraničenou posloupnost, nemůže mı́t ani limitu nevlastńı. O takové posloupnosti
ř́ıkáme, že osciluje.

Z posledńıho př́ıkladu plyne, že posloupnost mı́t limitu nemuśı. Pokud ji má,
pak jen jednu, což můžeme shrnout do následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta 1.2 Každá posloupnost má nejvýš jednu limitu.

Některé limity můžeme poč́ıtat př́ımo z definice. Vrát́ıme-li se o pět odstavc̊u
výše a zopakujeme-li postup pro posloupnost {n+1

n
} s t́ım, že č́ıslo 0,01 nahrad́ıme

obecným č́ıslem ε > 0, máme d̊ukaz, že lim{n+1
n
} = 1. Podobně dokážeme, že

lim{ 1
n
} = 0, toto necháme čtenáři na samostané cvičeńı. Jelikož v př́ıpadě posloup-

nost́ı se vždy jedná o limitu pro n → ∞, bývá zvykem z úsporných d̊uvod̊u tento
symbol vynechávat. Tuš́ıme však, že výpočet limity na základě definice nemuśı být
vždy tak jednoduchý jako ve výše uvedených př́ıpadech. Je tedy na mı́stě otázka,
zda si můžeme při výpočtu limity poč́ınat i jiným zp̊usobem. Odpověd’ zńı ano, pro
výpočet limity máme řadu zp̊usob̊u, které lze použ́ıt. Tak předevš́ım limita koṕıruje
aritmetické operace jakož i absolutńı hodnotu, plat́ı tedy následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1.3 Necht’ plat́ı lim{an} = A a lim{bn} = B, přičemž plat́ı A,B ∈ R. Pak
je
1. lim{|an|} = |A|,
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2. lim ({an} ± {bn}) = A±B,
3. lim ({an} · {bn}) = A ·B,

4. lim {an}
{bn} = A

B
, je-li B 6= 0.

Zkuśıme dokázat tvrzeńı č. 2. Chceme dokázat, že ke každéme ε > 0 existuje n0

takové, že pro všechna n > n0 je |(an+bn)−(A+B)| < ε. Existuje pro nějaké ε1 > 0
na tak, že pro všechna n > na je |an − A| < ε1 a nb tak, že pro všechna n > nb je
|bn−B| < ε1. Zvolme n0 větš́ı z obou č́ısel na a nb a ε1 = ε

2
. Pak pro všechna n > n0

je |(an + bn)− (A+B)| = |(an−A) + (bn +B)| ≤ |an−A|+ |bn−B| < ε1 + ε1 = ε.
Zbývaj́ıćı tvrzeńı si zkuste dokázat sami či si jejich d̊ukazy prostudujte v literatuře.

Daľśı užitečnou větu pro výpočet limity uvedeme reálnou situaćı. Představme
si, že tři lidé jdou vedle sebe úzkou chodbou drž́ıce se za ruce. Pokud oba krajńıci
projdou aniž by se odřeli o stěny, je zřejmé, že ani ona osoba jdoućı uprostřed
neutrṕı žádnou újmu. Proto můžeme tvrdit, ačkoliv výše uvedené nelze považovat
za matematický d̊ukaz, že je správné následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1.4 Necht’ jsou dány posloupnosti {an}, {bn} a {cn}, přičemž pro všechna
n > n0 plat́ı an ≤ bn ≤ cn. Necht’ dále lim{an} = lim{cn} = L, kde L ∈ R. Pak
plat́ı, že lim{bn} = L.

Použit́ı si ukážeme na jednoduchém př́ıkladu.

Př́ıklad 1.5 Určete lim{ 1
n3+6
}. Zřejmě plat́ı 0 ≤ 1

n3+6
≤ 1

n
. Jelikož limity obou

krajńıch posloupnost́ı jsou rovny nule, muśı platit lim{ 1
n3+6
} = 0.

A ještě jedna věta, která nám může napomoci k výpočtu limity.

Věta 1.5 Necht’ lim an = 0 a posloupnost {bn} je ohraničená. Pak lim an · bn = 0.

A na demonstraci opět jednoduchý př́ıklad.

Př́ıklad 1.6 Vypočtěte lim sinn
n

. Abychom dodrželi označeńı předchoźı věty, máme
an = 1

n
a bn = sinn. Jelikož je lim 1

n
= 0 a posloupnost {sinn} je ohraničená č́ısly

−1 a +1, je lim sinn
n

= 0.

Věta 1.6 Necht’ lim{an} = ±∞. Pak lim 1
{an} = 0. Necht’ dále plat́ı lim{an} = 0

a pro všechna n > n0 plat́ı an > 0 (an < 0). Pak lim 1
{an} = +∞ (lim 1

{an} = −∞).

K této větě si dovoĺıme malý komentář. Někdy se také nepřesně ř́ıká, že 1
∞ = 0

či 1
0

= ±∞. Muśıme mı́t na paměti, že se v každém př́ıpadě jedná o limitu posloup-
nosti či funkce, jak uvid́ıme v následuj́ıćı kapitole. Zat́ımco prvńı situace je zřejmá,
ve druhém př́ıpadě muśıme rozlǐsit, zda jsou od jisté meze všechny členy kladné
(záporné). Např́ıklad limita posloupnosti an = 1

(−1)n 1
n

neexistuje, posloupnost totiž

osciluje. Při výpočtu limity můžeme narazit i na podivné výrazy jako ∞ − ∞,
∞
∞ , 0

0
apodobně. V př́ıpadě těchto neurčitých výraz̊u, jak zńı správné označeńı

těchto podivnost́ı se již nelze spoléhat na intuici ař́ıci že je to nula či jednička.
Tyto limity někdy existuj́ı a někdy ne, muśıme postupovat př́ıpad od př́ıpadu. V
kapitole o aplikaćıch derivace poznáme poměrně jednoduchý zp̊usob, jak některé z
nich vypoč́ıtat.
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Věta 1.7 Každá neklesaj́ıćı, shora ohraničená posloupnost {an} má vlastńı limitu,
která je rovna suprému množiny tvořené všemi členy posloupnosti. Každá neros-
toućı, zdola ohraničená posloupnost {an} má vlastńı limitu,která je rovna infimu
množiny tvořené všemi členy posloupnosti.

Závěrem uvedeme ještě jednu d̊uležitou limitu. Lze dokázat, že lim
(
1 + 1

n

)n
= e.

Př́ıklad 1.7 Vypočtěte lim
(
1 + 1

3n

)n
. Pod́ıváme-li se na daný výraz, zjist́ıme, že

se hodně podobá výše uvedené limitě, problém je však v tom, že exponent neod-
pov́ıdá jmenovateli zlomku. To snadno naprav́ıme jednoduchým trikem, plat́ı totiž

lim
(
1 + 1

3n

)n
=lim

(
1 + 1

3n

) 3n
3 = 3

√
lim
(
1 + 1

3n

)3n
. Zavedeme-li substituci 3n = m,

máme lim
(
1 + 1

m

)m
= 3
√
e.

Vrat’me se k posloupnosti {cos πn}. Jak již zjistili znalci goniometrických funkćı
vid́ı, že všechny liché členy posloupnosti maj́ı hodnotu −1, kdežto sudé jsou rovny a
posloupnost limitu nemá. Pokud bychom škrtli všechny sudé (liché) členy posloup-
nosti, dostali bychom opět nekonečnou posloupnost, tentokrát ovšem konvergetńı s
limitou -1 (1). Opticky to vypadá tak, že se členy této posloupnosti hromad́ı kolem
těchto dvou č́ısel. Škrtáńı ponechme ministr̊um finanćım a definujme nyńı pojem
vybraná posloupnost.

Def. 1.5 Necht’ je dána posloupnost {an}∞n=1 a {nk}∞k=1 je rostoućı posloupnost
přirozených č́ısel. Pak posloupnost {ank

}∞k=1 se nazývá vybraná posloupnost (podpo-
sloupnost) z posloupnosti {an}∞n=1.

Nyńı uvedeme jednu větu, která navazuje na předchoźı úvahy.

Věta 1.8 Necht’ {ank
} je vybraná posloupnost z posloupnosti {an} a necht’ plat́ı

lim {an} = L. Pak i lim {ank
} = L.

Na základě této věty ukážem, že posloupnost an = cosnπ nemá limitu. Pokud
by totiž bylo limitou č́ıslo 1, pak by toto č́ıslo muselo být i limitou vybrané po-
sloupnosti člen̊u s lichými indexy. Tak tomu evidentně neńı a stejná úvaha plat́ı i
pro č́ıslo -1. daľśı č́ısla ani nepřicházej́ı v úvahu.

Než přistouṕıme k definici hromadného bodu, muśıme si uvědomit, že členy po-
sloupnosti se mohou hromadit i nad (pod) určitou hranićı. Připomı́náme rozš́ı̌renou
reálnou osu, kdy k reálným č́ısl̊um přidáme symboly ±∞. Rozš́ı̌renou reálnou osu
obvykle znač́ıme R∗.

Def. 1.6 Necht’ je dána posloupnost {an} a č́ıslo H ∈ R. Řekneme, že posloupnost
{an} má hromadný bod H, jestlǐze ke každému ε ∈ R, ε > 0 existuje n0 ∈ N takové,
že pro nekonečně mnoho n > n0 plat́ı |an−H| < ε. Řekneme, že posloupnost {an}
má hromadný bod +∞, jestlǐze ke každému K ∈ R, existuje n0 ∈ N takové, že
pro nekonečně mnoho n > n0 plat́ı an > K. Řekneme, že posloupnost {an} má
hromadný bod −∞, jestlǐze ke každému K ∈ R, existuje n0 ∈ N takové, že pro
nekonečně mnoho n > n0 plat́ı an < K.

Uvedeme dvě věty o hromadných bodech.
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Věta 1.9 Každá posloupnost má alespoň jeden hromadný bod.

Má-li posloupnost v́ıce hromadných bod̊u, lze je seřadit podle velikosti. Má-
li posloupnost pouze jeden hromadný bod, je tento současně jak nejmenš́ı, tak i
největš́ı. Předchoźı větu můžeme uvést i ve zněńı, že každá posloupnost má největš́ı
a nejmenš́ı hromadný bod. Definujeme následuj́ıćı pojmy:

Def. 1.7 Necht’ je dána posloupnost {an}. Nejvěťśı z hromadných bod̊u nazveme
limita superior a znač́ıme lim sup an. Nejmenš́ı z hromadných bod̊u nazveme limita
inferior a znač́ıme lim inf an.

Plat́ı věta:

Věta 1.10 Posloupnost {an} má limitu právě tehdy, když plat́ı lim sup an = lim inf an.
Tato společná hodnota je limitou posloupnosti.

Věta 1.11 Čı́slo H ∈ R∗ je hromadným bodem posloupnosti {an} právě tehdy,
když existuje vybraná posloupnost {ank

} taková, že lim {ank
} = H.

Následuj́ıćı věta je nazývána Bolzanova- Weierstrassova a má velký význam v
řadě oblast́ı matematické analýzy.

Věta 1.12 Z každé ohraničené posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentńı.

Závěrem uvedeme ještě jeden d̊uležitý pojem, s ńımž se můžeme setkat předevš́ım
v teorii.

Def. 1.8 Řekneme, že posloupnost {an} je cauchyovská, jestlǐze pro každé ε > 0
existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna m,n ∈ N, m,n > n0 plat́ı |am − an| < ε.

Závěrem uvedeme ještě jednu větu, která je známa jako Cauchy-Bolzanovo
kritérium konvergence.

Věta 1.13 Posloupnost je konvergentńı právě tehdy, když je cauchyovská.



Kapitola 2

Limita a spojitost funkce

Úvodem mi dovolte několik slov. V současných učebnićıch diferenciálńıho počtu
funkce jedné reálné proměnné se zač́ıná výkladem pojmu limita. Moje dlouhodobá
zkušenost však ukazuje, že studenti tento pojem nechápou, je j́ım ciźı a jeho výpočet
chápou formálně. Je historickou pravdou, že se již dvě stolet́ı vesele a úspěšně
derivovalo, aniž existoval pojem limity. Pokuśım se vysvětlit, jak je to možné a
proč tedy bylo nutno vynalézt limitu.

Vrat’me se do 17. stolet́ı a vyřešme jednen problém, který se týká stanoveńı
vzorce pro okamžitou rychlost, známe-li vztah pro dráhu. Snad to velikán vědy
přežije, použiji-li jeho jméno v následuj́ıćım výkladu. Newton znal vzorec pro dráhu
pohybu rovnoměrně zrychleného, speciálńım př́ıpadem je pak volný pád. Konec-
konc̊u neńı ani problém si tento vzorec experimentálně ověřit ve fyzikálńım prak-
tiku. Vyjděme tedy ze znalosti vzorce s = 1

2
at2 (pro volný pád plat́ı a = g =

9, 81m.s−2) a ptejme se, jaká je okamžitá rychlost pohybuj́ıćıho se těles v čase t0.
Otázku lze formulovat i jinak, např́ıklad jakou rychlost́ı dopadneme, spadneme-li
z jisté výšky s0. Na danou otázku nemůžeme odpovědět, nebot’ patřičný vzorec
nemáme k dispozici. Známe však vzorec pro pr̊uměrnou rychlost, spočtěme tedy
alespoň tuto veličinu.

vp =
∆s

∆t
=

1
2
a(t0 + ∆t)2 − 1

2
at20

∆t
=
at0∆t+ ∆t2

∆t
.

Newton a jeho pomocńık dlouho vyšetřovali tento pohyb, avšak žádných výsledk̊u
se nedobrali. Teprve až pomocńık onemocněl a poslal za sebe svoji sličnou chot’ došlo
k pokroku. Je lidské, že Newton postavil svoji pomocnici do své bĺızkosti, č́ımž se
časový interval ∆t velice zmenšil. V té chv́ıli si vědec uvědomil, že pokud bude
tento časový úsek skoro roven nule, bude pr̊uměrná rychlost takřka rovna rych-
losti okamžité, nebot’ pohybuj́ıćı se těleso nebude mı́t možnost rychlost významně
změnit.

Pomoćı kalkulačky lze demonstrovat, že pro dostatečně malé ∆t můžeme jej́ı
druhou mocninu vypustit, aniž by to změnilo výsledek. Pokud druhou mocninu
zanedbáme, dostaneme po zkráceńı ∆t vzorec v = at, což je správný vzorec.

Zkusme se abstrouhat od fyzikálńı podstaty. Mějmě tedy kvadratickou funkce
y = x2. Zopakujme si, že okamžitá rychlost je č́ıselně rovna změně (př́ır̊ustku)
dráhy za jednotku času. Urč́ıme př́ır̊ustek kvadratické funkce y = x2 vztažený na
jednotkovou změnu proměnné x. Postup je obdobný jako při stanoveńı pr̊uměrné

7
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rychlosti.
∆y

∆x
=

(x0 + ∆x)2 − x2
0

∆x
=

2x0∆x+ ∆x2

∆x
= 2x0.

Pojem derivace bývá často motivován i úlohou nalázt tečnou ke grafu funkce
y = f)x) v bodě x0. Jelikož př́ımka je dána dvěma body, muśıme vyj́ıt z rovnice
sečny v bodě x0. Hledaná sečna bude bude dána body T [x0; f(x0)] a X[x; f(x)] a
jej́ı rovnice bude

y − f(x0) =
f(x)− f(x0)

x− x0

(x− x0),

přičemž zlomek f(x)−f(x0)
x−x0 je směrnićı této př́ımky. S t́ımto zlomkem jsme se však se-

tkali výše a interpretovali ho jako př́ır̊ustek funkce vztažený na jednotkový př́ır̊ustek
proměnné x v bodě x0.

Sami ćıt́ıme, že výpočet tohoto př́ır̊ustku metodou kdy se to hod́ı je ∆x rovno
nule nebo r̊uzné od nuly neńı hodno matematika 21. stolet́ı. Tento problém hýbal
matematikou v́ıce než dvě stolet́ı a vyústil v zavedeńı pojmu limita funkce. Než
přistouṕıme k zavedeńı tohoto pojmu, uvedeme definici d̊uležitého pojmu okoĺı
bodu.

Def. 2.1 Necht’ je dán bod x0 a reálné č́ıslo δ > 0. Interval O(x0) = (x0−δ;x0 +δ)
nazveme (delta) okoĺım bodu x0. Interval [x0;x0 + δ) resp. (x0 − δ;x0] nazveme
pravým (levým) okoĺım bodu x0. Množinu O(x0) − {x0} nazveme ryźım (prsten-
covým) okoĺım bodu x0. Interval (a; +∞) resp. (−∞; a), a ∈ R nazveme okoĺım
bodu ∞ resp. −∞.

Nyńı můžeme přistoupit k zavedeńı pojmu limity funkce v bodě x0.

Def. 2.2 Řekneme, že funkce má v bodě x0 limitu rovnou L ∈ R, jestlǐze ke
každému ε > 0 existuje ryźı δ - okoĺı bodu x0 takové, že pro všechna x z tohoto
okoĺı plat́ı

|f(x)− L| < ε

Nahrad́ıme-li pojem ryźı δ okoĺı pojmem pravé (levé) ryźı okoĺı, mluv́ıme o limitě
zprava (zleva). Značit budeme limx→x0 f(x), lim

x→x+0
f(x) či lim

x→x−0
f(x).

Přečteme-li si pozorně definici limity pozorně, zjist́ıme, že se v ńı v̊ubec nemluv́ı
o hodnotě f(x0).

Výše uvedená definice nám určuje vlastńı limitu ve vlastńım bodě. Co však
taková funkce y = 1

x2
v bodě x = 0? Budeme-li poč́ıtat funkčńı hodnoty pro x ∼ 0,

pak nám budou vycházet velká č́ısla. To nás vede k zavedeńı pojmu nevlastńı limita
ve vlastńım bodě.

Def. 2.3 Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 nevlastńı limitu ∞ (−∞), jestlǐze
pro každé K ∈ R existuje ryźı delta okoĺı bodu x0 takové, že pro všechny body z
tohoto okoĺı plat́ı f(x) > K (f(x) < K). Nahrad́ıme-li pojem okoĺı pojmem pravé
(levé) okoĺı, budeme opět hovořit o limitě zprava (zleva).

Jelikož posloupnost je speciálńı př́ıklad funkce, tak nás určitě nepřekvaṕı některé
analogie. Prvńı z nich je následuj́ıćı věta.
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Věta 2.1 Funkce f má v daném bodě nejvýš jednu limitu.

Stejně tak nás nepřekvaṕı, že limita funkce koṕıruje aritmetické operace.

Věta 2.2 Necht’ plat́ı lim
x→x0

f(x) = A a lim
x→x0

g(x) = B, přičemž plat́ı A,B ∈ R. Pak

je
1. lim

x→x0
|f(x)| = |A|,

2. lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = A±B,

3. lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = A ·B,

4. lim
x→x0

f(x)
g(x)

= A
B

, je-li B 6= 0.

Samozřejmě plat́ı i věta o sevřeńı.

Věta 2.3 Necht’ existuje okoĺı bodu x0 v němž plat́ı f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) a lim
x→x0

f(x) =

lim
x→x0

h(x) = L. Pak i lim
x→x0

g(x) = L.

Rovněž pro poč́ıtáńı limit typu 1
∞ a podobně plat́ı táž pravidla jako v př́ıpadě

posloupnost́ı.
Pro výpočet limity nám pomůže i následuj́ıćı věta.

Věta 2.4 Necht’ je dána složená funkce y = f [g(x)], a necht’ lim
x→x0

ϕ(x) = α,

lim
x→α

f(u) = L a necht’ existuje ryźı okoĺı bodu x0 takové, že pro všechny body z

tohoto okloĺı plat́ı ϕ(x) 6= α. Pak lim
x→x0

f(ϕ(x)) = L.

Vrat’me se k pojmu limity. Jak už bylo řečeno, v definici se v̊ubec nezmiňujeme o
tom, jaká je hodnota funkce v bodě x0. V tomto bodě nemuśı být funkce v̊ubec defi-
nována či může mı́t jakoukoliv hodnotu, dokonce může být funkčńı hodnota rovna
př́ımo limitě. A právě tento př́ıpad nás bude eminentně zaj́ımat, jelikož funkce
s nimiž od základńı školy jsou většinou tento př́ıpad. Uvedeme proto následuj́ıćı
definici.

Def. 2.4 Řekneme, že funkce f(x) je v bodě x0 spojitá, jestlǐze plat́ı lim
x→x0

= f(x0).

Nahrad́ıme-li pojem limita pojmem limita zprava (zleva), mluv́ıme o spojitosti zprava
(zleva).

Pojem spojitosti však můžeme zavést, aniž bychom př́ımo mluvili o limitě. Stač́ı
totiž definici spojitosti upravit následuj́ıćım zp̊usobem.

Def. 2.5 Řekneme, že funkce je v bodě x0 spojitá, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje
ryźı δ - okoĺı bodu x0 takové, že pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı

|f(x)− f(x0)| < ε

Nahrad́ıme-li pojem ryźı δ okoĺı pojmem pravé (levé) ryźı okoĺı, mluv́ıme o spojitosti
zprava (zleva).

Podobně jako v př́ıpadě limity spojitost koṕıruje aritmetické operace.
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Věta 2.5 Necht’ funkce f g jsou spojité v bodě x0. Pak jsou v tomto bodě spojité i
funkce f ± g, f · g a v př́ıpadě g(x0) 6= 0 i funkce f

g
.

Následuj́ıćı věta má význam pro poč́ıtáńı limit složených funkćı.

Věta 2.6 Necht’ lim
x→x0

ϕ(x) = α a funkce f je spojitá v bodě α. Pak plat́ı lim
x→x0

f(ϕ(x)) =

f(α).

Funkce s nimiž pracujeme bývaj́ı obvykle definovány na jistém intervalu. Měli
bychom se tedy zaj́ımat, jak je to se spojitost́ı funkce na intervalu. začneme definićı.

Def. 2.6 Řekneme, že funkce f(x) je spojitá na intervalu I ⊆ D(f), je-li spojitá v
každém vnitřńım bodě tohoto intervalu. Patř́ı-li levý (pravý) koncový bod do I, pak
je zde spojitá zprava (zleva).

Nyńı uvedeme dvě věty, které jsou velmi d̊uležité a pomáhaj́ı nám osvětlit pojem
spojitosti. Prvńı věta je také známa jako věta Weierstrassova.

Věta 2.7 Necht’ funkce f je spojitá na uzavřeném intervalu I. Pak je zde ohraničená
a nabývá zde nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.

Druhá věta je pojmenována podle českého matematika a filozofa Bernarda Bol-
zana.

Věta 2.8 Necht’ funkce f je definována na uzavřeném intervalu I. Pak zde nabývá
všech hodnot mezi svou nejvěťśı a nejmenš́ı hodnotou.

Důsledkem této věty je toto tvrzeńı.

Věta 2.9 Necht’ funkce f je definována na intervalu [a; b] a necht’ plat́ı f(a)·f(b) <
0. Pak existuje bod ξ ∈ (a; b) takový, že plat́ı f(ξ) = 0.

Budeme běžně pracovat také s funkcemi inverzńımi, proto se nám hod́ı i tato
věta.

Věta 2.10 Necht’ funkce f je ryze monotónńı a spojitá na intervalu I ⊆ D(f).
Pak inverzńı funkce je spojitá a ryze monotónńı na intervalu J = f(I).

Závěrem se ještě podrobněji pod́ıváme na body, v nichž je funkce nespojitá. Ten
bod budeme označovat x0. Rozlǐsujeme tři př́ıpady:
1) Existuje vlastńı limita lim

x→x0
f(x) = a. Tento př́ıpad nazveme odstranitelná ne-

spojitost . Název je př́ıpadný, nebot’ nespojitost lze snadno odstranit definováńım
nové funkce dle ńıže uvedeného vzoru.

g(x) =

{
a x = x0

f(x) x ∈ D(f)− {x0}

Př́ıkladem budiž již zmı́něná funkce y = sinx
x

. Tato funkce neńı definována pro
x = 0, leč lim

x→x0
sinx
x

= 1. Tuto nespojitost lze odstranit dodefinováńım

y =

{
1 x = 0
sinx
x

x ∈ R− 0
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2. Limita funkce sice neexistuje, ale existuj́ı obě jednostranné limity, jsou vlastńı
a r̊uzné. Tento př́ıpad nazveme bod nespojitosti prvńıho druhu. Př́ıkladem budiž
funkce definovaná následuj́ıćım zp̊usobem.

y =


x− 1 x ∈ R−
0 x = 0
x+ 1 x ∈ R+

Limita neexistuje, jednostranné limity jsou rovny -1 resp. +1.
3. Alespoň jedna z jednostranných limit neexistuje nebo je nevlastńı. Tento př́ıpad
nazveme bod nespojitosti druhého druhu. Př́ıkladem budiž funkce y = 1

x
.
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Kapitola 3

Derivace funkce

V motivačńıch úlohách, at’ se již jednalo o určeńı okamžité rychlosti, rovnici tečny
a daľśı hrál kĺıčovou roli pod́ıl ∆y

∆x
, jestliže jmenovatel byl prakticky roven nule.

Jelikož jsme se již seznámili s pojmem limity, kterémuž dobře rozumı́me, je nám
jasné, že můžeme opustit čachry s ∆x a definovat pojem derivace.

Def. 3.1 Derivaci funkce v bodě x0 nazveme limitu

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Značit budeme f(x)′ resp. y′. Je-li limita vlastńı, mluv́ıme o vlastńı derivaci, v
opačném př́ıpadě se jedná o derivaci nevlastńı. V př́ıpadě, že existuj́ı jen jedno-
stranné limity, mluv́ıme o derivaci zprava (zleva).

Následuj́ıćı věta uvád́ı vztah mezi spojitost́ı a derivaćı.

Věta 3.1 Necht’ funkce f(x) má v bodě x0 derivaci (derivaci zprava, derivaci
zleva). Pak je zde spojitá (spojitá zprava, spojitá zleva).

Muśıme si uvědomit, že tato věta je implikace, nemuśı tedy platit implikace
obrácená. Jednoduchým př́ıkladem je funkce y = |x|, která má derivaci zprava
rovnu 1 a derivaci zleva rovnu -1, derivaci tedy nemá.

V daľśı větě uvedeme postup pro derivaci součtu, součinu a pod́ılu funkćı.
Zat́ımco u součtu či rozd́ılu je to stejné jako u limity, v př́ıpadě součinu resp.
pod́ılu funkćı je již situace složitěǰśı.

Věta 3.2 1. (cf(x0))′ = cf ′(x0)
2. (f(x0)± g(x0))′ = f ′(x0)± g′(x0)
3. (f(x0) · g(x0))′ = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0)

4.
(
f(x0)
g(x0)

)′
= f ′(x0)·g(x0)−f(x0)·g′(x0)

f2(x0)

Abychom nemuseli pořád psát u x index, nadefinujeme si derivaci na intervalu
a pak již přistouṕıme k některým vzorc̊um pro derivace elementárńıch funkćı.

Def. 3.2 Řekneme, že funkce f(x) má derivaci na intervalu I ⊆ D(f), jestlǐze má
derivaci v každém bodě tohoto intervalu. Je-li interval na některé straně uzavřený,
muśı mı́t patřičnou jednostrannou derivaci.

13
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Nyńı si uvedeme vzorce pro derivaci elementárńıch funkćı.

3.1. (c)′ = 0

3.2. (xn)′ = nxn−1

3.3. (sin x)′ = cosx

3.4. (cos x)′ = − sinx

3.5. (tg x)′ = 1
(cosx)2

3.6. (cotg x)′ = − 1
(sinx)2

3.7. (ln x)′ = 1
x

3.8. (loga x)′ = 1
x ln a

3.9. (ex)′ = ex

3.10. (ax)′ = ax · ln a

3.11. (arcsin x)′ = 1√
1−x2

3.12. (arccos x)′ = − 1√
1−x2

3.13. (arctg x)′ = 1
1+x2

3.14. (arccotg x)′ = − 1
1+x2

Bohužel, většina funkćı s nimiž budeme pracovat jsou funkce složené, muśıme
si tedy ř́ıci, jak se derivuje funkce složená.

Věta 3.3 Necht’ funkce u = g(x)má vlastńı derivaci v bodě x0 a necht’ funkce y =
f(u) má vlastńı derivaci v bodě u0 = g(x0). Pak složená funkce y = F (x) = f [g(x)]
má vlastńı derivaci v bodě x0 a plat́ı:

F ′(x0) = f ′(x0) · g′(x0) = f ′[g(x0)] · g′(x0).

Přidáme ještě větu o derivaci funkce složené.

Věta 3.4 Necht’ funkce x = f(y) je spojitá a ryze monotónńı na intervalu I. Necht’

y0 je vnitřńı bod intervalu I a necht’ má funkce f v bodě y0 derivaci f ′(y0). Pak má
inverzńı funkce y = f−1(x) v bodě x0 = f(y0) rovněž derivaci.
Je-li f ′(y0) 6= 0, je derivace inverzńı funkce vlastńı a plat́ı

(f−1)′(x0) =
1

f ′(y0)
.

Je-li f ′(y0) = 0, je derivace funkce inverzńı nevlastńı a rovna +∞ pro funkci
rostoućı a −∞ pro funkci klesaj́ıćı.

Derivace funkce na intervalu I je funkce, nebot’ každé hodnotě x ∈ I př́ısluš́ı
právějedna hodnota ý . Tuto funkci můžeme opět derivovat, je tedy namı́stě následuj́ıćı
definice.

Def. 3.3 Druhou derivaćı funkce f rozumı́me funkce f ′′ = (f ′)′ a pro libovolné
n ≥ 2 definujeme n−tou derivaci (derivaci n−tého řádu) funkce f vztahem f (n) =
(f (n−1))′.



Kapitola 4

Aplikace derivace

Důležitou úlohou nejen v matematice je nalezeńı tečny a normály ke grafu funkce
v jistém bodě. Na základě toho, co jsme dosud probrali o derivaci a vzpomı́nek na
analytickou geometrii můžeme formulovat následuj́ıćı větu.

Věta 4.1 Rovnice tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě T [x0; y0] má tvar

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Rovnice normály má tvar

y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

f ′(x)
Nyńı se vrát́ıme k výpočtu limity neurčitých výraz̊u. Máme k dispozici poměrně

účinný prostředek známý jako L´Hospitalovo (nemocničńı) pravidlo.

Věta 4.2 Necht’ x0 ∈ R∗ a je splněna jedna ze dvou následuj́ıćıch podmı́nek

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

= 0

nebo
lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Existuje-li lim
x→x0

f ′(x)
g′(x0)

, pak existuje i lim
x→x0

f(x)
g(x0)

a plat́ı

lim
x→x0

f(x)

g(x0)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x0)

V následuj́ıćı část́ı se budeme věnovat pr̊uběhu funkce, č́ımž se mı́ńı nalezeńı
d̊uležitých údaj̊u o fukci (definičńı obor, obor hodnot, monotonie, extrémy, inflexńı
body, asymptoty). Z toho, co již v́ıme o derivaci, můžeme formulovat následuj́ıćı
větu.

Věta 4.3 Necht’ funkce f má na otevřeném intervalu I vlastńı derivaci. Pak plat́ı:

4.1. Funkce f je neklesaj́ıćı na I právě tehdy, když f ′(x) ≥ 0 na I.

15
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4.2. Funkce f je rostoućı na I právě tehdy, když f ′(x) ≥ 0 na I, přičemž rovnost
f ′(x) = 0 neplat́ı na žádném podintervalu intervalu I.

Analogická tvrzeńı plat́ı pro nerostoućı a klesaj́ıćı funkce.

Platnost této věty lze rozš́ı̌rit na interval I libovolného typu. Stač́ı předpokládat,
že f je spojitá na I a f ′ existuje uvnitř I. Věta plat́ı i v př́ıpadě, když f má někde
nevlastńı derivaci, pokud se předpokládá, že funkce f je spojitá. Z této věty snadno
odvod́ıme postačuj́ıćı podmı́nku pro monotónii funkce.

Věta 4.4 Necht’ f má konečnou derivaci na otevřeném intervalu I. Je-li f ′(x) > 0
(f ′(x) < 0) pro každé x ∈ I, pak je f rostoućı (klesaj́ıćı) na I.

Definujme lokálńı extrém.

Def. 4.1 Řekneme, že funkce f má v bodě x0:

• lokálńı maximum, existuje-li okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0) je f(x) ≤
f(x0),

• lokálńı minimum, existuje-li okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0) je f(x) ≥
f(x0),

• ostré lokálńı maximum, existuje-li ryźı okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0)
je f(x) < f(x0),

• ostré lokálńı minimum, existuje-li ryźı okoĺı O(x0) tak, pro každé x ∈ O(x0)
je f(x) > f(x0).

Tvrzeńı předchoźı věty nám dává návod, jak nalézt lokálńı extrémy.

Věta 4.5 Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0 a má vlastńı derivaci v nějakém
ryźım okoĺı O(x0). Je-li pro všechna x < x0 z tohoto okoĺı f ′(x) > 0 a pro všechna
x > 0 z tohoto okoĺı f ′(x) < 0, pak má v bodě x0 ostré lokálńı maximum. Obdobné
tvrzeńı plat́ı i pro ostré lokálńı minimum, zobáčky jsou obrácené.

Máme ještě jeden prostředek na nalezeńı lokálńıch extrémů.

Věta 4.6 Necht’ f ′(x0) = 0. Je-li f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 osré lokálńı
maximum. Je-li f ′′(x0) > 0 má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

Shrneme-li tyto dvě věty, máme souvislost mezi derivaćı a lokálńımi extrémy.

Věta 4.7 Necht’ má funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a necht’ je v tomto bodě
vlastńı derivace. Pak je f ′(x0) = 0.

Tuto větu jsem uvedl jen pro prvńı a druhou derivaci, mohl jsem ji ovšem formu-
lovat obecněji zhruba t́ımto zp̊usobem. Je-li lichá derivace rovna nule a následuj́ıćı
sudá je kladná (záporná), má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum (maxi-
mum). Praktického smyslu to však moc nemá, snad jen u jednodušš́ıch funkćı má
smysl poč́ıtat dervace vyšš́ıch řád̊u.

Zat́ım jsme zd̊urazňovali, že se jedná o extrémy lokálńı, tedy že se jedná o
záležitost bodu x0 a jeho bĺızkého okoĺı. Můžeme se také ptát, zda má funkce na
nějaké množině největš́ı či nejmenš́ı hodnotu. Odpověd’ nalezneme v následuj́ıćı
definici.
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Def. 4.2 Necht’ funkce f je definována na množině M . Řekneme, že funkce f má
v bodě x0 absolutńı (globálńı) maximum, jestlǐze pro všechna x ∈ M plat́ı f(x) ≤
f(x0). Řekneme, že funkce f má v bodě x0 absolutńı (globálńı) minimum, jestlǐze
pro všechna x ∈M plat́ı f(x) ≥ f(x0).

Vykresĺıme-li si graf nějaké funkce, pak většinou dojdeme k ladným křivkám.
Definujeme

Def. 4.3 Řekneme, že funkce f je konvexńı na intervalu I, jestlǐze pro libovolné
tři body x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x2) ≤ f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x2 − x1).

Řekneme, že funkce f je konkávńı na intervalu I, jestlǐze pro libovolné tři body
x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x2) ≥ f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x2 − x1).

pokud nahrad́ıme neostré nerovnosti ostrými, dostaneme definici pojm̊u ostré kon-
vexnosti (konkávnosti) na intervalu I.

Zkusme si tuto krkolomnou definici rozkĺıčovat jak se ted’ ř́ıká hezky česky.
Spojme body x1 a x3 př́ımkou. Ta bude mı́t rovnici

y = f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x− x1).

Znamená to, že všechny body funkce jsou pod touto př́ımkou, graf funkce je
vypouklý směrem dol̊u všude tam, kde je vypouklý.

Zaj́ımat nás muśı jak zjist́ıme tuto vlastnost grafu. Odpověd’ nám dá následuj́ıćı
věta.

Věta 4.8 Necht’ funkce f má vlastńı derivaci na otevřeném intervalu I. Funkce f
je konvexńı (ostře konvexńı) na I právě tehdy když je funkce f ′ neklesaj́ıćı (rostoućı)
na I. Funkce f je konkávńı (ostře konkávńı) na I právě tehdy když je funkce f ′

nerostoućı (klesaj́ıćı) na I.

Uvědomı́me-li si jak zkoumáme monotónii, tak můžeme formulovat tuto větu.

Věta 4.9 Necht’ I je otevřený interval a funkce f má na I vlastńı derivaci.
Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I, pak je funkce na I ostře konvexńı.
Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I, pak je funkce na I ostře konkávńı.

Uvedeme ještě jednu větu, která nám tyto pojmy v́ıce objasńı.

Věta 4.10 Necht’ funkce f má vlastńı derivaci na intervalu I. Pak je f konvexńı
(konkávńı) na I právě tehdy, když pro každé dva r̊uzné body x, x0 ∈ I plat́ı:

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)
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Nahrad́ıme-li ve výše uvedených rovnićıc f(x) ṕısmenem y a nerovnosti rovnost́ı,
obdrž́ıme rovnici tečny. Graf funkce konvexńı je tedy nad tečnou, u funkce konkávńı
pak pod tečnou.

Tyto vlastnisti se mohou na nějakém intervalu stř́ıdat, ten bod, v němž tato
změna nastane se nazývá bodem inflexńım. Definujme si ho přesněji.

Def. 4.4 Necht’ f má derivaci v bodě x0 ∈ R. je-li tato derivace nevlastńı, muśı
zde být nav́ıc spojitá. řekneme, že x0 je inflexńım bodem funkce f , existuje-li δ-okoĺı
bodu x0 takové, že je funkce na intervalu (x0 − δ;x0) ryze konvexńı a na intervalu
(x0;x0 + δ) ryze konkávńı nebo naopak.

Abychom mohli nakreslit graf funkce, muśıme se ještě seznámit s pojmem
asymptota (tečna v nekonečnu).

Def. 4.5 Bud’ x0 ∈ R. Př́ımka x = x0 se nazývá asymptotou bez směrnice funkce f ,
jestlǐze má funkce v bodě x0 alespoň jednu limitu nevlastńı. Př́ımka y = ax+b, a, b ∈
R se nazývá asymptotou se směrnićı funkce f , jestlǐze plat́ı nebo lim

x→+∞
(f(x)−(ax+

b)) = 0 nebo lim
x→−∞

(f(x)− (ax+ b)) = 0.

Problém, jak vypoč́ıtat koeficienty a, b řeš́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.11 Př́ımka y = ax + b je asymptotou se směrnićı ke grafu funkce f(x),

je-li a = lim
x→∞

f(x)
x

a b = lim
x→∞

(f(x) − ax). Analogickou větu m̊užeme zformulovat

pro x→ −∞.

Nyńı si ukážeme, jak asymptoty poč́ıtat.

Př́ıklad 4.1 Najděte asymptoty ke grafu funkce y = x2−1
x2+1

. Tato funkce je defi-
nována pro všechna reálná č́ısla, nemá tedy asymptoty bez směrnice. Pod́ıvejme se
tedy, zda bude mı́t asymptoty se směrnićı. Nejdř́ıve budeme hledat směrnici.

k = lim
x→∞

x2−1
x2+1

x
= lim

x→∞

x2 − 1

x3 + x
= 0.

Úsek na ose y urč́ıme podle vzorce

q = lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 + 1
− 0 · x

)
= 1.

Ke stejnému výsledku bychom došli i pro x→ −∞, př́ımka y = 1 je tud́ıž asympto-
tou se směrnićı.

Jiná situace nastane v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 4.2 Určete asymptoty ke grafu funkce y = xex. I tato funkce je defi-
nována pro všechna reálná č́ısla, proto nemá asymptoty bez směrnice. S asympto-
tami se směrnićı je to ale jiné. Je totiž rozd́ıl, poč́ıtáme-li limitu pro plus či
mı́nus nekonečno. Zat́ımco lim

x→∞
xex

x
= ∞, je lim

x→−∞
xex

x
= 0. Dopoč́ıtáme ještě

q = lim
x→−∞

xex = lim
x→−∞

x
e−x . Použit́ım L’Hopitalova pravidla snadno zjist́ıme, že

se rovná nule a př́ımka y = 0 je asymptotou se směrnićı pro x→∞.
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Závěrem této kapitoly si řekneme věty o středńı hodnotě. Prvńı z nich je věta
Rolleova.

Věta 4.12 Necht’ funkce f je definována na intervalu [a; b]. Necht’ má tato funkce
derivaci (m̊uže být i nevlastńı) a necht’ plat́ı f(a) = f(b). Pak existuje c ∈ (a; c)
takové, že je f ′(c) = 0.

Zobecněńım této věty je věta Lagrangeova.

Věta 4.13 Necht’ funkce f je definována na intervalu [a; b]. Necht’ má tato funkce
derivaci (m̊uže být i nevlastńı). Pak existuje c ∈ (a; c) takové, že plat́ı

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Se svou troškou do mlýna přǐsel i pan Cauchy.

Věta 4.14 Necht’ funkce f a g jsou definovány na intervalu [a; b] a necht’ v každém
bodě x ∈ (a; b) existuj́ı vlastńı derivace f ′)x), g′(x). Pak existuje c ∈ (a; b) tak, že
plat́ı

[f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(x).
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Kapitola 5

Přibližné vyjádřeńı funkce

Na závěr si něco řekneme o přibližném vyjádřeńı funkce. Problém spoč́ıvá v tom,
že někdy je přesné vyjádřeńı funkce dosti složité, přičemž v praxi bychom vystačili
i s méně přesným, zato jednodušš́ım vyjádřeńım funkce v okoĺı nějakého bodu.
Budeme preferovat vyjádřeńı pomoćı polynomu, nebot’ tato funkce se mimo jiné
snadno derivuje i integruje.

Def. 5.1 Necht’ funkce f je definována v okoĺı O(x0) bodu x0 a plat́ı x0 + h ∈
O(x0). Pak č́ıslo h nazýváme př́ır̊ustkem nezávisle proměnné a rozd́ıl ∆f(x0) =
f(x0 + h) − f(x0) nazýváme př́ır̊ustkem funkce f v bodě x0 s krokem h nebo též
př́ır̊ustkem závisle proměnné.

Pokuśıme se nyńı vyjádřit př́ır̊ustek funkce v závislosti na č́ısle h. Jednu z
možnost́ı udává následuj́ıćı definice.

Def. 5.2 Řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 ∈ R, jestlǐze existuje
okoĺı bodu x0 takové, že pro všechny body z tohoto okoĺı plat́ı

f(x0 + h)− f(x0) = A · h+ τ(h),

kde A je vhodné č́ıslo a τ(h) je funkce, pro nǐz plat́ı lim
h→0

τ(h)
h

= 0.

Je-li funkce f v bodě x0 diferencovatelná, nazývá se výraz A·h diferenciál funkce
f v bodě x0 a znač́ı se df(x0)(h) či stručněji df(x0).

Nyńı se pokuśıme zjistit význam konstanty A. Pracujeme s funkcemi spojitými,
které moho mı́t v bodě x0 derivaci. Pokud tomu tak je, pak máme vyhráno, nebt
byla dokázána následuj́ıćı věta.

Věta 5.1 Funkce f má v bodě x0 diferenciál právě tehdy, když existuje vlastńı
derivace f ′(x0). Konstanta A z předchoźı definice je dána vztahem A = f ′(x0), je
tedy

df(x0)(h) = f ′(x0) · h.

Ṕı̌seme též df(x0) = f ′(x0)dx.
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Může se stát, že přibližné vyjádřeńı funkce diferenciálem neńı dostatečně přesné.
V tomto př́ıpadě můžeme hledat vyjádřeńı polynomem stupně n ve tvaru Pn(x) =
a0 +A1(x−x0)+a2(x−x0)2 + · · ·+an(x−x0)n. Je rozumné požadovat, aby platilo

f(x0) = Pn(x) = a0

f ′(x0) = P ′n(x) = a1

f ′′(x0) = P ′′n (x) = 2a2
...

f (n)(x0) = P
(n)
n (x) = n!an

Hledaný polynom má tvar

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x−x0) +

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n = Tn(x)

Polynom Tn(x) se nazývá Taylor̊uv polynom se středem x0. Pan Taylor, po němž
je pojmenována následuj́ıćı věta, dokázal, že funkci f(x) lze nahradit polynomem.

Věta 5.2 Necht’ funkce f má v okoĺı bodu x0 vlastńı derivace až do řádu n+ 1 pro
některá n ∈ N ∪ {0}. Pak pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı:

f(x) = Tn(x0) +Rn(x).

Rnx =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

kde ξ je vhodné č́ıslo mezi x a x0 je zbytek (chyba). Je-li x0 = 0, pak se polynom
nazývá Maclaurin̊uv.



Kapitola 6

Funkce v́ıce proměnných

V této kapitole se budeme věnovat funkćım v́ıce proměnných. Kdo se dobře učil v
minulém semestru, bude mı́t úlohu značně usnadněnou, nebot’ řada věćı je stejných
či alespoň hodně podobných. Některé věci jsou však znčně odlǐsné, tak si na to
dávejte pozor čili bacha. Budu se snažit na to upozorňovat. Na druhé straně vám
to zjednoduš́ım t́ım, že se budeme skoro výhradně bavit o funkci dvou proměnných.

6.1 Limita a spojitost

Def. 6.1 Reálná funkce dvou reálných proměnných je zobrazeńı M → R, kde M ⊆
RxR. Jinými slovy každé uspořádané dvojici [x; y] ∈ M je přiřazeno právě jedno
z ∈ R. Množina M se nazývá definičńı obor, množina všech z, které jsou přiřazeny
k nějaké uspořádané dvojici [x; y] se nazývá obor hodnot funkce. Ṕı̌seme z = f(x, y).
Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme mluvit stručně o funkci dvou proměnných.

Př́ıklad 6.1 Určete definičńı obor funkce z = arcsin y + ln (4− x2 − y2). Budeme
vycházet ze znalosti funkćı jedné proměnné a vzpomeneme si na definičńı obory
funkćı arkussinus a přirozený logaritmus. Obě maj́ı jistá omezeńı, která muśı platit
současně, je tedy

−1 ≤ y ≤ 1 ∩ 4− x2 − y2 > 0.

Zat́ımco prvńı podmı́nce vyhov́ı pás mezi př́ımkami y = −1 a y = 1, druhé podmı́nce
vyhov́ı všechny body uvnitř kruhu se středem v počátku a poloměrem r = 2, v
prvńım př́ıpadě včetně hranice. Definičńı obor je samozřejmě pr̊unik obou oblast́ı,
leč obrázek zat́ım neumı́m.

Def. 6.2 Grafem funkce dvou proměnných nazýváme množinu uspořádaných trojic
[x, y, z], kde body [x, y] patř́ı do definičńıho oboru funkce. Jinými slovy je to plocha
o rovnici z = f(x, y). Vrstevnice je křivka o rovnici f(x, y) = c.

Takovým nejběžněǰśım př́ıkladem grafu funkce dvou proměnných je obyčejná
plastická mapa. Proměnné představuj́ı zeměpisná š́ı̌rka a délka, funkčńı hodnotu
pak nadmořská výška. Patř́ı sem i ona p̊uvodně normálńı mapa, která se nacházela
v kanceláři 91. pěš́ıho pluku a kterou učinil plastickou až kocour chovaný ṕısaři.
Jen připomı́nám, že prvńım, kdo se o této změně dotykem přesvědčil byl oberst
Schröder a že to mělo pro ṕısaře nepř́ıjemné následky. Pojem vrstevnice je převzat z
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geografie a má stejný význam—zlepšit představu o grafu funkce v dvourozměrném
modelu.

Uvedeme několik př́ıklad̊u.

6.1. Z analytické geomtrie v́ıte, že grafem funkce z = ax+ by + c je rovina v R3.

6.2. Grafem funkce z =
√

9− x2 − y2 je horńı polovina kulové plochy se středem
v počátku a poloměrem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a y.

6.3. Grafem funkce z = x2 + y2 je rotačńı paraboloid s vrcholem v počátku, jehož
osou je osa z. Vrstevnice tvoř́ı soustředné kružnice o rovnićıch x2 + y2 = c.

Nyńı přistouṕıme k definici pojmů limita a spojitost. Začneme definićı okoĺı.

Def. 6.3 Vzdálenost dvou bod̊u A[x1; y1] a B[x2; y2] rozumı́me č́ıslo

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

Vzdálenost bod̊u ve v́ıcerozměrném prostoru si jistě odvod́ıte sami.

Def. 6.4 δ-okoĺım bodu P nazýváme množinu všech bod̊u, jejichž vzdálenost od
bodu P je menš́ı než δ. Vyjmeme-li z této množiny samotný bod P , mluv́ıme o
ryźım okoĺı.

Def. 6.5 Řekneme, že funkce z = f(x, y) má v bodě M [x0; y0] limitu rovnou č́ıslu
L, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro pro všechny body z ryźıho
δ okoĺı bodu M plat́ı

|f(x, y)− L| < ε

Ṕı̌seme lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L.

Definice pojmu limity je po formálńı stránce stejná, jej́ı výpočet je však někdy
notně komplikovaný, kolikrát sṕı̌se dokazujeme, že daná funkce limitu nemá. Uvid́ıte
záhy. Ted’ na uklidněńı uvedeme větu pro výpočet limity vzhledem k aritmetickým
operaćım. Tato věta je shodná s tou, kterou znáte pro funkci jedné proměnné.

Věta 6.1 Necht’ lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = A a lim
[x;y]→[x0;y0]

g(x, y) = B. Pak plat́ı:

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)± g(x, y)) = A±B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y) · g(x, y)) = A ·B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)

g(x, y)
=
A

B
, B 6= 0

Pro funkce dvou proměnných je definován pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proměnné.
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Def. 6.6 Řekneme, že funkce je v bodě M [x0; y0] je f(x0; y0) = lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y).

Řekneme, že funkce je spojitá v oblasti O, jestlǐze je spojitá v každém bodě této
oblasti.

Poznámka 6.1 Pojem spojitosti v bodě lze samozřejmě definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, že definici limity oṕı̌seme a č́ıslo L nahrad́ıme f(x0; y0).

Poznámka 6.2 Jestlǐze jsme zkoumali spojitost funkce na uzavřeném intervalu,
tak jsme v krajńıch bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proměnných toto postrádá smysl, přesto m̊užeme uvažovat i o pojmu
spojitost na uzavřené oblasti. Pro hraničńı body budeme prostě ignorovat ty body z
jeho okoĺı, které nespadaj́ı do dané oblasti.

Nyńı si ukážeme několik př́ıklad̊u na výpočet limity. Zat́ımco u funkce jedné
proměnné je situace podobná ražbě tunelu z obou stran, kdy se bud’ tref́ıme přesně
nebo máme dva tunely, zde muśıme vyzkoušet všechny možné cesty, a že jich je.

Př́ıklad 6.2 Určete limitu lim
[x;y]→[0;0]

x+y
x−y . Tato funkce v bodě [0; 0] neńı definována,

pokuśıme se tedy spoč́ıtat limity pro r̊uzné cesty. Začněmě př́ımkami y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx

x− kx
= lim

x→0

1 + k

1− k

Limity pro r̊uzné směry jsou r̊uzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxně ne-
nastane, pokud bychom se přiblǐzovali po parabolách y = kx2.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx2

x− kx2
= lim

x→0

1 + kx

1− kx
= 1

Př́ıklad 6.3 Zjistěte, zda existuje lim
[x;y]→[0;0]

2xy
xy+2x−y . Zkusme se nejdř́ıv přiblǐzovat

po př́ımkách y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

2xy

xy + 2x− y
= lim

x→0

2kx2

kx2 + 2x− kx
= 0,

ovšem s výjimkou k = 2, to je

lim
x→0

4x

2x+ 2− 2
= 2

Tato limita tedy neexistuje.

K bodu P0[x0; y0] se z bodu P [x; y] můžeme rovněž přibližovat po dvou kolmých
př́ımkách x = p a y = q, kde p a q jsou konstanty, a to dvoj́ım zp̊usobem. Pak lze
limitu funkce vypoč́ıtat postupným limitńım přechodem funkce jedné proměnné,
jak uvád́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 6.2 Označme

lim
y→y0

[
lim
x→x0

f(x, y)

]
= L1 lim

x→x0

[
lim
y→y0

f(x, y)

]
= L2.

Existuje-li limita

lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L,

pak plat́ı L = L1 = L2.

Uvědomte si, že tato věta je implikaćı a představuje pouze podmı́nku nutnou, což
znač́ı, že bude sloužit k d̊ukazu neexistence limity.

Př́ıklad 6.4 Rozhodněte, zda existuje limita

lim
[x;y]→[0;0]

x− 2y

3x+ y

Urč́ıme postupné limity.

lim
y→0

[
lim
x→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

y→0

−2y

y
= −2.

lim
x→0

[
lim
y→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

x→0

x

3y
=

1

3
.

Tato limita neexistuje.

Podobně jako pro funkci jedné proměnné plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6.3 Necht’ pro všechny body x ∈ O s výjimkou bodu M [x0; y0] plat́ı f(x, y) =
g(x, y) a necht’ je lim

[x;y]→[x0;y0]
f(x, y) = L. Pak je i lim

[x;y]→[x0;y0]
g(x, y) = L.

Př́ıklad 6.5

lim
[x;y]→[1;−1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;−1]

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x− y)(x+ y)(x2 + y2)

Tato funkce je v okoĺı bodu [1;−1] shodná s funkćı

z =
x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2)

Jej́ı limita je v tomto bodě rovna funkčńı hodnotě, tedy je

lim
[x;y]→[1;−1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;−1]

x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2
=

3

8

Při výpočtu limity můžeme použ́ıt i některé triky známé z funkce jedné proměnné,
jeden př́ıklad následuje.
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Př́ıklad 6.6

lim
[x;y]→[0;0]

3(x2 + y2)√
x2 + y2 + 4− 2

Vynásob́ıme-li funkci jedničkou ve tvaru√
x2 + y2 + 4 + 2√
x2 + y2 + 4 + 2

a uprav́ıme-li, poč́ıtáme limitu

lim
[x;y]→[0;0]

3(
√
x2 + y2 + 4 + 2) = 12

Závěrem této části vám uvedu tři limity, které vám určitě něco připomenou.

lim
[x;y]→[x0;y0]

sin f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

tg f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

(
1 +

1

f(x, y)

)f(x,y)

= e

6.2 Parciálńı derivace

Už problémy s limitou nám naznačuj́ı, že to s derivacemi v̊ubec nebude snadné.
Pokud bychom chtěli udělat nějakou analogii s funkćı jedné proměnné, bylo by to
značně obt́ıžné. Proto p̊ujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proměnných je
plocha. Pokud však plochu ř́ızneme nějakou rovinou, tak řezem je křivka, křivku
umı́me popsat funkćı jedné proměnné—čajńık je v kredenci. My budeme řezat
rovinami kolmými k osám x a y.

Def. 6.7 Necht’ existuje limita

lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle x v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂x

či
f ′x(x0, y0). Analogicky definujeme parciálńı derivaci podle y. Necht’ existuje limita

lim
y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle y v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂y

či f ′y(x0, y0). Má-li funkce parciálńı derivaci podle nějaké proměnné v každém bodě
nějaké oblasti M , potom ř́ıkáme, že zde má parciálńı derivaci. Jinými slovy vznikne
na této oblasti nová funkce, to je stejné jako u funkce jedné proměnné.
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Protože jsme parciálńı derivace definovali jako derivace funkce jedné proměnné,
plat́ı pro ně všechna pravidla tak jak je znáte z kurzu MA1, nebudu je tedy uvádět.
Stejně tak nebudu řešit derivace vyšš́ıch řád̊u, tam ovšem jeden problém přece jen
vyvstane. Zálež́ı na pořád́ı proměnných podle kterých derivujeme nebo nezálež́ı, to
je oč tu běž́ı. Odpověd’nám dává Schwarzova věta.

Věta 6.4 Necht’ jsou derivace f ′′xy(x, y) a f ′′yx(x, y) jsou v bodě M [x0; y0] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou větu bychom mohli zformulovat i pro smı́̌sené parciálńı derivace
vyšš́ıch řád̊u. Jak vid́ıme, u spojitých funkćı je to s parciálńımi derivacemi jako
s mušketýry, je jich o jednu v́ıc než je jejich řád. Stejně jako tři mušketýři byli
čtyři, tak i třet́ı parciálńı derivace jsou čtyři: f ′′′xxx, f

′′′
xxy, f

′′′
xyy a f ′′′yyy. Tak je tomu u

parciálńıch derivaćı jakéhokoliv řádu.

Př́ıklad 6.7 Je-li z = u(x) + v(y), je z′x = u′(x), z′y = v′(y), z′′xx = u′′(x), z′′yy =
v′′(y) a z′′xy = z′′yx = 0. Tak je-li z = 3x2 − 5y3 + 1, máme z′x = 6x a z′y = −15y2.
Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 6, z′′yy = −30y a z′′xy = z′′yx = 0.

Př́ıklad 6.8 Je-li z = u(x)v(y), je z′x = u′(x)v(y), z′y = u(x)v′(y), z′′xx = u′′(x)v(x),
z′′yy = u(x)v′′(y) a z′′xy = z′′yx = u′(x)v′(y). Tak je-li z = 5x2y4, máme z′x = 10xy4 a
z′y = 20x2y3. Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 10y4, z′′yy = 60x2y2 a z′′xy = z′′yx =
40xy3.

Př́ıklad 6.9 Je-li z = u(x)
v(y)

, je z′x = u′(x)
v(y)

, z′y = −u(x)v′(y)
v2(y)

, z′′xx = u′′(x)
v(y)

, z′′yx = z′′yx =

−u′(x)v′(y)
v2(y)

a z′′yy = −u(x)v
′′(y)v(y)−2(v′(y))2

v3(x)
. Konkrétńı př́ıklad dáme tento: z = x

y2
.

Potom je z′x = 1
y2

, z′y = −2x
y3

, z′′xx = 0, z′′yy = 6x
y4

a z′′ = −2
y3

.

Pkud nejsou proměnné separovány, postupujeme standardně.

Př́ıklad 6.10 Určete prvńı a druhé derivace funkce z = sin (x2 + y2). Máme z′x =
2x cos (x2 + y2), z′y = 2y cos (x2 + y2). Derivujeme jako součin a máme z′′xx =
2 cos (x2 + y2) − 4x2 sin (x2 + y2) a z′′yy = 2 cos (x2 + y2) − 4y2 sin (x2 + y2). Při
smı́̌sené vyjdeme z y′x a derivujeme podle y, x je konstanta. Obdrž́ıme z′′xy = −4xy sin (x2 + y2).

6.3 Totálńı diferenciál

Podobně jako u funkce jedné proměnné zavedeme pojem diferenciál. Samozřejmě,
že můžeme pro parciálńı derivace definovat parciálńı diferenciály naprosto stejným
zp̊usobem jako u funkce jedné proměnné. Jenže prob́ıráme funkci dvou proměnných,
takže neńı dobré, aby si jednotlivé proměnné hrály na svém ṕısečku. Chápu, že slovo
totálńı nemá dnes nejlepš́ı pověst, leč matematika je na politické situaci nezávislá.
Kdo by s t́ım měl problém, necht’ si mı́sto slova totálńı mysĺı ekvivalentńı výrazy
(úplný, celkový).
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Def. 6.8 Řekneme, že funkce f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná (má zde
totálńı diferenciál), je-li

∆z = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = Ah+Bk + %τ(h, k),

kde A, B jsou konstanty, % =
√
h2 + k2 a lim

[h;k]→[0;0]
τ(h, k) = 0.

Na otázku kdy to nastane nám dá odpověd’ následuj́ıćı věta.

Věta 6.5 Je-li f(x0, y0) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má v tomto bodě parciálńı
derivace prvńıho řádu a plat́ı

A =
∂f

∂x
(x0; y0) B =

∂f

∂y
(x0; y0).

Poznámka 6.3 Dále budeme použ́ıvat běžné označeńı h = dx, k = dy.

Def. 6.9 Je-li funkce f(x, y) v boděM [x0; y0] diferencovatelná, pak výraz

dz =
∂f

∂x
(x0; y0)dx+

∂f

∂y
(x0; y0)dy

nazýváme totálńı diferenciál funkce z = f(x, y) v bodě M [x0; y0]

Věta 6.6 Necht’ f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, pak je zde spojitá.

Věta 6.7 Jsou-li prvńı parciálńı derivace funkce f(x, y) v bodě M [x0; y0] spojité,
pak je zde diferencovatelná.

Hlavńı význam diferenciálu funkce jedné proměnné spoč́ıval v tom, že jsme
mohli (skutečný) př́ır̊ustek funkce v bodě nahradit s jistou chybou diferenciálem,
čili graf funkce nahradit v okoĺı tohoto bodu tečnou. Obdobně lze postupovat i u
funkce dvou proměnných, jen tečnu nahrad́ıme tečnou rovinnou. Jak stanovit jej́ı
rovnici nám ukáže daľśı věta.

Věta 6.8 Je-li f(x, y) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má plocha z = f(x, y) v
bodě Mp[x0; y0; z0] tečnou rovinu, jej́ı̌z rovnice má tvar

z − z0 =
∂f

∂x
(x0; y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0; y0)(y − y0)

Menš́ı zádrhel spoč́ıvá v tom, že tak jako neumı́me (neurčitě) integrovat libo-
volnou funkci, ne každý výraz tvaru P (x, y)dx+Q(x, y)dy je diferenciálem nějaké
funkce. Kdy tomu tak je nám odpov́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6.9 Necht’ funkce P (x, y) a Q(x, y) jsou spojité v oblasti O a stejně tak jsou
zde spojité i jejich parciálńı derivace. Pak výraz P (x, y)dx+Q(x, y)dy je totálńım
diferenciálem jisté funkce f(x, y) právě tehdy, když plat́ı

P ′y(x, y) = Q′x(x, y).
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Užit́ı diferenciálu si ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 6.11 Válec má poloměr 2 dm a výšku 10 dm. Jak se změńı jeho objem,
jestlǐze se při deformaci poloměr zvěťśı na 2,05 dm a výška naopak zmenš́ı na 9,8
dm? Objem válce je V = πr2v, což lze chápat jako funkce dvou proměnných r a v.
Totálńı diferenciál má tvar

dV = 2πrvdr + πr2dv

Zde je dr = +0, 05 a dv = −0, 2. Po dosazeńı do diferenciálu máme dV =
1, 2π=̇3, 77dm3.

Př́ıklad 6.12 Ověřte, zda výraz (2x3 − xy2)dx + (2y3 − x2y)dy je totálńım dife-
renciálem této funkce. V př́ıpadě že ano, nalezněte tuto funkci. Ověřeńı nebude
těžké, nebot’ P ′y = −2xy = Q′x. Na nalezeńı funkce, jej́ı̌z totálńı diferenciál jsme
právě objevili, vám porad́ım jednu inženýrskou fintu. Zintegrujeme obě části dle
patřičné proměnné, přičemž tu druhou budeme považovat za konstantu.∫

(2x3 − xy2)dx =
x4

2
− x2y2

2
+ c∫

(2y3 − x2y)dy =
y4

2
− x2y2

2
+ c

Do hledané funkce z = f(x, y) vezmeme prvńı integrál celý, z druhého pak vezmeme
pouze ty sč́ıtance, které se v prvńım nevyskytuj́ı. Je tedy

z =
1

2
(x4 − x2y2 + y4) + c

Totálńı diferenciál je velmi d̊uležitý pojem ve fyzice. Je-li výraz P (x, y)dx +
Q(x, y)dy totálńı diferenciál, pak ho lze integrovat, přičemž hodnota tohoto in-
tegrálu nezáviśı na integračńı cestě z bodu A do bodu B, nýbrž pouze na hodnotách
funkce z = f(x, y) v těchto bodech (je to jakoby klasický Newton̊uv integrál).
Funkce z pak reprezentuje veličinu stavovou.

Podobně jako u funkce jedné proměnné můžeme definovat totálńı diferenciál
řádu n.

Def. 6.10 Totálńı diferenciál řádu n funkce dvou proměnných je výraz(
∂

∂x
dx+

∂

∂y

)n
f(x, y)

Jak postupovat si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 6.13 Určete totálńı diferenciály druhého a třet́ıho řádu funkce z = y lnx.
Nejdř́ıve si urč́ıme všechny parciálńı derivace až do řádu 3. z′x = y

x
, z′y = lnx,

z′′xx = − y
x2

, z′′xy = 1
x
, z′′yy = 0, z′′′xxx = 2y

x3
, z′′′xxy = − 1

x2
, z′′′xyy = z′′′yyy = 0. Totálńı

diferenciál druhého řádu je

d2z = z′′xx(dx)2 + 2z′′xydxdy + z′′yy(dy)2 = − y

x2
(dx)2 +

2

x
dxdy(dy)2

Totálńı diferenciál třet́ıho řádu je pak

d3z = z′′′xxx(dx)3+3z′′′xxy(dx)2dy+3z′′′xyydx(dy)2+z′′′yyy(dy)3 =
2y

x3
(dx)3− 3

x2
(dx)2dy
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6.3.1 Extrémy funkce dvou proměnných

Def. 6.11 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı maximum (mi-
nimum), existuje-li okoĺı O bodu M takové, že pro všechna x ∈ O plat́ı f(x0, y0) ≥
f(x, y) (f(x0, y0) ≤ f(x, y). V př́ıpadě ostrých nerovnost́ı mluv́ıme o ostrém lokálńım
maximu (minimu).

Postup při stanoveńı extrémů je obdobný jako u funkce jedné proměnné.

Věta 6.10 Necht’ funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı extrém a necht’ existuj́ı
v bodě M parciálńı derivace prvńıho řádu. Pak je f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0.

Poznámka 6.4 Tak jako u funkce jedné proměnné budeme bod M nazývat bodem
stacionárńım.

Stacionárńı (podezřelé z extrému) body budeme vyšetřovat pomoćı následuj́ıćı
věty.

Věta 6.11 Necht’ M je stacionárńı bod a necht’ v jeho okoĺı existuj́ı spojité parciálńı
derivace prvńıho a druhého řádu. Vypočtěme výraz

D = f ′′xx(x0, y0)f ′′yy(x0, y0)− (f ′′xy(x0, y0))2

Je-li D > 0, pak pro f ′′xx > 0 je v bodě M lokálńı minimum a pro f ′′xx(x0, y0) < 0 je
v bodě M lokálńı minimum. Je-li D < 0, pak v bodě M extrém neńı, je-li D = 0,
nem̊užeme o extrému rozhodnout (extrém tady být m̊uže, ale nemuśı).

Poznámka 6.5 Označeńı D jsme nezvolili náhodou, D je de facto determinant
druhého řádu, přičemž v hlavńı diagonále jsou derivace podle xx a yy a ve vedleǰśı
diagonále jsou derivace smı́̌sené (ty jsou si samozřejmě rovny).

Nyńı ukážeme několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 6.14 Nalezněte lokálńı extrémy funkce z = x3 + xy2 + 6x2 + y2. Nejprve
spoč́ıtáme parciálńı derivace prvńıho řádu.

f ′x = 3x2 + y2 + 12x, f ′y = 2xy + 2y

. Polož́ıme-li tyto derivace rovny nule, źıskáme čtyři stacionárńı body S1[−1; 3],
S2[−1;−3], S3[0; 0] a S4[−4; 0]. Spočteme tedy parciálńı derivace druhého řádu

f ′′xx = 6x+ 12, f ′′xy = 2y, f ′′yy = 2x+ 2.

Budeme postupně dosazovat jednotlivé stacionárńı body a poč́ıtat č́ıslo D. V prvńıch
dvou př́ıpadech je D(S1) = −36, D(S2) = −36, extrém nenastává. D(S3) = 24 a
protože je f ′′xx(0, 0) = 12, je v počátku minimum. Naproti tomu je D(S4) = 24, ale
tentokrát je f ′′xx(−4, 0) = −12, v bodě S4 je tedy maximum.
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Př́ıklad 6.15 Určete lokálńı extrémy funkce z = x2 + 4xy + 6y2 − 2x + 8y − 5.
Začneme prvńımi parciálńımi derivacemi.

z′x = 2x+ 4y − 2 z′y = 4x+ 12y + 8

Opět polož́ıme obě derivace rovny nule, po vyřešeńı soustavy dvou lineárńıch rovnic
źıskáme jediný stacionárńı bod S[7;−3]. Druhé parciálńı derivace jsou z′′xx = 2,
z′′xy = 4 a z′′yy = 12. Všechny jsou konstantńı, neńı kam dosazovat a determinant
má univerzálńı hodnotu D = 8 > 0. Jelikož je z′′xx = 2 > 0, je v bodě S lokálńı
minimum. Jen pro zaj́ımavost, jeho hodnota je z(7,−3) = −24.

Př́ıklad 6.16 Určete lokálńı extrémy funkce z = −3x4−5y4. Spočteme prvńı deri-
vace z′x = −12x3, z′y = −20y3. Jediným stacionárńım bodem je počátek. Jdeme na
druhé derivace. z′′xx = −36x2, z′′yy = −60y2, z′′xy = 0. Zřejmě je D = 0, o extrému
nem̊užeme t́ımto zp̊usobem rozhodnout. My si ale všimneme, že funkčńı hodnoty
jsou mimo počátek záporné, je zřejmé, že v počátku bude maximum.

Tak jako u funkce jedné proměnné můžeme určovat i extrémy absolutńı, a to
v př́ıpadě, že je funkce definovaná na uzavřené oblasti. Ty pak mohou nastat bud’

v bodech lokálńıch extrémů nebo na hranici oblasti. Ukážeme si to na př́ıkladu,
nejdř́ıve trochu teorie.

Def. 6.12 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě [x0; y0] absolutńı maximum (mi-
nimum), jestlǐze pro všechny body [x; y] ∈ M plat́ı f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥
f(x0, y0).

Def. 6.13 Bod [x0; y0] nazveme vnitřńım bodem množiny M , existuje-li okoĺı O
tohoto bodu takové, že O ⊂ M . Množina, která obsahuje pouze vnitřńı body, se
nazývá otevřená. Bod [x0; y0] nazveme vněǰśım bodem množiny M , jestlǐze každé
jeho obsahuje jak body množiny M , tak i body, které do ńı nepatř́ı. Množinu všech
hraničńıch bod̊u nazýváme hranićı. Množina, která obsahuje všechny své hraničńı
body, se nazývá uzavřená.

Def. 6.14 Množina M se nazývá omezená, existuje-li kruh K se středem v počátku
tak, že M ⊆ K.

Věta 6.12 Necht’ f(x, y) je spojitá funkce definovaná na omezené uzavřené množině.
Pak zde nabývá své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Př́ıklad 6.17 Stanovte absolutńı extrémy funkce z =
√

2x− x2 − 4y2. Po do-
plněńı na čtverec zjist́ıme, že definičńım oborem jsou vnitřńı a hraničńı body elipsý
(x− 1)2 + 4y2 ≤ 1. Stacionárńı body urč́ıme řešeńım soustavy rovnic

z′x =
2− 2x

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0 z′y =

−8y

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0

Existuje jediný stacionárńı bod S[1; 0]. Je f(1, 0) = 1. Stanoveńı extrém̊u na
hranici je obecně velmi obt́ı̌zné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vid́ım,e že funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladná. Absolutńı maximum je tedy ve středu
elipsy a minimun na jej́ı hranici.
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