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Uvod

Radi bychom v tomto textu poskytli material, ktery podepte vyuku predmétu MAOOOS
na Pedagogické fakulté Masarykovy Univerzity v Brné. Text bude psdn v prubéhu roku
2021 a ovéfen ve vyuce na jare 2022.

Predstavit pravdépodobnost i statistiku v jednom semestru neni jednoduché — presto
je kurs nékdy zaméfen kromé jistych metod, které mohou pomoci na ZS pii prezentaci
nebo zpracovani statistickych tdaju v Excelu (tomu bude téz vénovéna pozornost), také
na vypocty a néktera odvozeni vysokoskolského razu. Studenti maji castecné povédomi
o statistickych metodach z kurzi vénovanych tomu, jak psat bakalafskou préaci a jak
délat pedagogicky vyzkum — tento kurs MA 0008 by mél nejen navazat na takové kursy,
ale navic poskytnout jistou matematickou dukladnost v nékterych vécech, a odvozeni a
vysveétleni zakladnich faktu, je-li to mozné zejména s vyuzitim nékterych znalosti zejména
z matematické analyzy (pravdépodobnost je totiz mezioborem matematiky, protoze se
snazi popisovat nahodnost jak u diskrétnich, tak u spojitych veli¢in, tj. vyuziva poznatky
wdiskrétnich“ i  spojitych“ matematickych disciplin).

Pii psani textu budou vyuzity zkuSenosti ziskané z ucebniho textu (Fajmon,
Hlavickova, Novék 2014) spole¢né s mymi byvalymi kolegy na FEKT VUT, kde byl hojné
vyuzit i text (Loftus, Loftusovd 1988). Dulezitym textem na téma pravdépodobnosti z
Brnénské matematické komunity je (Budikovd, Krélovd, Maros 2009). Na pedagogické
fakulté se ovsem musime také drzet patticné ,pri zemi“ a myslet na stfedoskolskou
tiroven,, popiipadé tdroveii ZS — materidlem reprezentujicim tuto oblast je ucebnice
(Robova, Hala, Calda 2013). A v dokoncené verzi textu bude snad néco vyuzito
i z anglickych ucebnic ,pro hlupdky* (for dummies), kterym snad pfedné jde o
srozumitelnost, jako jsou (Rumsey 2006), (Rumsey 2016), (Schmuller 2016).

Obsah predmétu je rozdélen na tif ¢asti:

e Cviceni 01-02: Popisna statistika — zpracovava informace na zakladé namérenych
dat pomoci tabulek, grafu, funkci, ¢iselnych hodnot. V podstaté vyuc¢ovano na ZS.
Vyuka bude doplnéna tkoly zpracovanymi v programu Excel.

e Prednaska 01-08, cviceni 03-08: Teorie pravdépodobnosti — zabyva se popisem
nahodnosti v experimentech ¢i méfenich velicin, kdy za stejnych vstupnich
podminek nastavaji ruzné vysledky.

e Piednaska a cviceni 09-12: Usudkové statistika — prezentace nékterych metod
analyzy dat, kdy je informace ziskand z nahodného vybéru jedincu zobecnéna na
celou populaci. Jeji soucésti je teorie odhadu, testovani statistickych hypotéz,
statistickd predikce (predpoved).

Na textu spolupracujeme spolecné s kolegou RNDr. Karlem Lepkou, Dr., kterého jsem
pozadal o korekturu textu a dodani dalsich prikladu ,ze zivota“ na oziveni predn&sky.

Bretislav Fajmon, leden 2022
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1 Statisticka a axiomaticka definice pravdépodobnosti

Ve slové pravdépodobnost vidime, ze se jedna o néco podobného pravdé, nebo blizké
pravdeé. Pii hledani odpovédi na otazku, co je to pravda, bychom asi slyseli fadu odpoveédi.
Na tuto otazku se napiiklad zeptal i Pilat Jezise Krista, kdyz ho vyslychal pred jeho
popravou. Nemél dost trpélivosti pockat si na odpovéd, kterou uz difve Jezis fekl svym
ucednikum (Jan 14,6 — Bible): J4 jsem ta cesta, pravda i zivot, nikdo nepfichazi k Otci
nez skrze mne. Vseobsdahle mluvici apostol Jan ve svém evangeliu také fika (Jan 1,17):
Milost a pravda se stala skrze Jezise Krista. Tj. pravda, to nejsou jen slova, ale pravdou
lze nazvat téz skutecnost (véci, které se odehrdly — v pojeti Bible ovsem pravda je néco
vic nez jen to, co se odehralo, ale ve slové pravda je obsazena i vérnost, ze v zivoté Jezise
Krista byl Pdn Buh vérny viucéi ndm lidem). Tedy

e Pravda = skutecnost. Ve védeckém smyslu ma skutecnost vseobsahly vyznam, t;j.
véci dobré i Spatné.

e Pravda = vérny ¢i presny popis skutecnosti. Z matematického hlediska se jedna i
o zakonitosti, které stoji za skutec¢nosti, napt. 2 + 2 = 4. Z pohledu statistiky se
muze jednat o zaznamy srazek v thrnu za kazdy den na daném meteorologickém
stanovisti.

V tomto predmeétu se budeme zabyvat tou ¢asti pravdy, ktera souvisi se druhym uve-
denym bodem: popisem skute¢nosti, zejména tedy popisem méfeni ¢iselnych (kvantita-
tivnich) veli¢in, i kdyz nékdy lze matematicky zpracovat i veliciny kvalitativni (kvalitu ¢i
spokojenost s kvalitou dnes casto vyjadiujeme i na ¢iselné stupnici, kde napi. 1 = velmi
dobré kvalita, 2 = spise dobra kvalita, 3 = prumér, 4 = spiSe horsi kvalita, 5 = $patna
kvalita). Pfitom

e Ve statistice (a statistické pravdépodobnosti) vétsinou jde o popis veli¢iny a po-
steriori', tj. na zdkladé métent ¢i zkuSenosti (slovo zkusenost je pokusem o preklad
slova empirie — empirické poznani je poznani, které muzeme ¢iselné zmérit ¢i zazna-
menat, napf. informace o tom, jak ndm v nasem impériu prsi).

e V pravdépodobnosti se jedné o popis veli¢in a priori?, kdy na zdkladé teoretickych
informaci o povaze daného experimentu chceme popsat matematickym aparatem,
jak ndm v nasem impériu budou padat ¢isla na kostce, lice ¢i ruby na minci, apod.
jesté diive, nez k méfeni dojde.

1.1 Dvé rizna pojeti pravdépodobnosti
V Této prvni prednésce se budeme vénovat dvéma definicim (pojetim) pravdépodobnosti.

Definice 1.1 Statistickou pravdépodobnosti nahodného jevu A, ktery pri opakovdni expe-
rimentu ¢t méreni za stejniych vstupnich podminek nastiva jen v nékterych pripadech,

17 latinské predlozky post ¢i posted, coz znamend potom, poté.
27 latinského prior = difvejsi, tj. a priori = difve nez, pfedem.
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definujeme jako takové redlné cislo, ke kterému se blizi relationi cetnost vyskytu jevu A,
pokud cely experiment opakujeme nekonecnékrdt, tj.

P(A) = lim M
n—oo N

Ptednosti této definice je fakt, ze pokud jsme schopni dostatecné zajistit, aby méreni
experimentu bylo vykonano vzdy za stejnych vstupnich podminek, mame predikci ne-
boli pfedpovéd pravdépodobnosti vyskytu jevu A podloZenu redlnym méfenim. Slabinou
definice je to, ze pfesnou hodnotu limity nikdy nejsme schopni experimentalné zjistit — ex-
periment nelze opakovat nekonecnékrat. Nicméné, pti dostateéné velkém n lze tuto pravdeé
podobnost rozumné odhadnout.

Piiklad 1.1 Jakd je pst ndhodného jevu A: pri hodu kostkou padne Sestka?
Pti statistickém urceni psti vychazime z opakovani experimentu, hodime tedy
e desetkrat, a pro n = 10 dostaneme P(A) = 3 = 0,3;

e stokrat, a pro n = 100 dostaneme P(A) = 2% = 0,2;

e tisickrat, a pro n = 1000 dostaneme P(A) = % = 0,17; stéle se nejednd o presnou

hodnotu, ale hodnotu blizkou hledané limité.

Zatimco pravé popsané statistické pojeti psti nebudeme zanedbévat, jesté castéji bu-
deme uzivat pojeti axiomatické, které je predstavené v nésledujici definici (pomucka pro
zapamatovani definice: potfebujete si pamatovat sedm faktu: 1) co je to €; 2,3,4) tii axi-
omy (1), (2), (3) pro ndhodné jevy A;; 5,6,7) tii axiomy (P1), (P2), (P3) pro pst P, ktera
je definovana jako zobrazeni ur¢itych vlastnosti).

Definice 1.2 Pravdépodobnostnim prostorem nazveme usporddanou trojici (2, A, P), kde

e ) je tzv. zdkladni prostor neboli mnozina vsech moznych elementarnich vysledki
w; daného méreni ¢i experimentu,

e A je tzv. jevové pole neboli takovd trida podmnozin A; (tyto podmnoziny nazjvdame
nahodné jevy) mnoziny Q (nemusi to bijt nutné vsechny podmnoziny mnoziny €2,
ale takové, ...), zZe plati axiomy

(1) Qe A;

(2) pro Ay, Ay € A také Ay — Ay € A (trida A je uzaviend na rozdil ndhodnijch
jevi);

(3) pro Ay, Ag,--- € A také ;2 Ai € A (trida A je uzaviend na sjednocent

nekonecné mnoha ndhodnijch jevi Ay, As, ... ).

e P : A — (1,00) je zobrazend, které nazveme pravdépodobnosti na jevovém
poli A, kdyz pro né plati axiomy
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(P1) P(Q2) =1 (aziom normovanosti);
(P2) P(A) >0 VA € A (aziom nezdpornosti);
(P3) pro navzdjem neslucitelné jevy (A; N A; =0 prii # j) plati

(axiom souctu pravdépodobnosti nekoneéné mnoha neslucitelngch ndhodngch
jev).

Pravé uvedena axiomatickd definice umoznuje korektné definovat vSechny riuzné
pravdépodobnostni modely — budeme se jimi zabyvat v néasledujici prednasce. Nejprve
ovsem nékolik poznamek k ni:

Poznamka 1. Axiom (3) u jevového pole A lze vyslovit i pro konetné mnoho
nahodnych jeva A;,As...,A, € A. Nemusime ho ovSem uvadét jako zvlastni
axiom, plyne totiz z uvedeného tietiho axiomu volbou ) = A,,1 = A,i2 = ...: pro
A, Ay, A, € Ataké | A € A (tfida A je uzaviend i na sjednoceni konecné
mnoha nadhodnych jeva Ay, As,...).

Poznamka 2. Axiom (P3) u pravdépodobnosti P lze vyslovit i pro konetné mnoho
navzajem nesluc¢itelnych ndhodnych jeva A, As ..., A, € A. Nemusime ho ovSem uvadét
jako zvlastni axiom, plyne totiz z uvedeného tietiho axiomu volbou ) = A, 1 = Ao =

(ANA4; =0 pro i #j) = P((JA) =) P(A).

Poznamka 3. K jednotlivym axiomum psti:

ad P1) Pravdépodobnost jevu € je rovna jedné, protoze {2 obsahuje vsechny mozné
vysledky méteni, které mohou nastat. Jev €2 proto nékdy oznacujeme jako jev jisty,
protoze nastane vzdy.

ad P2) Pravdépodobnost ndhodného jevu A bude vzdy ¢islo nezéporné.

ad P3) Jednotlivé ndhodné jevy se navzdjem vuci sobé vztahuji podminkou aditivity (=
podminkou sectitelnosti): Pokud vyskyt jevu A; se vylucuje s vyskytem jevu As,
pak pst jevu A;U A lze vyjadrit jako soucet psti dilcich jeva A, As. Tento princip je
vlastné analogicky principu souctu v kombinatorice. A podobné jako kombinatorice
pocet sjednoceni dvou mnozin konfiguraci, které maji nékteré prvky ve spole¢ném
pruniku, nelze uz vyjadrit jako soucet prvku diléich mnozin, ale musime brat v ivahu
jejich prunik a uzit princip inkluze a exkluze, tak i u pravdépodobnosti obecného
sjednocenti jevii, z nichz diléi dvojice jevi nemaji prazdny prunik, musime podobné

VVVVVV

Kromé danych ti{ axiomu psti plati i dalsi vlastnosti (viz néasledujici dveé véty). Ty uz
nepoklddame za axiomy, protoze jejich zduvodnéni plyne z axiomu uz uvedenych.
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Véta 1.1
VA, BeA: ACB = P(A) <P(B).

Dukaz: Mnozinu B lze rozdélit na dvé disjunktni ¢asti A, B — A, pro které na zdklade
axiomu (P3) plati: P(B) = P(A) + P(B — A). A protoze P(A) > 0, P(B — A) > 0 na
zéklade (P2), vidime, ze P(B) ziskdme jako soucet dvou nezapornych ¢isel, z nichz jednim
je ¢islo P(A) — proto plati tvrzenicko véty. O

Véta 1.2 Pro kazdy ndhodngj jev A a jev k nému opacnif® A plati P(A) + P(A) = 1.

Dikaz: Celou mnozinu € lze rozdélit (rozlozit) na dvé disjunktni mnoziny A, A.

Tedy na zaklade (P1) a (P3) plati P(2) = 1= P(A)+ P(4). O

Pravé uvedend véticka bude uziteénd, namisto vypoctu P(A), kdyz bude pro nés

jednodussi vypocitat pst P(A) jevu opacného, a pak vyjadiime P(A) jako 1 — P(A).

Nez kapitolu ukonc¢ime, tak jesté série dvou piikladu, ktera ilustruje rozdil mezi psti
statistickou (empirickou) a psti axiomatickou (teoretickou):

Piiklad 1.2 Byla ziskdna data tim zpisobem, Ze kaZdd z dvaceti osob hodila ctyrikrdt
korunou (mérime tedy hodnotu veliciny X = pocet lici ve ctyrech hodech korunou). V
tabulce 1.1 jsou zaznamendny pocty licu ve ctyrech hodech u kazdé z osob. Urcete empirické
rozdelent pravdépodobnosti veliciny X .

Tabulka 1.1: K pt. 1.2: Naméfené hodnoty veliciny X.

osoba |1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
X-hodnota| 3 1 1 3 1 2 0 2 4 4

osoba 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X-hodnota |1 2 2 1 2 1 2 3 3 3

Reseni: Nejprve si viimnéme, Ze nase veli¢ina X nabyjvd pouze péti hodnot, a to 0,1,2,3
nebo 4. Zpracovani této ulohy je zalozeno na pojmu ¢etnost, ktery udava pocet vyskytu
dané hodnoty v nasem souboru. Napiiklad ze vSech dvaceti méteni je jen jedna hodnota
0, tj. velicina X nabyvé hodnoty 0 s ¢etnosti 1 (budeme znagcit ¢(0) = 1). Hodnota 1 se
vyskytuje s Cetnosti 6, atd. VSechny cetnosti jsou zaznamenany v tabulce 1.2:

Musi platit jednoducha kontrola, ze soucet vSech ¢etnosti ve druhém radku tabulky je
roven po¢tu hodnot (v nasem piipadé 20).

3V teorii psti maji véechny mnozinové pojmy svij terminologicky ekvivalent. Mnozinové je A doplitkem
mnoziny A, ale v teorii psti mluvime o A jako o jevu opa¢ném.
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Tabulka 1.2: K pt. 1.2: Tabulka empirickych ¢etnosti hodnot veli¢iny X.

X-hodnota |0 1 2 3 4
¢etnost 1 6 6 5 2

Uvedené cetnosti 1ze také znazornit v tzv. histogramu cetnosti - viz obr. 1.1, kde
vysky jednotlivych obdélnicku jsou rovny konkrétnim cetnostem a délka zakladny kazdého
z obdélnicku je rovna 1.

Obrazek 1.1: K ptikladu 1.2: Histogram ¢etnosti veliciny X.

K uréent statistického (¢i empirického = naméreného) rozdélent pravdépodobnosti nam
2byvd posledni krok — vydélit cetnosti délkou souboru (= pocétem hodnot), v nasem pripadé
cislem 20. Tak dostaneme tabulku 5.7 relativnich cetnosti vzhledem k poctu méreni. Tyto
relativni cetnosti muzeme prohldsit za namérené (statistické) psti riznijch hodnot veliciny
X.

Tabulka 1.3: K pi. 1.2: Funkce p(x) empirického rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X.

X-hodnota | 0 1 2 3 4
p(x) 0,05 0,3 0,3 0,25 0,1

Soucet téchto relativnich ¢etnosti je roven jedné, jak bychom asi cekali.

Jediny rozdil mezi obrazky 1.1 a 1.2 je v tom, ze v prvnim piipadé se na osu y nanasi
hodnoty ¢etnosti a ve druhém piipadé pravdépodobnosti. Na pravdépodobnostnim histo-
gramu je zajimavé to, ze soucet obsahu vsech obdélniki na obrazku je roven jedné.

Obrazek 1.2 tedy predstavuje prvni krok k urceni pro urceni psti v tom prvnim
predstaveném, statistickém pojeti. Pro naprostou presnost bychom opét museli provést
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0.34

0.25 7

Obrazek 1.2: K pi. 1.2: Histogram pravdépodobnosti veli¢iny X.

limity relativnich ¢etnosti pro celkovy pocet hodu jdouci k nekonecénu. V této chvili se
ovSem spokojime jen s timto pribliznym, ne naprosto presnym statistickym urcenim psti.

Pokud chceme s vyuZitim histogramu pravdépodobnosti v nasem diskrétnim pripadé
vycishit treba pravdépodobnost,zZe pri 4 hodech minci padl lic jednou nebo dvakrdt,
dostavame

P(Xe<1,2>)=P(X=1)+P(X =2)=03+0,3=06,

coz je rovno souctu obsahi obdélniki histogramu nad hodnotami 1 a 2 (viz obrdzek):

Nyni se vénujme popisu celého jevu teoreticky, aniz bychom jakkoli hazeli korunou a
pocitali pocty lict, tj. bez méfeni. Pfi popisu ndm pomuze pst axiomatickd (teoretickd):

Piiklad 1.3 Naleznéte teoretické rozdeélent veliciny X, kterd uddvd pocet lict pri ¢tyrech
hodech minci.

Reseni: Podrobime mnasi situaci teoretickym tdvahdm za predpokladu, Ze mince je
vyvdZend a vyrobend ze stejnorodého materidlu. V tabulce 1.4 jsou wvedeny vsechny
mozné vysledky ctyr hodu minci (druhy sloupec uddvd vidy pocet lici v dané varianté):

Bystrému pozorovateli asi neuslo, Ze vsech moznijch visledku je 16. A protoZe lic padd s
pravdépodobnosti %, kazdy z téchto 16 vysledku je stejné pravdépodobny. A proto mizZeme
z tabulky uréit cetnosti poctu lici (viz tabulka 1.5)
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Tabulka 1.4: K pi. 1.3: ptehled vSech moznych vysledku pii ¢tyfech hodech minci.

vysledek pocet licu || vysledek pocet licu
LLLL 4 LRRL 2
LLLR 3 RLRL 2
LLRL 3 RRLL 2
LRLL 3 LRRR 1
RLLL 3 RLRR 1
LLRR 2 RRLR 1
LRLR 2 RRRL 1
RLLR 2 RRRR 0

Tabulka 1.5: K pt. 1.3: Tabulka teoretickych cetnosti hodnot veli¢iny X.

X-hodnota |0 1 2 3 4
¢etnost 1 4 6 41

Tabulka 1.6: K pi. 1.3: Funkce p(z) teoretického rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny X.

X-hodnota 0 1 2 3 4
p(x) 0,0625 0,25 0,375 0,25 0,0625

a vydélenim hodnotou 16 pak i relativni cetnosti, které uz jsou hodnotami hledané teo-
retické pravdépodobnostni funkce p(x) (viz tabulka 1.6).
Prislusny histogram pravdépodobnosti je znazornén na obrazku 1.5.

K teoretickému rozdéleni pravdépodobnosti v piikladu 1.3 lze jednoduse sestrojit teo-
retické rozdéleni ¢etnosti, a dokonce si muzeme vybrat, kolikrat se ma experiment ,prak-
ticky“ provadet. Napiiklad pro 128 opakovani experimentu ¢ty hodi minci ma teore-
tické rozdéleni cetnosti stejny tvar jako pravdépodobnostni histogram 1.3, jen na osu y
vynasime hodnoty reprezentujici ¢etnost c(i) (obrazek zde uz neni uveden, od 1.3 se lis
jen métitkem svislé osy):
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0.35 1
0.34

0.25 1

0.2
0.151
0.1
0[o5
40 1 2 3 4 5

c(0) p(0) - 128 = 0,0625 - 128 = 8
c(1) = p(1)-128 =0,25-128 = 32
c(2) = p(2)-128 =10,375-128 =48
c(3) = p(3)-128 =0,25-128 = 32
c(4) = p(4)-128 =0,0625-128 = 8

Cili kdybychom uéinili 128 pokustl, z nichZ jeden sestéva ze ¢tyF hodid minci, nas
nejlepsi teoreticky odhad je ten, ze v 8 pokusech by nepadl zadny lic, ve 32 pokusech
jeden lic, atd.

Teoretické rozdéleni pravdépodobnosti je jakési ocekdvané rozdéleni, které nastane za
jistych predpokladu. Naptiklad pti pokusu 4 hodu minci témito predpoklady jsou:

e Mince je vyrobena tak, ze rub a lic pada se stejnou pravdépodobnosti.

e Minci je hdzeno ,normalné“, ne néjakym divnym stylem, ktery by zvyhodiioval bud
rub, nebo lic.

e Kazdy tucastnik pokusu pravdivé nahlasi své vysledky.

Rozdéleni ziskané empiricky v ptikladu 1.2 ,zhruba®“ odpovida teoretickému rozdéleni
z prikladu 1.3. Zd& se tedy rozumné uzaviit, zZe se svétem je vSechno v potadku: mince
je pravdépodobné dobie vyvazena, lidé ji hazou dobrym zpusobem a nahlasuji vysledky
poctiveé.

Pokud by data z prikladu 1.2 vedla na empirické rozdéleni pravdépodobnosti uvedené
na nasledujicim obrazku, bylo by patrné, Ze tii nebo ¢tyfti lice padaly ve ¢tyfech hodech
mnohem ¢astéji, nez jsme oc¢ekavali, na ukor vysledku 0 licu, 1 lic, 2 lice. To by zpochybnilo
néktery z nasich predpokladi. Uzavieli bychom, Ze bud je mince né&jak divné vyvézena,
nebo lidé ji hazeji divhym stylem:
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1.2 Shrnuti

Pti popisu nahodnosti jevu, které se mohou odehrét, vychazime ze dvou moznych popisu:
statisticka pst vlastné popisuje budouci ndhodnost na zakladé minulého métreni — i kdyz
neni stoprocentné presnd, je zalozena na pozorovani, méreni dané veliciny, a tedy se
snazi predpovédét chovéni veliciny podle toho, jak se (za analogickych vnéjsich podminek
experimentu) chovala dosud. Pfiklad: pst toho, ze na kostce padne Sestka, stanovime na
zakladé toho, Ze danou kostkou hodime dostatecnékrat a sledujeme vysledky hodu.

Naproti tomu, axiomaticka definice psti se snazi podpotit popis nahodnosti ktery je
teoreticky — nevychézi z méreni, ale z teoretickych predpokladu o tom, jak se bude veli¢ina,
kterou métrime, pti zopakovani analogickych vnéjsich podminek experimentu, chovat. Tyto
teoretické predpoklady jsou sestrojeny na zakladé toho, ze pii méreni veliciny zajistime
takové podminky, ze kterych dané teoreticky spoctené psti vychézi.

Porovnani obou pojeti je vidét na ptikladech 1.2 a 1.3. Na obrazku 1.2 vidime histo-
gram psti ziskanych mérenim = empiricky = statisticky, na obrazku 1.3 histogram psti
ziskanych pouze teoretickymi tivahami. Obé pojeti se pfi popisu ndhodnosti pouzivaji:
nékdy mame k dispozici méreni konkrétnich hodnot nebo je muzeme snadno provést,
jindy méfeni nemame moznost zjistit a musime se omezit na odhad dil¢ich psti na zakladé
predpokldadaného charakteru a podminek dané situace.

1.3 Otazky k opakovani

U nasledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 1.1 Pravdépodobnost se zabyjvd otdzkou: pokud vychdzime z jistého stavu svéta,
jaké dusledky budou ndsledovat?

Otazka 1.2 Empirické rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni, které ziskame z
namerenych dat.

Otazka 1.3 Empirické pravdépodobnosti jsou vlastné relativni cetnosti.

Otazka 1.4 Treti axiom psti je recen jen pro sjednoceni nekonecné mmnoha jevi, nelze
ho formulovat pro konecné mnoho disjunktnich jevi.
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Otazka 1.5 Pst opacného jevu A k jevu A wvypocteme, kdyz P(A) vyndsobime jednou
polovinou.

Otazka 1.6 Pruvky jevového pole A jsou vsechny mozné podmnoziny A mnoziny 2, které
existugi.

Otazka 1.7 Pro kazdé dva ndhodné jevy plati: P(AU B) = P(A) + P(B).

Odpovédi na otazky viz 13.1.
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2 Ctyfi rizné modely popisu pravdépodobnosti

Nésledujici ¢tyii modely pravdépodobnosti se lisi svou pouzitelnosti pti popisu nahodnosti.
Vzdy zéalezi na vlastnostech mnoziny €2 vsech moznych elementarnich vysledku méteni,
které mohou nastat.

2.1 Klasicka pravdépodobnost
Klasickou pst muzeme uzit v néasledujicich podminkach, a uzivame ji takto:
e () m4 kone¢né mnoho moznych elementarnich vysledki,

e vSechny elementarni vysledky maji stejnou moznost nastat.

e Pak lze pocitat pst ndhodného jevu A € A podle vzorce P(A) = % (podil poctu

prvku obou mnozin)

Priiklad 2.1 Dwakrdt hodime hraci kostkou — jakd je pst, Ze soucet hodnot obou hodu je
roven 57

Reseni: Mnozina viech elementdrnich vysledkii na dvou hodech (zalezf na poradi, ve
kterém hodu co padlo) je

Q={[1;1],[1;2], [1;3],. .., [6:5], (66},
nahodny jev A, na ktery se zamérujeme, je mnozina
4 1
A={[1:4] [41), 23], 3:2]}, atedy P(4) =g =5 =0111L

Priklad 2.2 Z karet na marids (32 karet) vybereme ndhodné po zamichani c¢tyri karty.
Jaka je pst, Ze aspon jedna z nich bude eso?

Reseni: V mnoziné © budou elementarnimi vysledky vsechny mozné ¢tvefice karet (ve
kterych nezélezi na poradi, ale jen na tom, jaké karty jsou v té skupiné ¢ty vytazenych).
Nahodny jev A, na ktery se chceme zamérit, obsahuje vSechny cCtvetice, ve kterych je
pravé jedno eso, pravé dveé esa, prave tii esa, nebo ¢tyfi esa. Najit celkovy pocet prvku
mnoziny A znamend najit poc¢ty prvku ve vSech ¢tyfech pravé popsanych navzajem se
vylucujicich ptipadech a secist je. Vnimavy student, ktery absolvoval predmét Diskrétni
matematika, uz nyni vi a pise vysledek, protoze klasicka pst prevede otazku psti na otazku
poctu prvku:

P(A) = % _ -G+ 0 ((3238)) Ha) )+l 0,4305895 = 0,4306.

Pti vypoctu psti jevu se nékdy ukazuje vyhodné zapremyslet nad tim, zda existuje
rychlejsi cesta k cili — zda se, ze nyni by existovala cesta vycisleni opacného jevu a odecteni
jeho psti od hodnoty 1, viz véta 1.2. Opaény jev A znamena, ze ze ¢ty nahodné vytazenych
karet nebude zadné eso. Pak
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2.2 Geometricka pravdépodobnost
Geometrickou pst muzeme uzit v nasledujicich situacich, a uzivame ji takto:

e (2 ma nekoneé¢né mnoho moznych elementarnich vysledku, dokonce tak velkou, ze
je oblasti kladné miry (dseckou kladné délky, plochou kladného obsahu, télesem
kladného objemu).

e vSechny elementarni vysledky maji stejnou moznost nastat.

e Pak lze pocitat pst ndhodného jevu A € A podle vzorce P(A) = Z(—g; (podil meér

(
obou mnozin, tj. podle charakteru mnozin podil délek, obsaht nebo objemu).

Priklad 2.3 Tramwvaj jezdi v pracovni dobé kazdiych T minut. Student, ktery se nedivd na
hodinky a prichdzi na zastdvku tramvaje nahodné, bude urcitou dobu c¢ekat na prijezd dalsi
tramvaje. Jakd je pst, Ze bude cekat 4 a vice minut?

Reseni: Nelze pocitat podle klasického modelu, protoze mnoziny €2, A jsou obé ne-
konecné; ale vSimnéme si, ze pii nahodném ptichodu studenta na zastavku jsou vSechny
doby ¢ekani stejné pravdépodobné, tj. spliuji predpoklady geometrického modelu psti.

Mnozina vsech moznych vysledku je totiz 2 = (0; 7), ndhodny jev A na ktery se chceme
zamérit, je A = (4;7) ... doba ¢éekéani na nejblizsi tramvaj, ktera je dlouhd 4 a vice minut.
Diky splnénym obéma predpokladum geometrického modelu psti muzeme vyuzit délky

obou mnozin: d(A) 5
= ——~ = - =0,4285714 = 0,4286.
(4) ) 7 7 ’

Priklad 2.4 Honza a Marek se domluvili, Ze se setkaji na jistém misté mezi osmou a
devdtou hodinou, kam kazdy z nich v tu dobu ndhodné prijde. Ale 1ekli si, Ze ten, kdo prijde
pruni, bude na toho druhého cekat jen 15 minut, a pak odejde. Jakd je pravdépodobnost,
ze se setkaji?

Reseni: Oznaéme
8 4+ x ... cas pfichodu Honzy (v hodinédch);
8 4+ y... cas prichodu Marka.

Vime, ze oba prijdou urcité do deviti hodin, tedy 0 <z < 1,0 <y < 1. Kazdy vysledek
jejich prichodu lze vyjadrit jako usporddanou dvojici (x,y), coz lze zndzornit — a uvidime,
ze to bude pomoci — jako bod v roviné, jehoz obé soutadnice lezi v intervalu < 0,1 >.
Vsechny tyto body modelujici mozny vysledek ptrichodu vytvéreji tedy étverec v roviné.
Tento ¢tverec 2 = {(z,y) : 0 <2 <1, 0 <y <1} je mnozinou viech moznych vysledku
dané situace (viz obréazek 2.4).

Pocet vsech mozniych pripadi je sice nekonecny, ale jsme schopni spocitat obsah
ctverce: S(Q) =1-1=1.

Oznacéme ddle
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Obrazek 2.4: K pt. 2.4: Mnozina vSech moznych vysledku.

A... Honza a Marek se setkaji

Priznivgm  pripadum jevu A odpovidaji ty prichody (x,y) obou studentu, wve
kterych se x od y lisi nanejvys o 15 minut, coZ je asi ;11 hodiny. Pro tyto , priznivé“ body
ctverce Q) tedy musi platit nerovnost

ly — x| < —1

x .
Y — 4

Vyresme tuto merovnost. Pri odstranovdni absolutni hodnoty musime rozlisit dvé situ-
ace:

e Proy—ux >0 se znaménka nement, tjy —x < %1, odtud y < x + }l.

e Proy—x <0 musime pri odstranovdni absolutni hodnoty na levé strané nerovnosti

e L 1 1
zmenit znaménka: —y + x < 1 odtud y > x — 1

Body spliugici obé z uvedenyjch nerovnosti ziskame jako pranik polorovin kaZdou z ne-
rovnosti urcengch, tj. 2.5:
Jev A lze tedy vyjadrit jako mnoZinu bodu v roviné:

1 1
Az{(x,y):OSxS1,0§y§1,y§m+z,y2x—1}.
Priznivych pripadi je také nekonecné mmoho, ale jsme schopni wvypocitat miru této
nekonecnosti, konkrétné receno obsah mnoziny A: nejjednoduseji S(A) wvypocteme z
grafického zndzornéni na obrdzku 2.5, kdyZ budeme brat v vvahu rozdéleni ctverce ) na

Sestndct mensich cétvereckiu o strané délky %. Je videét, Ze mnozina A zabird plochu sedmi

z téchto étverecki, a protoze S() =1, mdme S(A) = & - S(Q) = &.
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Obrazek 2.5: K pt. 2.4: Mnozina vSech pfiznivych vysledki.

Pravdépodobnost jevu A ted wurcime jako podil miry mmnoZiny priznivich pripadi
a miry mnoziny vsech moznijch pripadi:

2.3 Diskrétni pravdépodobnost
Diskrétni pst muzeme uzit v nasledujicich situacich, a uzivame ji takto:

e () ma koneéné mnoho moznych elementarnich vysledki, nebo je jich stejné najko
prirozenych cisel (fikdme, Ze € je mnozina nejvyse spocetné nekonecéna).

e vSechny elementarni vysledky maji obecné RUZNOU moznost nastat (elementérni
vysledek w; nastane s psti p(w;)).

e Pak lze pocitat pst nahodného jevu A € A podle vzorce

P(A) = p(w)

w;EA

V pripadé diskrétni psti tii axiomy z predchozi kapitoly prechazeji v nasledujici axiomy
pro pstni funkci p:

L. Y cqP(wi) = 1 (axiom normovanosti),
2. p(w;) > 0 pro kazdy elementérni vysledek w; € 2 (axiom nezdpornosti),

3. P(A) =), caP(wi) (axiom souctu psti neslucitelnych jevii, protoze dilef vysledky
w; jsou navzajem neslucitelné).
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Priklad 2.5 HdzZeme hraci kostkou tak dlouho, aZ poprvé padne Sestka; pak skoncime s
hdzenim. w; je jakdkoli pripustnd sekvence hodu za téchto podminek. Urcete pst, Ze na
pruni Sestku budeme potrebovat vice neZ tri hody.

s/

Sestka

1
P(6) = & = 0.1667.

Daéle muze nastat sekvence N6, tj. prvnim hodem Sestka nepadne a druhym ano — a to
s psti

5 1 5
P(N6)=-=-=-= = 0,1389.
(N6) 6 6 36
Pak se také muze stat, ze nastane sekvence NNG6, a sice s pravdépodobnosti
5 5 1
P(NN6)=—--="-— = 0,1157.
Teoreticky je mozné, ze nastane pro prirozené ¢islo k nastane sekvence NN ... N6 s psti
55 51 (5\" 1
P(NN...NG) === uev=. —— (2 Z
6 6 6 6 6 6
k-krat —
k-krat

Je jasné vidét, ze jednotlivé diléi sekvence nastavaji s riznymi pstmi. Takovych sekvenci
je vlastné nekoneéné mnoho a vime, ze musi spliiovat vztah

ZP NN...N6)=1
k=0 k krat
(axiom normovanosti). Funkce, jejiz hodnoty jsme pravé urcili, se nazyva
pravdépodobnostni funkce. V kapitole 8 si o tomto piikladu fekneme jesté néco

vice. Nyni se vratme k zaddni pifkladu a spocteme pst, Zze pro prvni hozenou Sestku
potiebujeme vice nez tii hody:

P(A) = p(NNN6) + p(NNNN6) + p(NNNNNG) +

Zd& se, ze soucet nekonecné fady by mohl dat praci, ovSsem vyuzijeme opét véty 1.2 a
odec¢teme hledanou pst od opacného jevu:

P(A)=1-P(A)=1— (p(6) + p(N6) + p(NN6)) =1 — (é + % + %) = 0,0787.

2.4 Spojita pravdépodobnost
Spojitou pst muzeme uzit v nasledujicich situacich, a uzivame ji takto:

e () ma nespocetné nekonecné mnoho moznych elementarnich vysledku, a tedy se
jednd o interval redlnych ¢isel nebo o R, nebo R.
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e Tyto elementarni vysledky maji obecné RUZNOU moznost nastat.

e Pak pro pst jevu (a;b) C Q nebo (a;b) C Q nebo (a;b) C Q nebo {(a;b) C Q plati

P(a;b) = P({a;b) = P((a:b)) = Pla; b)) = / f(x)d,

kde f(z) je nezdporna po Castech spojita funkce.

V piipadé spojité psti tii axiomy z predchozi kapitoly prechézeji v nasledujici axiomy
pro hustotu psti f(z):

1. f_Jr;o f(x)dx =1 (axiom normovanosti),
2. Ya,be R : f; f(z)dz > 0 (axiom nezdpornosti),

3. P(a;b) = P({a;b) = P((a;b)) = P{a; b)) = fabf(a:)dx (axiom souctu neslucitelnych
jevi m4 formu integralu).

Priklad 2.6 mobily jisté znacky a typu maji Zivotnost patnact let. Jaka je pst, Ze nahodné
koupeny mobil tohoto typu vydrzi vice nez deset let?

Reseni: Jak zduvodnime pozdéiji, 1ze odvodit, Ze za hustotu psti, kterd dobfe modeluje
zivotnost, 1ze vzit funkei, kterd je pro zapornd x rovna nule, a pro kladna x je f(z) klesajici
exponencialni funkci, ve které vystupuje ¢islo 15 z divodu prumérné zivotnosti. Tedy za
funkei f(x) 1ze vzit funkei

0 ... prox<0;
f(x):{i eTs >
e’ ... prox >0

A pokud mame pocitat pravdépodobnost, ze zivotnost je vétsi nez deset let (¢asové
jednotka je tedy jeden rok), integrujeme na intervalu od 10 do oo:

° 1 —x —1
P((10; 00)) = / et dr = e = 0,5134.

10

2.5 Shrnuti

Pokud wvysledky jistého pokusu, hry nebo experimentu mohou nastat se stejnou
pravdépodobnosti, pouzivame k jeho popisu klasickou (2.1) nebo geometrickou (2.2)
pravdépodobnost. Ovsem pokud nékteré z elementarnich vysledku nastavaji castéji nez
jiné, situaci zndzornime pomoci diskrétni (2.3) nebo spojité (2.4) pravdépodobnosti.
Z modelu je vidét, ze (2.1) je specidlnim piipadem modelu (2.3) a ze model (2.2) je
specidlnim piipadem modelu (2.4). Tedy dvéma hlavnimi modely psti je distrétni model
(2.3) a spojity model (2.4).

Kdyz studujeme jistou velic¢inu, jako prvni véc bychom si méli uvédomit, zda se jedna
o veli¢inu diskrétni (ta nabyvd hodnot z kone¢né (napt. {1,2,3,4,5,6}) nebo spocetné
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(napt. N, Z) mnoziny ) nebo veli¢inu spojitou (ta nabyva hodnot z redlného intervalu
) =< a,b > nebo z celé mnoziny redlnych cisel). Popis téchto dvou typu velic¢in se totiz
v nékterych vécech lisi. A pouzivané vzorce nebo zpusob popisu se neustdle odviji od
jednoho z téchto dvou typu. V nasledujicich kapitolach (a i v tilohach praxe) se potiebuje
obéas uréit pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina nabyva hodnot z jistého intervalu (a, b).
S ohledem na typ veli¢iny budeme uzivat vzorec

Y uck<y P(k)  pro diskrétni veli¢inu X,
P(X e b = P < X <b) = a<k<
( (@) (@ <b) { fab f(x)dz pro spojitou velicinu X.

V diskrétnim piipadé se funkce p(k) nazyva pravdépodobnostni funkce, ve spojitém
piipadé funkei f(x) fikdme hustota psti.

2.6 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 2.1 Vsech moznich viysledku experimentu, ktery lze popsat pravdépodobnostnim
modelem, muze byt nejuyse spocetné mnoho.

Otazka 2.2 Geometricka  pravdépodobnost  je  specidlnim  pripadem  spojité
pravdépodobnosti.

Otazka 2.3 Diskrétni ndhodnd wvelicina nemuzZe nabyvat vsech hodnot se stejnou
pravdépodobnosti.

Otazka 2.4 U spojité nahodné veliciny X je pravdépodobnost, Ze X nabude konkrétni
hodnoty, vZdy rovna nule.

Otazka 2.5 Hustota spojité ndhodné veliciny nemuze nikdy mit bod nespojitosti.

Otazka 2.6 Kazdou nezapornou funkci f(x), pro kterou ffooo f(z)dz =1, lze oznacit za
hustotu jisté nahodné veliciny.

Otazka 2.7 Zddnd hodnota pstni funkce p(k) nemiize byt vétsi nes 1.
Otazka 2.8 Zddnd funkcni hodnota hustoty psti f(x) nemiiZe bijt vétsi nez 1.

Odpovédi na otazky viz 13.2.
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3 Véta o souctu pravdépodobnosti, véta o soucinu
pravdépodobnosti, podminéna pst

Od axiomu (P3) nyni pokro¢ime ke slibované psti sjednoceni obecnych ndhodnych jevu,
a pak se budeme zabyvat samoziejmé i psti pruniku jevu, protoze psti pruniku se vlastné
objevuji prave i ve vété o psti sjednoceni jevu.

Zacneme psti dvou obecnych jevi:

Véta 3.1 (véta o souctu psti dvou ndhodngch jevi) Pro libovolné nahodné jevy Ay, As € A
plati:

Dikaz by byl velmi jednoduchy: protoze na zdkladé axiomu (P3) pro disjunktni jevy
Al - A2 a Al N A2 platl' P(Al) = P(Al - AQ) + P(Al N AQ) a pOdObl’lé platl' P(AQ) =
P(As — A1) + P(A; N Ay), dosazenim téchto vztahu do pravé strany rovnosti dostaneme
P(A; — As)+ P(As — Ay) + P(A1 N Ag), coz je soucet psti tif disjunktnich mnozin, a tak
podle axiomu (P3) pfesné roven jejich sjednoceni A; U A,.

Piiklad 3.1 Uvazujme situaci*, kdy zdsilkovy prodejce vyrizuje objedndvky zboZi telefo-
nicky, emailem, nebo formuldrem pri osobnim odbéru. Objedndvky délime podle typu na
malé, stredni, velké a prioritni. Lze oznacit nasledugjici nahodné jevy, které mohou nastat:

.. ndhodné vybrand-prisla objedndvka je telefonickd;

.. nahodné vybrand-prisla objedndvka je emailem;

.. nahodné vybrand-prisla objedndvka je formuldrem pri osobnim odbéru;
.. nahodné vybrand-prisla objednavka je mald;

.. nahodné vybrand-prisla objednavka je stredni;

.. nahodné vybrand-prisla objedndvka je velkd;

o< ®» oz "o S

.. ndhodné vybrand-prislda objedndvka je prioritni (high priority).

Jsou znama dosavadni data z letosniho roku:

typ objedn. | mald obj. stredni obj. wvelkd obj. high priority obj. | celkem
telefon 1021 216 109 14 1360
email 86 371 308 49 814
formular 1497 230 86 13 1826
celkem 2604 817 503 76 4000

Urcete pst toho, Ze nahodné prisld-obdrzend objednavka bude emailem nebo prioritni.

4Piiklad je vzat z ucebnice (Robova, Hala, Calda, 2013), ale v trochu jinych souvislostech, s jinou
otazkou v zadéni.
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Reseni: jednd se vlastné o pst statistickou, odhadnutou pomoci naméfenych dat —
takto urcit ndhodnost v tomto pifpadé je nejrozumnéjsi®.

Déle budeme pii vypocétu P(E U H), protoze logicka spojka NEBO je v mnozinové
symbolice vyjadiena sjednocenim, pouzivat klasicky model psti, protoze kazdy klient svou
volbou ,hlasuje” pro jeden typ i jeden zpusob objednavky. Je vidét, ze prunik obou jevu je
neprazdny, tj. existuji klienti, ktefi si objednali emailem, a soucasné s nejvyssi prioritou,
tj. pouzijeme vétu 3.1:

814 + 76 — 49 841

P(EUH) = P(E)+ P(H) = P(ENH) = —— 00— = 1555

= 0,21025.

Véta 3.2 (véta o souctu psti n ndhodnijch jevi) Pro libovolné ndhodné jevy Ay, As, atd.
az A,, plati:

P(AyUAU---UA,)=P(A)+PA+2)+---+P(4,) —
—P(ANAy) — P(A N A3)—...— P(A,1NA,) +
FP(A N AN A3) 4+ P(A N As N AL+ + P(Ano N Ay N Ay) —

(=Dt P(AINAyN---NAY).

Dukaz bychom museli vést pro n = 3 pomoci Vennova diagramu pro tii mnoziny v
obecné poloze (se viemi moznymi neprazdnymi pruniky), pro n > 4 uz Vennovy mnoziny
selhavaji, protoze uz nedokazou postihnout obecnou polohu ¢tyt a vice prekryvajicich se
mnozin (u ¢tyf mnozin bychom jejich vzajemny vztah museli zndzornit pomoci ¢ty kouli z
nichz kazda ma stred v jiném vrcholu ¢tyfsténu, a vSechny maji polomér o néco vétsi, nez
je polovina délky hrany ¢tyfsténu; uz to je naroc¢né, tj. dikaz bychom vedli spise pomoci
charakteristického obecného prvku z).

Ale logika dukazu je celkem jasna: pii secteni psti jednotlivych mnozin jsme pruniky
kazdych dvou zapocitali vickrat, takze jejich psti musime na druhém tadku pravé strany
odecist — ovSem pruniky kazdych t¥i mnozin jsme z psti odecetli tolikrat, ze tam zase vubec
nejsou zapocitany, takze jejich psti musime na tretim rfadku pravé strany zase pricist, atd.
az u pruniku vsech n mnozin vlastné nevime, zda jej mame pricist nebo odecist, ale to
Ize snadno zjistit pomoci (—1)""!, protoZe tento ¢len cti stifddn{ s¢itdni a odéitdni psti
na kazdém dalsim tadku pravé strany.

Priklad 3.2 FElektrikar vystiskl stitky na zvonky bytového domu se ¢tyrmi byty a zapojuje
je ndhodné, protoZe jeho partdk onemocnél a neprinesl seznam (a nebere telefon). Jakd je
pst, Ze

a) Vsechny zvonky zapoji ke spravngm bytum?

®Nebudeme se nyni zabyvat vypoétem limity hodnot v tabulce v situaci, kdy pocet zdkaznik nebude
4000, ale bude se blizit k nekone¢nu. Takova data nemame totiz k dispozici. Namisto toho se spokojime
s tim, ze pst vysledku bude uréend relativni ¢etnosti, kterou bychom mohli pro rostouci pocet méreni-
zékazniku neustdle zpresnovat. Také je pravdou, ze vzorek Ctyf tisic zakazniku uz o klientele firmy néco
vypovida, tj. ma smyl zhruba pst odhadnout pomoci relativni ¢etnosti.
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b) Aspon jeden zvonek zapoji sprdavné?
c) Zddni zvonek nezapoji spravné?

Reseni: je asi nabiledni, ze jedna z otézek a), b), ¢) bude fesena pomoci pravé uvedené
véty 3.2, a ty ostatni dvé otazky néjak jinak. Kdo se v tom méa vyznat?

Zacneme tim, ze si oznac¢ime nahodné jevy, které by mozna mohly vést k vysledku v
kazdé otazce — v tom je matematika pravé pomocna, ze dobré oznaceni ¢i popis situace
uz je prvnim krokem k feseni.

Ay ... zvonek k bytu ¢. 1 bude zapojen spravneé;
Ay ... zvonek k bytu ¢. 2 bude zapojen spravneé;
Az ... zvonek k bytu ¢. 3 bude zapojen spravneé;
Ay ... zvonek k bytu ¢. 4 bude zapojen spravneé.

No a nyni vyjadiime slovni popis jevu a,b,c pomoci ndhodnych jevi Ay, Ag, As, Ay,
snad to bude mozné (aniz jsme si tedy vyjadiili mnozinu € vSech moznych vysledku —
brzy se k ni dostaneme):

ad a) A\NA;NA3NA, ... kazdy ze zvonku bude zapojen spravné, tj. diléi jevy nastanou
soucasne.

ad b) ,Aspon jeden zvonek bude zpojen ke spravnému bytu® lze ekvivalentné vyjadrit
vyrokem .k 1. bytu bude zvonek zapojen spravné NEBO ke 2. bytu bude zvonek
zapojen spravné NEBO ke tretimu bytu bude zvonek zapojen spravné NEBO ke 4.
bytu bude zvonek zapojen spravné“, coz je prave A; U Ay U A3 U Ay.

ad c¢) Po kratkém piemyslen{ (at logickém,nebo mnozinovém) lze dospét k tomu, Ze jev
¢) je opacnym jevem k jevu b), neboli jev ¢) lze vyjadiit jako

AT UAUA; U A,
Je tedy jasné ze P(c) =1— P(b).

Zactnéme vypoctem psti jevu (a): Nyni se musime zamyslet nad tvarem mnoziny €:
chceme modelovat pritazeni ¢tyf zvonku k bytum, tj. mnozina vSech moznych vysledku by
mohla obsahovat vSechny mozné ¢tvetice ¢isel 1, 2, 3, 4 (ale na to uz jsme skoro odbornici
— to se poznd, kdyz tyto ¢tvefice budeme nazyvat permutacemi), a pritom pokud napf. 2
bude na druhém misté této ctvetice, bude to znamenat, zZe zvonek 2 je spravné zapojen
k bytu ¢islo 2. Nyni pst pruniku vypocteme klasickym modelem, protoze pocet moznych
¢tvetic je konecény a kazdéa pti ndahodném zapojeni ma stejnou Sanci nastat:

1

protoze priznivy pripad spravného zapojeni vSech zvonku je jediny a vSech moznych za-
pojeni neboli permutaci ¢tyiprvkové mnoziny je 24.
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Dostédvame se k vypoctu (b), kde vyuzijeme vétu 3.2 pro n = 4:

P(A; UAy UA3 U Ay) = P(A)) + P(Ay) + P(A3) + P(Ay) —

—P(A1NAy) —P(AiNA3) — P(AiNAy) — P(Ay N A3) — P(As N Ay) — P(A3 N Ay) +
+P(A1NANA;)+P(AINANA)+PANAsNAY) +P(AyNA;NAy) —
—P(A; N Ay N AgN Ay).

Navratem k permutacim a jejich poctum dostaneme vysledek
1
ﬂ(3!+3!+3!+3!_2!_2!_2!_2!_2!_2!+1+1+1+1_1)20’625‘

No a posledni vysledek ¢) dostaneme uz pres pst opa¢ného jevu: p(c) = 1 — 0,625 =
0,375.

Cili hlavnim zdjmem nasich tvah bylo vypoéitat ¢dst (b) pouzitim véty o souctu —
doporucuji si pamatovat, Ze ve vété o souctu se pocita pst sjednoceni®, i kdyz se v
ni vyskytuji pruniky jevu! Ovsem sjednoceni je v této vété jejim hlavnim zajmem.

V dalsi c¢éasti tohoto oddilu se skutecné zaméiime vice na pst pruniku jeva — ta-
kové psti jsme schopni pocitat napt. pomoci klasického modelu psti, ale fekneme si
vypoctum psti pruniku jesté nékolik dulezitych véci, z nichz nejdulezitéjsi je rozdil pri
vypoctu psti pruniku jevu podminénych a jevu nezavislych. Tento rozdil bude vysvétlen
na nasledujicich dvou ptikladech.

Priklad 3.3 HadzZeme trikrdt hraci kostkou. Oznacme ndhodné jevy
A ... pri pronim hodu padne jednicka;

B ... pri druhém hodu padne dvojka;

C ... pri tretim hodu padne trojka,

Jakd je pst ndhodného jevu AN BNC?

Odpoved na tuto otdzku ziskdme podobné, jako ziskdme pocet konfiguraci
vynasobenim diléich konfiguraci pfi kombinatorickém principu souc¢inu — vynasobime
diléi psti. Jinymi slovy,

P(ANBNC)=P(A)-PB)-P(C)==-=-= = 0,004629.
Situace pii vypoctu psti pruniku nebude ovsem takto jednoduchd vzdy: v prikladu 3.3

totiz diléi jevy jsou na sobé navzajem nahodné nezavislé, neboli pst padnuti dvojky pfti
druhém hodu neni ovlivnéna tim, jaky byl vysledek prvniho hodu, a pst padnuti trojky

6Pokud bychom napiiklad piehodili vsechny symboly sjednoceni za symboly priniku a symboly
pruniku za symboly sjednoceni, za prvé dostaneme nesmysl, a za druhé u zkousky bychom za tento
nesmysl nedostali zadné body.



MA 0008 — Teorie pravdépodobnosti 27

pii tfetim hodu, pokud kostkou hazeme nestranné, stéle stejnym stylem, nezavisi na tom,
co na kostce padlo pti hodu prvnim a hodu druhém. Tato skutec¢nost, ze pst pruniku je
rovna soucinu diléich psti, ndm poslouzi jako definice nezavislych jevi':

Definice 3.1 e Dva ndhodné jevy Ay, As € A se nazyvaji stochasticky nezdvislé
(ndhodné nezdvislé), kdyz P(A; N Ag) = P(A;) - P(As).

e n ndhodnych jevi Ay, As, ..., A, € A se nazgvaji stochasticky nezdvislé (= ndhodné
nezavislé), kdyz

(iii) ...
(Z’U) P(AlﬂAgﬂAgﬂmAn):P(Al)P(AQ)P(Ag) """ P(An)

(tedy ovérujeme 2" —n — 1 wvztahi).

Tteba v piikladu 3.3 jsou jevy A, B nezavislé, protoze plati P(AN B) = P(A) - P(B).
A také jsou jevy A, B, C (stochasticky) nezavislé, protoze plati P(AN B) = P(A)- P(B),
P(ANC) = P(A)-P(C), P(BNC) = P(B)-P(C), PPANBNC) = P(A)- P(B) -
P(C) (nezavislost vice nez dvou jevu je tieba ovérit platnosti rovnosti, kde zkoumame
priniky jakychkoli mnozin, které lze z danych mnozin sestrojit). Ctend# by si mohl mozn4
v§imnout, ze pst pruniku AN BN C v prikladu 3.3 je kladna (ndhodny jev muze nastat),
a presto je tato trojice jevu stochasticky nezavisld. Pojem nezavislosti jevu piimo tedy
nesouvisi s tim, zda priniky utvarené z téchto jevii jsou neprazdné nebo prazdné®, ale spise
jakym zpusobem se pravdépodobnost téchto pruniku vypocte. Tedy i pri neprazdnych
prunicich jevu jsou tyto diléi jevy nékdy zavislé, nékdy nezavislé — zavislost jevu pri
neprazdném pruniku uvidime v piikladu nasledujicim.

Priklad 3.4 Ze sedmi telefonu daného typu na skladu prodejny jsou tri nekvalitni a étyri
kvalitni. Pro zdkaznika prodejce ndhodné z danych sedmi vybird tri telefony, které on chce
koupit pro svou rodinu. Oznaéme ndhodné jevy

Ky ... pruni ndahodné vybrany telefon je kvalitni;
Ky ... druhy ndhodné vybrany telefon je kvalitni;
N3 ... treti nahodné vybrany telefon je NEkvalitni.

Urcete pst toho, Ze nastanou tyto tri nahodné jevy soucasné pri nahodném vybéru tri
mobilnich telefoni.

"Viz napt. Budikova, Kralova, Martos, 2009, str. 59.

8Nshodné jevy, jejichz prunik je prazdny, se nazyvaji nesluéitelné, nikoli nezavislé — prosim tyto
dva pojmy nezaménujte. OvSem vztah logické implikace mezi témito dvéma pojmy skutecné existuje:
pokud napiitklad AN BN C = 0, a pritom P(A) > 0, P(B) > 0, P(C) > 0, tak jsou ndhodné jevy A,
B, C stochasticky zavislé, protoze P(ANBNC) = P(0) =0, ale P(A) - P(B) - P(C) > 0. Tedy jestlize
neslucitelné jevy s kladnymi pstmi maji prazdny prunik, pak jsou stochasticky zavislé.
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Podobné budeme pocitat pst pruniku nahodnych jevu, ale nyni podle trochu jiného
vzorce:

P(K: N Ky N N3) = P(Ky) - P(Ks|Ky) - P(N3| Ky N K>).

Nyni totiz pst vybéru druhého kvalitniho telefonu bude zaviset na tom, jaky byl vybran
prvni telefon. Oznaceni svislé ¢ary v zapise P(K3|K7) vyjadiuje jakousi navazujici pst —
uvazujeme situaci Ky, na kterou bude navazovat situace K2 v tom smyslu, Ze i kdyz K,
je nahodny jev, ktery obecné nastat nemusi, v tomto NAVAZOVACIM MODU budeme
predpokladat, ze nastal.

P(K,) = %, a nyni se ptame, jakd je pst, ze i druhy vybrany mobil bude kvalitni,
pokud ten prvni byl kvalitni: vypocteme P(K5|K;) = % (pfi prvnim vybéru byl odebrén
kvalitni, tj. zbyvaji 3 pfiznivé piipady, vSech moznych je uz jen 6).

Definice 3.2 P(K,|K;) oznacuje pst jevu Ko vdzanou podminkou, Ze nastal rovnéz jev
K, ... podminéna pst jevu K, za podminky, Ze nastal také jev K;.

V nasem pifkladu P(K5) mé jinou hodnotu nez P(K,|K;) = 2 = 0,5, nebot K, je
situace, kdy druhy vybrany mobil je kvalitni, aniz je fe¢eno néco o prvnim vybraném. Pri
prvnim vybéru mohou nastat dvé situace, které obé musime uvazovat, protoze obé hraji
roli pro vybér druhého kvalitniho. Tedy

w

P(K,) = P(K,) - P(Ky|K,) + P(K,) - P(Ks|K,) = + = 0,57143.

1
il e
®|q>

6
Tedy vidime, ze P(K3), bez ohledu na to, co se stalo-stane pfi prvnim vybéru, je vétsi
nez P(K3|K). Jednd se tedy o dva ruzné koncepty a tomu P(K5|K;) se fikd podminénd

pst.
Dokonceme vypocet naseho ptikladu 3.4:

P(Ky) - P(K3|Ky) - P(N3|KiNKy) = -+ — - = =0,17143.

vvvvvv

Véta 3.3 Pokud P(A1NAyN---NA,_1)#0, tak pro prunik ndhodnijch jevi Ay, Az, aZ
A, plati:

P(ANAsN---NA,) = P(A;)- P(As|A1) - P(A3|AiN Ag) -+ - P(A,|AiN As - - -0 A,y).

Pro n = 2 prechéazi véta do vzorce P(A; N As) = P(Ay) - P(As|Ay), odkud lze ziskat
logicky ekvivalentni pfedstavu o tom, co je to podminénd pst jevu A, za podminky A;:

P(Ay N Ay)

P(A2|A1) - W’

(3.1)

tj. podil psti pruniku A, N Ay ku psti jevu Ay, ktery predpokladame, ze nastal. Podminéné
psti v prikladu 3.4 jsme vypocetli pomoci klasického modelu pfimo, ale v nékterych
jinych ptikladech, kde si nebudeme tak jisti, se nam vzorec 3.1 muze hodit, protoze plati
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i v situacich, kdy se nejednd o model klasické psti.

Abychom nyni uzavieli diskusi nad psti pruniku, vidime, ze existuji dva ruzné vzorce:
jednak vzorec z piikladu 3.3 pro nezdvislé jevy (vypocet pomoci souc¢inu diléich psti),
z piikladu 3.4 pro jevy zavislé (vypocet pomoci soucinu, ve kterém ,nabalujeme” u
kazdého dalstho jevu podminku, Ze nastaly-nastanou soucasné i vSechny jevy dosud
uvazované). Porovnanim téchto dvou vzorcu je vidét, napiiklad na dvou jevech Ay, As,
ze pokud tyto dva ndhodné jevy jsou nezavislé, plati P(As|A;) = P(As), tj. podminka
A; nezdvisld na jevu A, neovlivni pst jevu A, — ta je potfad stejnd, at uz A; nastane
nebo ne.

Zavérem jesté dva piiklady na procviceni feceného v této kapitole.

Piiklad 3.5 Hdzime ctyrstenem, pricemz PADNE ta strana, na kterou cely ctyrstén do-
padne jako na zdkladnu. Pritom

sténa A: obarvena cervené;
sténa B: obarvena zelené;
sténa C: obarvena modre;

sténa D: rozdélena na tri édsti trojuhelniky, jeden z nich obarven c¢ervené, druhiy zelené,
treti modre.

Oznacéme ndhodné jevy

R ... padne alespori ¢dst stény cervené (R ={A,D});
G ... padne alesponi ¢dst stény zelené (G = {B,D});
B ... padne alesponi ¢ast stény modré (B = {C, D} ).

Jsou ndhodné jevy R, G, B stochasticky nezdvislé? (2 = {A, B,C,D})

Reseni: Musime ovérit platnost ¢tyi rovnosti:

P(RAG) = P(R)- P(C) - %:%%
P(RNB)=P(R)-P(B): 1=3-o.
P(GNB) = P(G)- P(B) i:%%
P(RAGNB) = P(R)-P(C) P(B): [#1 3 5=1.

Z rovnosti a nerovnosti plyne: kazdé dva z jevu R, G, B jsou stochasticky nezavislé, kdezto
vSechny tii soucasné jsou stochasticky zavislé. Tj. zavislost ti{ jevil je trochu tajemnéjsi
a muze nastat, i kdyz kazda dvojice z danych ti{ je nezavisla.
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Priklad 3.6 Ze sady 100 vyrobku je 10 zmetku. Pri kontrole jakosti vybereme ndhodné
tri vyrobky z této sady. Urcete pst, Ze

a) proni dva vybrané vjrobky budou kvalitni a treti vybrany bude zmetek (K1 N Ky N K3);

b) ze tri vybranygch budou dva kvalitni a jeden zmetek (nezdlezi na poradi, ale vypoctéte
tak, Ze vSechna moznd priznivd poradi projdete);

c) totéz jako (b), ale pocitejte jingm zpusobem — tak néjak najednou, kdyz nezalezi na
poradi;

d) druhy vijrobek ze tii vybiranych bude kvalitni.

Reseni: Pouzijeme v tomto piikladu ve, co bylo v tomto oddilu Fec¢eno:
Ad a) P(K1 N Ky N K3) = 2% - 35 23 = 0,0826.

Ad b) Pokud nezalezi na poradi zmetku ze ti{ kontrolovanych, mohou nastat tii situace,
které jedna druhou vylucuje, tj. jejich psti se podle axiomu (P3) sec¢tou:

P(KiNKyNK3)+ P(K,NKyNK3)+ P(K,NKyNK3) =
90 89 10 90 10 89 10 90 89
— L 2y T 2 2 0.9478.
100 99 98 + 100 99 98 * 100 99 98 ’
Ad c) uzijeme klasické psti, tedy podilu pfiznivych piipadu ukolu b) ku poctu vsech
moznych:
10\ (90
P % - 0,278,
3
Ad d) Tuto pst jsme uz pocitali v prikladu 3.4, pouze s jinymi hodnotami:

90 89 10 90

=100 99 " 100 99 = Y

P(K;) = P(K;) - P(Ky|Ky) + P(E) : P(K2|K)

(vysledek je paradoxni: bez ohledu na pofadi vybiraného vyrobku, pst, ze vytdhneme

vyrobek kvalitni, je porad stejna a rovna % ... pokud ji tedy nepodminime zadnou infor-

maci-pozadavkem o tom, jaka je kvalita diive vybranych vyrobku).

3.1 Shrnuti

Kromé axiomu (P3), ktery stanovuje-popisuje pravidlo pro vypocet sjednocent
disjunktnich jevu, se teorie psti snazi rozsitit praci s ndhodnymi jevy i na jevy, které
maji neprazdny prunik. Nejprve jsme se v této kapitole vénovali vypoctu psti sjednoceni
jevu, pro néz pruniky kterychkoli z nich mohou byt neprazdné — tuto situaci popisuje
véta o souctu psti 3.1 nebo spise jeji rozsiteni pro tii a vice jevu, 3.2. Tato véta je pro
koneéné mnoziny u klasické psti vlastné jen obdobou principu inkluze a exkluze, kterym
poc¢itame pocet prvku sjednoceni mnozin (obdobou ziskanou z principu inkluze a exkluze
vydélenim celé rovnosti po¢tem prvku mnoziny §2).
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Uz v téchto vétach o souctu se vyskytuje vypocet psti pruniku ndhodnych jevu. Tuto
pst pruniku lze pocitat ruznymi zpusoby, napiiklad vyjadrit i pst pruniku jeva podle
vzorce pro klasickou pst, pokud je to mozné, a kombinatoricky vyjadrit pocet moznych
konfiguraci pfiznivych a vydélit po¢tem konfiguraci vsech. Ovsem c¢asto vypocet pruniku
jevil nelze urcit pifmo, ale je mozné vyjadiit ji jako soucin psti jistych diléich jevit — bud
primo soucin psti jevu, jejichz prunik pocitame, jak je tomu v prikladu 3.3, nebo jako
soucin psti jeviu podminénych urcitymi situacemi, jako je tomu v piikladé 3.4. Obecné tedy
pro pst pruniku lze uzit vzorec véty 3.3, ten muzeme pouzit vzdy. Vzorec z prikladu 3.3 lze
uzit jen pro prunik jevu stochasticky nezavislych. Jak je vidét v definici —refnezav-jevy,
stochastickou nezavislost definujeme pravé pomoci vlastnosti, ze pst pruniku jakéhokoli
poc¢tu z téchto jevu je roven soucinu psti téchto dilcich jevu.

U jevu stochasticky (= ndhodné) zavislych lze definovat jistou podminénou pst pomoci
vzorce 3.1, kdyz P(A;) # 0 pro jev Aj, o kterém mluvime jako o podmince a jehoz
nastoupeni-vyskyt je predpokladan pii vypoctu P(As|A;). Respektive tuto podminénou
pst lze definovat u jevu jakychkoli, jen pro nezavislé jevy zjistime, Ze nic nového neziskame,
protoze pro né P(As|A;) = P(Ay).

3.2 Otazky k opakovani
U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jednéd o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 3.1 Podminénd pst vyjadruje pst nahodného jevu za predpokladu, Ze je splnéna
nsta podminka.

Otazka 3.2 Podminénd pst P(B|A) nemize byt rovna nule.

Otazka 3.3 Pst, Ze Zddny ze ctyr byti nebude pri ndhodném zapojent zvonki pripojen ke
sprdavnému jménu, lze vyjadrit jako P(A; N Ay N A3 N Ay).

Otazka 3.4 Pro stochasticky nezavislé jevy A, B, pro které P(A) > 0, P(B) > 0, plati
P(B) = P(B|A).

Otazka 3.5 Vzorec P(A;) - P(Ay) - P(As) = P(Ay) - P(A2|Ay) - P(As|A; N As) plati jen
néekdy.

Otazka 3.6 Vzorec P(A; N Ay N As) = P(Ay) - P(As) - P(A3) neplati vidy.

Otazka 3.7 Vidy plati P(A2|A)) = %, protoze to plyne ze vzorce P(A; N Ay) =
P(A)) - P(43]Ay).

Otazka 3.8 Jevy R, G, B mohou byt stochasticky zavislé, i kdyZ kazdé dva z nich jsou
stochasticky nezdvislé.

Odpovédi na otazky viz 13.3.
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4 Bernoulliovy pravdépodobnosti, iplna pravdépodobnost,
Bayestiv vzorec

4.1 Bernoulliovy pravdépodobnosti

Uvazujme experiment takové povahy, ze mohou nastat jen dva ruzné vysledky, které se
navzdjem vylucéuji (nemuze k nim dojit soucasné): ,dspéch“ a ,netspéch® (,ispéch*
nemusi znamenat nic svétoborného; oznacuje se timto terminem proto, ze se jedna o ten
ze dvou moznych vysledku, na ktery se ve svych dvahdch chceme zamérit).

Pravdépodobnost tuspéchu je p, pravdépodobnost netispéchu 1 — p.
Nahodna veliéina X, ktera udava pocet vyskyta tspéchu pii N nezavislych
opakovanich experimentu, ma tzv. binomické rozdéleni pravdépodobnosti (s
parametry N, p) a nabyva hodnot z mnoziny {0, 1,2,..., N} s pravdépodobnosti

P(X =) = (N) ()N

Mluvi se zde o nezavislych opakovanich experimentu. Slovo ,nezavislych“ znamend, ze
vyskyt tspéchu pii prvnim opakovani experimentu nemé vliv na to, zda pii druhém a
dalsich opakovéanich nastane uspéch nebo ne. Skutecnost, ze velicina X méa binomické
rozdéleni s parametry NN, p, budeme oznacovat

X ~ Bi(N,p).
Podivejme se nyni na konkrétni priklady.

Priklad 4.1 HadzZeme ctyrikrat kostkou. Velicina X uddvd, kolikrdt pritom padne Sestka.
Jaké je rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X ?

Reseni: Pravdépodobnost, Ze pri jednom hodu padne 3Sestka, je rovna p = %.
Hody jsou navzdjem nezavislé, tj. pokud v prunim hodu padla Sestka, nemd to vliv na to,
zda ve druhém hodu padne nebo ne. Tedy velicina X, kterd méri pocet sestek pri ctyrech

hodech, mad binomické rozdeélent pravdépodobnosti s parametry N =4, p = %.

5 5 5 5
P(X=0) = P(ne6)-P(ne6)- P(ne6)- P(neb6) = 688 8" 0,482;
P(X =1) = P(jednou padne 6, jinak néco jiného nez 6) =
= P(6 padne jako proni, jinak ne) + P(6 padne druhd, jinak ne) +

+P(6 padne jako treti, jinak ne) + P(6 padne ctortd, jinak ne) =
1555 5155 5515 555 1

6666+6666+6666+6666_

1 5 5 5
= (vSechna moznd potadi viskytu jednoho uspéchu)- = - = - = - - =

4\ 1
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P(X =2) = P(dvakrdt padne Sestka, jinak ne) =

1 1 5 5
= (wvSechny moznosti vijbéru 2 poradi ze 4) - 6586 5"

Vsimneéte si, Ze soucet téchto péti pravdépodobnosti je roven jedné. Pri vipoctu jsme za-
okrouhlovali na tri desetinnd mista.

Priklad 4.2 Sendtor Swenson pred volbami tvrdi, Ze pro néj bude hlasovat 70% volici.
Agentura STEN chce provést pruzkum u 20 lidi. Nahodnd velicina X uddvd pocet Swen-
sonovijch volicu z dvaceti dotdzangjch. Urcete

a) teoretické rozdéleni veliciny X (pred provedenim prizkumu);

b) pravdépodobnost, Ze Swensona bude volit presné 14 lidi z 20 dotdzanich, pokud se lidé
budou chovat presné podle predpovédi;

c) pravdépodobnost, zZe Swensona bude volit maximdlné 14 lidi z 20 dotdzangjch, pokud
se lidé budou chovat presné podle predpovédi.

Reseni:

ad a) Dané teoretické rozdéleni je binomické s parametry N = 20 a p = 0,7. Veli¢ina
X nabyvd hodnot z mnoziny {0,1,2,...,20} s pravdépodobnosti

20
P(X =r)= ( ) .0,77- 0,320,
T

ad b) Dosazenim do vzorce a) mdme
P(X =14) = 0,192,
pokud zaokrouhlujeme na tri desetinnd mista.

ad c) Zde nejlépe: vypocteme pravdépodobnost opacného jevu a odecteme ji od jednicky:

P(X<14) = 1-P(X>14)=
= 1—(p(15) +p(16) + p(17) + p(18) + p(19) + p(20)) =
= 1—(0,179 4 0,13 + 0,072 + 0,028 4 0,007 + 0,001) = 0,583.
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Pokud by agentura STEN v predchozim ptikladu zjistila, ze ,,pro“ bylo jen 8 lidi z 20,
pak néktery z teoretickych predpokladii nebyl v poradku:

e vzorek dotdzanych lidi nebyl ndhodny (byl z antiswensonovské oblasti statu);

e odpovédi nebyly nezavislé (odpovidajici mezi sebou navzajem diskutovali o Swen-
sonovi);

e STEN pracovala dobie, ale Swenson byl piili§ optimisticky se svym odhadem (to je
nejpravdépodobnéjsi problém).

Ukazme si jesté graficky tvar binomického rozdéleni, napiiklad pomoci
pravdépodobnostniho histogramu.

a) Pokud p = 0,5, rozdéleni je vzdy symetrické. Napiiklad histogram pravdépodobnosti
binomického rozdéleni pro N = 3, p = 0,5:

0.35 -
0.3
0.25 -
0.2
0.15 -

0.1
0.05 -

0 | 5 3

Nebo histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 6, p = 0,5:

0.3

0.25

0.2

0.15 1

0.1

0.05 -

[ : : 1
0 2 4 6
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Nebo histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 10, p = 0,5:

b) Pro p # 0,5 a malé N je rozdéleni asymetrické, ale pro rostouci N se stava vice a
vice symetrickym. Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 4,
p=0,1:

Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N =4, p = 0,9:

0.6%
O.5é
O.4é
O.SE
0z

0.1
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Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 10, p = 0,1:

o.os—f
NI

4.2 ijlné pravdépodobnost

Uvazujme nyni mnozinu ) elementérnich vysledku experimentu rozlozenou (rozklad
mnoziny) na disjunktni podmnoziny Hy, Hs, az Hy — viz obrézek (pro k = 7):

0

Lze vidét z obrazku, ze mnozinu A lze rozlozit na sjednoceni navzajem disjunktnich
jevi HyNA, HiNA, Hs N A, HgN A. A pak uplatnime axiom (P3) a dostaneme

P(A)=P(HsNA)+PH,NA)+ P(H;sNA)+ P(HsNA).
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Uzitim vzorce 3.1 pro kazdy clen na pravé strané dostaneme
P(A) = P(H3) - P(A|H3) + P(H,) - P(A|Hy) + P(Hs) - P(A|Hs) + P(Hs) - P(A[Hs).

Tomuto pravé odvozenému vztahu rikdme véta o tplné psti. Jak je vidét z obrazku, dukaz
této rovnosti plyne ze vzajemné disjunktnosti mnozin H3N A, HyNA, HsNA, HiNA a
z axiomu (P3) o psti sjednoceni disjunktnich mnozin.

A jesté posledni véc: kdy tuto vétu uzijeme? Odpovéd je nasnadé: kdyz mame k dis-
pozici (nebo muzeme snadno urcit) vsechny diléi psti na pravé strané rovnosti — tehdy
P(A) lze urcit na zékladé tohoto vztahu. Tedy pokud nezndme P(A), ale celkem snadno
urcime psti P(A|H;), vzorec se zdarem pouZzijeme.

Véta 4.1 (Véta o uplné psti) MnoZinu Q2 lze rozloZit? na sjednoceni navzdjem disjunktnich
neprdzdnych podmnozin Hy, Hy, aZ Hy. A je ndhodny jev, tj. A C Q. Pak plati:

P(A) = P(H,) - P(A|Hy) + P(H3) - P(A|H3) + -+ -+ P(Hy) - P(A|Hy).
Priklad 4.3 V cokoladovné se kompletuji bonboniéry na trech vyrobnich linkdch.

Linka 1: kompletuje 40% produkce, pokazi ($patné zabali) 5% bonboniér, které touto lin-
kou prochdzeji.

Linka 2: kompletuje 45% produkce, pokazi ($patné zabali) 4% bonboniér, které touto lin-
kou prochdzeji.

Linka 3: kompletuje 15% produkce, pokazi ($patné zabali) 2% bonboniér, které touto lin-
kou prochdzeji.

Zkontrolujeme ndhodné bonboniéru zabaleno ve skladu (nevime, ze které linky) — jakd je
pst, Ze nebude v normé (= neni spravné zabalena)?

Reseni: Kdyz jsou data takhle krdsné naservirovéna, uzit véty 4.1 nebude problém
— horsi budou priklady, kdy tak krasné sestavit data musime sami pii feSeni. V kazdém
piipadé, pokud by se nam nepodarilo najit systém neprazdnych podmnozin H;, ktery
vytvari disjunktni pokryti mnoziny €2, s piikladem bychom se nemohli vyporadat pomoci
vzorce na uplnou pst.

Nyni jsou jevy H;, Hy, Hj3 jasné:

H, ... ndhodné vybrand bonboniéra ze skladu byla vyrobena na lince 1. Odtud P(H;) =
0,4.

Hy ... ndhodné vybrand bonboniéra ze skladu byla vyrobena na lince 2. Odtud P(H;) =
0,45.

Hj ... ndhodné vybrand bonboniéra ze skladu byla vyrobena na lince 3. Odtud P(Hj3) =
0,15.

9Rozklad mnoziny na podmnoziny: Viz zédklady matematiky, pfednaska 7, rozklad mnoziny piislusny
pojmu relace ekvivalence.
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Jako A ozna¢ime ndhodny jev, jehoz pst hleddame: A ... Nahodné vybrana bonboniéra ze
skladu je zmetkové zabalena.
Je asi docela srozumitelné, kdyz uz vyjadiime vysledek ulohy pomoci

P(A) = 0,40 - 0,05 + 0,45 - 0,04 + 0,15 - 0,02 = 0,041.

Vysledek vlastné udava jakysi obecny pocet procent (4,1%) spatné zabalenych bonboniér.
A proto se nejednd o 1lohu, ktera by byla pfilis vzdalena zékladni skole — vlastné pocitame
jakési procento Spatné zabalenosti z celku vSech bonboniér.

4.3 Bayestuv vzorec

Kdybychom jesté zustali u stejného obrazku jako v pfedchozim oddilku, a vlastné i u
stejného vzorce 3.1, ktery jsme vyuzili u uplné psti, lze tento vzorec uzit jesté jednou a
jinak. Uvazujme tentyz ptiklad tii linek balicich bonboniéry, i se stejnymi idaji o objemech
produkce a kvalitdch balicich linek — z uvedenych dat je mozné spocitat jeste psti jiného
typu, a sice psti P(H|A), P(H3|A), P(H;3|A).

Aby nedoslo k mylce, zopakujeme si, co oznacuje podminéna pst, at uz oba jevy
napiSeme v jakémkoli poradi:

P(A|H,) ... pst, ze ndhodné vybrand bonboniéra ve skladu bude zabalena zmetkovité
za podminky (= uz vime, ze nastala situace), ze tato bonboniéra byla zabalena na
lince 1 ... tuto pst jsme dostali uz v zadani prikladu 4.3 a je rovna 0,05.

P(H;|A) ... pst, ze ndhodné vybrand bonboniéra pochazi z linky 1 za podminky (= uz
vime, Ze nastala situace), ze tato bonboniéra byla zabalena nekvalitné. Tato pst v
zadani prikladu nebyla uvedena, ale je mozné ji vycislit pomoci vzorce 3.1, cili

P(H NA)

Pst P(A) = 0,041 je uplna pst z piikladu 4.3, pst P(H1NA) vypoéteme podle vzorce
pro pst pruniku:
P(HNA)  P(Hy)-P(AH,) 000,05

PUHA) = PA) P(A) 0,041

= 0,4878.

Véta 4.2 (Bayestiv vzorec) Mnozinu ) lze rozloZit na sjednoceni navzdjem disjunktnich
neprazdniych podmnozin Hy, Hy, aZ Hy. A je ndhodny jev, tj. A C Q. Pak plati:

P(H;) - P(AlH)

P(H;|A) = P(H,) - P(A|H,) + P(H,) - P(A[Hy) + - - + P(Hy) - P(A|Hy)

pro kazdy index i € {1,2,3}.

Poznamka k tomu, co jsme vlastné spocitali: Pst P(H;) = 0,40 je tzv. apriorni pst
(a priori = pfedem), neboli pst, jejiz hodnotu zndme predem, uz v zadani — pst toho, ze
nahodné zabalend bonboniéra pochézi z linky 1.
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Pst P(H,|A) je tzv. aposteriorni pst (a posteriori = poté, tj. po méfeni, po provedeni
kontroly vybrané bonboniéry), je pst, jejiz hodnotu zndme az po provedeni néjaké kontroly
v balirné bonboniér ¢i ve skladu balirny: ndhodné jsme vybrali bonboniéru a zkontrolo-
vali ji a zjistili, Zze je nekvalitné zabalena. Po této informaci-kontrole se pst zméni na
P(H|A) = 0,4878 ... pokud kontrolovana bonboniéra je nekvalitné zabalend, roste sance,
ze se jedna o bonboniéru balenou na lince 1, protoze linka 1 je znamé nejvétsim procentem
zmetkovitého baleni, a soucasné je svym objemem produkce zastoupena celkem silné.

Podobné bychom mohli podle Bayesova vzorce vypocitat aposteriorni psti P(Hy|A) =
0,439, P(Hs3|A) = 0,0732. Vsimnéte si v tom napiiklad, ze apriorni patnéctiprocentni
P(Hj3) u ndhodné kontrolované bonboniéry klesne jen na aposteriorni 7,3%-ni P(Hs|A),
protoze linka tfeti ma malou zmetkovitost baleni, tj. pii Spatné zabalené ¢okoladé klesne
Sance, ze byla balena na lince 3.

Dvé pomiucky, které snad pomohou ¢tenéfi si zapamatovat Bayesuv vzorec ¢i zkontro-
lovat jeho spravnost:

e Pii vypoctu napi. P(H;|A) se na pravé strané objevuje v Citateli podminénd pst v
opactném poradi jevu, tj. P(A|H;) ... tu totiz zndme a muzeme ji proto do pravé
strany dobfe dosadit.

e V c(itateli pravé strany se vyskytuje P(H;) - P(A|H;), ve jmenovateli také — ve
jmenovateli se totiz vyskytuje suma vSech moznych souc¢inu P(Hy) - P(A|Hj) pro
s € {1,2,...,k}. Jinymi slovy, v Citateli pravé strany se vyskytuje jeden z ¢clenu
jmenovatele.

e To uz jsme méli zminit diive: ve jmenovateli pravé strany je vlastné pocitana tiplna
pst jevu A podle véty o uplné psti.

4.4 Shrnuti

V této kapitole jsme se seznamili s prvnim typem rozdéleni pravdépodobnosti, které ma
siroké vyuziti v praxi. Velicina X s rozdélenim Bi(N,p) nabyva hodnot z mnoziny 2 =
{0,1,2,..., N} s pravdépodobnosti

p(k) = P(X = ) = (],f ) 1) (4.1)

Zakladni témata vypoctu psti rozvijeji véty 4.1, 4.2. Prvni z nich, vétu o uplné
pravdépodobnosti, pouzijeme pii moznosti rozlozit mnozinu €2 na nékolik neprazdnych
navzdjem disjunktnich ¢dsti H; takovych, ze P(H;) mame k dispozici. Pravdépodobnosti
P(H;) predstavuji jakési vahy, pomoci nichz P(A) pak vypocteme jako vazeny prumér
psti P(A|H;) — a jako u kazdého dobrého vazeného prumeéru, i pro vahy P(H;) plati, ze
jejich soucet je roven jedné.

Posledni vyznamnou vétu, Bayesuv vzorec 4.2, lze vyuzit pii vypoctu P(H;|A) ... tyto
,opacné* podminéné psti ¢asto nezname, zatimco P(A|H;) jsou casto zndmy uz ze zadéani.
Pokud dobte vime, Ze na poradi podminky a neznamého jevu pii vypoctu podminéné psti
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zalezi, tak vime, ze tyto dvé psti jsou témeér vzdy navzajem ruzné, a jestlize je nezaménime,
tak tu obtiznéji vycislitelnou pravé muzeme vyjadiit pomoci Bayesova vzorce.

Je sice pravda, ze pst P(A N H;) v citateli Bayesova vzorce lze vyjadiit pomoci P(A) -
P(H;|A) i pomociP(H;) - P(A|H;), protoze prunik je operace komutativni, tj. vétu o psti
pruniku z kapitoly 3 lze uzit ,obéma sméry“. Ale jen naprosty amatér zde pti vybavovani
vzorce nebo pii vypoctu pitkladu udéld chybu, nebot P(H;|A) nema smysl dosazovat,
protoze pravé to nezndme a chceme urcit — v ¢itateli Bayesova vzorce se pouzije P(H;) -
P(A|H;).

4.5 Otazky k opakovani
U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jednéd o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 4.1 Binomické cislo (]Z) uddvd, kolika zpusoby lze vybrat k prvki z N-prukové
mnoziny.

Otazka 4.2 Pokud X ~ Bi(N,p), tak velicina X muze nabyvat pouze hodnot z mnoziny
{1,2,...,N}.

Otazka 4.3 Kromeé veliciny X s binomickym rozdélenim uddvagicim pocet viyskyti i lze

také merit velicinu Y = )—]\(f relativnich cetnosti % Pritom plati

1
P(X=1)=PY =—).
(X =i)=P(Y = 1)
Otazka 4.4 Véta o uplné psti plati, i pokud existuji takové indexy i,j € {1,2,...,n}, Ze
H,nH; #0.

Otazka 4.5 Psti P(H;) ve vété o uplné psti hraji roli tzv. vah, tedy

> P(H)=1.

1
Otazka 4.6 Psti P(A|H;) ve vété o uplné psti hragi roli tzv. vah, tedy

k

> P(AIH) =1.

1
Otazka 4.7 Pro libovolné ndhodné jevy H; a A plati

P(A) - P(H;|A) = P(H;) - P(A|H;).
Otazka 4.8 Apriorni psti u Bayesova vzorce je naptiklad P(Hy), aposteriorni psti je
napriklad P(H|A).
Otazka 4.9 Bayesuv vzorec bychom mohli teoreticky 1 upravit na tvar
P(A) - P(Hi|A)
P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|H) + - + P(Hy) - P(A|Hy)'

Odpovédi na otazky viz 13.4.

P(HilA) =




MA 0008 — Teorie pravdépodobnosti 41

5 Procvicovani prikladua, priprava na provérku

V této kapitole se jen podivame na Teseni nékterych typu prikladu, ne nutné vsech, které
byly probrany v prvnich ¢ty tydnech na cviceni a mohly by se objevit na provérce.

Priklad 5.1 Vyrobce pocitaci pouzivd pri prejimce hard diskiu ndsledujici strategii: Z
celé doddvky detailné zkontroluje soubor ndhodné vybranyjch diski a najde-li mezi nimi 5%
nebo vice disku s vadnymi sektory, odmitne dodavku prevzit. V opacném pripadé doddvku
prijme.

A) S jakou pravdépodobnosti wvyrobce ODMITNE doddvku 300 diski, kterd wve
skutecnosti obsahuje presné 4% disku s vadnymi sektory, pokud detailné kontroluje soubor

a) 20 ndhodné vybranych diski,

b) 40 ndhodné vybrangch disku?

B) S jakou pravdépodobnosti vijrobce PRIJME doddvku 300 diski, kterd ve skutecnosti
obsahuje presné 6% disku s vadnymi sektory, pokud detailné kontroluje soubor

¢) 20 ndhodné vybranych disku,

d) 40 ndhodné vybranych disku?

Resenf: Ad a): dodévka diskii bude odmitnuta, bude-li ve dvaceti vybranych nalezen
aspon jeden vadny disk. Nejjednodussi vypocet je tedy od hodnoty 1 odecist pst opacného
288

8
jevu, ze totiz vSech dvacet disku bude dobrych: 1 — 2320003 = 0,57.

20
ad b) Podobné jako a) s tim rozdilem, ze firma kontroluje 40 diskt v dodavce a odmitne

ji pfi dvou a vice nalezenych vadnych discich, tj. od hodnoty 1 odec¢teme pst, ze ze 40
288 12) (288
kontrolovanych bude vadny disk zadny nebo jeden: 1 — (34000) _ G >30(O39) = 0,4923.

Go) (W)

ad ¢) dodavka diskit bude PRIJATA, bude-li ve dvaceti vybranych nalezeno méné nez
282
pét procent vadnych, cili zadny vadny: % = 0,2781.
20

ad d) dodavka disktt bude PRIJATA, bude-li ve ¢tyficeti vybranych nalezeno méné nez

282 18Y (282
(40) + (1) (39) —= 072778

pét procent vadnych, cili zadny nebo jeden: (0 )
40

40
Priklad 5.2 Je zndmo, Ze 4% paneli od uréitého vijrobce magi odchylku od pozZadované
délky, 3% paneliu maji odchylku od poZadované Sitky. Pritom celd c¢tvrtina panelu magict
odchylku délky ma i odchylku sirky. S jakou pravdépodobnosti bude mit ndhodné vybrany
panel

a) odchylku délky i sirky?
b) odchylku délky nebo sirky?
c) odchylku délky, ale ne sirky?
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d) oba rozméry v poradku?
e) odchylku délky, md-li odchylku Sirky?

Resent: Je vyhodné si celou situaci se zadanymi tdaji kreslit — tomu fikdme grafickd
podpora feseni tlohy (na obrazku samotném uz data ze zadani zpracovavame v jejich
vzajemnych vztazich). Jednda se o jednoduchou tlohu na pst ndhodnych jevii zndzornénych
mnozinami nebo jejich ¢astmi. Grafickou podporu (obréazek) bychom mohli nazvat Ven-
novym diagramem, ovSem do jednotlivych ¢asti mnozin nezakreslujeme prvky, ale pro-
centy piSeme jejich procentualni pocet vzhledem k celku:

ad a) 1%, ad b) 6%, ad c) 3%, ad d) 94%, ad e) 5 tj. piiblizné 33, 33%.

Priklad 5.3 V losovacim klobouku zakrytém Satkem 5 bilyjch a 8 ¢ernych kouli. Postupné
losujeme 2 koule, pricemz vylosované koule nevracime zpét.

a) S jakou pravdépodobnosti jsou obé vylosované koule bilé?

b) S jakou pravdépodobnosti jsou vylosované koule riznych barev? Zapiste vysledky pomoci
ndsobeni pravdépodobnosti. (tj. bez kombinacnich cisel)

c) Vypoctéte (a), (b) nyni pomoci kombinacnich cisel, kterd se zaméruji jen na visledky
vybéru kulicek tak néjak najednou, bez ohledu na poradsi.

Reseni: Rozmyslete si, ze a pro¢ jsou nasledujici postupy spravnym vycislenim: ad a)
5 4

13 1 5 8

ad ¢) P(a) = %’ P(b) = (f)ﬁ(f)
(b)!1! :

. Po vy¢isleni jsou vysledkem stejnd ¢isla jako (a),

Priklad 5.4 Hodili jsme soucasné dvéma kostkami.
a) S jakou pravdépodobnosti padla alespori jedna Sestka, vime-li, Ze padl soucet 8%
b) S jakou pravdépodobnosti padl soucet 8, vime-li, Ze padla aspon jedna Sestka?

c) S jakou pravdépodobnosti padl soucet vétsi nez 10, vime-li, Ze padla alespori jedna
Sestka?

Reseni: Jednd se o piiklady na podminénou pst, které fesfme podle vzorce 3.1. Je
dulezity rozdil mezi (a) a (b): pst jevu, ktery vime, ze nastal, uvadime vzdy ve jmenovateli.

ad a) %, pokud bychom ptfemysleli podle vzorce klasické psti, a vSechny pripady, které
mohou nastat, chapali jako ty pripady, ve kterych padl soucet 8. Takovych je 5, ze ano?
A z nich pripady priznivé jevu, ze padla aspon jedna Sestka, jsou dva. Odtud vysledek.
Pokud byste stuj co stuj chtéli uplatnit vzorec 3.1, ktery jste se naucili, tak muzete a
vysledek je

RIS
SIS

o

b) 2:adc) 2.

Podobnym zpusobem jako (a) vypocteme: a = T
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Priiklad 5.5 Velitel zachranné operace soudi, Ze ¢lun s trosecniky se nachdzi nékde ve
ctverci o strané 200 km. Ma k dispozici dvé letadla a posadka kaZdého z nich objevi clun ve
vzdalenosti 25 km od letadla ve vSech smérech. Jedno letadlo preleti pres jednu uhlopricku
daného ctverce, druhé pres druhou. Jakd je pst, Ze asponi jedno letadlo objevi ¢lun?

cvv s

vyskyt v libovolném misté ctvercového tzemi je stejné pravdépodobny. Tj. mnozinou (2
uvazovanych pozic bude dany ¢tverec, jeho mirou bude jeho obsah. Nahodnym jevem
A (letadlum se pfi preletu nad obéma thloptickami ¢tvercového tizemi podaii spatfit
¢lun) budeme rozumét vsechny body ¢tverce, které jsou v dosahu 25 km od nékteré
z uhlopricek. Mira mnoziny A bude jeji obsah. Pst naseho ndhodného jevu A tedy
vypocteme jako s04)
P(A) = S@) 0,5821.

Zkontrolujte si vypoctem podilu obsahu (na zakladé svych znalosti geometrie), Ze tento
vysledek je spravny. Nejjednodussi je mozna odecist od obsahu 200 -200 mnoziny €2 obsah
¢tyt bilych trojuhelniki, které vznikaji mimo srafovanou plochu.

- V¢ IS
\ﬁj\\ 'c_,\ o5 U{/

G J
VN %
A g 21(L
sz A B
e 200 -2-25VL

Kdybychom si vsimli, ze ¢tyti trojihelniky, které vzniknou odstfihnutim od srafované
plochy, tvoif dohromady ¢tverec o strané 200 — 2 - 25 - /2, mizeme pocitat

S(A)  200% — (200 — 2- 25 - v/2)?
S(Q) 2002

P(A) = = 0,5821.

Piiklad 5.6 Jistd VS prijimd do 1.rocéniku studenty ze vsech typi SS. Absolventi
gymndzia je 65 %, pritom 60% z nich tvori divky. Zbylych 35 % prijatych studenti
navstévovalo jiny typ skoly a je mezi nimi pouze 30% divek.

a) Jakd je pst, Ze nadhodné vybrany student 1. rocniku je divka?

b) Systém vybral ndhodné jednu divku ze viech studenti prvniho roéniku (uzZ vime) —
jakd je pst, Ze tato divka je absolventkou gymndzia (jesté nevime a chceme uréit)?
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Reseni: ad a) Pst je vlastné rovna procentu divek ze viech moznych studenti. Divky z
gymnaziu tvoii z celku vSech pfijimanych studentu ¢ast 0,65 -0,60, divky z ostatnich typu
skol piijaté na VS tvoif z celku ¢dst 0,35 - 0,30. Tedy dohromady divky ze vech typu skol
tvoif z celku 1 véech piijatych na VS st

P(A) =0,65-0,60 + 0,35 - 0,30 = 0,495,

kde A ... ndhodné vybrany prijaty student je divka. Tedy nahodné vybrany student
prvnfho roénfku VS je divka se sanci 49,5%. Argumentace feseni byla provedena pomoci
procenta jako ¢asti celku, ale vlastné se jedna presné o tentyz postup jako vypocet tplné
psti!!!

Ad b) Nyni pouzijeme vzorec 3.1: Ozna¢me G ... ndhodné vybrany student je
absolventem-absolventkou gymnézia (vime, ze P(G) = 0,65). Dosazenim do vzorce 3.1
dostaneme

P(GNA)  P(G)-P(A|G  0,65-0,60

PGl4) = P(A) — P(A) 049

= 0,78787878.

Cela pravdépodobnostni ivaha byla proveditelna i elementarné jinak: ¢itatel zlomku ve
vypoctu vyjadiuje procento divek z gymnazia, jmenovatel vyjadiuje procento vSech divek.

Piiklad 5.7 Doba prichodu studenta do vijuky (v minutdch) byla zaznamendna do inter-
valového rozdéleni cetnosti:

<Iz’; l‘z‘+1> n;
(—3; O) 15
(0;3) | 10

(3; 6) 3

(6; 9) 2

(9; 12) 1
(12; 15) 1

a) Zpracujte tato data v podobé kumulact a relativnich kumulaci.
b) Jaky je maximdini pozdni prichod u 85 procent studenti (tedy 0,85-kvantil)?
c) Odhadnéte prumér doby pozdniho prichodu (v minutdch).

Resent: Interval (—3;0) znamend, ze studenti piisli véas pied zacdtkem hodiny, coz je
tedy pozitivni udaj, tfebaze je negativni ... s timto tdajem budeme normélné pracovat,
stejné jako s jinymi intervaly. Pocatek 0 znamena zacdtek hodiny, tj. nyni popisujeme
veli¢inu, ktera muze nabyvat kladnych i zapornych hodnot.

Ad a) nejprve vypocteme, ¢etnosti a kumulace, relativni cetnosti a relativni kumulace
(pocet méteni n = 32 dostaneme souctem Cetnosti). Viz tabulka na ndsl. strané.
tivnich kumulaci interval (3;6), na kterém byla poprvé piekrocena hodnota 0,85. Tim je
urcen interval (a;b) v nésledujicim vzorci:

n+1)-a—c,
n(a;b)

To =a+

’ (b_a)u
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Tabulka 5.7: Tabulka cetnosti a kumulaci doby prichodu studenta do vyuky.

doba prichodu | ¢etnost | rel. cetnost | kum. ¢etnost | kum. rel. cetnost
(—3;0) 15 0,46875 15 0,46875
(0;3) 10 0,31250 25 0,78125
(3;6) 3 0,09375 28 0,875
(6;9) 2 0,0625 30 0,9375
(9;12) 1 0,03125 31 0,96875
(12;15) 1 0,03125 32 1

kde ¢, je kumulace v bodé a dolni meze intervalu. V nasem piipadé tedy (a;b) = (3;6).
Déle n(a,b) = n(3;6) = 3 je Cetnost na intervalu (3;6). Celkem

0,85-33 —25

$0,85 =3 + 3

(6 — 3) = 6,05.
Tedy 85% studentu ptijde diive nez 6,05 minut po zacatku hodiny.

Pozor na mozny jiny prubéh dosazeni, ktery se moc nelisi, ale dava mirné odlisny
vysledek: Pokud nejprve vypocteme cast citatele v uvedeném vzorci 0,85 - 33, dostaneme
hodnotu 28,05 a fidime se sloupcem kumulaci, kde hleddme nejblizsi vyssi hodnotu ku-
mulace, kterd presdhne 28 — tou je 30. Tim jsme ovsem urcili (a; b) = (6;9) a celé dosazeni
do vzorce délame pro interval (6;9), dostaneme:

0,85-33 — 28

Zo,85 = 6 + 5

(9 —6) =6,075.
Hodnota je mirné odlisna, ale oba zpusoby jsou legitimni a davaji nam néjaky odhad
0,85-kvantilu, ktery je prijatelny.

Ad ¢) prumér bychom lehce vypocetli, kdybychom mél ovSem vSech 32 namétenych
casu k dispozici. Protoze mame jen intervalové ¢etnosti, prumér pouze odhadneme. Jako
namérené hodnoty vezmeme stiedy téchto intervalu —1,5, 1,5, 4,5, 7,5, 10,5, 13,5 (v mi-
nutach). Véazeny aritmeticky prumeér doby pirichodu pomoci ¢etnosti je tedy odhadnut
jako

1

T= o5 (15 (~15) +10-15+3-45+2- 7,54 105+ 13.5) = 1,40625.

Tedy prumérna doba ptichodu studenta do vyuky je cca 1,40625 minut po zacatku hodiny.

Piiklad 5.8 HadzZeme hraci kostkou desetkrdt za sebou. jakd je pst, Ze v téchto deseti
hodech padne osm a vice Sestek?
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Jednd se o klasicky priklad na Bernoulliovy psti, pro N = 10 a p = %. Odpovéd je:
p(8) +p(9) +p(10) =

10\ /1\° /5\> 10\ /1\° /5\' 10\ /1) /5)\°
— ) (2 ) (2 ) o (2) = 1945,
() G) - (6) = () (5) - () + (o) (G) - (B) —omomas
Piiklad 5.9 Student se na test o 10 otdzkdch vibec neucil a zaskrtivd prdavé jednu z
odpovédi a),b),c) zcela nahodné (hodi si kostkou, pokud mu padne 1 nebo 2, zaskrtne
variantu a), pokud 3 nebo 4, zaskrtne variantu b), pokud 5 nebo 6, zaskrtne c)). Jednd se

pritom o test, kde prdvé jedna z variant a),b),c) je sprdvnd u kazdé otdzky. Jakd je pst,
Ze pri tomto ndhodném vyplnéni testu bude student mit 3 a vice odpovédi dobre?

Opét se jedna o Bernoulliovy psti, pricemz pst jedné spravné odpovédi je p = %, a

N = 10. Bez pocitace, jen s vyuzitim kalkulacky, je nejvhodnéjsi vyuzit psti opaéného
jevu: p(3) +p(4) 4+ -+ +p(10) = 1 = p(0) = p(1) — p(2) =

N /10 N\ 72\ /10 1\? /2\°
S ) (B) ) (9 () ) = omesss
5.1 Shrnuti

V této kapitole snad zadné shrnuti neni tieba. Pravdépodobné se na tomto misté objevi
nejcastéjsi chyby u studentu, ktefi nedobrovolné piispéji (anonymné) do tohoto oddilku
na proverkach na jare 2022.
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6 Provérka

Provérka béhem casu prednésky. Priiklady z minulych provérek byly zahrnuty do textu
cviceni, kde najdete tedy i moznost je dobte procvicit

Poznamka: Pocinaje prednaskou 7 bude velmi potieba, aby studenti vstiebali
prednasku a pripravili si priklady a predvedli je na cviceni. Na cvicenich budou zadavany
priklady na samostatnou ptipravu.

Téma 7 je obsahlejsi, takze je probereme na cviceni 6 a prednédsce 7 (a na cviceni 7 by
pak uz méli studenti vystoupit samostatné se svymi vyresenymi piiklady, které jim budou
zadény). Lze tedy na cviceni 6 zacit uz téma 7, které ovSem je napsano az v kapitole 7,
protoze tvoii nedilny celek.

Dalsi moznosti, kterd se snad casem objevi zde, v kapitole 6, jsou priiklady
pravdépodobnostniho popisu vzaté ze zivota, nebo z jinych oboru lidské ¢innosti.

Prvni prednaska predmeétu: O statistice v programu Excel (kliknutim na odkaz se otevie
internetovy prohlize¢, i kdyz dané odkazy 3 az 6 nejsou celé viditelné; jednd se o ¢asti 1
az 6 série videf na téma STATISTIKA na ZS v Excelu):

e https://www.youtube.com/watch?v=2A1nqRNOjKY&ab_channel=AG-IVT

e https://www.youtube.com/watch?v=3bNt_i_bR24&ab_channel=AG-IVT

e https
e https
e https

e https

2/ /www
2/ /www
AL

2/ /www

.youtube.
.youtube.
.youtube.

.youtube.

com/watch?v=c2f1HZ1Z9UY&1ist=PLG1lp46vbIbJ7uBgh-vaGUAN7a-Gt4-Q3_,
com/watch?v=tL1KCpimlCY&1ist=PLGlp46vbIbJ7uBgh-vaGUAN7a-Gt4-Q3_.
com/watch?v=GxqV77AbfGw&1list=PLGlp46vbIbJ7uBgh-vaGUAN7a-Gt4-Q3_,

com/watch?v=055UX0nPSas&list=PLGlp46vbIbJ7uBqh-vaGUAN7a-Gt4-Q3_
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7 Diskrétni a spojita nahodna veli¢ina, stfredni hod-
nota a rozptyl, distribuc¢ni funkce

V tomto oddilu-kapitole se podivame na zdkladni terminologii popisu nahodnosti z vy-
sokoskolského hlediska, tedy popis pravdépodobnosti pro dospélé.

Budeme se tady spolecné zabyvat obéma hlavnimi modely psti z kapitoly 2: diskrétni
rozdélenim psti a spojitym rozdélenim psti. VSechny pojmy budou vysvétleny na dvou
prikladech, které se budou prolinat touto celou kapitolou.

U diskrétniho rozdéleni psti bylo dosud fe¢eno (opakovani z kapitoly 2), ze ji lze uzit
k popisu, kdyz:

e () ma koneéné mnoho moznych elementarnich vysledki, nebo je jich stejné najko
prirozenych ¢isel (fikdme, ze € je mnozina nejvyse spocetné nekoneénd).

e vSechny elementarni vysledky maji obecné RUZNOU mo#nost nastat (elementéarni
vysledek w; nastane s psti p(w;)).

e Pak lze pocitat pst ndhodného jevu A € A podle vzorce

P(4) = 3 plw)

w; EA

U spojitého rozdéleni psti bylo dosud feceno (viz kapitola 2), ze ji lze uzit k popisu,
kdyz:

e (3 ma nespocetné nekoneéné mnoho moznych elementarnich vysledku, a tedy se
jednd o interval redlnych ¢isel nebo o Rt, nebo R.

e Tyto elementarni vysledky maji obecné RUZNOU moznost nastat.

e Pak pro pst jevu (a;b) C Q nebo (a;b) C Q nebo (a;b) C Q nebo (a;b) C Q plati

b
wazmmwzpwwnzmmm:/f@mz

kde f(z) je nezdpornd po Castech spojita funkce.

Nyni na popis téchto modelt navazeme a rekneme s k nim nékolik dalsich typickych
terminu z teorie psti. Klicovym bude pojem distribuéni funkce F(z) (pozor, neplette
si s pojmem ,distributivni zakon z algebry 1 — u slova ,distributivni* je minén pasivni
vyznam (rozdéleny): ¢initel ndsobici zdvorku je po odstranéni zavorky rozdélen ke
kazdému clenu v zavorce; kdezto u slova ,distribu¢ni® je minén aktivni vyznam
(rozdélujici): samotnd distribu¢éni funkce urcuje pravidla, podle kterych se budou
hodnoty méfené veli¢iny rozdélovat, ¢ili podle kterych budou nastavat.®)

Podobné jako fyzikové se snazi o jakysi sjednocujici pohled na svét, i matematika
se snazila o sjednocujici pohled na nahodnost — a do velké miry se ji to podarilo prave
pojmem distribuéni funkce F'(x). (pozor, pismeno F' je dulezité, protoze f bude oznacovat
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néco jiného — viz matematickd analyza 2, kde [ f(z)dx = F(x) + ¢ ... do velké miry se
tohoto oznaceni mezi funkei F'(z) a jeji derivaci f(x) budeme drzet, pokud bude derivace
existovat, a tedy bude mit smysl o ni mluvit).

Ale jesté nez se dostaneme k pojmu distribuéni funkce, musime projit pojem nahodné
veliciny, dva piiklady a tfi dalsi sjednocujici pojmy (takze pojem distribuéni funkce bude
zlatym hiebem, uvedenym na zavér této kapitoly).

Nahodna veli¢ina X neni nic nového, ovSem jejimu presnému vymezeni se trochu
v tomto textu vyhneme. To pravé je velicina, jejiz hodnoty méiime a jejiz ndhodnost
chceme popsat — formélné se jedna o zobrazeni jistych vlastnosti, které elementarnim
vysledkim w € € (¢ti: malé omega z mnoziny velké omega) prifazuje redlnd cisla. V
obou nasledujicich piikladech upozornime na to, kde se tato veli¢ina objevuje a proc ji
lze chapat jako zobrazeni.

Piiklad 7.1 Hrdc hdzi trestné kose, méerime mu 6 hodu. Predpoklddame, Ze hrdc je stdle
stejné dobry, tspésnost md 70% tj. p = 0,70 v kazdém z 6 hodi (pokud jednou mine,
neovlivni to ndsledugjici miru toho, Ze se trefi v dalsim hodu— ta je stale 70% (jednotlivé
pokusy jsou stochasticky nezdvislé). Popiste tuto ndhodnou velicinu matematicky.

Matematicky popis kazdé nahodné veliciny bude zahrnovat Sest bodu ¢i charakteristik
(i) az (vi). Podivejme se nejprve na prvni tii:

(i) Co dana veli¢ina meéif, X = ...777?

X = pocet tref ze 6 hodu na kos (z 6 metru, z tradiéni basketbalové znacky).

(ii) Jakych hodnot veli¢ina X muze nabyvat?
X €{0,1,2,3,4,5,61.

Mozna zde by bylo vhodné vysvétlit rozdil ¢ souvislost mnoziny elementarnich
vysledkti w € Q2 a veli¢inou X:

Q = {NNTTTN,NTTNTT,..} — mnozina elementarnich vysledku, jedna
Sestiznakova sekvence predstavuje sérii Sesti pokust jednoho hrace, N = netrefil se,
T = trefil se pri konkrétnim hodu.

Velicina X je vlastné zobrazenim mnoziny € do mnoziny {0,1,2,3,4,5,6};
X(NNTTTN) = 3 (tj. 3x se hrac trefil ze Sesti pokusu), X(NTTNTT) = 4 (hrac
se v dané sekvenci trefil 4x), atd.

Az na prvky mnoziny {0,1,2,3,4,5,6} je nasazeno dalsi zobrazeni P zvané
pravdépodobnost, které ptirazuje jednotlivym hodnotdm mnoziny {0,1,2,3,4,5,6}
realné ¢islo z intervalu (0, 1).

(iii) S jakymi pstmi nabyva velicina X svych hodnot? Tedy u diskrétni veliciny: Jaké
jsou psti p(k) .= P(X = k), pro k € {0,1,2,3,4,5,6}7
Hodnoty p(k) nazyvame hodnoty pstni funkce. Pomoci znalosti ziskanych v prvni
poloviné semestru uréimé diléi psti pomoci psti pruniku nezavislych jeviu, tj. jako
soucin dil¢ich psti v jednotlivych hodech:
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p(0) = P(X =0) =0,3% = 0,000729.

p(1)=P(X =1)=6-0,3"-0,7 = 0,0102 (dany soucin Sesti psti je ndsoben jesté
Sesti, protoze bereme v tivahu pocet vsech sekvenci s jednou trefou a péti netrefami).
p(2) = P(X =2)=0,3"-0,72- (3) = 0,0595.

Atd. jedna se vlastné o binomické psti, P(X = 3) = 0,1852, P(X = 4) = 0, 3241,
P(X =5)=0,3025, P(X =6) =0,1176. Tyto hodnoty pstni funkce p(k) muzeme
znazornit 1 graficky:

0,3241
® 0,3025
L
0,1852
®
0,1176
®
0,0595
®
0,0102
0,0007
®
®
0 1 2 3 4 5 6 7

Nez vysvétlime tifi dalsi charakteristiky, projdeme si tytéz uz uvedené tii na
druhém slibovaném piikladu. Nyni jen jesté zduraznéme, ze X je diskrétni ndhodna
veli¢ina, protoze nabyva hodnot oddélenych, diskrétnich (mnozina hodnot je vétsinou
podmnozinou mnoziny N nebo Z, muze se ovSem jednat i o koneénou nebo spocetnou
mnozinu zlomki).

Aby pravdépodobnostni funkce p(k) spliiovala vlastnosti psti, musi platit

1. S0 p(k) =1 (axiom normovanosti),
2. p(k) > 0 pro kazdé k € {0,1,2,3,4,5,6} (axiom nezapornosti),

3. P(X € (a;0) = X jc(ap P(K) (kdyz checeme urcit pst, Ze velicina X nabude hodnot
z intervalu (a; b), secteme psti p(k) pro k € (a;b)). Z urcitého duvodu, ktery bude
patrny ze sjednocujictho pojmu distribuéni funkce, bereme nterval (a; b) bez levého
krajniho bodu.
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Priklad 7.2 Popiste matematicky velicinu X wvyjadrugici dobu prichodu studenta na
konkrétni vguku v rozurhu (v minutdch). Zohledrniujeme, Ze 75% studenti prijde v cas v
intervalu (—5,0). Predpokldddme, Ze kaZdy okamzik z intervalu je stejné pravdépodobny.
Ostatni prijdou pozdé v intervalu (0,10). Sance jejich pozdniho prichodu rovnomérné
klesd az k nule. Student vice meZ minut predem ani pozdéji neZ 10 minut po zacdatku
neprijde.

(i) Co dana veli¢ina meérf, X = ...777?

X = doba prichodu studenta vzhledem k casu ¢(0) = 0 (minut).

(ii) Jakych hodnot velicina X muze nabyvat?
X nabyvé hodnot v intervalu (—5; 10).

(©Q je nyni uz piimo interval (—5;10), tj. velicinu X lIze chépat jako identitu
(—5;10) — (—5;10), zde uz jeji uziti nic zajimavého neprindsi, ale formélné je
pouzijeme také, abychom pravée téz mohli mluvit o veliciné X, ktera nabyva hodnot
z intervalu — terminologie s mnozinou €2 uz se zde nepouzivd)

(iii) S jakymi pstmi nabyva veli¢ina X svych hodnot? Tedy u spojité velic¢iny: Jaké jsou
psti P(X € (a;b))?

y=0,15

0,15
L

075 10;0,05]

y= - 0,05x+0,05

0,25 [10;0]
- 0 5 10
1. [(—o0,00)f(z)dx =1
2. [(a,b)f(z)dx >0
3. [(a,b)f(x)dz = P(X € (a,b))
0,052 + 10y + ¢ = 0
c=—-0,5



52 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

y = 0,005z + 0,05

y=ar+0b
0,05 =10a + b
—0,05 = 10a
—0,005 =a
0 T < =5
) 0,15 ..x € (=5,0)
f(x) = —0,0052 +0,5 ...z € (0;10)
0 o> 10
4. F(x)
0..x < =5

S, hdllalko = OAS (KHS)

AN Yo
7T
-5 X @)

=0,15(z +5) ... z € (—5;0)

0,75 + [(x,0) = (~0,005¢ + 0, 05)dt
= 0,75 — [0, 005%} (2,0) + 0,05 [1] (0, 2)

= 0,75 —0,00252% + 0,05z
z € (0,10)
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0,75

1.z > 10

Piiklad 7.3 EX=Y"k-p(k) = 0-0,0007 4+ 10,0102+ 20,0595 + ...+ 6 -0, 1176 = 4,2
DX=(Y" k2 p(k)) — 4,22 = 0% 0,0007 4 12 0,0595 + ... + 62 - 0,1176 — 4,22 = 1,26
VDX = 1,26 = 1,1225

EX j“:j—],D;{\ = (0,525;7,875)

Priklad 7.4 F(z) = [} =z f(z)dz = [°,2-0,15dz + [,° x - (—0,005z + 0,05)dz =

5,70 5110 ,110
=015 |%| _— 0,005 [?]0 +0,05 [%]O =
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25 5 1000 100
=0,15-2% — 5. 1000 4 5. 5= —Lout

DX=["a% - f(w)de — 1,04 = [° 2% -0,15dx + [;” #*(~0,005z +0,05)dx — 1,084
0 10 10
—0,15. [ } 0005[ } +0,05[%] —0,085 = 0,15- 125 — 5 - 10000 4 785 1600 —
1,085 = 9, 331667
VDX = /0, 331667 — 3,0548
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8 Neéktera vyznacna rozdéleni pravdépodobnosti —
diskrétni i spojita

Viz slajdy 08prednaska, kde najdete prehled zédkladnich rozdéleni pravdépodobnosti. Ob-
sah prednasky je dobré doplnit i prislusnou kapitolou skript MAO8 s vyuzitim Excelu
(Fajmon, Nezval, 2021). Podrobnéjsi povidani doporucuji téz v textu (Fajmon, Hlavickové,
Novék, 2014) — s tim rozdilem, ze geometrické rozdéleni pravdépodobnosti v tom textu ne-
najdete, kdezto tam mozna najdete navic predstavené hypergeometrické rozdéleni, které
nebylo zatazeno do textu, ktery ctete.
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9 Normalni rozdéleni psti

9.1 Normalni rozdéleni pravdépodobnosti
Normaélni rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni pro veli¢iny spojitého typu a mé hustotu

1 _(t=w?
e 202,
V2T - o

Vzorec této funkce na prvni pohled nema prijemny tvar — asi by ji nikdo nechtél potkat v
noci na liduprazdné ulici. Dalo by se spocitat, ze stfedni hodnota veli¢iny X s rozdélenim
zadanym touto hustotou je rovna parametru ju, rozptyl je roven parametru o?. Proto
budeme znacit No(u,o0?). Na obr. 9.6 jsou uvedeny grafy hustoty pro o2 stdle rovno
jedné a rizné stiedni hodnoty g, na obr. 9.7 je 4 = 6 a méni se hodnoty rozptylu o2 (
Pti malém rozptylu je rameno grafu hustoty vysoké a uzké, pro vétsi rozptyl hustota
nabyva nizsich funkénich hodnot, ale interval s hodnotami vyznamné odlisnymi od nuly
je 8irsi). U v8ech téchto grafu hustot plati ffooo f(t)dt =1.

ft) =

Obrazek 9.6: Hustota normalniho rozdéleni pro rizné stiedni hodnoty pu.

Normélni rozdéleni se stalo slavnym diky tomu, co tika tzv. centralni limitni véta:

Jestlize X, Xs,..., Xy Jjsou navzijem nezavislé veliciny, které maji
vSechny stejné rozdéleni (nemusi byt normadlni, ale libovolné, jeho stiedni
hodnota je FX; = p a rozptyl DX; = o?), pak souctem téchto veli¢in je
nihodna veli¢ina Y (plati ¥ = YV X;) se stfedni hodnotou EY = N -y a
rozptylem DY = N - o2, kterd m4 pro dostateéné velké N (N > 30) normdalni
rozdéleni, tj. plati

_(t=Nw?

P(Y € (a; 2No? (.

0= [ Jeows

To, Zze hodné proménnych lze s velkou presnosti popsat pomoci normélniho rozdéleni,
je prave dusledkem centralni limitni véty. Nésledujici dvé situace to dokresluji.
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07 2 5 4 6 6 7 8 9

Obrazek 9.7: Hustota normalniho rozdéleni pro ruzné rozptyly o2.

Piiklad 9.1 Y] uddvd vysku borovic v daném lese (v metrech). Prumérnd vyska (= p) je
50 metri. Vezméeme nyni jeden konkrétni strom, jehoZ viyska je 54 metru. Co zpusobilo,
ze vyrostl o 4 metry nad priumér? Hodné ruzngch vlivu:

a) Stromek byl zasazen v obzvldst priznivém obdobi roku, coZ zpusobilo, Ze vyrostl o 1m
nad prumeér.

b) Misto, kde strom roste, ziskdvd zdroje hnojiva navic, coz vede k ristu o 2,3m nad
Prumer.

c) Nestastnou ndhodou byl stromek pFi sazeni nalomen, coZ znamend, Ze narostl o 1,4m
nizsi, nez mohl.

d) Strom md dobré misto na slunci, cozZ mu pomohlo vyrist o 2m nad primer.

e) Skupina prislusniki antagonistického hmyzu si vybrala strom za svij domov, coZ mu
vzalo Sance vyrist o 0,6m vys nez ostatni stromy.

atd.

Zkrdtka a dobre, vychyleni 4m nad prumeér je dano souctem vsech téchto moznijch kladnijch
1 zdpornych vlivu. ProtoZe téchto vlivi je vétsinou pomérné dost, vyslednou viysku stromu
danou soustem vsech téchto vlivi lze s velkou presnosti popsat normdlnim rodélenim.

Piiklad 9.2 Y5 uddvd vysledek zkousky z matematiky. Vezmeme nyni viysledek zkousky
jednoho konkrétniho studenta. Co nan mélo vliv?

a) Honza mél den pred zkouskou chiipku. To sniZilo jeho vikon o 5 bodii.
b) Honza si néco tipl a ndhodou to trefil - pridalo mu to 2 body.
c) Honza chybél na klicové predndsce a nemél u zkousky jeji kopii - prisel o 5 bodii.

d) Profesor byl v dobré ndladé a pri opravovdni Honzovi 3 body pridal zadarmo.
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atd.

Opéet vidime, Ze wysledek Honzovy zkousky je ddn souctem wvétsitho poctu navzdjem
nezdvislych ndhodnijch vlivi, a tedy jej lze s welkou presnosti popsat normdlnim
rozdelenim.

Nésledujici priklad by klidné mohl byt uveden jako matematickd véta, protoze se
jedné o dulezity dusledek centralni limitni véty (a nékdy je také uvddeén jako véta - iikd
se ji Moivre - Laplaceova véta (¢ti: moavr laplasova)).

Piiklad 9.3 Disledek centralni limitni véty cislo 1. Specielné i binomické rozdélent
lze pro dostatecné velké N dobre popsat (aproximovat, nahradit) normdlnim rozdélenim:

Uvazujme napriklad wvelicinu X, kterd wuddvd pocet licu pri 100 hodech korunou.
Tato velicina ma binomické rozdelent s parametry

1
N =100, p=73; EX = Np=50; DX = Np(l —p)=25.

Tuto wvelicinu lze vyjddrit jako soucet velicin X, Xo, ..., X100, kde X; md binomické
rozdéleni s parametry N = 1, p = %, tj. uddvd pocet licu v jediném hodu minci (pro
N =1 se binomické rozdéleni nékdy nazyjvd alternativni rozdélent, protoZe velicina mize
zde nabyvat pouze dvou alternativ: 0 (= ¢iselné vyjddrent alternativy ,neispéch®) nebo 1

(= ciselné vyjadrend alternativy ,ispéch®)).

Jako soucet stejné rozdélenych nezavislych wvelicin lze tedy X s wvelkou presnosti
popsat normdlnim rozdélenim s parametry (pro N = 100)

pp=EX=N-EX;=Np=50, o’=DX=N-DX;=Np(l—p)=25.

Cili pro dostatecné velké N lze binomické rozdéleni s velkou presnosti aproximovat
normalnim rozdélenim se stejnou sttedni hodnotou a rozptylem.

Piiklad 9.4 Dusledek centralni limitni véty ¢&islo 2. Tento diusledek budeme
potrebovat v ndsledujici kapitole, kdyZ se budeme snaZit popsat rozdéleni pruméru ze
stejné rozdélenyjch velicin: Jestlize X1, Xo, ..., Xy jsou stejné rozdeélené veliciny, ne
nutné normalné rozdelené, a kazdd z nich ma stejnou stredni hodnotu p a stejny rozptyl
o, Tak jejich primér

|
md normdlni rozdéleni se stredni hodnotou p a rozptylem "—]5 Skutecne, lze dokdzat

vypoctem stredni hodnoty a rozptylu této veliciny. Od tvrzeni pivodni centrdlni limitni
vety se tato veta lisi pouze tim, Ze cely soucet velicin je jesté vydéleny konstantou N,
diky tomu tedy jind stredni hodnota a rozptyl:

1 1
E(=Y"X,)== N-u=
(Nz ) Now=a,
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(=3 x L N.o2=Z
JE— i —_ . o = —
N N? N
(pTi vgpoctu rozptylu vyuZivame toho, Ze se pocitd jako druhd mocnina odchylky v argu-

mentu — tedy pri vytykdni konstanty % ndsobené sumou ndhodnyjch velicin pred operdtor
D tuto konstantu musime umocnit na druhou,).

9.2 U-rozdéleni

Uvazujme ndhodnou velicinu X udavajici vysledky zkousky z matematiky, kterou lze s
velkou presnosti popsat normalnim rozdélenim (viz piiklad 9.2)s hustotou f(t) a parame-
try

te =75, o2 =25.

Jeji normované hodnoty (viz pt. 7?7, ??, ??7) budeme chépat jako hodnoty veli¢iny U, kde

X =y X —T5

U

o 5

EU = /_Zt;:x~f(t)dtzg%</_Zt~f(t)dt—ux~/:;f(t)dt) -

1
= (,U:r_lux'l):0§
g

xT

a plati

o t _ - 2
DU = E(U2)—E2U:EU2—0:/ ( a ) f()dt =
1 [ 1
= o () pwar= ol =
Zajimé-li nas pravdépodobnost, s jakou student dosdhne vysledku mezi 75 a 77 body,
musime spocitat
T

_ (t—=75)2
- e 50

75 V2r-5 o
coz je obsah vysrafované plochy na obrazku 9.8.

Tato pravdépodobnost je stejna jako pravdépodobnost, ze velicina U nabude hodnot z
intervalu ur¢eného ptislusnymi normovanymi hodnotami:

75—75<X—75<77—75)_
5 5 5 n
1 u2

0.4
= PO<SUL04)= -e” 2 du,
0U<og- [

P(75< X <77) =

P(75< X <77) = P(

coz je obsah Srafované plochy na obrazku 9.9.
Plati tedy

7775
v 1 _(t=75)* 5

ce 2 dt = w)du,
/75 V2r -5 /75g75 f()
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0.08
0.06
0.04 -

0.02

o 60 65 70 75 80 85 90

Obrazek 9.8: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti, ze X nabude hodnot
z intervalu < 75;77 >.

Obrazek 9.9: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti, ze U nabude hodnot
z intervalu < 0;0.4 >. Tento obsah je stejny jako obsah srafované plochy z obr. 9.8.

kde f(u) je hustota U-rozdéleni, tj. libovolny integral z hustoty normalniho rozdéleni lze
prevést na integral z hustoty rozdéleni U.

Velicina U m4d tedy normalni rozdéleni No(u = 0;02 = 1), které nazyvdme
standardizovanym normdlnim rozdélenim (v anglické literature Z-distribution;
hodnoty veli¢iny s timto rozdélenim se nazyvaji Z-values nebo také Z-scores).

Vypocty uvedenych integrdlu jsou dosti pracné (bud musime uzit nékterou z nu-
merickych metod, nebo rozvinout exponencialni funkci v nekone¢nou fadu a integrovat
¢len po ¢lenu), a proto se s vyhodou pouziva nasledujictho postupu: pravdépodobnostni
vypocty obecného normélniho rozdéleni se prevedou pravé popsanym postupem na
vypocet integralu U-rozdéleni, pro které byla vypoctena a sestavena tabulka integrala

2
e Tdt

@(u):P(U<u):/u \/127
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(P(u) je oznaceni distribuéni funkce rozdéleni U - jako pravdépodobnost ma svij geome-
tricky vyznam, coz zndzornuje obrazek 9.10).

Obrazek 9.10: Obsah srafované plochy je roven funkéni hodnoté distribuéni funkce ®(u)
rozdéleni U.

Protoze graf funkce f(u) je symetricky vzhledem ke svislé ose (pfimce u = 0), v
tabulce nemusi byt uvedeny hodnoty ®(u) pro zapornd w. Plati totiz pro u > 0:

Pravdivost tohoto tvrzeni je patrna z toho, ze na obou strandch rovnosti v ramecku je
obsah téze plochy. Napt. ®(—0,5) = 1 — ®(0,5), protoze (viz obr. 9.11) funkce f(u) je
symetrickd a celkovy obsah plochy pod kfivkou je roven jedné:

P(—0,5) =S(A)=S5(B)=1-2(0,5)
Hodnoty funkce ®(u) jsou uvedeny v tabulce 9.8 a 9.9.

Priklad 9.5 Velicinu X  udavagici wvysledek  zkousky lze popsat rozdélenim
No(u = 75;0% = 25), S jakou pravdépodobnosti je vysledek zkousky

a) v intervalu < 69;72 >7

b) mensi nez 657

c) vétsi nez 807

d) v intervalu < p, — 30, py + 30, >7

Reseni:
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Obrazek 9.11: Obsahy ploch A a B jsou stejné.

ad a)

— X — 9 _
P69 < X <72) — P<69 Po pa T uJ;):

_ P(69_75§U§72_75> _

5 5
- P( 12<U
= 1-2(0,6) -

= @(12) (0,

—0,6) = ®(—0,6) — (—1,2) =

<
(1-9(1,2)) =
6) = 0,8849303 — 0,7257469 = 0,1591834,

coz je obsah plochy na obrazku 9.12.

Pokud si zvidavy ¢tenatr polozil otazku, pro¢ misto nékterych neostrych nerovnosti
nejsou v tomto odvozovani ostré a naopak, pak bych mu rad pripomnél, ze u spojitych
veli¢in plati

P(X =1t)=0

pro libovolné ty. Diky tomu nezalezi na tom, zda u normalniho rozdéleni definujeme
distribu¢ni funkci predpisem F(t) = P(X < t) nebo F(t) = P(X < t) (tyto dva druhy
definice se totiz objevuji v matematické literatute oba, ale zadny velky vliv to nema — u
spojitych veli¢in to nemd zadny vliv, u diskrétnich veli¢in je schodova distribuéni funkce
v prvnim pripadé zprava spojitd, ve druhém zleva spojita, tj. v bodé skoku je v prvnim
piipadé funkéni hodnota definovdna na hornim schodu, ve druhém pfipadé na dolnim).

ad b)

X -y 65— pg 65 — 75
P(X <65) = P( Ho “):P(Ug - ):
Ox Ox

= P(U<-2)=0(-2)=1-0(2) =
— 1-0,9772499 = 0,0227501.
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Tabulka 9.8: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 1.¢4st.

®(u)

®(u)

O (u)

®(u)

O (u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595
0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919

0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59

0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000
0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6914625
0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047

0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,30
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,36
0,87
0,38
0,89

0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711
0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671

0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19

0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999
0,8829768

1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8006514
0,8925123
0,8943502
0,8961653
0,8979577
0,8097274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
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Tabulka 9.9: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 2.¢4st.

®(u)

®(u)

O (u)

®(u)

O (u)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

0,9331928
0,9344783
0,9357445
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,9417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,9581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09

0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572
0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,9712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,9777844
0,9783083
0,9788217
0,9793248
0,9798178
0,9803007
0,9807738
0,9812372
0,9816911

2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39

0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,9834142
0,9838226
0,0842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966
0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,9874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9889893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060
0,9913437
0,9915758

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,80
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00

0,9918025
0,9920237
0,0922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,9932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574
0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,9981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,0999277
0,9999683

4,50
92,00
9,50

0,9999966
0,9999997
0,9999999
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Obrazek 9.12: K pi. 9.5a) - vypocet pravdépodobnosti u normalniho rozdéleni je roven
obsahu srafované plochy.

ad c)

80 — 75

P(X >80) = P(UZ ):P(U21):1—P(U<1):

= 1—P(1) =1-0,8413447 = 0,1586553.
ad d) P(,ux_gax SXS,Ux—F?)Ox) =

— P(L3<U < 3) = B(3) — D(—3) — &(3) — (1— B(3))
= 2@(3) —1=10,9973002

Vétsina hodnot veliciny X lezi tedy v intervalu < pu, — 30,y + 30, >. Velicina
X nabude hodnoty z tohoto intervalu s pravdépodobnosti 99,7% (= tzv. pravidlo t#i
sigma).

Piiklad 9.6 Firma wvyrdbi balicky ortechu po 200ks, pricemz % oriski jsou burské a
}l liskové, dokonale se promichaji, a pak se teprve sypou do balicku. Jestlize koupime
jeden balicek orechi, jakd je pravdépodobnost, Ze pocet liskovych orfechi je v intervalu

< 47;56 > ¢

Reseni. Ndhodnd wveli¢ina X uddvajici pocet liskovijch ofechi v jednom balicku
md rozdéleni Bi(N = 200,p = 0,25), ¢ili u, = 50, 0% = 37,5. Primy vijpocet

P (4T< X <56)=P(X =47)+ P(X =48) +---+ P(X = 56) =
200 200 200
= 0,25%70,751%3 0,25%0,75%2 4 ... 0,25%60. 75144 =
( 47) ) ) + 48 ) ) + + 56 ) )
= 0,568
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byl urcen pomoci robustni kalkulacky, kterd md funkci pro obecnou sumu a také funkci
pro vycisleni kombinacnich cisel. Pri nahradé daného binomického rozdeleni normdlnim
rozdélenim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem (0% = 37,5 = o0, = 6,12) dostaneme
vysledek:

47—5O<U<56—50

612 —  — 6,12
= ®(0,98) — (1 — B(0,49)) = 0,524.

PAT<X <56) = P ( ) = ©(0,98) — ®(—0,49) =

Je vidét, Ze chyba od presného viysledku je v Fadu procent (druhé desetinné misto). Pokud
bychom pouzili korekce (viz ndsledujici priklad 9.7), dostali bychom vysledek P(46,5 <
X <56,5) = 0,569, jehoz odchylka od presného viysledku je v ddu desetin procenta (treti
desetinné misto).

9.3 Aproximace binomického rozdéleni normalnim s korekci

Piiklad 9.7 Ndhodnd velicina X uddvd pocet licu pri ctyrech hodech minci. Vypocteme
napriklad pravdépodobnost, Ze pocet licu ve ctyrech hodech bude jeden nebo dva,

a) pomoci Bi(N =4,p=0,5);

b) pomoci normdlniho rozdélend;

c) pomoci normalniho rozdélent s korekct.

Resent:

ad a) P(1<X <2)=p+p2=0,25+0,375 = 0,625.

ad b) Aprozimujme binomické rozdéleni normdlnim rozdélenim No(u, = Np = 2,02 =
Np(1—p) =1):

1 — g 2 — Uy 1-2 2—2
PA<X<2) = P( P v < M)ZP(TSUST)z

Og Og

= ®(0) — D(—1) = 0,341.

Hodnota z b) se od hodnoty z a) vyznamné lisi!! Kde se udala tak velkd chyba? V tom,
ze obsah plochy dvou obdélniku histogramu na obr.9.13

jsme aproximovali pomoci obsahu plochy na obr. 9.14,

nikoliv pomoci srafované plochy na obr. 9.15.

Aproximacni chyba se zmensi, pokud vypocet pravdépodobnosti P(t; < X < t5)
pomoci Bi nahradime obsahem podgrafu hustoty No na intervalu stejné délky, tj.
pravdépodobnosti P(t; — 0,5 < X < 5 + 0,5). Toto rozsifeni intervalu o 0,5 na obou
strandch nazyvame korekeci.
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Obrazek 9.13: K pr. 9.7 - aproximovana plocha.

Obrazek 9.14: K pi. 9.7 - nevhodnéa aproximace Bi pomoci No.

-

4

Obrazek 9.15: K pf. 9.7 - vhodna aproximace Bi pomoci No uzitim korekce.

ad c) V nasem prikladu dostaneme uZitim korekce:

Pu-05 <X <2403 = P2 cu < BT

1 3
= B(z)— D(—2) = 0,624
(2) ( 2) ) ?
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coz je docela dobrd aproximace presné hodnoty 0,625.

Je vidét, ze pomoci korekce lze popsat binomické rozdéleni normalnim i pro mala N.
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10 Uvod do tsudkové statistiky — statistické testy

10.1 Statistické rozhodovani — chyba 1. druhu a chyba 2. druhu

Priklad 10.1 Soudni proces jako ptiklad rozhodovaciho procesu. UvaZujme jed-
noduchy soudni proces, ve kterém existuje pouze jediny mozny trest a soud rozhodne, zda
se tomuto trestu obZalovany podrobi nebo ne. A navic proti rozhodnuti soudu neezistuje
Zadné odvolani. Jednd se o jakysi rozhodovaci proces, u kterého mohou nastat ¢tyri mozné
vysledky:

1. ObzZalovany je vinen a soud jej odsouds.
2. ObZalovany je nevinen a soud jej osvobodi.

3. Obzalovany je nevinen a soud jej odsoudi. Jednd se o chybné rozhodnuti - tuto chybu
budeme oznacovat jako chybu prvniho druhu.

4. ObzZalovany je vinen a soud jej osvobodi. Toto rozhodnuti je rovnéz chybné - budeme
tuto chybu oznacovat chybou druhého druhu.

V' kazdém soudnim procesu se musi hledat jistd rovnovaha mezi tvrdosti a mirnosti.
Jednim extrémem je liberdlni soudce, ktery k usvédcéeni obZalovaného vyZaduje wvelké
mnozstvi dukazu. Takovy soudce jen zridka odsoudi nevinného (zridka se dopusti chyby
pruniho druhu), ale dosti ¢asto osvobodi vinika (chyba druhého druhu). Druhym extrémem
je konzervativni soudce, kterému k usvédcéeni staci jem nékolik dikazi. Takovy soudce
posild do vézend i jen pri stinu podezient, ¢ili c¢astéji odsoudi nevinného (chyba proniho
druhu), ale zridka osvobodi darebika (= zridka se dopusti chyby druhého druhu). Slova
Lkonzervationi“ a ,liberalni® jsou terminy z politiky. V dnesni dobé uz nikdo nevi, co
znamenagi. Tato jejich ,statisticka definice navrhugje jejich vyznam, ale také upozornugje
na nebezpeci kazdého z téchto postoji.

v s

druhého druhu. Vseobecnée se md za to, Ze zavainéjsi je uvéznit nevinného, nez osvobodit
darebdka. A proto se chybé odsouzeni nevinného prisuzuje druh c¢islo 1 a vénuje se ji
vetsi pozornost. Ale nékde musi byt stanovena jistda hranice, po jejimz prekroceni uz soud
pristoupt k rozhodnuti ,vinen® a bez skrupuli clovéka potrestd.

Vsimneme si jedné wéci, kterd plati jako obecny princip. Pokud se soudce snazi
byt benevolentni a odsoudi ¢lovéka aZ po nahromadéni velkého mnozZstvi dikazu (sniZuje
tim moznost vyskytu chyby prvniho druhu), soucasné narustd nebezpeci, Ze i kdyZ je
obZalovany wvinen, potiebné mnoZstvi dukazi se nenajde a soud jej osvobodi (roste
moznost vyskytu chyby druhého druhu). Neni to nic svétoborného, ale uz jsme dlouho
neméli Zadnyj ramecek, a proto jej aspon wvnit prikladu mizZeme pouZit:

Snizovanim moznosti vyskytu chyby prvniho druhu roste moznost vyskytu
chyby druhého druhu - a naopak: pokud zvysujeme moznost vyskytu chyby
prvniho druhu, snizuje se moznost vyskytu chyby druhého druhu.
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7 uvedeného ramecku je vidét, ze zadnou z chyb neni mozné naprosto vyrusit: pokud
totiz snizujeme moznost vyskytu chyby prvniho druhu az témér na nulu, roste tim
moznost vyskytu chyby druhého druhu do obludnych rozmeéru a rozhodnuti u¢inéna
timto stylem jsou nerozumnd, az nemoudra. Strategii v rozhodovacich procesech tohoto
typu je tedy zvolit pravdépodobnost vyskytu chyby prvniho druhu malou, ale ne piilis
malou.

Shrnme predchozi wvahy do péti kroku, které popisuji cely soudni proces:

1. Stoji proti sobé dvé moznd rozhodnuti soudu:

Hy ... obZalovany je nevinen
H, ... obZalovany je vinen

Soud musi rozhodnout pravé jednu z téchto variant a toto rozhodnuti je nezvratné,
neexistuje proti nému odvoldny.

2. Vystoupt Zalobce, ktery predlozi nashromazdéné dukazy pro platnost Hy.

3. Vystoupi obhdjce a vysvétli vsechny souvislosti za predpokladu, Ze plati Hy. Snazi se
vidét a vysvetlit vsechny argumenty obZaloby ve svétle toho, Ze obZalovany je nevinen.

4. Porota soudu se odebere k rokovdni. Bere v uvahu jak mmnoZstvi dukazi a jejich
zdvaznost, tak i argumenty obhajoby a moznost, Ze tyto dikazy neznamenaji nutné
vinu obZalovaného, ale v jeho neprospéch hraji jen ndhodou.

5. Porota se wvraci a vyslovuje svij verdikt: pokud byla prekrocena mira zdvaznosti
dukazu pro platnost Hy, obZalovany je vinen. pokud me, obZalovany je osvobozen.
Toto rozhodnuti soudu je nezvratné.

Prave uvedenych pét kroku v prikladu 10.1 se vyskytuje v mnoha rozhodovacich pro-
cesech, které nazyvame statistické testy. Tyto principy plati obecné, vyslovme je tedy
obecné, uz oprosténi od piikladu soudce a obzalovaného (ovsem analogie se soudnim pro-
cesem zde existuje velice pfimd):

(K1) Statisticky test obycejné rozhoduje o tom, zda plati hypotéza H, (tzv. nulova
hypotéza) nebo H; (tzv. alternativni hypotéza). Tyto dvé hypotézy pritom
stoji ve vzajemném rozporu. Ve vétsiné testu Hy tvrdi, ze jista velicina nezdvisi
na hodnotéch urcité dalsi velic¢iny, kdezto H; tvrdi, ze naopak zdvisi (pro ty, kdo
by si chtéli udrzet souvislost mezi statistickym testem a soudnim procesem, coz
doporucuji, pomucka k zapamatovani: Hy testu iika nezavisi, a Hy soudniho procesu
nevinen).

(K2) Stanovime kritérium (zpravidla urcitou funkei), které ukazuje na miru platnosti
alternativni hypotézy H; (urcuje ,zavaznost dukazu“ pro H;). Pak provedeme ex-
periment, ve kterém zmeérime data potiebna pro dosazeni hodnot do naseho kritéria.
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(K3) Kritériem byva jista funkce, ktera pfi riznych méfenich nabyva ruznych hodnot, je
to tedy nahodnéd veli¢ina. Uréime teoretické rozdéleni kritéria za predpokladu,
ze plati hypotéza Hy. Jinymi slovy, popiSeme vlastnosti kriterijni veliciny ve svétle
toho, ze plati Hy.

(K4) Na zékladé teoretického rozdéleni kriterijni veli¢iny stanovime uréity interval hod-
not, kam kdyz padne empirickd hodnota kritéria, tak nezvikla naSe presvédceni o
platnosti Hy, ale eventuelni dopad hodnoty kritéria mimo tento interval nas povede k
nazoru, ze byla pirekrocena jista kriticka mira, takze usoudime, ze Hy neplati. Kri-
tickou miru zpravidla urcujeme tak, aby pravdépodobnost vyskytu chyby prvniho
druhu (tj. ze rozhodneme, ze Hj neplati, kdyz ve skutec¢nosti Hy plati) byla do-
statecné mald, napt rovna 0.05 (to se chyby prvniho druhu dopustime nejvyse v
péti procentech piipadi), ale ne prilis mald, aby nerostla moznost vyskytu chyby
druhého druhu (tj. ze rozhodneme, ze Hy plati, kdyz ve skutecnosti Hy neplati) do
nerozumnych rozmeéru.

(K5) Porovndme empirickou hodnotu kritéria s kritickou mirou. Pokud je kritickd mira
prekrocena (hodnota kritéria lezi mimo interval nalezeny v bodé 4), zamitdme
hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy H;. Pokud neni kritickd mira
prekrocena, hypotézu Hy nezamitame.

-----

protoze je potfeba si tyto pojmy pamatovat nejen v prikladu o soudci, ale také v terminech
zamitnuti nebo nezamitnuti Hy:

Tabulka 10.10: Ctyii mozné vysledky statistického testu.

skutecnost: H, plati | skutecnost: H; plati

rozhodnuti: Hy nezamitame O.K. chyba 2.druhu

rozhodnuti: Hy zamitdame chyba 1.druhu O.K.

Dalsi standardni oznaceni se pouziva pro pravdépodobnost vyskytu chyby 1.druhu
(znaci se a) a pravdépodobnost vyskytu chyby 2.druhu (znacime ().

10.2 Statisticky test stfedni hodnoty binomického rozdéleni

V tomto oddilku se pustime do prvniho typu statistického testu. Cely postup bude
vysvétlen na piikladu:

Priklad 10.2 Ezper prodejce tvrdil, Ze o novy virobek Samponu bude mit zdjem 20%
zdkazniku. Pri pruzkumu u 600 zdkazniki jich o novy Sampon projevilo zdjem 135. Na
hladinée vyznamnosti o = 0,05 testujte hypotézu HyZe zdajem o vyrobek je zhruba stejny,
jak expert predpokldadal.
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Reseni: Hladina vyznamnosti o = 0,05 je pravé pst vyskytu chyby 1. druhu — tuto
pst volime na zacatku, pred provedenim tusudku. Jedna se o jakési nastaveni prisnosti-
benevolence naseho usudku; « se obvykle voli < 0,05. Projdeme pét kroku naseho usu-
krok naseho postupu — ozna¢ime X = pocet zdjemcu o novy Sampon z kazdych nezavisle
dotazanych 600 lidi.

(K1) Budeme rozhodovat mezi hypotézami

e Hy (= nulova hypotéza): odhad experta se shoduje zhruba s méfenim, a tedy
feceno pomoci stfedni hodnoty: EX = 120.

e H; (= alternativni hypotéza): skuteény zajem o Sampon se od odhadu experta
lisi, tj. EX # 120.

Je okamzité videét, ze v anketé X = 135, tj. zdjem je ,trochu vétsi nez“ dvacet
procent ze 600 lidi, otdzkou ovsem je kritickd mez: mtuzeme potad tvrdit, ze zdjem
je zhruba 20 procent? Je-neni prumeérny zajem vyznamné vétsi nez 20 procent? O
tom rozhodne tento statisticky test.

(K2) Kritériem naseho rozhodovani je velicina X = pocet zdjemcu o novy vyrobek ze
600 lidi.
V nasem jediném méteni je X = 135, ale bude tomu tak vzdy? Je prumérny zajem
skutecné vétsi nez 120 ze 600 lidi?

(K3) Popisme chovéni veliciny X za predpokladu, ze plati Hy — pokud plati Hy, veli¢ina
X ma zhruba rozdéleni Bi(N = 600, p = 0,20).

To znamend, ze X muze nabyvat hodnot 0,1,2,...,600 s psti
600
p(k) = ( L > - 0,25 . 0,86007F

(K4) Pro predem zvolené o = 0,05 najdeme kritické meze naseho rozhodovani: Kdyz
pocet zajemcu bude podstatné vétsi nebo podstatné mensi nez 120, zamitneme H,
a prohlasime, ze plati H;. Vyjdeme z grafu pstni funkce p(k): mame zde 601 psti,
jejichz soucet je roven jedné. ,Usekneme® na obou stranach tolik hodnot k, aby
pst, ze namérena hodnota veli¢iny X lezela v intervalu (x,,; z,), se rovnala hodnoté
(1 — «), tedy 0,95:

X &0 « & =0 015
(. =7 ~2=00
i’e&ﬂ - - = ‘(*) -z !
MQS’ [} ‘5‘5"‘1% "M 4\
— | T
* 1 T T \g ¥ 1
[ Xy, 120 " 400 402 500 600
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Nyni médme dvé moznosti: a) pracovat s binomickym rozdéleni — pii hleddni z,
musime secist sumu asi ¢tyt set hodnot z obrazku, pti hledani z,, asi sto hodnot.
Pocitaci je to jedno, najde x,, jako 0,025-kvantil dané binomicky rozdélené veli¢iny,
x, najde jako 0,975-kvantil.

b) Pokud bych neméli k dispozici pocita¢, ale jen tabulku distribu¢ni funkce U-
rozdéleni, vyuzijeme skutec¢nosti z minulé prednésky, ze totiz rozdéleni binomické
lze dobfe aproximovat pomoci rozdéleni normélniho. To provedeme nyni: namisto
diskrétnich 601 hodnot pstni funkce budeme pracovat se spojitou hustotou, kde
najdeme z,,, xr, pomoci integraci, u kterych zname vysledky:

AN | '
/ T ) -
% Xm =420 X& \\
P (X< X ) 20025 P )(>XN)—O{0LY

?(xe(—m\-xm»:o[oz_y ’\D(Xé(xwoo»colozr

Pro vypocty budeme potiebovat dosadit stifedni hodnotu binomického rozdéleni
Np = 120 za p, a rozptyl binomického rozdéleni Np(1 — p)) = 96 dosadit za o?.
Zpusobem popsanym u normalniho rozdéleni v minulé prednasce prevedeme psti na
psti vyjadiené rozdélenim U a vyuzijeme tabulky:

2y — 120 2 — 120
O T0) 20,025 = 0 = 196 = x,, = 120—1,96:v/96 = 100,8;
< V96 ) V96

T, — 120 T, — 120
Pl ———x— =097 = —“——-=+196 = 1z, =120+1,96-vV/96 = 139,2.
< V96 ) V96

(K5) Rozhodnuti naseho statistického testu:
X =135 € (x, z,) = (100,8;139,2),

tedy H, nezamitdme. Zajem o novy vyrobek je zatim zhruba u 20% zakazniku.
Neprokazalo se, ze by zdjem o novy vyrobek byl statisticky vyznamné jiny nez u
20% zakazniku.

10.3 Statisticky test stfedni hodnoty priméru z normalniho
rozdéleni
Priklad 10.3 Je zndmo, Ze pocet bodu ziskaniych souhrnné na testech z matematiky v

prubéhu pruniho pololeti maturitniho roéniku md normdlni rozdéleni pro p = 500 bodi a
smeérodatnou odchylku o = 100 bodii.
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Firma KAPPA vyvinula program INTEL, jehoZ cilem je zlepsit znalosti matematiky u
stredoskolskijch studenti, zejména pak zlepsit viysledky testu v maturitnim rocniku.

Chtéji sviij program INTEL otestovat, a proto ndhodné vybrali 25 studenti z CR a
program zaslali kaZdému z nich. Po provedeni testu z matematiky se ukdzalo, Ze prumér
ohodnoceni dangjch 25 studenti je T = 540. Otdzka zni: lze nyni rict, Ze program INTEL
zlepsuje vykon v testu, nebo se jen ndhodou vybralo 25 studentu s vyssim vykonnostnim
prumérem v matematice? Jednd se o ,skutecny“ vysledek (= lze jej zobecnit pro celou
populaci?), nebo bylo vyssiho pruméru dosazeno jen diky nahodnym faktorum? Tyto otdzky
nds privadeési ke statistickému testu, ktery rozhodne.

(K1) Hy: p = 500 (program intel nemda vliv na zlepSeni matematickych schopnosti,
tj. stfedni hodnota bodového ohodnoceni testu celé populace studentu i po
rozsireni programu vsem (celé populaci) zustane stejnd).

Hi: p> 500 (jednostranny test — muzeme predpokladat, ze program znalosti ma-
tematiky nezhorsuje).

(K2) Kritériem volime pravé velicinu X, kterd teoreticky popisuje primér hodnot (=
prumér ndhodnych naméfenych hodnot).

(K3) Za predpokladu platnosti Hy m4 velicina X parametry

2

115 = 500, a%:%zzmozmy:zo.

(K4) Stanovend kritickd U -hodnota je pro a = 0,05 rovna ug g5 = 1,64. Odtud kritickd
hodnota v rozméru veliciny X je

<

o
bl s | otz gt
‘ngz,dmmﬁw o 14 7 oo Juenkorly 590

vy v b Xﬂ& »
o mgw‘.MuLl‘Ulg‘ AOTUIRL. @
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1 X?KQ: 0,0% dach= R=0,05
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Flog) ~F(x)=00 o M
\/ny\/ Ww .
e et iy Aokl G > 017 =(plin)
clanun a! bra mw'"l / RTEY
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(K5) Rozhodnuti testu: pokud piislusnd U-hodnota prumeéru je > 1,64, zamitdme H
na hladiné vyznamnosti o. V nasem piipadé ndhodnd veli¢ina X nabyla pii méfeni
hodnoty * = 540, tedy piislusnd U-hodnota je u = % = 2 > 1,64. Proto
zamitame Hy a uzavirame, ze program ,skutecné” zlepsuje matematické schopnosti
studentu.

Poznamka. Souvislost statistického testu s pojmem podminéné pravdépodobnosti:
V prubéhu pravé dokonceného statistického testu jsme vlastné pocitali podminénou
pravdépodobnost P(X > 540|H, plati) (¢ti: pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty
vetsi nebo rovny 540, pokud Hy plati; tomu, co v uvedeném zapisu nasleduje za svislou
carou, se iikda podminka; podminéna pravdépodobnost je pak pravdépodobnost
udalosti zaznamenané pred svislou ¢arou vypoctend za predpokladu, ze plati podminka.
Protoze a = 0,05 = P(X > 532,8| Hy plati), je ocividné, 7e

P(X > 540|H, plati) < o

presnéji (viz obr. 10.16)

0.02
015
0.01-
005 -
1 A
0440 460 480 500 532.8 560

Obrazek 10.16: Ad pi. 10.3 - hustota rozdéleni veli¢iny X za predpokladu, ze plati Hy.

a = 0,05 = P(532,8 < X < 540|Hy plati) + P(X > 540|H, plati) = S(A) + S(B).

Protoze podminéna pravdépodobnost P(X > 540|H, plati) = S(B) je mensi nez nase
a = 0.06 = S(A) + S(B), uzavirame, ze néco z nasich vychozich predpokladu nebylo
spravné - to ,néco” je hypotéza Hy. Samoziejmeé, ze kromé Hy jsme méli i dalsi vychozi
predpoklady, napt. nase data mohla byt ovlivnéna tim, ze

a) N4&s vzorek 25 studentu nebyl ndhodny (byl z vybérovych skol).
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b) Kolega pii opisovani dat omylem zapsal néktera ohodnoceni vyssi nez ve skutecnosti.

Ale vlivy typu a),b) mohou byt vylouceny spravnym naplanovanim a provedenim meétent,
takze se v podobnych piipadech vétsinou uzavird, ze nizkd pravdépodobnost P(X >
540| Hy plati) je dusledkem toho, ze nespravny byl pfedpoklad platnosti Hy.

Piiklad 10.4 Reditel firmy KAPPA (data i situace viz predchozi priklad 10.3) zjistil, Ze
konkurenéni softwarovd firma DELTA rovnéZ vyvinula program pro vyjuku matematiky
(s nazvem KILL). Zavolal si proto svého firemniho psychologa a poZddal ho, aby zjistil,
ktery z obou konkurencnich programu INTEL a KILL je lepsi, tj. ktery vice zvySuje
duroven matematickiych znalosti.

Psycholog ziskal kopie obou programi. Proni z nich predal 25 ndhodné vybranym stu-
dentum, druhou jingm 30 ndhodné vybranym studentum. Po provedeni testu z matematiky
ziskal od téchto studentu vysledky jejich ohodnocent a spocetl pruméry prislusniych hodnot.
U programu INTEL T, = 600, u programu KILL Ty = 575. Aby zjistil, do jaké miry je
jeho mérent reprezentativni a zda rozdil pruméri neni pouze ndhodny (tj. zpusobeny napr.
tim, Ze program INTEL byl rozdan mezi studenty, kteri byli nahodou chytrejsi, ale ne tim,
Ze by INTEL byl lepsi nez KILL), sihne ke statistickému testu.

(K1) Ho: w1 = pe (kdyby se oba programy distribuovaly celé populaci, vyslednd stfedni
hodnota ohodnoceni by byla u obou stejnd).

Hy: py # po (musime pouzit oboustranny test, protoze nevime, ktery z programu
je lepsi).

(K2) Testovym kritériem bude rozdil ndhodnych veli¢in X — X s konkrétni naméfenou
hodnotou z; — x5 = 600 — 575 = 25.

(K3) Za piedpokladu platnosti Hy je rozdéleni kritéria X; — X, norméalni, vypocteme
jeho stiedni hodnotu a rozptyl:

E(X) - Xz) = EXy — EX = i — 12 = 0,

Dale

25 30
o I 1 | 10000 10000
DX -X,) = DX+ D% =D —-Sx.|+p(= S x| = — 733,333,
(Xi = Xo) 1+ Ay (25 ; >+ <30 ; ) 55 T 30

a nds bude zajimat smérodatnd odchylka /733,333 = 27,08. Pii vypoctu jsme
vyuzili dulezity fakt rozptylu rozdilu dvou nezavislych velicin: rozptyly diléich velicin
seCteme, nikdy je neodecitame; plyne to z faktu, ze rozptyl funguje jako kvadraticka
odchylka, tedy konstanta (—1) vyjadiujici rozdil se pii vytykéni pred operdtor roz-
ptylu umocni na druhou.
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(K4) Pro a = 0,05 jsou kritické U-hodnoty oboustranného testu stejné jako u obou-
stranného testu v kapitole ?7: u,, = —1,96, u,, = 1,96.

(K5) Rozhodnuti testu: piislusna U-hodnota

T —T3—0  600—575—0
25 N 27

=0,92 € (—1,96;1,96) — NEzamitdme Hy,

programy vyjdou svou kvalitou zhruba nastejno. Nenaslo se dost dukazu pro to, ze
by oba programy byly odlisné svou kvalitou.

Test v prikladu se 1isi od predchoziho testu pouze krokem (K3), kde jsme museli uréit
rozdéleni rozdilu dvou ndhodnych velicin.
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10.4 Cviceni 10 — ivod do statistickych testt

Uloha 10.1 Stokrdt jgsme hodili kostkou, pritom 25-krdt padla Sestka. Testujte hypotézu
Hy, Ze kostka je poctivd, tj. Ze pst, Ze na ni padne Sestka, je rovna %, proti alternativni
hypotéze, Ze pst se nerovnd %. To na hladine vyznamnosti

a) a=0,05,
b) a=0,01.

Uloha 10.2 Pri pruzkumu verejného mineni v souboru 500 dotazovanych respondenti
gich 180 wvyjddrilo nespokojenost se svou posledni volbou v parlamentnich volbdch (tj. dnes
by wvolili jinou stranu). Lze na zdkladé tohoto prizkumu turdit, Ze 40% wvolictu je nespo-
kojenijch se svou posledni volbou? Testujte na hladiné vijznamnosti o = 0,05, provedte
oboustranny test.

Uloha 10.3 (souvisi s prikladem 10.2) Kolik lidi z 500 dotazovangch respondenti by
muselo vyjadrit nespokojenost se svou posledni volbou, abychom na hladiné vyznamnosti
a = 0,05 byli oprdvnént turdit, Ze se pocet volicu nespokojenych ses svou posledni volbou
vyznamné 1isi od 40% (urcité obé meze, vétsi i mensi)?

Uloha 10.4 Stredni doba (=stredni hodnota) bezporuchovosti cinnosti urcitého typu
pristroje by mela byt alesponi 1000 hodin. Pritom z drivejsich mérent vime, Ze smeérodatnd
odchylka doby bezporuchové cinnosti jednoho pristroje je o = 100 hodin.

Z velké skupiny pristroju jsme ndhodné vybrali 25 kusi. Primérnd doba jejich bezporu-
chové ¢innosti byla 970 hodin. Je tim prokdzdno, Ze celd skupina pristrojiu uz nevyhovuje
poZadavku, aby pristroje pracovaly alespori 1000 hodin bez poruchy? To by znamenalo,
Ze pristroje jsou vyrdbény v horsi kvalité. Provedte oboustranny test, a to na hladiné
viznamnosti a) a = 0,1, b) a = 0,01.

Uloha 10.5 Urdete nejmenst hladinu vyznamnosti, pro kterou bychom v prikladé 10.4
zamitli hypotézu Hy : p = 1000. (Viastné: mdme urcit p-hodnotu statistického testu v
predchozim prikladu).
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11 {-test, intervaly spolehlivosti

K prednasce 11 najdete v IS slajdy, ty vas provedou naprostym jadrem — text, kterry
nasleduje, obsahuje trochu vic materidlu.

11.1 Nestranny a konzistentni odhad parametru rozdéleni

Ve statistickych testech v minulé kapitole jsme tise predpokladali, Ze rozptyl o2 je znamy.
To ale ve skuteénosti vétsinou neni pravda a my jej musime odhadnout (= pfiblizné uréit).
Proto se nyni pustime do trochy teorie a praxe v odhadovani parametru.

Priklad 11.1 Pét sad soucastek o dvaceti kusech bylo podrobeno zkouskam extrémnich
teplot. U kaZdé sady je v tabulce uveden pocet soucastek z danych dvaceti, které v teplotni
zkousce obstdly:

220 obstdlo x; x; —T (x; —T)*
13 0 0
11 2 y
12 -1 1
15 2 y
14 1 1

V tabulce uz byla vyuZita hodnota priméru %sz = 13. Ve tretim sloupci tabulky jsou
wvedeny cétverce odchylek od pruméru, odkud spocteme empiricky rozptyl (= prumér c¢tverci
odchylek od prumeéru ... :-)):

1 10
2 2
§° == T, —T) = —=2.
52T =g
Jedna se o méreni hodnot nahodné veliciny, kterou je mozné popsat stredni hodnotou i a
rozptylem o?. Ovsem tyto hodnoty nezndme - pokusime se je odhadnout. Otdzka zni: Jak

dobriym odhadem pro p je primér ¢ Jak dobrim odhadem pro o® je empiricky rozptyl s*?

Hodnoty 7, s? jsou rtizné pro ruzné soubory méfeni, pii jejich popisu uzivame nahodné
veliciny X1, X, ..., Xy oznacované jako nahodny vybér. Zde v teorii odhadu je potieba
tento i nasledujici pojmy uvést presné.

Definice 11.1 Rikdme, e veliciny X1, Xo, ..., Xy tvorf ndhodny vybér rozsahu N
z rozdélent pravdépodobnosti o distribucni funkci F(x), pokud

a) jsou navzdjem nezdvislé;
b) maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti zadané distribucni funkei F(z).

Trieba v piikladu 11.1 je z; = 13, ale stejné dobfe jsme mohli namérit z; = 10
nebo z; = 17 — tuto ndhodnost prvniho méteni reprezentuje ndhodna velicina X,
které neptitazujeme zadnou konkrétni hodnotu, pouze jsme si védomi, ze pod (velkym
pismenem) X; se mohou skryvat ruzné hodnoty. Podobné se mohou skryvat riuzné
hodnoty pod velicinami Xs, ..., Xy.
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Definice 11.2 Libovolnou funkci T := T(X1, Xo, ..., Xn) nad ndhodnym vybérem X,
Xo, ..., Xy nazveme statistikou. Specielné

a) Statistiku

-~ 1
X:N-ZXZ- (11.1)

=1

nazveme vybérovym prameérem;

b) Statistiku

<. 1 5 T2
S1= Z(Xi - X) (11.2)

nazveme vybérovym rozptylem.

Pokud do statistiky Ty dosadime konkrétni namérené hodnoty xi, zo, ..., zn,
dostaneme hodnotu ¢t = t(z1,xe,...,zN), kterd se nazyva realizaci statistiky Ty.

Naptiklad pokud dosadime do vzorcu 11.1, 11.2 konkrétni hodnoty méfeni z;,
dostaneme realizaci T vybérového prumeéru X a realizaci s? vybérového rozptylu S2.

No a nyni nés bude zajimat, jak dobrym odhadem neznédmé stfedni hodnoty p veli¢iny
X je realizace T vybérového prumeéru X Qespektive jak dobrym odhadem neznamého
rozptylu o jsou realizace s?, s? velicin S?, S2).

Definice 11.3 Statistiku Tx nazveme nestrannym odhadem parametru vy, pokud
ETy = (stredni hodnota veliciny Ty je rovna hodnoté parametru ).

Vysvétleni pojmu nestrannosti pomoci konkrétnich hodnot métfeni: pokud bu-
deme opakované méfit hodnoty x1;, x2,;, ..., ¥y, a opakované pocitat realizace
tni = t(T14, %24, . .., xn,;) nestranného odhadu Ty parametru v pro i = 1,2,....n,...,
bude platit vztah

. BN
lim P ((5;%) € (7—8,7—1—5)) =1 (11.3)
plati pro kazdé malé pevné zvolené realné kladné e.

Laicky feceno, pokud Ty je nestrannym odhadem parametru ~ rozdéleni veliciny X,
tak pro rostouci n (= rostouci pocet realizaci ty;) je prumér realizaci =37 | tx;
skoro jisté (= s pravdépodobnosti rovnou jedné) stile blize hodnoté .

Jinymi slovy, nestrannost zarucuje takovou konstrukci vzorce pro Ty, ktera bere v
uvahu vsechny mozné dostupné realizace ty; a nestrani zadné z nich — pro rostouci
pocet realizaci se aritmeticky prumeér téchto realizaci skoro jisté blizi neznamé hledané
hodnoté ~.



MA 0008 — Teorie pravdépodobnosti 81

Definice 11.4 Statistiku Ty nazveme konzistentnim odhadem parametru v, pokud
posloupnost ndhodnijch wvelicin (Ty)¥—, konverquje k hodnoté parametru = podle
pravdépodobnosti, tj.

lim P(ITy € (v —eg;7+¢)) =1 (11.4)
N—o00
plati pro kazZdé malé pevné zvolené redlné kladné e.

Laicky teceno, pokud Ty je konzistentnim odhadem parametru « rozdéleni veli¢iny
X, tak pro rostouci N (= rostouci pocet méfeni pro vypocet jedné realizace) je
hodnota ¢y skoro jisté (= s pravdépodobnosti rovnou jedné) stile blize hodnoté

7.

Jinymi slovy, konzistence zarucuje takovou konstrukci vzorce pro Ty, ktera je
konzistentni (= €esky: duslednd) v tom ohledu, Ze pro rostouci pocet méfeni pii
vypoctu jedné realizace se tato realizace skoro jisté blizi neznamé hledané hodnoté ~.

Uvedené definice nyni osvétlime konkrétné pii hledani odhadu stfedni hodnoty u a
rozptylu o? veli¢iny X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Véta 11.1 Pokud ndhodnd velicina X md konecnou stredni hodnotu i, tak vybérovy
prumér X je mestrannym a konzistentnim odhadem .

Skutecné, v minulé kapitole bylo spocteno, ze

a) px = EX = E+ > X; = p, tj. stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X je rovna para-
metru p; tedy odhad X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty .

b) o%=DX =D+ X, =% aplati

lim DX = lim — =0,

N—o00 N—oo [V
tj. limita rozptylu odhadu X pro rostouci pocet méfeni je rovna nule — jinymi slovy,
realizace odhadu X se pro rostouci pocet méfeni skoro jisté blizi hodnoté p, ¢ili X
je konzistentnim odhadem hodnoty .

Cili vzorec pro pramér hodnot Z funguje presné tak, jak potfebujeme — ,nestrani®
konkrétnimu méfeni a ,skoro jisté“ smétuje primo k urceni stfedni hodnoty pu, a dale
je konzistentni (= dusledny) v tom smyslu, Ze prumér tisice hodnot je ,skoro jisté*
lepsi odhadem p nez prumeér stovky hodnot.

Otézkou nyni je najit nejvhodnéjsi odhad pro nezndmy rozptyl o2 veliciny X. Mdme
k dispozici hodnotu S? jako miru vychyleni od priméru — je ona tim nejvhodnéjsim
odhadem hodnoty o2?
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Véta 11.2 Pokud ndhodnd velicina X ma koneénou stredni hodnotu p a koneény rozptyl
o2, tak nestrannym a konzistentnim odhadem rozptylu o* veliciny X je vijbérovy rozptyl

N
_ 1 — N -1

2. R "o VA &4
S? N—lg(XZ X) N Se.

=1

Pfi vysvétleni obsahu predchozi véty zaénéme nejprve u odhadu S? zopakovanim vzorce
— pii vysvétlovani vyznamu rozptylu v popisné statistice bylo (snad) feceno, ze empiricky
rozptyl s? lze vyjadiit bud z definice jako

g 1 - —\2
s —N-Z(xi—x), (11.5)

prumeéru)

| XN
2 _ 2 —2
s = (N ;:1 93,) — T (11.6)

Pti matematickém popisu nyni musime konkrétni mérené hodnoty ve vzorcich nahradit
nahodnymi veli¢inami s velkymi pismeny a dostavame

N
52— % SO - X, (11.7)
=1

respektive

N
52 — (%Z)@) - X (11.8)
=1

a) Uzijeme nejprve tvah kapitoly predchozi, ze totiz 0® = EX? — p, a déle plati 0% =

EX’ - p?. Vypoctéme stfedni hodnotu veliciny S:

ES® = E<%fo—72) - % (> Exz) - X =

1
= ~ (o) — (k) =
2 N-1
= 02+M2—02y—#2:02—02y202—%: N o2,

Cili stfedni hodnota statistiky S? nen{ rovna odhadovanému parametru o2, to zna-
mend, ze S? nenf nestrannym odhadem rozptylu o?. Zkratka a dobie vzorecek 11.7
neni dobie zkonstruovan, protoZe jeho realizace s? jsou vzdy trochu mensi neZ
neznadma hledand hodnota o2
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az na patologické pifpady 0% = 0 a 0 = oo, které nas nezajimaji (matematicky
jsou takové nahodné veli¢iny zkonstruovatelné, ale v praxi mérené veliciny maji
vzdy kone¢ny kladny rozptyl). Ale k nalezeni nestranného odhadu uz mame jen
krok — muzeme se totiz poucit z vypoctu ES?. Pokud vyndsobime S? konstantou

—N]X 7 (oznacme novou velicinu S2):

— N
2‘:—- 2
5% = - 5 (11.9)

tak dostaneme

N N N-1
B = ES =g 7 7=

¢ili S? uz je nestrannym odhadem hodnoty o2

b) D4 se ukdzat, ze S? je i konzistentnim odhadem rozptylu o2, coz plyne z faktu, ze

lim 0%, =0,

N—oo 52

ale to zde uz podrobné provadét nebudeme.

Déle budeme jako nestranny a konzistentni odhad rozptylu o? veliciny X uzivat tedy
statistiku S2. M4 tedy jesté nejaky smysl ., ,,Stara a prekonand“ hodnota S?? Vratime-li se
k piikladu 11.1, kde s = 2, lze vypocist s2 = 2.2 = 2.5.

1. Hodnota s? = 2 m4 svou véhu — Vyjadfuje rozptyl souboru uvedenych péti méreni.
Jednd se o empiricky rozptyl — rozptyl namérenych hodnot.

2. Skutecny rozptyl o? veliciny prezivsich soucdstek je vétsi nez rozptyl méfeni u péti
sad — proto je s? = 2,5 jeho vhodnéjsim odhadem.

V prikladu 11.1 muzeme uzaviit, ze pocet prezivsich soucastek ze sady dvaceti pri
extrémni teplotni zatézi lze popsat normalnim rozdélenim s parametry p = = = 13,
2 - 2
0°=35%=205.

Jednoduse feceno, rozptyl s? vypoéteny z nékolika naméfenych hod-

not je vidy o néco mensi neZ skuteény rozptyl o’ méfené veli¢iny. Proto

pfi odhadu ¢? musime vypoétené s? ,trochu zvétsit“ vynasobenim élenem %

Dalsf mozny tvar vzorce pro S2 lze ziskat po tpravach s vyuzitim 11.8 a vztahu X =

N X
— N N 1 1 2
SQZm'S2:m'(NZX3_W<ZXi> )

a tedy po vykréceni konstantou /N a roznasobeni zavorky dostaneme

52 = ( ixﬁ) (ZX)Q. (11.10)

=1
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Definice 11.5 Vyraz ss =Y (x; —T)* budeme nazyvat soucet Etverct mérend veliciny
X.

P1i tomto oznaceni plati

S?=_—.99 (11.11)

=]~

a zejména

— 1
S?2=—-.958. 11.12
N1 (11.12)
S pojmem souctu étvercu naddle pracuje tzv. analyza rozptylu (ANOVA = ANalysis
Of Variance), kterd se zabyva dalsimi statistickymi testy zkoumajicimi rozptyl (pracuje
vétsinou s tzv. F-rozdélenim). Na tu ovSem v tomto kursu uz nezbyva prostor.

Podle okolnost{ budeme pfi vypoctu S? uzivat vzorec 11.2, 11.9, 11.10 nebo 11.12.

Zbyva jesté vyjadreni k takzvanému poctu stupnu volnosti odhadu.

Priklad 11.2 Kdybych vam tekl, abyste mi nadiktovali pet redlnyjch cisel, a nedal Zadnou
dalsi podminku nebo omezeni, mohli byste tict ¢isla, jakd chcete, napriklad

0,70, 314, 32, 100.

Mate svobodu volby, kterd cisla vybrat. Jinymi slovy, mdte pét stuprit volnosti, protoZe si
zeela svobodné a volné vybirdte pét cisel.

Kdyby ale kol znél: Nadiktujte mi pét cisel, jejichz prumeér je 25, trochu bych vasi
volnost omezil — pruni ¢tyri cisla byste mohli volit libovolné, naptiklad

0,70,314, 32,

ale pdté cislo je mym pozZadavkem jednoznacné urcéeno. Aby prumér péti c¢isel byl 25,
jejich soucet musi byt roven 5-25 = 125, tj. pdté cislo musi byt rovno 125 — 416 = —291.
Tuto druhou ulohu lze charakterizovat tim, Ze stupen jeji volnosti je 4.

Cili obecné pro N hodnot, u kterych je predem ddn jejich primeér, zbjvd N — 1 stuprid
volnosti.

Podobnd situace se objevuje i pii odhadovani rozptylu populace: Uvazujeme-li soubor
métfeni NV hodnot jisté veliciny X, z nich lze uréit prumér Z. Chceme-li déle odhadnout
rozptyl pro tuto konkrétni (uz urcenou) hodnotu Z, mame uz jen N — 1 stupnu volnosti
(ve vzorci pro s2 hodnotu T potfebujeme zndt, protoze pii uréeni s? pocitdme totiz miru
vychyleni méfeni pravé od hodnoty 7).
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Tedy tieba v piikladu 11.1 m4 odhad rozptylu s2 = 2,5 ¢tyfi stupné volnosti.

Tento pristup urceni poc¢tu stupnu volnosti lze uzit i na nékteré dalsi situace v tomto
textu. Obecné plati:

Pocet stupnu volnosti odhadu = pocet méreni minus
pocet parametru odhadnutych jiz diive.

11.2 {-test typu ,,u =konstanta®

Piiklad 11.3 Je zndma ndsledugjici grafickd iluze (viz obr. 11.17), Ze totiZ isecka a se
zdd delsi nez usecka b (pocitd se délka bez koncovijch Sipek), i kdyz ve skutecnosti jsou
obé usecky stene dlouhé.

N - ’
/ AN

AN
N /

Obrazek 11.17: K pf. 11.3: Grafickd iluze: délky tsecek a, b jsou stejné.

Chceme nyni experimentem ovérit, Ze usecka typu a se zdd pozorovateli delsi sama
o sobé, bez porovndni s useckou b. Ndhodné vybranym péti lidem jsme na deset sekund
ukdzali usecku a dlouhou 6 cm. Poté jsme je poZdadali, aby usecku dané délky nakreslili, a
zmerili jsme jeji délku. Byla ziskina data 1 =8, xo =11, x3 =9, 24 =5, x5 = 7.

Prameér téchto dat je T = 8 cm. Chceme testovat hypotézu, ze sttedni hodnota u celé
lidské populace pri ohodnoceni délky tusecky je vyznamné vétsi nez jeji skutecnd délka 6
cm. V této situaci nezndme rozptyl o? méfené veli¢iny a musime jej odhadnout pomoci
52. Pak testovacim kritériem nebude

T —6

2
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ale tzv. rozdéleni ¢t s hodnotou vypoctenou podle vztahu

p:x;6J@a§:VEi

VN
Toto t-rozdéleni odvodil jisty pan William Sealy Gosset — ovSem prislusny clanek
uverejnil nikoli pod svym vlastnim jménem, ale pod jménem Student, a rozdéleni je tedy
znamo pod nazvem Studentovo t-rozdéleni.

_ Hustota t-rozdélent zavisi na poctu v stupnu volnosti, se kterymi se urci odhad rozptylu
S?2, a ma tvar

fl/($) 14+v

VG 2T VETIG) )

podle toho, zda se ¢tenari vice libi funkce

1 I(2)
1

1
Bp) = [ w7 (1 =)'

(tzv. B-funkce), nebo funkce

I(r)= / u"t e du
0

(tzv. T'-funkce). Prechod mezi jednotlivymi verzemi vzorce hustoty plyne ze vztahu
mezi [B-funkei a I'-funkei

I'(p) - I'(q)
I'(p+q)
a z jedné dalsi drobnosti, ze totiz I'(3) = /7. Funkce f,(z) je opét jedna z funkef,
kterou by ¢lovék nerad potkalpozdé na ulici pii navratu domu, ale ukazuje se, ze i takové
funkce jsou uzitecné.

B(p,q) =

Uved'me zde nékteré vlastnosti t-rozdéleni, které budeme vyuzivat:

a) Hustota f, je symetrickou funkei vzhledem k ose y, tj. je suda: plati f,(z) = f.(—x).

b) Kritickd ¢-hodnota je ddle od pocatku nez kritickd U-hodnota, protoze t-rozdéleni je
odvozeno pri neznamém rozptylu, tj. zahrnuje vétsi miru ndhodnosti a nejistoty nez
U-rozdéleni (veli¢ina t mé vétsi rozptyl nez veli¢ina U). Hustota rozdéleni ¢ je ,nizsi
a Sirsi“ nez hustota rozdéleni U.

c) Cim lepsi je nés odhad nezndmého rozptylu o mérené veliciny, tim vice se t-rozdélen{
bude podobat U-rozdéleni. A odhad rozptylu bude tim lepsi, ¢im vyssi je pocet
méfeni N (tj. éim vyssi je pocet stupni volnosti v).

Vlastnosti b), ¢) lze znazornit graficky porovnanim U-rozdéleni s t-rozdélenim o
ruzném poctu v stupnu volnosti — (hustota U-rozdéleni je v obrazcich znézornéna
plnou ¢arou, hustota t-rozdéleni ¢drkovanou ¢arou):
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=2
v=4
v =10
E - - p T 2 2 v =60

Z obrazku je vidét, ze pro rostouci pocet stupnu volnosti se hustota t-rozdéleni
(v obrézku jeji graf vyznacen slabé) svym tvarem stéle vice bliz{ ke tvaru funkce
hustoty U-rozdéleni, a pro v = 60 je hustota t-rozdéleni prakticky totozna s hustotou
U-rozdéleni (omlouvdm se za malou tloustku ¢ar, ale pii silngjsi tloustce nebyl na
obrézku patrny rozdil mezi ¢arkovanou a plnou ¢arou).

d) Pro urceni kritickych hodnot t; budeme potiebovat hodnoty integralu

P,(t<z)=F,(z) = /ﬂﬁ fo(w)du, P, (—zx<t<z)= /x fo(u)du.
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Tyto integraly se nepocitaji vzdy znovu a znovu, ponévadz jejich vypocet je slozity,
ale jednou provzdy byly spocteny a sestaveny do tabulky. Protoze pro jednu
hodnotu v lze sestavit tabulku tak velkou jako je tabulka funkce ® (kapitola 9),
méli bychom pro 35 ruznych hodnot v také 35 ruznych tabulek. Toto mnozstvi dat
je zredukovano jen na nékolik hodnot v zavislosti na hladiné vyznamnosti «.

v s

tabulka kritickych hodnot pro ruzné o a v — jedna se o tabulku 11.11. S touto
tabulkou budeme pracovat tak, ze vybereme fadek s danym poctem stupnu volnosti
v, sloupec s danou hodnotou o = ¢ u pravostranného (o = 2¢ u oboustranného)
testu. Na pruseciku radku se sloupcem se pak nachazi pozadovand kriticka hodnota
testu.Tabulku lze volit takto isporné, protoze mezi jednostrannym a oboustrannym
testem je nasledujici vztah:

— t; u levostranného testu se lisi od pravostranného pouze znaménkem.

— 1 u pravostraného testu pro a = ¢ je stejné jako | £ ¢x| u oboustranného testu
pro a = 2q. Je to vidét i na srovnani nasledujicich dvou obrazku:

4 3 2 1 kg@
-0,1
t=2,132

Pravostranny t-test pro a = ¢ = 0,05, v = 4 ... t, = 2,132. Srafovang ¢ést
tvori 5% obsahu celého podgrafu.

tm:-2,132'°é t =2,132

Oboustranny t-test proa =2¢=0,1, v =4 ... t,, = —2,132, t, = 2,132.
Srafovand ¢dst tvori celkem 10% obsahu celého podgrafu (na kazdé strané je
vysrafovano 5% obsahu podgrafu).
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Tabulka 11.11: Kritické hodnoty ¢-testu.

q=0,4] 0,25] 0,1] 0,05] 0,025 0,01] 0,005] 0,001

v 2g=08| 05| 02| 01| 005 002 001| 0,002

1] 0,325]1,000 3,078 [ 6,314 | 12,704 | 31,821 | 63,657 | 318,31

2| 0289|0816 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,326

3| 027710765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 10,213

41 0271]0,741 | 1,533 |2,132| 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173

5 0267]0,727 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032| 5,803

6| 0,265]0,718 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,208

71 026310711 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,785

8| 0,262 0,706 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 | 4,501

9| 0,261]0,703|1,383 (1,833 2,262 | 2,821 | 3,250 | 4,297

10] 0,260 0,700 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169 | 4,144
11| 0,260 |0,697 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,025
12 0,259 0,695 |1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055| 3,930
131 0,259 10,694 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3,852
14| 025810,692|1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 3,787
15| 0,258 0,691 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 3,733
16| 0,258 10,690 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 3,686
17] 0,257 0,689 | 1,333 [ 1,740 | 2,110| 2,567 | 2,898 | 3,646
18| 0,25710,688 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878| 3,610
19| 0,25710,688 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861 | 3,579
20| 0,257 10,687 |1,325| 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,552
21| 0,257 0,686 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 | 3,527
22| 0,256 | 0,686 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,505
23| 0,256 | 0,685 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,485
24| 0,256 | 0,685 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,467
25| 0,256 | 0,684 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,450
26| 0,256 | 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,435
27| 0,256 | 0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771 | 3,421
28 | 0,256 | 0,683 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,408
29 | 0,256 | 0,683 | 1,311 | 1,609 | 2,045 | 2,462 | 2,756 | 3,396
30| 0,256 0,683 | 1,310 1,607 | 2,042 | 2,457 | 2,750 | 3,385
40 | 0,255(0,681 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 | 3,307
60 | 0,254 0,679 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 | 3,232
120 | 0,254 0,677 | 1,280 | 1,658 | 1,98 | 2,358 | 2,617| 3,160
oo | 0,253]0,674|1,282]1,645| 1,960 | 2,326| 2,576 | 3,090
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— Ze symetrie hustoty t-rozdéleni je patrné, ze pokud budeme provadét
levostranny t-test, staci najit kritickou hodnotu pravostranného testu a zménit
jeji znaménko na zaporné.

Vratme se nyni zpét k prikladu 11.3 a provedme statisticky t-test:

(K1) Hy: p =6 (stredni hodnota délky tisecky neni ovlivnéna iluzi prodlouzent).

(K2) Testovym kritériem bude vijbérovy primér X, jehoz realizaci T = 8 prevedeme na
t-hodnotu
8—6
estos

(»est* oznacuje odhad, z anglického ,estimate® [estimit] — protoze v dalsim textu
budeme odhadovat odchylku i pomoci jinych funkci nez X, bude vyhodné si timto
oznacenim pripomenout, u které veliciny vlastné odchylku nebo rozptyl odhadujeme).

(K3) s2=15, a tedy
s2 5
estoy = =3 ,
pricemZ pocet stupnu volnosti odhadu je N —1 =5 —1 = 4, tj. za predpokladu
platnosti Hy md veli¢ina @ Studentovo t-rozdéleni pro v = 4.
(K4) Prislusnd kritickd hodnota ty je na pruseciku radku v = 4 a sloupce pro a = 0,05
(u pravostranného testu), tj. t;, = 2,132.

(K5) % = 2 < t, = 2,132 = Hy nezamitdme, nenasli jsme dostatek dukazi pro

poturzend iluze vetsi délky.

11.3 Neékolik poznamek ke statistickému testu

Poznamka A) Logika formulace ,,nezamitdme Hy* V pravé dokoncéeném piikladu
bylo odpovédi ,hypotézu Hy nezamitame*. Logiku této formulace snad osvétli nasledujici
priklad.

Piiklad 11.4 Kdyz néco nékde nenajdu, neznamend to, Ze to tam nend.

S nastupem lyZarské sezony pan Loftus zacal oprasovat svou viystroj a zjistil, Ze nemize
najit své lyZarské bryle, © kdyz prohledal cely byt. Potom jej ovsem zdésila predstava, Ze si
za dva tisice bude muset koupit bryle nové, a cely byt prohledal jesté jednou, a to dukladnéji.
Nakonec bryle nasel v zadnim rohu své skriné!!

Tento priklad je ilustraci jednoho celkem logického principu: pokud naleznu hledany
pfedmét, uréité vim, Ze tam je. Ale pokud jej nenaleznu, muZe to znamenat bud Ze tam
neni, nebo ze tam je, ale mé hledéni nebylo dost dikladné (nemélo dostatecnou silu).
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Testovani hypotéz je také takovym hledanim — hledame vliv jedné veliciny na
druhou veli¢inu. Pokud nalezneme tento vliv (zamitdme H,), vime s jistotou* (na
hlading vyznamnosti «), ze existuje. Pokud vliv nenalezneme, muze to znamenat bud
ze tento vliv neexistuje, nebo ze existuje, ale sila testu nebyla dostate¢na pro jeho nalezeni.

Vysledek ,zamitdme Hy“ ma docela pevny logicky zaklad (pro @ = 0,05 plati s
pravdépodobnosti 95%). Ale tict v piipadé, kdy nebyla prekrocena kritickd hodnota, ze
»Ho prijimame* nebo ,,H, plati“, je ptilis ukvapené, protoze pti dikladnéjsim hledani by
se mohlo ukazat, ze urcity vliv existuje, tj. Hy neplati. Ustélilo se tedy réeni ,nezamitdame
Hy“, které odpovida jisté opatrnosti v uc¢inéni konecéného zavéru.

Fraze ,nezamitame Hy“ je tedy opatrnym vyjadienim, které je zcela na misteé.
Znamend to, ze fikame: ,Vysledky testu nam neposkytuji dostatecné dukazy k zavéru,
ze Hy neplati.”

K prikladu 11.4: Co by to znamenalo, kdyby pan Loftus provedl tak dukladné hleddni, Ze
by obradtil cely byt naruby, ale presto bryle nenasel? Stdle by existovala jistd mald Sance,
Ze je prehlédl v néejaké zapadlé skvire, ale protoZe je nenasel, bylo by rozumné koupit nové.

Podobné i experiment provedeny v izasné sile a rozsahu, pokud neprokaze vliv nezavislé
proménné na zavislou proménnou, nas vede k zavéru, ze ,je rozumné prijmout Hy“.

Priklad 11.5 Chceme otestovat kvalitu jisté techniky pamatovdni. Vybereme ndhodné dvé
skupiny lidi. Obéma skupinam je predloZen jisty pocet navzdjem nesouwvisejicich slov k
zapamatovdni (napriklad 20 slov). Poté jsou lidé z proni skupiny okamZité vyzkouSeni,
kolik slov si zapamatovali. Lidé ze druhé skupiny jsou vyzkouseni aZ o tyden pozdéji. Cili
nezavislou promennou je doba pamatovani, zavislou proménnou je pocet zapamatovanych
slov z danych dvaceti. Stanovime hypotézy testu:

Hy:  pocet zapamatovanijch slov nezdvisi na dobé pamatovani (technika zapamatovani byla
tak dobrd, Ze po tydnu si pamatuji stejné dobre jako po bezprostiednim naucend slov).

Hy: pocet zapamatovanijch slov zdvisi na dobé pamatovdni (= dobé drzent slov v paméti).

Pokud v testovangch skupindch bude naptiklad jen v kaZdé pét lidi a viiv se neprokdze,
muzeme uzavrit, Ze Hy plati, tj. Ze technika ucend je vynikajici? Asi ne, protoZe prdavé zde
bychom se mohli dopustit té chyby, Ze jsme vliv nenasli, i kdyz je mozné, Ze existuje. Na
druhé strané pokud by v kazdé z testovanych skupin bylo 10000 lidi a stdle by se neprokdzala
existence zavislosti, zdver ,Hy plati“ by ast byl docela rozumnyj.

Poznamka B) Snizeni rozptylu zvysSuje silu testu V piikladu 11.5 lze vidét
jednu celkem pfirozenou skutecnost, ze totiz vypoveédni sila statistického testu se zvysuje
se zvySenim poctu méreni. Pro pripomenuti sila testu je pozitivni pojem — je to
pravdépodobnost, se kterou spravné zamitneme Hy, pokud plati H;. Je to tedy jakasi
sila nalezeni vlivu mezi proménnymi testu. Na tuto silu ma predevsim vliv rozptyl o%
neboli
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0% = —. (11.13)

2

XN
Cokoli, co snizuje rozptyl azy, zvysSuje soucasné i silu testu. Jednim cinitelem je pocet
méreni N — je vidét ze vzorce, ze pokud zvySujeme N, zvySuje se hodnota jmenovatele ve
zlomku, a tim klesa hodnota rozptylu. Dalsi moznosti, jak snizit rozptyl, je snizit primo
hodnotu rozptylu o2 celé populace v ¢itateli zZlomku. Pokud si fikate, Ze 02 je ddno a nelze
je pfece ménit, mate pravdu. Ale stejné nékteré vlivy na rozptyl o2 celé populace muzeme
vylouc¢it vhodnym napldnovanim experimentu.

Piiklad 11.6 Ezxperimentem se md zjistit, zda alkohol v krvi md vliv na reakéni dobu
ridice. Nahodne byly vybrany dve skupiny lidi. Proni skupiné je nabidnut alkohol wve
forme ginu s tonikem, druhé skupiné pouze tonik. Pak jsou wvsichni podrobeni meéreni
reakcni doby. Testovany clovek sedi u stolu a pred sebou md lampu s ¢ervenou Zdrovkou a
tlacitko. Lampa se rozsvécuje v ruzniych nepravidelnijch intervalech — jakmile se rozsviti,
je tkolem testovaného co nejrychleji stisknout tlacitko. Je zmérena jeho reakéni doba
(v milisekunddch). U kaZdého cloveka se méreni nékolikrat opakuje, a pak je vypocten
prumér jeho reakéni doby.

Samozrejmé vvnitt kazdé ze skupin se projevi urcitd variabilita v prumérné dobé re-
akce. Ta je ddana ruznymi faktory, z nichz nékteré nemiuzZeme ovlivnit, ale jiné ano. Mezi
neovlivnitelné faktory patri:

1. Ndlada ¢lovéka béhem mérent (Spatnd ndlada = delsi doba reakce).

2. Osobni predpoklady — nekdo ma prosté schopnost rychlejsi reakce nez ostatni.

3. Postoj cloveka vuci experimentu (znudény postoj = delsi doba reakce).
Mezi ovlivnitelné faktory lze zahrnout

1. Teplotu v mistnosti, kde se provadi mérent (extrémni teploty = delsi doba reakce).
Vihkost v mistnosti, kde se provddi méreni (vyssi vihkost = delsi doba reakce).
Pohlavi (u Zen ... kratsi doba reakce).

Vek (vyssi vek ... kratsi doba reakce).

Cas dne (méreni pozdé odpoledne ... delsi doba reakce).

Nekteré faktory rozptylu hodnot muzeme vyznamné ovlivnit — jak vybérem sledované
populace (omezeni se na stejné pohlavi a vék eliminuje rozdily zpusobené témito faktory),
tak zajisténim stejnych podminek métreni (stald vlhkost a teplota mistnosti, méfeni u
viech ve stejnou denni dobu). Timto zpusobem pldnovéani a provedeni experimentu pak
nasledny statisticky test ziskd veétsi vypovédni silu v téch parametrech, které jsou pro nas
dulezité, a neni zkreslen rozdily v téch ovlivnitelnych faktorech, které nas nezajimaji.
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11.4 Interval spolehlivosti pro stfredni hodnotu p

v

spolehlivosti. V této fazi vykladu se seznamime s intervalem spolehlivosti pro stredni
hodnotu FX = p pruméru z normélniho rozdéleni.

11.4.1 Interval spolehlivosti pro i pfri znamém rozptylu

Stredni hodnotu g méfené veliciny obycejné nezndme. Kdybychom ji znali, nemusime
provadét ani méteni, ani statisticky test Urcit p je v podstaté nasim cilem.

Jakymsi odhadem stfedni hodnoty je vybérovy primér X. OvSem tento primér
(zejména pri nizsim poctu méfeni N) neni presné roven stiedni hodnoté p — vlastné vime,
7e platf P(X = p) = 0. Potfebovali bychom spfse najit néjaky interval (X — a; X + a)
pro néjaké vhodné a ,ne prilis velké“ a > 0. A to bude vlastné interval spolehlivosti
pro stfedni hodnotu p. Pfesnéji feceno, r%-ni interval spolehlivosti pro stiedni
hodnotu p priiméru X je takovy interval, ktery obsahuje 1 s pravdépodobnosti

106
P#iklad 11.7 Zivotnost T5-wattové Zdrovky md normdlni rozdéleni se smérodatnou
odchylkou o = 25 hodin. U ndhodné vybraného vzorku dvaceti Zarovek byla namérena

prumérnd Zivotnost T = 1024 hodin. Utvorte 95%-ni interval spolehlivosti pro stredni
hodnotu p priumeéerné Zivotnosti.

Resenf tohoto pifkladu je instruktivni, proto si dovolim vypnout kurzivu (:-)). Kazdy
interval spolehlivosti je velmi tzce svazan se statistickym testem. Budeme se zabyvat
zejména oboustrannymi intervaly spolehlivosti, proto v nasem prikladu je zde vazba na
oboustranny U-test s hypotézami

Hy:  p= po (skuteénou stredni hodnotu gy nezname).

Hi: p# po.

Pokud hleddme 95%-ni interval spolehlivosti, je piislusnd hladina vyznamnosti a = 0,05.
Kritériem testu je vybérovy prumér X. Déle vezmeme v ivahu pocet métreni pro vypocet
prumeéru:

o 25
vVN V20

Jak je dobfe zndmo ze BMA3, prislusné kritické hodnoty v tomto pripadé jsou

ox 5,59.

ug =—1,96, w_g =1,96.
Obé tyto hodnoty lze pievést na kritické hodnoty vzhledem k veli¢iné X:

f’rn_ _
1,96 = TQ“O — T = o — 1,96 5,59 = o — 10,96
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fv — Mo
5,59

Interval pro ,nezamitnuti Hy“ je pak

1,96 =

= Ty, = po+ 1,96 - 5,59 = po + 10,96.

X € (po — 10,96; o + 10,96) . (11.14)

Ovsem hodnotu jy nezndme. Ale pokud ze vzorce 11.14 vyjadifme misto X hodnotu
o, dostaneme vztah pro interval spolehlivosti:

fo € (X —10,96; X +10,96) . (11.15)

Odtud pro jednu realizaci T = 1024 dostaneme

110 € (1024 — 10,96; 1024 + 10,96) = (1013,04: 1034,96),

se spolehlivosti 0,95, coZ je odpovéd piikladu 11.7. Obecné s vyuzitim symetrie

ug = —tig

1ze (1 —«)-100%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu x pfi zndmém
rozptylu psat ve tvaru

pe (X - Ui-g cog X + Ui-g ox) - (11.16)

V nékteré literature se objevuje kromé pojmu ,interval spolehlivosti® jesté pojem
,konfidenéni interval® — to je jen nespravny (nebo jiny) preklad anglického terminu
sconfidence interval“, ale jednd se o totéz (prekladatelé se zase jednou nedomluvili ... :-)).

Pojem intervalu spolehlivosti tizce souvisi se silou piislusného statistického testu — jak
uz to vyplyva ze vzorce 11.16, ¢im vétsi je sila prislusného statistického testu, tim mensi
je rozptyl 0%, a tim uzsf je interval spolehlivosti.

11.4.2 Interval spolehlivosti pro p pri neznamém rozptylu

Piiklad 11.8 UvaZujme stejnou situaci jako v prikladu 11.7 (N =20, T = 1024), pouze
odchylka o neni zndmd a musime ji odhadnout — tedy z méreni Zivotnosti u dvaceti Zdrovek
byl vypocten rozptyl s> = 625. Odtud

s2 625
toy = — = — = 31,25.
CYXTN T 20 ’

Tedy estox = /31,25 = 5,59 — toto cislo je stejné jako v prikladu 11.7, ovsem
nyni se nejednd o presnou hodnotu, ale odhad, ¢ili zde bude v = N — 1 = 19 stupnu
volnosti odhadu. Naleznéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu p vijbérového
prumeéru X.
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V prislusném statistickém testu pouzijeme nyni t-rozdéleni — nalezneme kritické
hodnoty pro oboustanny test (o« = 2¢ = 0,05) a pro v = 19 stupnu volnosti (tabulka
11.11): ¢, = 2,093, odtud t,, = —2,093.

Hypotézy Hy, H; a kritérium oboustranného testu zde zustavaji stejné jako v 11.7:
Ho : pp = po, Hyi @ p # po, kritériem je vybérovy prumér X. Prepocteme nyni kritické
hodnoty vzhledem k veliciné X:

9093 ="mHO g = 2,093 5,59 = g — 11,7
5,59
2,093 = x”5_5:0 Ty = fio + 2,093 - 5,59 = 11 + 11,7.

Nyni interval pro ,nezamitnuti Hy“ je

X € (o — 11,7; g + 11,7) (11.17)
nas ovsem zajima spiSe tvar (rychle jej nan prevedem)

o € (X —11,7; X +11,7) . (11.18)

Odtud pro piiklad 11.8 se spolehlivosti 0,95 a realizaci (= konkrétni méfeni) pruméru
T = 1024 dostaneme

po € (1024 — 11,7;1024 4+ 11,7) = (1012,3; 1035,7),
Vidime, ze pri vétsi mite nejasnosti, kdy rozptyl nezname a musime jej odhadnout, je

interval spolehlivosti $irsi (ostatni hodnoty v piikladech 11.7 a 11.8 jsou stejné, takze lze
opravdu provést porovnani).

Obecné s vyuzitim symetrie

ta = —11_«a
2 2
lze (1—a)-100%-ni interval spolehlivosti pro stifedni hodnotu ;. pfi nezndmém

rozptylu psat ve tvaru

pe (X —ti_g -estog; X +ty_g - estoy) . (11.19)

11.4.3 Neékolik dulezitych poznamek k intervaltim spolehlivosti

VVVVVV

ostatni ... :-)
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a) Vztah mezi intervalem spolehlivosti a pravdépodobnosti. Je potieba Fici
néco velmi dulezitého k formulaci ,95%-ni interval spolehlivosti pro stredni
hodnotu p obsahuje tuto hodnotu s pravdépodobnosti 0,95%. Véta je vyslovena
spravné ale muze byt zavadéjici — a problém pochopeni souvisi s pojmem
statistika a realizace statistiky (viz definice 11.2). Interval spolehlivosti je
totiz vlastné intervalem, jehoz mezemi jsou ndhodné velic¢iny. A pak pro konkrétni
méreni dosadime do vzorcu 11.16, 11.19 konkrétni realizaci T. Tieba v ptikladu
11.7 interval (1013,04;1034,96) nezndmou stfedni hodnotu g bud obsahuje
(stoprocentné), nebo neobsahuje (stoprocentné).

Souvislost s pravdépodobnosti se projevi pouze pri opakovaném méreni a opakované
konstrukci realizace intervalu spolehlivosti: pokud bychom naptiklad tisickrat
zopakovali experiment zméfeni zivotnosti u dvaceti zarovek, spocetli tisic ruznych
realizacl Ty, Ta..., T1p00 & sestrojili tisic ruznych realizaci intervalu spolehlivosti
podle vzorce 11.16, tak priblizné 95% téchto intervalu (tj. asi 950 z nich) bude
neznamou hodnotu p obsahovat, zbylych pét procent ji obsahovat nebude.

V dalsich vypoctech realizaci intervalu spolehlivosti pro T budu slovo ,realizace”
vynechavat, takze pojem interval spolehlivosti se stiedem v X (stfedem inter-
valu je nikoli konkrétni hodnota, ale ndhodna veli¢ina) bude splyvat s pojmem
realizace intervalu spolehlivosti se stiedem v T (stfedem intervalu je konkrétni
¢islo). Matematicky je mezi témito dvéma pojmy rozdil, ale v praxi pod intervalem
spolehlivosti mame na mysli vzdy konkrétni interval vypocteny na zakladé méteni.

b) Jednostranné intervaly spolehlivosti. Pozorny ¢tendf by moznd mohl polozit
otazku: no dobrd, oboustranny interval spolehlivosti odpovidd jistému obou-
strannému statistickému testu (ptiklad 11.7) — pokud se ale tyka jednostrannych
testu (napiiklad test grafické iluze 11.3), existuje také u nich néjaky analogicky
jednostranny interval spolehlivosti? Odpovéd zni ,ano, existuje“. Jeho odvozeni je
analogické, provedme jej napiifklad pro data testu grafické iluze 11.3:

Hy : p = po, Hy : > po, kritériem je X, kritickou hodnotu pouzijeme piesné
tu stejnou jako v daném pravostranném testu: ¢4 = 2,132. Prevodem normovaného
tvaru kritické hodnoty do tvaru aktualniho vzhledem k veli¢ciné X dostaneme

Ty — o

2,132 = = T = po+ 2,132 1 = o + 2, 132;

tedy interval pro ,nezamitnuti Hy“ je

X € (—o0; po + 2,132), (11.20)

ale protoze nas zajima spise interval pro pg, tak z tohoto vztahu vyjadiime
ohrani¢eni pro p a index 0 vypustime:



MA 0008 — Teorie pravdépodobnosti 97

pe (X —2,132;00) = (5,868; 00) (11.21)

a to je hledany interval se spolehlivosti 0,95. Vidime, ze oboru 11.20 pra-
vostranného testu odpovida levostranny interval spolehlivosti 11.21.

I kdyz jsou tedy jednostranné intervaly spolehlivosti zcela prirozené a mozné, v
dalsim textu se na né nebudeme piilis zamérovat — spiSe nés bude zajimat vymezeni
pro p na intervalu koneéné délky. Tedy i kdyz budeme provadét jednostranné
statistické testy, intervaly spolehlivosti budeme hledat na zékladé prislusného
oboustranného testu se stejnou hladinou vyznamnosti.

Tak tedy i v prikladu 11.3 Ize sestrojit oboustranny interval spolehlivosti: Pro v = 4
je kriticka hodnota rovna

ty s (4) = 2,776;

Pak (vzorec 11.19):

pe(8—2,776-1:8 42,776 - 1) = (5,224; 10,776).

c) Vztah mezi intervalem spolehlivosti a statistickym testem. Mezi vysledkem
statistického testu a intervalem spolehlivosti existuje jednoznacény vztah:

Statisticky test zamitne hypotézu Hy : u = po pravé tehdy, kdyz
to nenalezi do prislusného intervalu spolehlivosti

Tteba pokud bychom v situaci prikladu 11.7 testovali hypotézu Hy : p = 1000,
misto abychom provadeéli test, staci se podivat na piislusny interval spolehlivosti
oboustranného testu: 1000 ¢ (1013,04;1034,96), tj. to znamend, ze piislusny
statisticky test zamitne hypotézu Hy.

Nebo podivame-li se na piiklad pravostranného testu 11.3, kde Hy : u = 6,
vidime, ze 6 € (5,868;00) (levostranny interval spolehlivosti vypoéten v predchozi
poznamce b)), tj. to znamend, ze hypotéza H, prislusného jednostranného testu
nebude zamitnuta.

d) Interval spolehlivosti uvadi vice informaci nez statisticky test. Omlouvam
se za dalsi ¢lenéni, ale budu prezentovat tuto poznamku ve ¢tyfech myslenkach:

1. Vysledek statistického testu neni pfesné to, co bychom chtéli znat. Ve
skutecnosti chceme znat miru platnosti hypotézy H;, je-li dan vysledek
experimentu — ovSem misto toho se ze statistického testu dovidame
pravdépodobnost vysledku experimentu za pfedpokladu platnosti hypotézy
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Hy (a stdle nezndme miru platnosti H;, a to ani v pripadé, kdy je Hy
zamitnuto).

2. Statisticky test nam ve svém vysledku nedava informaci o rozsahu studovaného
vlivu, kdezto interval spolehlivosti ano. Informace o umisténi stfedni hodnoty
1 je ve statistickych testech, které jsme dosud provadéli, skryta, ale interval
spolehlivosti ¢ini tuto informaci zjevnou a preklada ji do srozumitelného
meéritka.

Naptiklad test 11.3 pouze prohlasi, ze se nenaslo dostatek dukazu pro vliv
grafické iluze na p. Ale interval spolehlivosti (nyni uz spise ten oboustranny,
tj. pro a = 0,05 byl odvozen v poznamce b)) (5,224;10,776) navic naznacuje,
ze se spolehlivosti 0,95 by stfedni hodnota misto Sesti mohla byt stejné dobie
rovna i osmi nebo deseti, ale uz ne jedenacti nebo dvanacti.

3. Statisticky test zduraznuje chybu prvniho druhu, ale fika velmi malo o chybé
druhého druhu. Na druhé strané interval spolehlivosti naznacuje i chybu
druhého druhu — pokud a nechame pevné a zmensujeme [, tak interval
spolehlivosti zmensuje svou délku.

4. Zaver: Z uvedenych duvodu je lepsi pouzivat intervaly spolehlivosti spise nez
jen pouhé testovani hypotéz. Nékdy statistické zpracovani v literature prilis
zduraznuje testy a zapomind dodat uzitecné informace navic, které lze snadno
vy¢ist z intervalu spolehlivosti.

11.5 t-test typu ,,u; = o
11.5.1 Parovy test

V tomto oddilu se budeme zabyvat statistickymi testy pfi experimentech, kde ziskavame
dva soubory méreni. Zde je potieba si dat pozor na vztah mezi témito dvéma soubory
(= skupinami) méfeni, na zékladé tohoto vztahu rozlisujeme totiz dva typy statistického
testu — parovy a neparovy test. Parovym testem se budeme zabyvat nejdiive — spociva
v tom, ze sice ziskdme dvé skupiny (= dva soubory) méfeni, ale tyto soubory jsou
navzajem tésné svazany v tom smyslu, ze ke kazdé hodnoté v prvnim souboru métreni
lze jednoznacné pritadit tzv. parovou hodnotu méreni ze druhého souboru. Zejména to
taky znamend, ze pocet méreni v obou souborech je stejny — a v podstaté bychom mohli
fict, ze misto dvou souboru méfeni mame jediny soubor, ve kterém jedna polozka je
reprezentovana usporadanou dvojici hodnot.

Parovy test tedy uzijeme v situaci, kdy sice mame k dispozici dva soubory méteni, ale
tyto dva soubory méfeni jsou spolu tésné svazany — obycejné tak, ze v obou skupinach jsou
hodnoceni stejni jedinci; nejprve provedeme meéreni vybrané skupiny jedincu za systému
podminek A, a pak provedeme méfeni téze skupiny jedincu za systému podminek B. Proto
se tomuto typu experimentu také iikd experiment opakovaného méreni. Dalsi vhodny
nazev je zde experiment typu ,jedna skupina dvakrat*, protoze jedna skupina jedincu
je podrobena méreni pii dvou ruznych situacich.
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Priklad 11.9 Chceme experimentem zjistit, jak se zméni pocet uderi srdce clovéka za
minutu po wvypiti $alku kdvy (studujeme vliv kofeinu na cinnost srdce). Kdybychom k
tomuto experimentu pristupovali ,nepdrovym® pristupem a vybrali ndhodné dvé skupiny
lidi, z nichz jedna by vypila kavu s kofeinem a druhd kdvu bez kofeinu, do meéreni by byl
zanesen jisty rozptyl zpusobeny tim, Ze tempo srdecnich tuderu se lisi u ruzngch lidy.

Mnohem vhodneéjsi je zde experiment opakovaného mereni, kdy jedna a taz skupina
vybranych lidi je vystavena méreni po kdvé bez kofeinu, a pak po kdvé s kofeinem. Potom
se wvypocte rozdil obou hodnot vidy u téhoZ cloveka a testuje se, zda je tento rozdil
vyznamny. Byla ziskdna ndsledujici data poctu srdeénich tuderiu za minutu u deviti lidi
(na kazdém rddku jsou hodnoty méreni jednoho ¢lovéka):

x;1 bez kofeinu x5 s kofeinem  rozdil x;5 — x4y

70 76 6
60 61 1
49 52 3
72 71 -1
70 81 11
66 70 4
55 55 0
5/ 61 7
80 89 9

Prvni dva sloupecky tabulky predstavuji dva soubory méteni parového testu. My
ovsem budeme dale pracovat jen s jednorozmérnym souborem, a sice s vektorem
rozdilu méreni ve tretim sloupci. To znamenad, ze parovy test vlastné odpovida situaci
jednorozmeérného souboru méfeni (= oddilu 11.2).

Spocteme primér T = 4,44 a odhadneme rozptyl pomoci s2. Aby ¢tenar nemél pocit, Ze
v oddilu 11.5 nebude vzhledem k 11.2 nic nového, vypoéteme s? pomoci patého mozného
vzorce, ktery jsme si jesté neuvadeéli:

S
v

(ono se vlastné jedné o vzorec 11.12; ovSem ve jmenovateli vzorce je v misto N — 1).
Déle do citatele za SS dosadime ze vzorce 11.11, ktery zkombinujeme s nejpohodlnéjsim
zpusobem vypoctu 11.8:

S? (11.22)

2
SS=N-§%= (ix?) —%

cili pak pro realizaci ss plati

N ) sz\ilxl 2
ss = (Zx) — % (11.23)



100 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

a po dosazeni
2

40

Pocet stupnu volnosti pro odhad rozptylu je v = N — 1 = 8§, a tedy
=22 _17.03.
v

a) Sestrojme nyni 95%-ni interval spolehlivosti pro p: ¢, najdeme jako prusecik fadku
v = 8 a sloupce 2¢ = a = 0,05 (oboustranny interval spolehlivosti vychézi z obou-
stranného testu): t; = 2,306. Pak interval pro u se spolehlivosti 0,95 je

2 17,03
T\ ey = 8) = 444 || =5 2,306 = (1,27, 7,61).

7 tohoto intervalu spolehlivosti se dovidame, Ze kofein zvySuje ¢innost srdce, a sice
0 1,27 az o 7,61 uderu za minutu.

b) Provedeme i statisticky ¢-test:

(K1) Hy: p =0 (rozdil hodnot je nulovy, tj. pocet ideru srdce za minutu je stejny
s kofeinem i bez kofeinu — srdeéni tep nezévisi na kofeinu);
Hy:p#0.

(K2) Testovym kritériem bude vybérovy priimér X, respektive jeho normovana
hodnota ez—;;

(K3) s2=17,03 =

s2 17,03

2 _ —_ _ _
est 0% = NT o9 = 1,89 = est o = /1,89 = 1,37.
Tj. za predpokladu platnosti Hy ma velicina % Studentovo t-rozdéleni s v = 8

stupni volnosti.

(K4) ¢, = £2,306 je u oboustranného testu stejné jako u intervalu spolehlivosti
a).

(K5) Prislusna t-hodnota je

4,44 -0

= 3,24 > 2,306
1,37 ’ T

a tedy zamitame H, o nezavislosti, je potvrzen vliv kofeinu na zvyseni srde¢niho
tepu.

Hypotézy Hy nejsou pravdivé témér nikdy (pokud uvazujeme vétsi pocet desetinnych
mist), tj. zamitnuti Hy ndm nic podstatného nefikd. Spise nds zajimalo, jak velky je vliv
kofeinu, a to jsme se dozvédéli z intervalu spolehlivosti.
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11.5.2 Neparovy test

Nyni se pojdme vénovat neparovému testu neboli zpracovani dat pii experimentu typu
,dvé skupiny jednou“.

Priklad 11.10 Chceme zjistit kvalitu jisté techniky pamatovani. Ndhodné jsme vybrali
deset lidi a rozdelili do dvou skupin po péti lidech. Skupina 1 (tzv. experimentdlni sku-
pina) se naucila 100 zadangch slov novou technikou, skupina 2 (kontrolni skupina ...
zazity nesprdavny preklad anglického ,, control group®, spravny viyznam prekladu je ,7Tizend
skupina®, protozZe ,control“= ridit, vést, nikoli kontrolovat) pouZila obycejnou klasickou
techniku zapamatovani. Po tydnu se vyzkousi, kolik si kdo pamatuje z danych 100 slov —
jsou ziskdna data

experimentalni skupina kontrolni skupina

43 16
37 22
51 2/
27 30
32 18

Nyni data na jednom radku spolu nijak nesouvisi, jednd se o méreni u dvou ruznych lidi.
Zda se, Ze experimentalni skupina md lepsi vysledky, ale musime statisticky prokdzat, Ze
to meni zpusobeno pouze ndhodnymi vlivy.

V kazdé ze skupin vypocteme prumér a odhadneme rozptyl.
skupina 1: 7; = 38, podle vzorce 11.23 ss; = 352, v, = 4, a tedy podle 11.22

— 352
est102:s%:T:

38.

skupina 2: 7, = 22, podle vzorce 11.23 ssy = 120, v, = 4, a tedy podle 11.22

— 120
esty 02 = 553 = — = 30.

4

No a ted prichdzime k ivahdm, které jsou pro dalsi vyvoj (i dalsi kapitolu) dulezité.
V situaci experimentu typu ,,dvé skupiny jednou” je potieba se vyporadat se dvéma typy
rozptylu, kterymi jsou — vnitini rozptyl a vnéjsi rozptyl.

vnitini rozptyl: Jednd se o rozptyl predstavujici vzajemnou rozdilnost jedincu v celé
populaci (napi. rozdilnost lidi, rozdilnost ruznych soucdstek stejného typu, apod.).
V tomto textu se budeme ptrevazné zabyvat situacemi, kdy je splnén tzv. princip
homogenniho vnitiniho rozptylu: jakykoliv experiment nema vliv na
rozptyl rozdéleni celé populace, z niz byla ndhodné vybrana skupina
jedinca pro méreni.
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Slovy naseho piikladu, rozdilnost vysledku est; zpusobend ruznosti lidi ve skupiné 1
je priblizné stejna jako rozdilnost vysledku esty zpusobend ruznosti lidi ve skupiné 2.
Jinak feceno, at uz méfite dany soubor méieni za jakékoli podminky, ,rozmanitost®
téchto méteni je v dané skupiné priblizné stejné.
7, Tohoto principu homogenniho rozptylu tedy plyne, Zze odhady est;, ests jsou
odhady jednoho a stejného vnitintho rozptylu o2 (diky tomu jsem u pismenka o o
par fadku vyse uz nepsal zadny index), ktery vypocteme jako aritmeticky prumeér
obou odhadu:
, esty 0% +estyo? 88+ 30
est o° = = =
2 2

Tedy nejlepsi mozny odhad vnitintho rozptylu o2 je roven 59 a v dalsfm budeme
pracovat s nim. Pocet stupnu volnosti je v = 4 + 4 = 8, protoze jsme tento odhad
ziskali pomoci dvou jinych odhadu o poc¢tu stupnu volnosti 4 — stupné volnosti ve
vysledném odhadu secitame.

99.

vnéjsi rozptyl: Jednd se o rozptyl vyjadiujici rozdilnost mezi danymi
podminkami méfreni. Tento rozptyl v pripadé dvou souboru méfeni lze
odhadnout na zakladé prumeéru T; = 38, Ty = 22. Zpusob je néasledujici: Vypocteme
rozptyl téchto dvou pruméru podle vzorcu 11.23 a 11.22: Protoze v = 2 — 1 = 1,
mame , S

esterﬁz 2~y = 128.
1 1
Ale to jesté neni vsechno — tento odhad je odhadem rozptylu prumeéru péti hodnot
(N = 5). Abychom ziskali odhad rozptylu jediné hodnoty méteni, musime v souladu
estr

se vzorcem est ry = <" (analogie vzorce 11.13) pocitat

estr =N -estry =5-128 = 640.

celkovy rozptyl: Aby byla plejada prehledu rozptylu tplnd, je mozné si polozit
nasledujici otazku — co se vlastné spocita, kdyz budeme povazovat vsech deset
hodnot za méfeni jediné veliciny a vypocteme s2 ze vsech deseti méfeni? Podle
logiky vypoctu by to mél byt jakysi celkovy rozptyl — a skuteéné je tomu tak.

Prumeér vsech deseti hodnot je T = 30, coz je mimochodem aritmeticky prumér
hodnot T, Ts. Bude tedy podobné hodnota s? prumérem hodnot s?, s37?

Podle vzorce 11.23 ss = 1112, a tedy podle 11.22

— 1112
=20 = 2 2123 56,
v 9
coz neni hodnota rovnd souctu s_% + g = 88 + 30 = 118. JesSté méné se zda, ze
by odhad celkového rozptylu 123,56 byl sou¢tem odhadu vnitfniho rozptylu 59 a
odhadu vnéjsiho rozptylu 640 — ale presto zde plati jisté souctové vzorce:

a) Celkovy pocet stupnu volnosti 9 u odhadu celkového rozptylu je sou¢tem vol-
nosti 8 u odhadu vnitiniho rozptylu a volnosti 1 u odhadu vnéjsiho rozptylu.
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b) Celkovy soucet ¢tvercu 1112 je souctem souctu ¢tvercu 472 vnitiniho rozptylu
(ktery vznikl souc¢tem ss; = 352 a ssy = 120) a 640 u vnéjsiho rozptylu.

Tolik prehled a jemné intro do problematiky rozptylu — vice na to téma nebude
prostor, ale ¢tenafi by se s tématem setkali pii uz zminované analyze rozptylu (ANOVA),
kterd se pouzivd az tehdy, kdyz skupiny méfeni jsou tii a vice. Nyni se vratme k feseni
naseho piikladu.

Odhad vnitiniho rozptylu je est o = 59, odtud odhad rozptylu priméru
2 _
estoy = 5= 11,8.

Nyni lze uzitim 11.19 urcit napr. 95 %-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu priméru
v kazdé ze skupin méreni: Pro tp(v = 8;a = 2¢q = 0,05) = 2,306

€ 38+ 4/11,8- 2,306 = (30,08;45,92),

fis € 22+ /11,8 - 2,306 = (14,08; 29,92).

V' souwislosti se statistickym testem tohoto prikladu nds ovsem spise zajimd interval
spolehlivosti pro stredni hodnotu veliciny X1 — Xs. Stred intervalu spolehlivosti bude v
tomto pripadé 1 — T = 38 — 22 = 16, odhad rozptylu je
59 59

:estai—l—i—esta%z——k—:?&ﬁ.

) )

2
est %

Tedy pro tp(v = 8 a = 2q = 0,05) = 2,306
(1 — pis € 16 = /23,6 - 2,306 = 16 + 11,2 = (4,8;27.2).

ProtoZe vysledny interval spolehlivosti pro rozdil strednich hodnot neobsahuje nulu, vime
také, Ze prislusny statisticky test zamitne hypotézu Hy : py = po. A skutecné, pojd'te se
presvedcit:
(K1) Hy: pq = pa (stredni hodnoty obou skupin ohodnocent jsou stejné, tj. novd technika
zapamatovdni ovliviiuje vijsledek priblizné stejné jako ta drivéjsi).
Hy: py # pe (novd technika zapamatovdni md priblizné stejné viysledky jako diivéjsi
technika).

(K2) Testovym kritériem bude rozdil X, — Xo.
(K3) Pri platnosti Hy md velic¢ina
X-%-0 X-X
est 02— — V23,6

X1—-Xo2

Studentovo t-rozdéleni pro v = 8.
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(K4) Pro o = 0,05 prislusnd kritickd hodnota ty je na prusecéiku rddku v = 8 a sloupce
pro a = 2q = 0,05, . t = 2,306.

== = 3, —tg;tr). Hy tedy zamitame — novd technika vijznamné zvysuje
Kb5) 322 — 329 tyity). Ho ted ftd i technika vy 5 zvySug
uroven zapamatovani.

Piiklad 11.11 Psychologové fyziologie chtéji experimentem oveérit, Ze podvések mozkouvy
je hlavnim tidicim centrem sexudlniho chovdni. Rozhodli se ziskat dvacet dobrovolniki
z Tad studentu, kteri by se chtéli podrobit operaci mozku. Protoze Zddni dobrovolnici se
neprihldsili (zejména do experimentdlni skupiny), byly ndhodné vybrany dvé skupiny po
deseti krysach.

Krysam z experimentdlni skupiny byl operaci odebrdn podvések mozkovy. Krysam z
kontrolni skupiny byla pouze oteviena lebka, ale nic nebylo odebrdno (aby byl sniZen rozptyl
zpusobeny otevienim lebky).

Protoze operaci provddel nezkusSeny operatér, nékteré z krys zahynuly primo na
operacnim stole. 'V experimentdlni skupiné prezilo pét krys, v kontrolni skupiné sedm.
Psycholové byli rozmrzeli nad nezkuSenym studentem, ale pokracovali dadle v experimentu.
Byla ziskana data o poctu pohlavnich spojeni v prubéhu jistého casového intervalu. V
experimentdlng skupiné (N = 5): 0,1,4,4,1. Odtud T = 2, ss; = a7 — Zml = 14,

=Ny —1=4, pak s} =21 = =35

V kontrolni skupiné (Ny = 7):5,7,4,3,4,6,6. Odtud T3 =5, ss9 = Y 12— le =12,
Vo =Ny —1=06, paks_%:%:%:Z

Odhad vnitiniho rozptylu: Podobné jako u predchoziho prikladu (vyjdeme z platnosti
principu homogenniho rozptylu), i nyni vypocéteme jakysi jeden odhad rozptylu jako primeér
odhadi s_%, s_% — nebude se jednat ovsem o aritmeticky prumeér, ale o tzv. vazeny pramer.
Protoze odhad s_g byl sestaven na zdkladé vétsiho poctu stuprit volnosti (vétsiho poctu
mérent), budeme mu priklddat vetsi vahu:

%1 — Vo
- 57+

.52 11.24
v+ Vg 1 v+ 1o 2 ( )

est 02 =

V nasem prikladu est o2 = % 3,0+ 1% -2 =26. Pak intervaly spolehlivosti pro jednotlivé
stredni hodnoty a ti(v = 10, = 2q = 0,05) = 2,228 jsou

[ €24 2,228 =2+ 1,61 = (0,39; 3,61);

5

[ €5+ £2,228 = 2 4 1,36 = (3,64; 6,36).

Intervaly nemaji spolecny prunik, coZ znamend, Ze testovand hypotéza o rovnosti strednich
hodnot bude zamitnuta. Ddle je mozné si vsimnout, Ze interval spolehlivosti pro ps md
mensi délku nez interval pro py — to je ddno vétsim poctem méreni ve druhé skupiné, pak
totiz ve druhé skupiné pri odhadu rozptylu pruméru délime sedmi, nikoli péti.
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V testu, ktery bude ndsledovat, budeme pouzivat rozdéleni X1 —Xo. Pokud bychom chtéli
nagit 95 %-ni interval spolehlivosti pro rozdil pu; — pa, pouzijeme stred Ty — Ty = 2—5 = —3
a odhad rozptylu
26 26

= est U?(T+€St 03(—22 = + - = 0,891.

2
est %

Pak
[ — ps € —3 4 1/0,891 - 2,228 = —3£2,1 = (—5,1; —0,9).

Prislusny statisticky test:

(K1) Hy: py = pe (odstranéni podvésku mozkového nemd vliv na sexudlni chovdni);
Hy:py < po (odstranéni podvésku mozkového povede ke snizend sexudlni aktivity).

(K2) Testovym kritériem bude velicina X, — Xo.
(K3) Pri platnosti Hy md velic¢ina
X -X%-0 Xi-X,
est o2 /0,891

X1—-Xo

Studentovo t-rozdélend pro v = 10.

(K4) Pro a = 0,05 prislusnd kritickd hodnota t; je na pruseciku rdidku v = 10 a
sloupce pro o« = ¢ = 0,05, tj. t, = 1,812. Pozor, intervaly spolehlivosti bu-
deme vzdy konstruovat pro a = 2¢, ovSem u jednostranného statistického
testu musime vzit hodnotu ¢, pro a = g!!

(K5) Odpovidagici t-hodnota kritéria je \ﬂ% = —3,178 ¢ (—tx; tx). Hy tedy zamitame.

11.6 Predpoklady pouzitelnosti parametrickych testu

Pii odvozovani testu (zejména t-testu — odvozeni je mimo rdmec tohoto kursu) muselo
byt ucinéno nékoli predpokladii:

1. Namétené hodnoty z; jsou navzdjem nezavislé (= predpoklad nezdvislosti) —
napiiklad predpoklad nezavislosti v prikladu 11.10 je porusen, pokud clenové
skupiny podvadéji a opisuji jeden od druhého.

2. Mérend veli¢ina mé normélni rozdéleni (= predpoklad normality).

3. Rozptyl uvnitt experimentdlni skupiny je stejny jako rozptyl uvniti kontrolni sku-
piny, tj. oba rozptyly jsou odhadem stejného (vnitiniho) rozptylu o2 celé populace
(= princip homogenniho rozptylu).
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Testy, které splnuji uvedené tti predpoklady, se nazyvaji parametrické testy. Pokud
néktery z predpokladu neni splnén, kritérium pouzité v testu nemd rozdeéleni ¢ (nebo U,
pokud zname rozptyl 0?), a tudiz nelze urcit kritické hodnoty — pro srovndni stfednich
hodnot se v tom piipadé uzivaji tzv. neparametrické testy. Na tu v tomto kursu
uz nebude moc prostoru — jsou to naptiklad Mannuv-Whitneuv test, Friedmanuv test,
Wilcoxonuv test, znaménkovy test, Kruskaluv-Wallisuv test, Spearmanuv test korelace a
dalsi.

Uplné diskuse pouzitelnosti parametrickych testu U, t (a v nésledujici kapitole testu
F) je mimo ramec tohoto kursu. Ovsem nésledujici poznamky mohou byt dulezitym
voditkem, ktery pro bézného ,uzivatele® statistiky dostacuje:

a) Mejte se na pozoru pouze tehdy, kdyz t-hodnota kritéria je blizkd hodnoté t.
Ptepoklady by musely byt poruseny velmi hrubé, aby napiiklad pii jednostanném
testu pro a = 0,05 kriticka hodnota ¢, ,usekla® ve skute¢nosti vyznamné vice
nez 5% obsahu podgrafu hustoty ¢ — i pfi porusenych predpokladech tato kritickd
hodnota vétsinou usekne 6 nebo 7 procent, a nikoli tieba 15 procent obsahu. Proto
pokud t-hodnota kritéria presidhne hodnotu ¢, vyrazné, je rozhodnuti
zamitnout H, celkem bezpecné.

b) Zkontrolujte své rozdéleni. Nakres histogramu rozdéleni je uzitecny jak pro ovéfeni
predpokladu normality, tak ovéreni principu homogenniho rozptylu.

c) Porovnejte s_% a s_% pokud se hodnoty obou odhadu lisi vyrazné, znamend to poruseni
predpokladu homogenniho rozptylu. Ale pokud podil téchto odhadu je mensi nez 4
pii priblizné stejné délce obou souborti méteni, neni treba délat paniku.

d) Poruseni predpokladiu nema takovy dopad, pokud N; > 20 a Ny = Nj.

e) Pozor na poruseni méfitka. Nékteré proménné jsou bezproblémové, napi. X =
prumérna rychlost (v km za hodinu), protoze rozsah stupnice 10 az 20 km ma
stejnou vahu jako rozsah 70km az 80km.

Ale existuji pochybné proménné v tom smyslu, ze méritko porusuji — napiiklad Y =
ohodnoceni otazky v dotazniku poctem bodu ze stupnice 1 az 7. Zde totiz rozsah 3
az 4 body nemusi byt ekvivalentni rozsahu stupnice 6 az 7 bodu. Takova stupnice
je hodné subjektivni, nemé pevné vymezeny absolutni prirustek, a proto muze vést
ke zkreslenému tvaru rozdéleni.

f) Pokud néktery z predpokladi je porusen do té miry, ze U-test nebo t-test nelze pouzit,
je mozné zkusit neparametrické testy.

11.7 Shrnuti

Tato kapitola je klicovou kapitolou z kapitol 10,11,12, protoze obsahuje nejcastéji
provadény test porovnani dvou souboru méreni — t-test — a také odvozuje a ilustruje
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vyznam intervalu spolehlivosti.

Uvodem v oddilu 11.1 jsou zopakovany nékteré vzorce, zejména vzorce pro X, S% —
a dale je vysvétlen a odvozen vzorec pro S2 jako nejlepsi nestranny odhad nezndmého
rozptylu o2 norméalnfho rozdéleni.
t-test pouzivame v situacich analogickych U- testu (= u veliciny s normalnim
2

rozdélenim) s tim jedinym rozdilem, Ze totiz neni znam rozptyl 0% a musime jej

odhadnout pomoci %2 Pro odhad rozptylu pruméru je dulezity zejména vzorec 11.13, na
ktery je potifeba nezapomenout.

Cela kapitola predpoklada, ze ¢tenai uz vi, co je to statisticky test — presto ty dulezité
informace ohledné statistickych testu opakuje (poznamky 11.3 objasniuji terminologii a
otazku pristupu ke statistickému testu).

Protoze témér vsechno se v8im souvisi, zamitne statisticky test, ktery je dostatecné
silny, hypotézu H, prakticky vzdy — z toho duvodu je nékdy lepsi hledat informace nikoli
ve statistickém testu, ale v intervalu spolehlivosti (blize viz posledni pozndmku v 11.4.3).

Vyvrcholenim kapitoly jsou testy typu p; = ps, které opét nemohou pozorného stu-
denta prekvapit, protoze test podobného typu byl probran v piredchozi kapitole. Ovsem
véci novou je predstaveni rozdilu mezi parovym a neparovym testem.

11.8 Otazky k opakovani
U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jednéd o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otézka 11.1 Vibérovj primér X je nestranngm a konzistentnim odhadem parametru p
merent veliciny s normdlnim rozdélenim.

Otazka 11.2 Statistika S? je nestrannym a konzistentnim odhadem parametru o® mérent
veliciny s normadalnim rozdélenim.

Otazka 11.3 Kritickd t- hodnota je blize pocdtku nez odpovidajici (= pro stejnou hladinu
vijznamnosti sestrojend) kritickda U -hodnota.

Otazka 11.4 Pro rostouct pocet stupnu volnosti graf hustoty t-rozdélent stdle vice splyjva
s grafem hustoty normovaného normdalniho rozdeélent.

Otazka 11.5 Je mozné, Ze interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu j priméru X se-
strojeny na zdkladé konkrétni realizace T tuto stredni hodnotu vubec neobsahuje.

Otazka 11.6 Pokud hodnota 1o nepadne do oboustranného intervalu spolehlivosti pro
stredni hodnotu p pruméru X, znamend to, Ze oboustranny test pro Hy : p = po tuto
hypotézu Hy nezamitne.

Otazka 11.7 Pdrovym testem je kazdy test typu py = o, ktery porovnavd stredni hodnoty
dvou nahodngjch velicin.
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Otazka 11.8 Vnitrni rozptyl popisuje rozmanitost konkrétnich jedincu v populaci — tato
rozmanitost pritom nezdvisi na podminkdch, pri kterych je méreni provddéno (je stejnd u
kontrolni skupiny i experimentdlni skupiny).

Otazka 11.9 Celkovy rozptyl je souctem vnitrniho rozptylu a vnéjsiho rozptylu.

Otazka 11.10 Pri nestejnyjch délkdch obou souborii mérent lze vnitini rozptyl odhadnout
jako aritmeticky priumér rozptyli s3, s3 jednotliviich soubori mérent.

Otazka 11.11 FEzistuji situace, kdy neplati princip homogenniho rozptylu (rozptyl mérent
v kontrolni skupiné je nesrovnatelné vétsi nez rozptyl méreni v experimentdlni skupingé).

Odpovédi na otazky viz 13.5.
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11.9 Cviceni 11 — intervaly spolehlivosti a t-test

Uloha 11.1 Zkonstuujte 0,95%-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu poctu
zdgemet o novy vyrobek z 600 dotdzanych - viz priklad 1 z predndsky 10.

Uloha 11.2 Zkonstruugte 0,95%-ni interval spolehlivosti pro jednostranny test z
predndsky 10 pro stredni hodnotu prumérného wvysledku poctu bodi z matematiky wu
téch, co pouZivali navic vyukovy program. Mald ndpovéeda: interval spolehlivosti bude
mit jednu mez plus nebo minus nekonecéno, podobné jako interval pro zamitnuti Hy u
jednostranného testu.

Uloha 11.3 Je zndma ndsledujici grafickd iluze (viz obrdzek 11.18), Ze totiz usecka a se
zdd delsi nez isecka b (pocitd se délka bez koncovych Sipek), i kdyz ve skuteénosti jsou
obé usecky stejne dlouhé.

N - ’
/ AN

AR
N /

Obrazek 11.18: Graficka iluze: délky usecek a, b jsou stejné.

a) Qweérte tuto iluzi jednostrannym stat. testem.
b) Urcete p-hodnotu tohoto jednostranného statistického testu.

c) Zkonstruugte prislusny jednostranny 95%-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu
pruméru odhadované délky.

Uloha 11.4 U ndhodné vybraného wvzorku dvaceti Zdrovek byla namérena prumérnd
Zivotnost T = 1024 hodin a spocitdn rozptyl méreni S? = 625.

a) Owérte oboustrannym t-testem, zda je prumérnd Zivotnost rovna p = 1000 hodin.
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b) Utvorte 95-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu pn pruméru Zivotnosti.

b) wurcete p-hodnotu testu v ¢dsti (a).

Uloha 11.5 Sociologové chtéji provést experiment, ktery md zjistit, zda pocet schuzek
chlapce s dévcetem zduvisi na tom, zda je chlapec prvorozeny nebo ne. Ziskd nahodné vy-
brangjch sest ndctiletych chlapci prvorozenych a Sest jingch druhorozenych a zjisti, kolik
schizek mél kazdy z nich béhem jednoho mésice. Prvorozeni: 2,5,4,2,1,4. Druhorozeni:

6,4,5,7,3,5.

a) Vypoctete prislusné intervaly spolehlivosti (pro stredni hodnotu pruméru méreni) se
spolehlivosti 95% u kaZdé z obou skupin chlapci.

b) Provedte t-test.

c) Urcete p-hodnotu statistického testu v tloze (b).

Uloha 11.6 Chceme testem overit, zda kvalita reakci cloveka je stejnd za denniho 1
z umeélého svétla. U nahodne vybrané skupiny deseti lidi byly ziskany vysledky zkousky
sdenni svétlo“: 9,2,7,12,14,10,6,7,12,10 a hodnoty zkousky ,umélé osvétleni“:
7,2,4,13,13,7,4,6,8,9 (oba soubory jsou uspordadané, tj. data od i-tého respondenta jsou
v obou pripadech na i-té pozici).

a) Za pouZiti oboustranného t-testu rozhodnéte, zda soubor ,denni svétlo“ nabyvd
vyznamné vyssich hodnot nez soubor ,umélé svétlo“.

b) wypoctéte interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu odchylek v iloze (a),

c) wurcete p-hodnotu statistického testu v iloze (a).
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12 Testy x? (chi kvadrat), Manniv-Whitneytv test

12.1 Vlastnosti rozdéleni X2

Uvazujme veli¢inu X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti No(u,0?). Vime, Ze
velicina U = % mé normované normalni rozdéleni No(0; 1). Jaké rozdéleni m4 veli¢ina

U2 — (X - M)Q?

o2

Pfedeviim miuZeme iici, Ze hodnoty veli¢iny U? jsou nezdporné. Dédle vime, Ze asi 68%
veliciny U lezi v intervalu (—1;1), tj. asi 68% veliciny U? lezi v intervalu (0; 1). Zkréatka a
dobfe, vlastnosti veliciny U? lze odvodit z vlastnost{ veli¢iny U. A protoze se veli¢ina U?
ve statistice hojné pouziva, dostala i své jméno: x?(1) ... ¢ti: chi kvadrat o jednom stupni
volnosti.

Oznaceni x?(1) naznacuje, Ze muze nastat i vice stupit volnosti nez jeden. A skutecné,
pokud dvé hodnoty Uy, Us veli¢iny U umocnime na druhou mocninu a secteme, dostaneme
obecné vétsi hodnotu nez x?(1), oznacujeme ji x?(2) (velicina ,chi kvadrét® se dvéma
stupni volnosti):

X2(2) = U + UZ.

Cili stfednf hodnota veli¢iny x?(2) je vétsf nez stiedni hodnota veliciny x2(1). Obecné lze
pak vyjadrit veli¢inu o n stupnich volnosti:

Xz(n):U12+U22—l—---+Un2.

Piiklady x? o ruznych stupnich volnosti jsou na obréazku:

0,67 . .
stuperi volnosti 2

0,54
0.4
stuperi volnosti 1

0,3

2 0,2
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0,154 . .

0,061 stuperi volnosti 20
stuperi volnosti 5

0,054

0,10
0,044
0,03

0,054 0,02-
0,014

0 0

kde I je tzv. gama-funkce. Co se tyk4 stfedni hodnoty a rozptylu rozdéleni x?, vypocteme
jen stfedni hodnotu, rozptyl uvedeme bez dukazu:

E{X*(n)} =E(Uf+U;+---+U})=1+1+4---+1=n.
Opravdu plati{ E(U?) = 1:

o o2

X —u\° 1 1
E( “) = E(X—M)QZE(EXQ—Q;LEXjLuQ):

1
S(EX? =207 + %) = — (0" +4° = p*) = 1.

Pro vypoéet EX? jsme vyuzili faktu, ze 0> = DX = EX? — E?X = EX? — 12, tj.
EX? =02+ %
D {x*(n)} = 2n.
Dalsi dulezitou vlastnosti je tzv. aditivita rozdéleni x2, Ze totiz
X2 (1) + x*(n2) = X*(n1 + no),
kterd v podstaté plyne z toho, ze x*(n) = > UZ.

Podobné jako u jinych rozdéleni, i zde byly kritické hodnoty rozdéleni spocteny
jednou provzdy a serazeny do tabulky, takze ptfi konkrétnim uzivani kritickych hodnot
nemusime pocitat zadné nechutné integraly (kritické hodnoty viz tabulky 12.12; 12.13).

Naprtiklad pokud chceme urcit kritickou hodnotu hy tak, ze

P(x*(10) > hg) = 0,05,
tak ve druhé c¢ésti tabulky najdeme hodnotu 18,307 na pruseciku fadku 10 a sloupce pro
0,05.
Pokud hledame d, tak, aby
P(x*(10) < dy,) = 0,05,

tak v prvni ¢asti tabulky na pruseciku radku 10 a sloupce 0,95 (protoze v tabulce jsou kri-
tické hodnoty uvedené pro pravou ¢ést podgrafu) najdeme hodnotu 3,94 (viz téz obrazek):
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Tabulka 12.12: Kritické hodnoty jednostranného testu y? — ¢ast 1.

q — 0,995 0,990 0,975 0,950 0,900 0,750 0,500
v
i392,7o4-10—10 157,088-10~9 | 982,069-10~° | 393,214-10~% [ 0,0157908 | 0,1015308 | 0,454937
2| 0,0100251 | 0,0201007 | 0,0506356 | 0,102587|0,210720 | 0,575364 | 1,38629
31 0,0717212 | 0,114832| 0,215795| 0,351846 | 0,584375 | 1,212534 | 2,36597
4| 0,206990| 0,297110| 0,484419| 0,710721|1,063623 | 1,92255 | 3,35670
5| 0,411740| 0,554300| 0,831211| 1,145476| 1,61031| 2,67460 |4.35146
6| 0,675727| 0,872085| 1,237347 1,63539 | 2,20413| 3,45460 | 5,34812
7| 0,989265| 1,239043 1,68987 | 2,16735| 2,83311| 4,25485|6,34581
8| 1,344419| 1,646482 2,17973 2,73264 | 3,48954 | 5,07064 | 7,34412
9| 1,734926 | 2,087912 2,70039 3,32511 | 4,16816 | 5,89883 | 8,34283
10 2,15585 2,55821 3,24697 | 3,94030| 4,86518 | 6,73720|9,34182
11 2,60321 3,05347 3,81575 | 4,57481| 557779 | 7,58412 10,3410
12 3,07382 3,57056 4,40379 5,22603 | 6,30380 | 8,43842 11,3403
13 3,56503 4,10691 5,00874 | 5,89186 | 7,04150 | 9,29906 | 12,3398
14 4,07468 4,66043 5,62872 6,57063 | 7,78953 | 10,1653 | 13,3393
15 4,60094 5,22935 6,26214 | 7,26094 | 8,54675| 11,0365 | 14,3389
16 5,14224 5,81221 6,90766 7,96164 | 9,31223 | 11,9122 15,3385
17 5,69724 6,40776 7,56418 8,67176| 10,0852 | 12,7919 16,3381
18 6,26481 7,01491 8,23075 9,39046 | 10,8649 | 13,6753 | 17,3379
19 6,84398 7,63273 8,90655 10,1170 | 11,6509 | 14,5620 | 18,3376
20 7,43386 8,26040 9,59083 10,8508 | 12,4426 | 15,4518|19,3374
21 8,03366 8,89720 | 10,28293 11,5913 | 13,2396 | 16,3444 | 20,3372
22 8,64272 9,54249 10,9823 12,3380 | 14,0415| 17,2396 | 21,3370
23 9,26042 | 10,19567 11,6885 13,0905 | 14,8479 | 18,1373 22,3369
24 9,88623 10,8564 12,4011 13,8484 | 15,6587 | 19,0372 | 23,3367
25 10,5197 11,5240 13,1197 14,6114 | 16,4734 | 19,9393 | 24,3366
26 11,1603 12,1981 13,8439 15,3791 17,2919| 20,8434 | 25,3364
27 11,8076 12,8786 14,5733 16,1513 | 18,1138 | 21,7494 | 26,3363
28 12,4613 13,5648 15,3079 16,9279 18,9392 | 22,6572 | 27,3363
29 13,1211 14,2565 16,0471 17,7083 | 19,7677 | 23,5666 | 28,3362
30 13,7867 14,9535 16,7908 18,4926 | 20,5992 | 24,4776 | 29,3360
40 20,7065 22,1643 24,4331 26,5093 | 29,0505 | 33,6603 | 39,3354
50 27,9907 29,7067 32,3574 | 34,7642 | 37,6886 | 42,9421 |49,3349
60 35,5346 37,4848 40,4817 | 43,1879 | 46,4589 | 52,2938 | 59,3347
70 43,2752 45,4418 48,7576 51,7393 | 55,3290 | 61,6983 | 69,3344
80 51,1720 53,5400 97,1532 60,3915 | 64,2778 | 71,1445 79,3343
90 59,1963 61,7541 65,6466 69,1260 | 73,2912 | 80,6247 | 89,3342
100 67,3276 70,0648 74,2219 77,9295 82,3581 | 90,1332 (99,3341
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Tabulka 12.13: Kritické hodnoty jednostranného testu y? — ¢ast 2.

q — 0,250 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005 0,001
v
11 1,32330 | 2,70554 | 3,84146 | 5,02389 | 6,63490 | 7,87944 | 10,828
2| 2,77259 | 4,60517 | 5,99147 | 7,.37776 | 9,21034 | 10,5966 | 13,816
3 | 4,10835 | 6,25139 | 7,81473 | 9,34840 | 11,3449 | 12,8381 | 16,266
4| 5,38527 | 7,77944 | 9,48773 | 11,1433 | 13,2767 | 14,8602 | 18,467
5 | 6,62568 | 9,23635 | 11,0705 | 12,8325 | 15,0863 | 16,7496 | 20,515
6 | 7,84080 | 10,6446 | 12,5916 | 14,4494 | 16,8119 | 18,5476 | 22,458
719,03715 | 12,0170 | 14,0671 | 16,0128 | 18,4753 | 20,2777 | 24,322
8 | 10,2188 | 13,3616 | 15,5073 | 17,5346 | 20,0902 | 21,9550 | 26,125
9 | 11,3887 | 14,6837 | 16,9190 | 19,0228 | 21,6660 | 23,5893 | 27,877
10 | 12,5489 | 15,9871 | 18,3070 | 20,4831 | 23,2093 | 25,1882 | 29,588
11 | 13,7007 | 17,2750 | 19,6751 | 21,9200 | 24,7250 | 26,7569 | 31,264
12 | 14,8454 | 18,5494 | 21,0261 | 23,3367 | 26,2170 | 28,2995 | 32,909
13 | 15,9839 | 19,8119 | 22,3621 | 24,7356 | 27,6883 | 29,8194 | 34,528
14 | 17,1170 | 21,0642 | 23,6848 | 26,1190 | 29,1413 | 31,3193 | 36,123
15 | 18,2451 | 22,3072 | 24,9958 | 27,4884 | 30,5779 | 32,8013 | 37,697
16 | 19,3688 | 23,5418 | 26,2962 | 28,8454 | 31,9999 | 34,2672 | 39,252
17| 20,4887 | 24,7690 | 27,5871 | 30,1910 | 33,4087 | 35,7185 | 40,790
18 | 21,6049 | 25,9894 | 28,8693 | 31,5264 | 34,8053 | 37,1564 | 42,312
19 | 22,7178 | 27,2036 | 30,1435 | 32,8523 | 36,1908 | 38,5822 | 43,820
20 | 23,8277 | 28,4128 | 31,4104 | 34,1696 | 37,5662 | 39,9968 | 45,315
21 | 24,9348 | 29,6151 | 32,6705 | 35,4789 | 38,9321 | 41,4010 | 46,797
22 1 26,0393 | 30,8133 | 33,9244 | 36,7807 | 40,2894 | 42,7956 | 48,268
23 | 27,1413 | 32,0069 | 35,1725 | 38,0757 | 41,6384 | 44,1813 | 49,728
24 | 28,2412 | 33,1963 | 36,4151 | 39,3641 | 42,9798 | 45,5585 | 51,179
25 | 29,3389 | 34,3816 | 37,6525 | 40,6465 | 44,3141 | 46,9278 | 52,620
26 | 30,4345 | 35,5631 | 38,8852 | 41,9232 | 45,6417 | 48,2899 | 54,052
27 | 31,5284 | 36,7412 | 40,1133 | 43,1944 | 46,9630 | 49,6449 | 55,476
28 | 32,6205 | 37,9159 | 41,3372 | 44,4607 | 48,2782 | 50,9933 | 56,892
29 | 33,7109 | 39,0875 | 42,5569 | 45,7222 | 49,5879 | 52,3356 | 58,302
30 | 34,7998 | 40,2560 | 43,7729 | 46,9792 | 50,8922 | 53,6720 | 59,703
40 | 45,6160 | 51,8050 | 55,7585 | 59,3417 | 63,6907 | 66,7659 | 73,402
50 | 56,3336 | 63,1671 | 67,5048 | 71,4202 | 76,1539 | 79,4900 | 86,661
60 | 66,9814 | 74,3970 | 79,0819 | 83,2976 | 88,3794 | 91,9517 | 99,607
70 | 77,5766 | 85,5271 | 90,5312 | 95,0231 | 100,425 | 104,215 | 112,317
80 | 88,1303 | 96,5782 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321 | 124,839
90 | 98,6499 | 107,565 | 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299 | 137,208
100 | 109,141 | 118,498 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,169 | 149,449
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0,08+

stuperi volnosti 10

0,06
0,04

0,02

25
-0,024

-0,04- dk:3,94 ]’lk:18,31

12.2 Vyuziti rozdéleni y?
12.2.1 Testovani hypotézy o? = konst

Priklad 12.1 Zajima nas, zda jisty vyukovy program je schopen naucit jisté partie arit-
metiky pri vijuce na ZS. Muze se totiz stdt, ze nadani studenti budou chdpat instrukce
pocitace, kdezto prumérni Zdci budou mit potiZe s programem komunikovat a nauci se
méné, nez by pochopili z vykladu Zivého ucitele.

Je zndmo, Ze rozptyl vysledki testu z aritmetiky pri klasické vijuce je o2 = 25. Pokud
by nase obava byla oprdavnénd, rozptyl vysledki znalosti by byl pri pouziti programu vetsi
(nadani Zdci by byli lepsi, prumeérni Zaci horsi nez obvykle).

Byl proveden experiment, kdy deset Zdiku se podrobilo programové vijuce. Vysledky zna-
losti (bodové ohodnoceni) byly: 68, 90, 70, 91, 72, 80, 85, 82, 91, 95. Odtud

10

> (x;—7)* = 8464

1

a odhad est o® = 94,04 populacniho roptylu je mnohem vétsi nez o} = 25. Proved'te
statisticky test, ktery by poturdil, Ze ke zvyseni rozptylu nedoslo ndhodou.

K1: Hy: rozptyl vysledki znalosti o2 nabytych poéitacovu vyukou je stejny jako rozptyl
os = 25 pri klasické vyuce (tj. 0% = 25).
Hy: 0® # 25 (oboustranny test).

K2: Ukazuje se (uvidime v bodé K3), ze vhodnym kritériem testu je aig S (s — 7).

K3: Za piedpokladu platnosti Hy mé vyraz % - 3°,°(z; — )2 rozdéleni x2(9).
0

Skutecné, dokazme tento fakt.
Vime, 7e Ui% <> (i — p)* méd rozdeleni x*(n), protoze se jednd o soucet n ¢tvercu
rozdéleni U. OvSem g nezndme — jaky je tedy vztah mezi 0—12 (i — p)?a 0—12 .
0 0
V(a—2) 7

Plati

D (i) =D (2i—T4T—p) = Y (wi—p)’+2-) (2:i—7)-F—p)+ > _(T—p)*.
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A protoze
23 (=) (T — ) = 25— ) Y (i —T) =0,
=0
dostaneme
D (w2 =) (5 -2+ ) (F-p’
Méme tedy rovnici
Z(ﬂ% —-7) = Z(ﬂh )’ +n- (T p)?
kterou vynasobenim % lze prevést na tvar
0
S =l Yo =7) @ p)
o2 ol %
— Q(n) n"
—x =x2(1)
To, 7e ¢len na levé strané mé rozdéleni x?(n), uz bylo feceno, €len na pravé strané ma
rozdéleni x?(1), protoze se jednd o druhou mocninu normovaného rozdélen{ priuméru
2
T se stfedni hodnotou p a rozptylem %0 Dohromady tedy dostavame to, co jsme
chtéli spocitat a dokazat:
€T; — T
7 = x*(n) = x*(1) = x*(n — 1),
90
K4: Pro a = 0,05 usekdvame na obou stranach hodnotu 0,025 z obsahu hustoty, t;j.
dp(9) = 2,70039 (na pruseciku fadku 9 a sloupce 0,975) a hi(9) = 19,0228 (na
pruseciku fadku 9 a sloupce 0,025).
K5: Po dosazeni namérenych hodnot

ZT; -7 846,4: . sy 2
T 33,86 ¢ (2,70039;19,0228) => zamitdme H,,

rozptyl je (bohuzel) vyznamné odlisny od 25, v nasem piipadé vyznamné vétsi. A
to je tragédie pocitacové vyuky :-)

V pripadé oboustranného testu — kdybychom neméli teoreticky podklad, ze rozptyl
poroste, ale bylo by stejné mozné, ze tieba i klesne — bychom nasli dvé kritické hodnoty
na fadku 9, a sice x,, = 2,7 (ve sloupci 0,975) a x, = 19,02 (ve sloupci 0,025) a H
bychom zamitli na hladiné vyznamnosti o = 0,05, pokud by hodnota kritéria lezela mimo
interval (2,7;19,02).
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12.2.2 Test druhu rozdéleni — y? test dobré shody

Priklad 12.2 Rodicum se narodily uz ctyri deery, a presto by si prdli i syna. Chystaji
se mit paté dité s nadéji, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,5 (tj. Ze rozeni déti
md podobnyj charakter — co se tijkd pohlavi ditéte — jako hdzeni korunou). Ale prece jen si
vyhledali data o 1024 rodindch s péti détmi a zjistili, v kolika rodindch se narodilo kolik
chlapcii:

0 chlapci ... 40 rodin
1 kluk ... 184 rodin

2 kluci ... 300 rodin

3 kluci ... 268 rodin

4 Kluct ... 196 rodin

5 kluku ... 36 rodin

Pokud tato data o pohlavi pri rozeni déti maji stejny charakter jako hdzeni korunou, pak
je lze dobre popsat binomickym rozdelenim s parametry N = 1024, p = 0,5. Teoretické
rozdélent pravdépodobnosti a rozdéleni cetnosti maji ndsledujici prubéh:

pocet chlapcu x; Di cetnost f;
0 1/32 32
1 5/32 160
2 10/52 320
3 10/52 320
4 5/32 160
5 1/32 32

Otazka zni: do jaké miry se shoduje empirické rozdéleni cetnosti a teoretické
rozdéleni cetnosti, cili: 1ze nashromazdéna data dobie popsat binomickym
rozdélenim s uvedenymi parametry?

Provedeme tzv. test dobré shody (v anglictiné: good fit test ... GFT).

K1: Hy: pocet chlapcu z péti narozenych déti Ize dobte popsat binomickym rozdélenim
pro p = 0,5.

H;: Nelze.

K2: Jaké kritérium zvolit? Vezmeme soucet ¢tvercu rozdilu normalizovanych odchylek

naméfené a teoretické cetnosti S¢ (fﬁf#:

pocet chlapcii naméfend cetnost teoretickd etnost  (f; — fin)? (efm)®

0 10 39 T
1 184 160 576 3.6
7 300 320 00 1.25
3 268 320 2704 845
1 196 160 1296 8.1
5 36 32 6 05
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K3:

K4:

K5:

Za predpokladu platnosti Hy ma kritérium z bodu K2 rozdéleni x?(k — 1). Tento
fakt nebudeme dokazovat.

Kritérium je vhodnym reprezentantem miry platnosti Hy: pokud Hy plati,
ocekavame, ze hodnota kritéria bude mald, pokud neplati, bude velka. Jedna se
tedy o jednostranny test, kde k je pocet skupin cetnosti, tj. v nasem ptipadé k = 6.
Tedy pro a = 0,05 je xx(5) = 11,0705 (,usekdvame* pret procent obsahu hustoty
psti zprava).

6 Y
Z M =239 > 11,07 = zamitame Hy,
1 t

binomické rozdéleni neni pfilis dobré pro popis nasich dat (tj. pohlavi chlapcu pii
narozeni se nechovd jako pocet licu pii hodu korunou).

12.2.3 Testovani nezavislosti v kontingen¢éni tabulce

Piiklad 12.3 Zajimd nds, zda existuje vztah mezi ndzory na jadernou energii a politic-
kou prislusnosti. Proto jsme se dotdzali nezdvisle vybranych 200 lid7, jaky maji ndzor na
jadernou elektrdrnu Temelin (neméla by byt v provozu — nezajimd mé to — méla by byt v
provozu), a ddle které ze stran ODS, CSSD ddvaji vétsi prednost. Vijsledky prizkumu byly
sestaveny do kontingencni tabulky (¢isla v zdvorkdch vyjadrugi empirické pravdépodobnosti
= cetnosti vydélené cislem 200 ):

elektr. by neméla byt nevim elektr. by méla byt
CSSD 40 (0,2) 70 (0,35) 40 (0,2) 150 (0,75)
ODS 35 (0,175) 5 (0,025) 10 (0,05) 50 (0,25)
75 (0,375) 75 (0,375) 50 (0,25) 200 (1,000)

Pfi testovani, zda existuje zavislost mezi obéma proménnymi, miZzeme pouzit test y2:

K1:

Hy: Obé proménné se chovaji nezavisle, ¢ili empirické rozdéleni je hodné blizké
nasledujicimu teoretickému rozdéleni, kde posledni tadek a posledni sloupec
jsou stejné jako v predchozi tabulce (udavajici vysledky pruzkumu), ovsem
ostatni pravdépodobnosti jsou ziskdany vynésobenim ptislusnych pravdépodobnosti
v poslednim fadku a sloupci; oznaéme A;... CSSD (P(A;) = 0,75); A,...
ODS (P(Ay) = 0,25); By... elektrarna NE (P(B;) = 0,375); Bz... nevim
(P(By) = 0,375); Bs... elektrarna ANO (P(Bs) = 0,25). Nyni pokud A4;, B; jsou
nezavislé, tak
P(A; N B;) = P(A;) - P(B;)

(napiiklad P(A; N By) = P(A;) - P(By) = 0,281, atd.). Dostdvame tedy tabulku
teoretickych pravdépodobnosti (uvedenych v zavorce), Cetnosti jsou ziskany

vynasobenim prislusné pravdépodobnosti ¢islem 200 (¢etnosti tedy nemusi byt
celociselné):
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elektr. by neméla byt nevim elektr. by méla byt
CSSD 56,2 (0,281) 56,2 (0,281) 37,6 (0,188) 150 (0,75)
ODS 18,8 (0,094) 18,8 (0,094) 12,4 (0,062) 50 (0,25)
75 (0,375) 75 (0,375) 50 (0,25) 200 (1,000)

Hi: Obé proménné jsou zavislé, cili nelze je dost dobfe popsat prisluSnym teore-
tickym rozdélenim.

K2: Kritériem bude Zlf (ft_f%)?, kde k je pocet ruznych tiid Getnosti (v nasem piipadé
pocet ruznych oken tabulky kromé posledniho fadku a posledniho sloupce: k =
23 =6), f; jsou piislusné teoretické cetnosti (=Cetnosti z posledni tabulky), f,
prislusné namétrené cetnosti (z predposledni tabulky).

K3: Za predpokladu platnosti Hy m4 kriteridln{ funkce rozdéleni x?((J — 1)(K — 1)),
kde J je pocet podminek veliciny A, K je pocet podminek veliciny B (tento fakt
nebudeme dokazovat). V nasem pifpadé x?(1-2) = x?(2).

K4: Pro o = 0,05 kritickd hodnota x(2) = 5,99.
K5:

6
(fi — fm)? (56,2 —40)% (56,2 — 70)? (12,4 — 10)2
= e = 32.76;
21: 7 562 562 0 124 /76

toto ¢islo zdaleka presahuje kritickou hodnotu testu 5,99, tedy H, zamitame,
prokazala se zavislost obou veli¢in.

12.3 Neparametricky Mannuv-Whitneytuv test podle poradi

Piiklad 12.4 Vratme se k prikladu 12.1, kde jsme chtéli zjistit, jaky vliv na studenty
bude mit pocitacovd vijuka matematiky. Proved'me nyni experiment jiného rdzu: ndhodné
vybranych 24 studentu rozdélime na dvé skupiny po dvandcti lidech. Jedna skupina se
ucastnila vyuky pod dohledem wucitele, druhd prislusné pocitacové vyuky. Potom se Zaci
podrobili pisemce, kde se méril ¢as potrebny na vyreseni zadanych uloh. Ziskala se data:

1... beind vyuka: 43,12,21,41,39, 23, 27,37, 35, 31, 33, 29;
2... pocitacova vyuka: 3,13,1,5,11,10,9,8,6,2,4,7;
Pomoci vsech namérenych hodnot odhadneme rozptyl:

 SSi+ 58, 908,92 + 154,92

to? = = = 4836
S A V4 11+11 ’

A nyni muzeme provést t-test:

K1: Hy: py = pse (doba potiebnd na vyfeseni pisemky z aritmetiky ma stejnou stfedni
hodnotu u obou skupin);
Hy: py # pa.
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K2: Kritériem je Z=22=#1=2 kde 1y_o = 0,

est 01—2

48,36 48,36
est 019 = \/est o2 +est 03 = \/ — 4+ —— =284

12 12

K3: Zapredpokladu platnosti Hy mé nase kritérium rozdéleni ¢(22), protoze Vi+V, = 22.
K4: Pro a= 0,05 je tx(22) = +2,09.

K5: Hodnota kritéria: % = 8,57, a tak Hy zamitame.

Ovsem praveé provedeny t-test nesplioval predpoklad rovnosti rozptylu v obou skupinach:
est; o® = 53 = 8263, kdezto est; o = 52 = 14,08. Prvni odhad je piiblizé
Sestindsobkem druhého, coz uz presahuje rozumnou (= ¢étyindsobnou) miru. Toto hrubé
poruseni predpokladu t-testu je duvodem k detailnéjsimu prozkouméani dat pomoci
neparametrického testu. Vhodnym kandidatem nyni je Manntuv-Whitneyuv test.

Vratme se datim z pravé opusténého pifkladu 12.4 a podrobme jej Mannovu-
Whitneyovu testu:

K1: Uspoiadejme vSechna méfeni (z obou souboru dohromady) podle velikosti a zazna-
menejme pritom
a) poradi dané hodnoty;

b) prislusnost dané hodnoty k experimentélni skupiné ( B ... bézna vyuka, P ...
pocitacova vyuka).

hodnota | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
poradi| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
skupina | P P P P P P P P P P P B

13 21 23 27 29 31 33 35 37 39 41 43

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

P B B B B B B B B B B B

K2: Nyni vypoéteme jakési miry Uy, Us:
U, = > (pocet déti z B, které maji horsf skére nez dité i).

déti ze skupiny P

Tedy pro dité s hodnotou 1 na prvnim misté poradi ma vSech dvanact déti z B horsi
skore. Pro dité s hodnotou 2 na druhém misté poradi ma opét vSech dvanact déti z
B horsi skore, atd. az pro dité s hodnotou 11 na jedenactém misté ma stale vsech
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K3:

dvanact déti z B horsi skére. A konecéné zména, pro dité s hodnotou 13 na tfinactém
misté ma uz jen jedendact déti z B horsi skore. Dohromady

Uy =12+12+---+12+11 = 143.

jedenéctkrat
Podobné
Uy = > (pocet déti z P, které maji horsi skére nez dité 7).

déti ze skupiny B

Zde pouze pro dité s hodnotou 12 na dvanactém misté ma jedno dité z P horsi
skore, tj.
U=140+0+---+0=1.
—_——
jedenéctkrat

Z konstrukce Uy, U, je vidét, ze tyto miry zachycuji zavaznost, s jakou mé jedna
skupina lepsi poradi nez druhd. Samoziejmé existuji ponékud pohodlnéjsi vzorce
pro jejich vypocet:

. 1

U =n; ny % — Z(pofadi hodnot ze skupiny 2),
. 1

Uy,=n1 -no+ % — Z(poi"adi hodnot ze skupiny 1)

(mimochodem, plati také U; + Uy = ny-ny — v nasem prikladu tedy 143+1 = 12-12).
Kritériem testu bude nyni mensi z obou vypoctenych hodnot: U = min(Uy,Us). V
nasem pitkladu U = min(143,1) = 1.

Kritickd hodnota testu:

a) pro ny,ny < 20: Byly sestaveny tabulky kritickych hodnot naseho obou-
stranného testu, a to pro a = 0,05 tabulka 12.14, pro @ = 0,01 tabulka
12.15.

b) pro ny,ny > 20: Rozdéleni kritéria U je normélni se stfedni hodnotou p =
a smérodatnou odchylkou

O_\/nl-ng-(nl—i—ng—i—l)
N 12 ’

nin2

¢ili normovanou hodnotu
U _ ning
2

ni-na-(n1+n2+1)
12

testujeme s béznymi kritickymi hodnotami +1,96 normélniho rozdéleni pro
a = 0,05.

K44 K5: V nasem prikladu tedy stanovime kritickou hodnotu
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a) z tabulky pro a = 0,05, ny = ny = 12: U, = 37 > U = 1, tj. Hy zamitdme ve
prospéch alternativni hypotézy H;.
Vsimnéte si, ze na rozdil od vétsiny testu v této prednédsce zde zamitnuti Hy
nastane tehdy, kdyz hodnota kritéria kritickou hodnotu NEPREKROCI. Je
to dano konstrukei kriterijni funkce — pokud prevazi malé hodnoty poradi v
jednom souboru, tak hodnota kritéria je mala, ale soucasné to znamena jasny
a zietelny rozdil mezi skupinami.

b) pomoci aproximace normélnim rozdélenim (nyni méné piesné, ale vypocetné
jednodussi):

U __ nin2
2 _ (s
= —4,1 < —1,96 = Hy zamitame

ni-n2-(n1+n2+1)
12

ve prospéch alternativni hypotézy H;.

Vidime, ze vysledky neparametrického testu jsou stejné jako vysledky ptislusného para-
metrického testu 12.4 s porusenymi piredpoklady. Z toho je vidét, Zze navzdory porusenym
predpokladum ¢-testu je i pii silném rozdilu obou souboru vysledek testu spravny, To
ovsem nemusi byt pravdou, pokud rozdily mezi obéma skupinami nebudou tak jedno-
znacné, jak to dokumentuji dalsi situace v této kapitole.

12.4 Shrnuti

Cilem této kapitoly bylo predstavit dalsi uzitecné rozdéleni pravdépodobnosti, a sice
rozdéleni x2. rozdéleni x%(n) (o n stupnich volnosti) se definuje jako soucet ¢tvercti n nor-
movanych normdlnich rozdéleni U2. Ukazuje se, Ze mnohé veli¢iny v praxi jsou rozdéleny
jako x?, a tedy toto rozdéleni se vyskytuje v mnoha statistickych testech:

1. V pitfkladu 12.1 jsme vidéli, Ze rozdéleni x? lze uzit v testu typu o2 = konst. Pokud
méieni jsme ziskali z populace, jejiz rozptyl je o2, pak kritérium

> (zi — @)
a3
m4 rozdéleni x? o po¢tu stupit volnosti (n — 1).
2. V pitkladu 12.2 jsme videli, ze x? lze uzit v testu, zda naméfend data odpovidaji
jistému teoretickému rozdéleni pravdépodobnosti (toto je asi nejcastéjsi a
nejznaméjsi vyuziti rozdéleni x?, kterému se ifkd test dobré shody). Pokud

méame konkrétné n namérenych (¢éi pozorovanych) ¢etnosti f,,, a jim odpovidajici
teoretické cetnosti f;, pak kritérium

> (fe — fm)?
[

m4 rozdélen{ x? o poc¢tu stupiitt volnosti (n — 1).
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Tabulka 12.14: Kritické hodnoty Mannova-Whitneyova testu pro a = 0,05.

o
ny 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 — _ =
2 — - - - 0 0 0 0 1 1 1
3 — o1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8
4 12 3 4 4 5 6 7 &8 9 10 11 11 12 13 13
5) 2 3 5 6 7 8 911 12 13 14 15 17 18 19 20
6 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
7 § 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
8 13 15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41
9 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48
10 23 26 29 33 36 39 42 45 48 52 55
11 30 33 37 40 44 47 51 55 H8 62
12 37 41 45 49 53 57 61 65 69
13 45 50 54 59 63 67 T2 76
14 55 59 64 67 T4 T8 83
15 64 70 75 80 8 90
16 7 81 8 92 98
17 87 93 99 105
18 99 106 112
19 113 119
20 127
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Tabulka 12.15: Kritické hodnoty Mannova-Whitneyova testu pro a = 0,01.

U
nn 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 — — — - - - =
2 - - - - - - - - - - - - - - = — 90 0
3 - - - - - =0 0 0 1 1T 1 2 2 3 3
4 - - 00 1 1 2 2 3 4 4 5 5 6 6 7 8
5) o1 2 3 3 4 5 6 7 7 8 9 10 11 12 13
6 2 3 4 5 6 7 910 11 12 13 15 16 17 18
7 4 6 7 9 10 12 13 15 16 18 19 21 22 24
8 § 10 12 14 16 18 19 21 23 25 27 29 31
9 11 13 16 18 20 22 24 27 29 31 33 36
10 16 18 21 24 26 29 31 34 37 39 42
11 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48
12 27 31 34 37 41 44 47 51 54
13 34 38 42 45 49 53 56 60
14 42 46 50 54 58 63 67
15 51 55 60 64 69 73
16 60 65 70 74 79
17 70 75 81 86
18 81 87 92
19 93 99
20 105
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3. V piikladu 12.3 jsme vidéli, ze x? 1ze uzit pii testu nezavislosti hodnot v kontingenén{
tabulce o poétu fadku a sloupcu J x K (contingent = zavisly, podminény ... tj.
test si klade otdzku: do jaké miry jsou data pozorovana ptiblizné stejnd jako data
vypoctend = nezavisla? tj: je mezi dvéma uvedenymi veli¢inami néjaka zavislost?).
Tento test je specielnim ptikladem predchoziho testu dobré shody, kdy za teoretické
pravdépodobnosti vezmeme ty, co jsou dany soucinem souctovych pozorovanych
pravdépodobnosti, nikoli méfenim. Za této situace ma kritérium

Z(fm — ft)2
fi

rozdéleni x? o (J — 1) - (K — 1) stupnich volnosti.

V zavéru kapitoly byl predstaven jeden piiklad neparametrickych testu. U parame-
trickych testu byl obycejné néjaky parametr rozdéleni neznamy, a ten byl podroben
danému testu (napft. u, o). Nyni u neparametrickych testu zadny takovy parametr neni
u daného testu k dispozici — odtud nazev ,neparametrické.

Parametrické testy vétsinou lépe a rychleji vyvrati hypotézu Hy, coz je jejich cilem, po-
kud skutecné Hy ma byt zamitnuta. Kdyz ovSem nejsou splnény tii dulezité predpoklady
POUZITELNOSTT téchto testu, mame k dispozici pouze testy neparametrické.

Tabulka 12.16 uvadi prehled statistickych testi neparametrickych i parame-
trickych, z nichz k nékterym jsme se v tomto textu vibec nedostali, spolecné
s prehledem situaci a vhodnosti jejich pouzitelnosti.

12.5 Otazky k opakovani
U naésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 12.1 Rozdéleni x? o n stupnich volnosti je souctem n stejné rozdélensjch velicin
U.

Otdzka 12.2 Rozptyl veliciny x? o n stupnich volnosti je roven hodnoté 2n.

Otazka 12.3 ProtoZe hustota rozdéleni x?* neni symetrickou funkci vzhledem k Zddné
primce, nékteré kritické hodnoty mohou byt zdporné.

Otazka 12.4 Testy dobré shody lze pouZivat jen u diskrétnich ndhodnijch velicin.

Otazka 12.5 Pri oboustranném x? testu jsou kritické hodnoty x2,, X2 symetrické vzhle-
dem k primeéru, tj. X2, = Ex* —d, X2 = Ex* + d pro jistou hodnotu d.

Otazka 12.6 Pro rostouci n se hustota rozdélend t*(n) blizi hustoté rozdeleni x*(n).

Otazka 12.7 Pri testech v kontingencni tabulce je pocet trid cetnosti vZdy sudy.
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Tabulka 12.16: Piehled param. i neparam. testu

data

ucel testu

parametricky
test

neparametricky
test

jeden vzorek

zjistit, zda stfedni hodnota popu-
lace, ze které byl vzorek vybran,
se lisi od jisté hodnoty pyg

U-test €1 t-test

znaménkovy test

dva vzorky jed-  zjistit, zda stfedni hodnoty po-  U-test ¢ t-test ~ Mannuv—

nou pulaci, ze kterych byly vzorky  pro nezavislé  Whitneyuv
vybrany, se rovnaji skupiny test

jeden vzorek  zjistit, zda stfedni hodnoty po-  U-test ¢i t-test — znaménkovy

dvakrat pulaci, ze kterych byly vzorky  typu ,jeden vzo-  test nebo Wilco-

vybrany, se rovnaji

rek dvakrat*

xonuv test

vice nez dva  zjistit, zda populace, ze kterych  jednorozmérna Kruskaltv—

vzorky jednou byly vzorky vybrany, maji tutéz ~ ANOVA (F-  Wallisuv test
stfedni hodnotu test)

jeden vzorek  zjistit, zda populace, ze kterych  jednorozmérna Friedmanuv test

vice nez dvakrat
dvakrat

byly vzorky vybrany, maji tutéz
stfedni hodnotu

ANOVA opako-

vaného méreni

mnozina
polozek, Z
nichz kazda ma
dva parametry

zjistit, zda tyto parametry ¢i
proménné jsou korelovany

Pearsonuv  test
korelace

Spearmanuv
test korelace

jeden vzorek

zjistit, zda populace, ze které byl
vzorek vybran, ma jisté teoretické
rozdéleni

test  x% typu
12.2.2 nebo
12.2.3 nebo
Kolmogoroviuv—

Smirnovuv test
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Otazka 12.8 Test dobré shody je jednostrannym (konkrétné pravostrannym) testem.

Otazka 12.9 Manniv-Whitneyiv test misto jednotlivijch hodnot méreni zpracovdvd jen
poradi téchto mereni v souboru usporadaném podle velikosti hodnot.

Otazka 12.10 Neparametrické testy maji obecné vétsi silu (= vétsi schopnost spravné
zamitnout Hy, kdyz neplati).

Odpovédi na otazky viz 13.6.
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13 Odpovédi na otazky a vysledky priklada ke
cviceni
13.1 Vysledky cviceni ke kapitole 1

Odpovédi na otazky

1.1 — A 1.2-A, 1.3-A, 1.4 — N (ale lze, tfeti axiom psti se ¢asto pouzije pro konecné
mnoho disjunktnich ndhodnych jevu), 1.5 = N (P(A) musime odecist od jednicky), 1.6
— N (nemusi — staci, kdyz je v A tolik ndhodnych jevu, zZe jsou splnény dané tii axiomy
jevového pole — Q2 € A a A je uzaviend na rozdily dvou libovolnych jevu a sjednoceni
nekoneéné mnoha po dvou disjunktnich nahodnych jevu), 1.7 — N (vzorec plati jen tehdy,
kdyz jevy A, B jsou disjunktni).

Vysledky priklada
Pifklady na procviceni jsou zvlast ve skriptech pro cviceni.

13.2 Vysledky cviceni ke kapitole 2

Odpovédi na otazky

2.1-N, 2.2-A, 2.3-N (muze a nemusi, ale striktné tro zakédzano neni; stené pravdépodobnosti
jsou specidlnim piipadém diskrétni pravdépodobnosti), 2.4-A (pro a = b je faa f(z)dx =0
pro jakékoli a; odtud také plyne, ze v axiomu 3 pro hustotu psti mohou byt v intervalu
ostré i neostré zavorky a vysledek je stéle stejny), 2.5-N (napiiklad ve 2.6 ma hustota
f(z) bod nespojitosti v nule), 2.6-A, 2.7-A, 2.8-N (napiiklad pro f(z) = 3 na intervalu
(0; %) a f(z) = 0 pro ostatni x vidime, ze funkéni hodnoty jsou vétsi nez 1, a presto se
jednd o hustotu psti — nezdpornou funkci, z niz je integral od minus nekonecna do plus
nekoneéna roven jedné).

Vysledky priklada
Pifklady na procviceni jsou zvlast ve skriptech pro cviceni.

13.3 Vysledky cviceni ke kapitole 3

Odpovédi na otazky

3.1-A; 3.2-N (ale muze — nule nemuze byt rovno v tomto piipadé jenom P(B), protoze
to pfi vypoctu dosazujeme do jmenovatele), 3.3-A (odpoved je sice ANO, jednd se o de
Morganovo pravidlo pro ¢tyfi mnoziny:

A UA S UA;UA = A NANA;N A,

ale pocitat tuto pst pifmo neni vitbec jednoduché, protoze ndhodny jev A; se vyjadiuje
pouze tim, jaka volba nesmi byt na -té pozici; zde pravé vypocteme pst sjednoceni
Ay U Ay U A3 U Ay a odecteme od jednicky), 3.4-A, 3.5-A (napiiklad tehdy, kdyz vsechny
dil¢i jevy jsou stochasticky nezavislé; protiptikladem je ptiklad 3.4, kde pii vypoctu psti
pruniku muzeme pouzit jen pravou stranu rovnosti, nikoli levou), 3.6-A, 3.7-N (v jednom
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piipadé tento vzorec nemd smysl, a tedy neplati, a sice kdyz P(A) = 0), 3.8-A.

Vysledky priklada
Pifklady na procviceni jsou zvlast ve skriptech pro cviéeni.

13.4 Vysledky cviceni ke kapitole 4

Odpovédi na otazky

4.1-A, 4.2-N (nabyvat muze navic jesté hodnotu 0), 4.3-A (veli¢ina Y udéva, s jakou
psti namérime v N opakovanich experimentu relativni ¢etnost uspéchu; jeji hodnoty
nejsou tedy celociselné, ale psti, kterych nabyvé, jsou stéle Bernoulliovy psti), 4.4-N (pfi
neprazdném pruniku H; N H; bychom museli vzorec pozménit a néjakou pst odecist,
protoze pst moznych vysledku v pruniku jeva bychom pocitali dvakrét), 4.5-A, 4.6-N
(v situaci zmetkovitosti baleni bonboniér napiiklad 3% P(A|H;) = 0,11. Tyto psti jsou
vézany jevem A a jejich soucet roven jedné byt nemusi), 4.7-A (vyrazy na obou strandch
pocitaji pst pruniku jevu A N H; a prunik je operace komutativni, tj. pouzitim obecné
véty o pruniku jevu dostaneme obé moznosti), 4.8-A, 4.9-A (odpoved je sice ANO, ale
k praktickému vypoctu vzorec neni, protoze P(A) v ¢itateli zlomku na pravé strané
rovnosti lze zkratit se jmenovatelem zlomku a dostaneme rovnost P(H;|A) = P(H;|A)).

Vysledky priklada
Pifklady na procviceni jsou zvlast ve skriptech pro cviceni.

13.5 Vysledky cviceni ke kapitole 11

Odpovédi na otazky

111 - A, 11.2 - N, 11.3 - N, 11.4 — A, 11.5 - A, 11.6 - N, 11.7 - N, 11.8 — A, 11.9 -
N, 11.10 — N (prumér se bere nikoli aritmeticky, ale vazeny), 11.11 — A (pokud se oba
rozptyly lisi o vice nez ¢tyinasobek, je vhodnéjsi misto paramatrického testu pouzit test
neparametricky).

Vysledky prikladi

Pifklady na procviceni jsou zvlast ve skriptech pro cviéeni.

13.6 Vysledky cviceni ke kapitole 12

Odpovédi na otazky

12.1 = N (x? je definovdno jako soucet velicin U?), 12.2 — A, 12.3 — N (ze vztahu
x2(1) = U? je vidét, ze velicina s timto rozdélenim muze nabyvat pouze kladnych hodnot
(resp. zapornych hodnot nabyvé s nulovou pravdépodobnosti)), 12.4 — N (piislusné
cetnosti lze pocitat i u spojitych velicin, vice viz piiklad ?7?), 12.5 — N (ne, protoze
hustota neni symetrickou funkef vzhledem k pifmce z = Ex*(n) = n), 12.6 — N (pro
rostouci n se t2(n) blizi rozdéleni x*(1) ... stupeni volnosti je pouze jeden), 12.7 — N (napf.
v piikladu 12.3 stac¢i, abychom uvazovali tii politické strany misto dvou, a pocet tiid by
byl J x K =3-3=09),128 - A, 12.9 - A, 12.10 — N (pravé naopak, parametrické testy
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maji veétsi silu, protoze neparametrické testy uzivaji vétsinou spise jen poradi mérenych
hodnot néz piimo tyto hodnoty).

Vysledky prikladi
Pifklady na procviceni jsou zvlast ve skriptech pro cviéeni.
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