1 Usporadané struktury

1.1 Uvod

Slovo “usporadani"se v pfirozeném jazyce pouziva pro nékolik riznych véci.
Teorie usporddych mnoZin je matematicka oblast spadajici do algebry, které
zavadi matematicky pojem “uspofadéni na mnoziné". Tento pojem, nefor-
méalné FeCeno, neni v podstaté nic jiného, neZ Ze se pro kazdé dva prvky
a,b € M dané mnoziny M rozhodneme, Ze bud a je v néjakem smyslu mensi
nez b, nebo b je mensi nez a, a nebo jsou prvky a a b neporovnatelné.

Jako ptiklad si pfedstavme tfeba mnozinu lidi, které usporadame podle jejich
velikosti. V tomto pfipadé bude pro kazdé dva prvky (lidi) platit, ze bud
¢lovék a je mensi nez ¢loveék b, a nebo ¢lovék b je mensi nez ¢lovék a. To je
pifikladem situace, které se iika linedrni usporadani. Nezajimé nas pfi tom o
kolik je kdo vétsi, zajima nas pouze kdo je vétsi nez kdo.

Jako druhy ptiklad, vezméme mnozinu M jejiz prvky budou célenové vy-
brané rodiny. Tuto mnoZzinu miZeme uspoiadat pomoci vztahu “je rodic".
U tohoto usporadani se nam muze vyskytnout i tfeti situace, ve které jsou
dva prvky neporovnatelné, napf. u dvou sourozenct. U tohoto piikladu lze
navic usporadani i nazorné namalovat pomoci znamého rodinného (genealo-
gického) stromu. Podobné znézornéni lze obecné provést u kazdé usporadané
mnoziny, v matematice se toto znazornéni nazyva tzv. Hassetiv diagram. Né-
ktefi z ¢tenéri se s danym piikladem mozna jiz setkali v jiném kontextu a to
jako priklad matematického pojmu “stromu" (s vylou¢enim situace, kdy jsou
predkové piibuzni). Tento pojem spada do tzv. teorie grafi. Na usporadané
mnoziny se lze divat i jako na grafy, tento pohled v8ak neni piilis pfinosny.
Grafy obecné nesou vice informace, jmenovité informaci vzdalenosti dvou
prvka. To urditym zptisobem omezuje moZnosti pro jejich zkouméni, resp.
pouzivaji se k feSeni jiného typu tuloh, u kterych tato informace hraje roli.
Tam kde ne, teorie usporadéani poskytuje vyrazné vyhodnéjsi algebraické na-
stroje.

1.2 Zakladni pojmy

Otazkou je, jakym zpusobem lze intuitivni predstavu pojmu “mensi nebo
rovno"takového, ktery umoznuje i neporovnatelné prvky co nejjednoduseji
matematicky zachytit. Méjme mnozinu M. MaZeme vytvofit novou mnoZzinu
R, ktera bude obsahovat vybrané dvojce [a,b] prvka a,b € M. Pfi¢emz



[a,b] € R bude intuitivné znamenat, Ze a je mensi nebo rovno nez b. MnoZina
vS8ech dvojic prvkia z M u kterych zalezi na pofadi se oznacuje M x M
(tzv. Kartézsky sou¢in). TakZe, mnozinu R muZzeme formélné zadat jako
podmnozinu M x M, tedy jako R C M x M. Takova mnoZina R se nazyvé
relace na mnoziné M.

Priklad 1.1. Zvolme mnozinu M jako t¥iprvkovou mnozinu M = {a,b,c}.
Potom

M x M = {[a’ a]v [b? b]v [C’ C]v [a’ b]v [b’ a]v [a, C]7 [C, b], [b> C]a [C> b]}
Relace na M je libovolna podmnozina v M x M, napriklad
Ry = {[a,al,[b,b],]c, ], |a,b]}.

Zduraznéme, ze R; je pouze piikladem jedné z relaci na M. Relaci na M
existuje tolik kolik existuje rtznych podmnozin M x M.

Pro zachyceni intuitivniho pojmu “mensi nebo rovno"je vsak pojem relace
prilis obecny. Respektive, ma smyl brat v avahu jen nékteré relace. Prvné,
budeme poZzadovat, aby pro kazdé a € M platilo, Ze a je vétsi nebo rovno
nez a, tj. [a,a] € R pro vSechna a € M. Tato vlastnost se nazyva reflexivita.
Tedy, relace R se nazyva reflexivni relace pokud pro v8echna a € M plati

[a,a] € R.

Druhé vlastnost, kterou budeme po relaci R pozadovat je, aby platilo, Ze
pokud a je mensi nebo rovno nez b a zaroven b je mensi nebo rovno nez a,
potom a = b. Takova vlastnost se nazyva symetrie. Tedy, relace R C M x M
na mnoziné M se nazyvi symetrickd relace, pokud pro vSechna a,b € M
takova, ze [a,b] € R a zaroven [b,a| € R plati, Ze a = b.

Ttet{ vlastnost, které se fika tranzitivita nAm zachycuje predstavu, ze pokud
a je mensi nebo rovno nez b a b je mensi nebo rovno nez ¢, potom a je
mensi nebo rovno nez c. Tedy, relace R C M x M na mnoziné M se nazyva
tranzitivni relace, pokud pro vSechna a,b,c € M takova, ze [a,b] € R a
[b, c] € R plati, ze [a, ] € R.

Libovolné relace R C M x M na mnoziné M takova, kterd je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni se nazayva relace uspordddni.

Piiklad 1.2. Mé&jme pétiprvkovou mnozinu M = {a, b, c,d, e}. Rozhodnéte,
zda jsou nasledujici relace usporadani.

o Ry = {[av a]v [b’ b]> [Cv C]> [€> 6], [a7 b]},



o Ry ={[a,d],[b,b],[c,d],[d,d] e, €], [, d], [d, cl},

o R3 = {[a,a],[b,b],[c,d],[d,d] e, €], ¢, d], [d, e]},

o Ry = {[a,a],[b,b],[c,d], [d, d], [e, ]},

o Rs = {[a,a],[b,b],[c,d], [d, d], [e, ], [b; c], [c, d], [b, d]},

e Rg =M x M.

ReSeni 1. Relace R; neni uspoiadani, jelikoZ neni reflexivni (chybi v ni
prvek [d,d]). Relace Ry je reflexivni i tranzitivni, ale neni symetricka (ob-
sahuje prvky [e,d] a [d, c|, pfi¢emz ¢ # d), tedy neni usporadanim. Relace
R3 je reflexivni, symetricka, ale neni tranzitivni (obsahuje [c, d] a [d, €], ale
neobsahuje [c, e]), takZe neni uspofadani. Relace Ry je reflexivni, symetricka
i tranzitivni, tudiz to je relace usporadéani. Stejné tak Ry i Rg.

V teorii uspofadani je bézné, Ze se relace usporddani znac¢i symbolem < na-
misto R, tj. <C M x M. Pro prvky a,b € M namisto [a,b] €< pak piSeme
a < b. Mnozina M spolu s relaci usporfadani < na mnoziné M se nazyva uspo-
Faddnd mnoZina a znaci se (M, <) (misto slov “relace usporadéani"budeme
fikat kratce “usporadani”, resp. “usporadani na mnoziné M").

Pro grafické znézornéni usporadané mnoziny (M, <) se pouziva takzvany
Hassetiv diagram usporadané mnoziny (M, <). Jde o obrazek obsahujici viechny
prvky mnoziny M namalovany tak, Ze pokud a < b, potom b je nakresleno
vySe nez a a jsou spojeny carou.

Piiklad 1.3. Necht M je tfiprvkova mnozina M = {a,b,c} a usporadani <
je zadano pomocia < b, a < ¢ (jinak fec¢eno <= {|a, al, [b, b], [¢, c], [a, ], [a, c]}).
Potom Hassetiv diagram uspofadané mnoziny (M, <) je

b c

"

a

V piipadé, ze a < b a b < ¢, potom z vlastnosti tranzitivity vime, Zze i a < c.
Obrazek pak namalujeme nasledovné, prvek a s prvkem c jiz nespojujeme,
jelikoZ a je spojen s b a b je jiz spojeno s ¢, takZe z tranzitivity vime, Ze i
a<c.



Tento priklad taktéz ilustruje, jak budeme uspofddané mnoziny zadavat.
Vzali jsme v ném nejmensi usporadéani na mnoziné M = {a, b, c} ve kterém
a < bab < c. Neni potieba vypisovat, ze a < ¢, jelikoZ to plyne z tranzitivity
a neni potfeba vypisovat a < a, b < b, ¢ < ¢, jelikoz to plyne z reflexivity.
Timto zptisobem budem uspofadané mnoziny zadavat i nadale, bude to vzdy
nejmensi usporadani, které spliiuje zadné podminky.

Piiklad 1.4. Popiste celou relaci a namalujte Hasseovy diagramy naslédu-
jicich usporadani (M, <;),(M,<s),(M,<3) a (M,<4) na mnoziné M =
{a,b,c,d}.

1. aglb,bglc,cgld.

[\)

.b<sec
3. a<szc,a<szd, b<szc b<sd.
4. a<4b,b<ygc,a<yq4d,d<yc
ReSeni 2. Prvni relaci uspofadani <; lze explicitné rozepsat jako
<1={la, al, [b, 6], [¢, ¢}, [d, d} [a, 8], [a, ], [a, d][b, ], [b, d], [¢, d]}.
Jeji Hassetv diagram je:

Obrazek 1: (M, <)
d

C

b

a

Druhou relaci usporadani <s lze explicitné rozepsat jako
<o={la,al,[b,b],c, ], [d,d],]b,c]}.

Jeji Hasseuv diagram je:

Treti relaci usporadani <g lze rozepsat jako

<3={la,d],[b,0],[¢, ], [d, d], [a, ], [a, d], [b, ], b, d]}.



Obrazek 2: (M, <9)
c
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Obrazek 3: (M, <j3)
d

C

X

a b

Jeji Hasseiv diagram je:

Ctvrtou relaci uspofadani <, lze rozepsat jako
<4={la,a], [b,b],[c, ], [d,d],[a, 1], [a,c], [b,c], [a,d], [d, ]}.

Jeji Hasseuv diagram je:

Obrazek 4: (M, <4)

C

Usporadand mnozina (M, <) se nazyva linedrné uspoiddand mnoZina pokud
pro kazdé dva prvky a,b € M plati a < b, nebo b < a. Tedy, libovolné
dva prvky jsou porovnatelné. Hasseiv diagram linearné uspoifddané mno-
ziny je vzdy svisla ¢ara. Piikladem jsou tfeba pfirozené (N, <), celé (Z, <),
racionélni (Q, <), & realné &isla (R, <) uspofadané podle velikosti.

Poznamka 1.5. JelikoZ je podstatné jednodussi dohledévat informace v
angli¢ting, zmifime se o anglické terminologii (pokud ji ¢tenaf momentalné
nepotiebuje, mize poznamku preskocit). Pieklad terminu “relace na mno-
ziné"je bezproblémovy, tj. “a relation on a set". Komplikace nastédva u pojmu
“usporadana mnozina". Pfimy pieklad “an ordered set"znamena v ruznych
anglickych textech rizné véci. Nékdy se pouZiva pro “usporfadédnad mnozina",



nékdy pro “linearné usporddand mnozina". V angli¢tiné se proto pojmu “an
ordered set"vyhybaji a pro usporddanou mnozinu standardné pouzivaji “a
partially ordered set"(doslovné prelozeno “Casteéné usporadana mnozina") a
pro linearné uspoiadanou “a lineary ordered set".

1.3 Vyznacné prvky

Mé&jme zadanou uspoifadanou mnozinu (M, <). Zvolme podmozinu N C M
mnoziny M. Rekneme, 7e a € N je nejmens? prvek podmnoziny N pokud
pro vSechna x € N plati, Ze a < z. Podobng, fekneme, ze b € N je nejuétsi
prvek podmnoziny N pokud pro vSechna x € N plati, ze * < b. Pro zada-
nou podmnozinu N obecné nejvétsi (resp. nejmensi) prvek nemusi existovat
(vezmémé t¥eba relaci Ry a N = M v piikladu 1.2). Pokud ale existuje, je
vzdy jedinny.

Podobny, nicméné odlisny je pojem miniméalniho, resp. maximélniho prvku
podmnoziny N. Zatim co nejmensi prvek a € N podmnoziny N popisoval
vlastnost “a z podmnoziny N je mensi nez v8ichni ostatni z N", pojem mi-
nimélnfho prvku m € N popisuje situaci, kdy “v N neni zadny mensi prvek
nez m € N". Pokud je usporadani na M linearni, tj. vSechny prvky jsou
porovnatelné, pak pojem nejmensiho a minimélniho prvku splyvaji. Pokud
jsou v M i vzadjemné neporovnatelné prvky, pak se tyto pojmy mohou lisit,
viz piiklad 1.4, relace (M, <3), kde a,b € M jsou minimalni prvky mnoziny
M, ale ani jeden z nich neni nejmensi. Podobny, nicméné odlisny je pojem
minimalniho, resp. maximéalniho prvku podmnoziny N. Zatim co nejmensi
prvek a € N podmnoziny N popisoval vlastnost “a z podmnoziny N je mensi
nez vsichni ostatni z N", pojem minimélniho prvku m € N popisuje situaci,
kdy “v N neni zadny mensi prvek nez m € N". Pokud je usporadéni na M
line4rni, tj. vSechny prvky jsou porovnatelné, pak pojem nejmensiho a mini-
maélntho prvku splyvaji. Pokud jsou v M i vzajemné neporovnatelné prvky,
pak se tyto pojmy mohou lisit, viz piiklad 1.4, relace (M, <3), kde a,b € M
jsou minimélni prvky mnoziny M, ale ani jeden z nich neni nejmensi. For-
mélné feceno, prvek m € N se nazyva minimdlni v podmoziné N pokud pro
libovolné z € N takové, ze x < m plati, ze x = m. Podobné, prvek n € N se
nazyva mazrimdini v podmnoziné N pokud pro libovolné z € N takové, Ze
n < x plati, Zze x = n.

Do tretice, fekneme, Ze k € M se nazyva dolni zdvora podmnoziny N pokud
pro v8echna = € N plati, ze k < x. Pojem dolni zavory se od pojmu nejmen-
stho prvku lisi v tom, Ze k nemusi leZet v podmnoziné N, ale v mnoziné M.
Dolni z&vory pro zadanou podmnozinu N nemusi existovat, ale narozdil od



nejmensich prvka jich pro NV mtze existovat vice. Podobné, I € M se nazyva
horni zdvora podmnoziny N pokud pro v8echna x € N plati, ze x < [.

1.4 Svazy

V nasledujici podkapitole probereme kli¢ovy matematicky pojem, a to pojem
svazu.

Uvazujme uspofadanou mnozinu (M, <) a n&jakou jeji podmnozinu N C M.
Prvek a € M se nazyva infimum mnoZiny N pokud je a nejvétSim prvkem
v mnoziné dolnich zavor podmnoziny N. Infimum mnoziny N znacime jej
/\ N. Analogicky, prvek b € M se nazyva supremum mnoziny N, pokud je
b nejmensi dolni zavora mnoziny N, zna¢ime \/ N. Pojem infima i suprema
podmnoziny N je velmi intuitivni, jedné se o nejvétsi prvek, ktery je pod
v8emi prvky z N, resp. nejmensi prvek, ktery je nad v8emi prvky podmnoziny
N.

Priklad 1.6. Necht (M, <) je svaz na sedmiprvkové mnoziné M = {a,b,c,d,e, f,g}
suspofdadanima < b, b<c,b<d,c<e,d<e,e< f, f <h,tj. s Hasseovym
diagramem

Obrazek 5: (M, <)
g
f

e

a

Vezméme podmnozinu N7 = {a, b}. Jeji horni zavory jsou prvky b, ¢, d, e, f, g.
Nejmensi z téchto prvki je b, tedy supremum podmnoziny Np je b, zna¢ime
\/ N1 = b. Dolni zavory Nj jsou pouze a, tedy infimum A N1 = a.

Vezméme podmnozinu Ny = {¢,d}. Horni zévory N» jsou e, f, g, nejmensi z

nich je e, tedy \/ No = e. Dolni zavory Ny jsou a,b pri¢emz nejvétsi z nich

je b, tedy A\ No =b.

Infimum podmnoziny N v obecném pfipadé nemusi existovat. Duvody mno-
hou byt dva. Pro zvolenou podmnozinu N se miize stat, Ze mnozina dol-



nich zévor je prazdna, viz podmnozina N7 = {a,b} v uspofadané mnoziné
(M, <) zadané diagramem

Obréazek 6: (M1, <1)

c
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b

Druhy pfipad, kdy infimum neexistuje je, pokud mnozina dolnich zavor je sice
neprazdna, nicméné nema nejvétsi prvek, vezméme podmnozinu Ny = {c, d}
v (My, <) zadané diagramem

Obrazek 7: (M, <)

Usporadand mnoZina (M, <) se nazyva svaz, pokud pro libovolnou koneé-
nou podmnozinu N existuje suprémum i infimum. Svazy jsou klicové mate-
matické objekty a vyskytuji se ve vSech oblastech matematiky. Teorie svazi
je jednou ze zékladnich ¢asti moderni algebry.

Priklad 1.7. Priklady svazii:

(i) (M, <1) a (M, <y) z prikladu 1.2,
(ii) (M, <) z prikladu 1.4,

(iii) pfirozenéa ¢isla N spolu s obvyklym usporadanim podle velikosti <, tj.

(N7 S)?

(iv) podobné cela, racionélni, realna ¢isla s obvyklym uspofadanim, tj.
(Z,2), (Q, <) a (R, <).

Priklad 1.8.

Véta 1.9. Necht (M, <) je uspoiddand mnoZina ve které pro libovolné a,b €
M existuje N{a,b} i \/{a,b} (tj. pro libovolou dvouprvkovou podmnoZinu
existuje infimum a supremum). Potom (M, <) je svaz.



Drikaz. Pro ovéreni definice svazu je potieba ukézat, Ze z existence suprema
a infima dvouprvkovych podmnozin mnoziny M uZ nutné plyne i existence
suprema a infima vSech kone¢nych podmnozin mnoziny M.

Predpokladejme tedy, Zze existuji infima a suprema vSech dvouprkovych pod-
mnozin. Vezméme libovolnou kone¢nou podmnozinu N C M mnoziny M
a zkusime ukazat, Ze existuje jeji suprémum. JelikoZ je N kone¢né, mi-
zeme si jeji prvky oznacit pomoci aq, as, dots, a, pro néjaké n € N tj. N =
{a1,dots,a,}. Jelikoz predpokladame, Ze existuji suprema dvouprvkovych
podmnozin, vime, Ze existuje prvek \/{ai,as}. Stejné tak existuje prvek
V{V{a1,az}, as}. Takto miZzeme postupné pridat vSechny prvky N, tj. exis-
tuje prvek a = \/{V{ - V{V{a1,a2},a3}...,an—1},an}.

Jelikoz je a supremum a tedy horni zavora prvka a, a \/{- - - \/{V{a1, a2}, a3}
vime, ze a, < aa \/{---\V{V{a1,a2},a3}...,an_1} < a. Podobné, z definice
an—1 < V{--V{V{a1,a2},a3}...,an_1}. Slozenim s pfedchozi nerovnosti
a pouzitim tranzitivity ziskame a,—1 < a. Opakovanim tGvahy dostaneme, zZe
a; < a pro libovolny index ¢ € 1,...,n. Tedy a je horni zavorou podmnoziny
N.

Abysme ukézali, Ze a supremum, tj. nejmensi horni zavora, je potfeba ukazat,
ze pro libovolnou jinou horni zavoru b € M podmnoziny N plati a < b.
Predpokladejme tedy, Ze b je horni zdvora podmnoziny N. Potom z definice
b je i horni zavorou podmnoziny aj, a2 C N, tj. (a1 Vaz) < b. JelikoZ az < b,
potom i (a1 V ag) V ag < b. Timto zpisobem miizeme postupovat déle a
dostaneme, Ze (... ((a1 Vaz)Vasg)Vayg) - --Van—1)Va,) <b. To ale neni nic
jiného, nez ze a < b.

Existence infim se ukaze analogicky. O

Predchazejici véta nam fiké, Ze pro ovéreni zda-li je usporadand mnozina
(M, <) svaz sta¢i ovéfit, Ze existuji suprema a infima dvouprvkovych pod-
mnozin.

Pro oznageni infima (suprema) dvouprvkové podmnoziny {a,b} C M, a,b €
M budeme namisto symbolu A{a, b} (\/{a,b}) pouzivat symbol a Ab (aVb),
tedy a Ab= A\{a,b} (aVb=\{a,b}).

V tento okamzik ¢tenéafi doporucuje pripomenuti si zékladnich definic z al-
gebry resp. definici grupy, se kterou bude néasledujici tzce souviset. Pri-
pomenme, ze operace x na mnozin€ M je definovana jako zobrazeni x :
M x M — M. Tedy, jedna se o predpis, ktery dvoum prvkim pritadi t¥eti.
Jako piiklad mizeme za mnozinu M vzit prirozena Cisla, tj. M = N, s operaci

.. ‘7an—1}7



sCitani, tedy * = +.
Vezméme nyni libovolny svaz (M, <). Pro libovolné dva prvky a,b € M jsme
schopni z definice svazu najit a V b, tj. dvéma prvkim a,b pfitadime tieti
aVb. Tedy, V nadm zadéva operaci na mnoziné M. Stejné tak ndm A zadava
operaci na mnoziné.

Priklad 1.10. Mg&jme svaz (M, <), zadany pomoci M = {a,b,c,d} jako
a<b b<c,a<d d<ec

Obrazek 8: (M, <4)

C

Sestrojme nyni, stejné jako se to délalo u grup, tabulky operaci V a A. Vy-
sledek operace lze vy¢ist z tabulky na pfislusné pozici, napt. bV d = c.

Via b ¢ d
ala b ¢ d
b|b b ¢ c
clec ¢ ¢ ¢
d|d ¢ ¢ d
Ala b ¢ d
ala a a a
bla b b a
cla b ¢ d
d|la a d d

K tabulkdm operaci z pfedchoziho pfikladu se vratime pozdéji, nyni méjme
jen na paméti, Ze na V a A lze pohlizet jako na operace. Stejné jaku grup se
lze bavit o vlastnostech téchto operaci V a A. Idealné, zkusime najit takové,
které budou pro V a A platit v libovolném svazu (M, <). Prvni takova di-
lezita vlastnost je komutativita. Symbolem * nyni budeme znacit libovolnou
operaci na mnoziné M. Operace * : M x M — M na mnoziné M se nazyva
komutativnd pokud pro vSechna a,b € M plati
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axb="bx*a.

Druhé dulezita vlastnost operace je, zda-li, pokud operaci provedeme s vice
prvky po sobé, zalezi na poradi. Jinak fe¢eno zda ndm zalezi na uzavorkovani.
Formalné zapsano, zda pro libovolné a,b,c € M plati

(axb)xc=ax(bxc).
Pokud je to splnéno, fikdme, Ze operace * je asociativitivni. Pro jednoduchou
predstavu operace, ktera je komutativni a asociativni si lze predstavit priro-
zené &isla N s operaci séitani, tj. (N, +). Pfipadné pfirozena ¢isla s nasobenim
(N ’ )
Dalsi vlastnosti se rika idempotence. Operace * na mnoziné M se nazyva
idempotentni pokud pro vSechna a € M plati

a*xa=a.

Pfirozena ¢isla se s¢itanim (N, +) ani s nasobenim (N,-) jiz idempotetni
nejsou. (N, -) ma jedny idempotetni prvek a to 1, jelikoz 1-1 = 1.

Véta 1.11. Necht (M, <) je svaz. Potom pro libovolné a,b € M plati
aVb=bVa,
aNb=DbAa.
Tedy, operace V a N jsou komutativni.
Driikaz. O
Véta 1.12. Necht (M, <) je svaz. Potom pro libovolné a,b,c € M plati
(avb)Ve=aV (bVc),
(anb)ANc=aN(bAc).
Tedy, operace NV a A jsou asociativnd.

Diikaz. O

11



Tedy, pro libovolny svaz (M, <), (M,V) a (M,A) jsou komutativni polo-
grupy.

Véta 1.13. Necht (M, <) je svaz. Potom pro libovolné a € M plati

aVa=a,
al\a=a.

Tedy, operace V a A jsou idempotetnd.
Drikaz. O

Posledni vlastnost se vaze k takové mnoziné M, na ktere jsou definované
dvé operace, ozna¢me si je * a o. Rekneme, Ze na M plati absorbéni zdkony
pokud pro libovolné a,b € M plati

Absorbéni zékony jiz nejsou jednoduSe piedstavitelné tak, jako vlastnosti
predchozi, coz momentalné nevadi. Dulezité je si uvédomit, Ze ndm kaji,
ze zminéné dvé operace * a o jsou néjakym zpusobem provazany, jsou na
sobé zavislé. Pokud zvolime jednu %, potom o nelze zvolit libovolné, ale musi
ngjak s x “spolupracovat".

Véta 1.14. Necht (M, <) je svaz. Potom pro libovolné a,b € M plati
aV(aNb)=a,
aA(aVb)=a.

Tedy, pro operace NV a A plati absorbéni zdkony.

Diikaz. O

Tedy, shrneme-li pfedchazejici sérii tvrzeni, v kazdém svazu (M, <) plati pro
operaci V a A komutativita, asociativita, idempotence a absorbéni zakony.

Vratme se nyni k pfikladu 1.10. Tam jsme ze znalosti usporfadani < na svazu
(M, <) odvodili vysledky operaci VV a A, a byli schopni napsat jejich tabulky.
Nabizi se otézka, pokud by nam nékdo zadal pouze mnozinu M a dvé uvedené
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tabulky operaci V a A, ov8em nefekl ndm nic o tom, jak vypada uspofadani
<, jestli ze zminénych tabulek operaci mizeme jednozna¢né uspofadani <
odvodit. Odpovéd zni - ano. K tomu, jak to provést ndm pomuze nasledujici
véta.

Véta 1.15. Necht (M, <) je svaz. Pro libovolné a,b € M plati

a < b praveé tehdy kdyzZ a vV b =105

a < b prave tehdy kdyZ a AN b = a.

Driikaz. O

Priklad 1.16. Mé&me tfiprvkovou mnozinu M = {a,b,c}. Mé&me zadné
tabulky operaci V a A jako

Via b c
ala b c
b|b b ¢
clc ¢ ¢
Ala b c
ala a a
bla b b
cla b c

Odvodte usporadani < na M a namalujte Hasseiuv diagram.

Regeni 3. Pomoci véty 1.15 zjistime z a Vb = b, 7e a < b. Podobng, z
bVe=c ze b <c CoZnam stadi, jelikoZ uspofadani jiz nemuze vypadat
jinak nez:
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Prejdéme nyni k dalsi uvaze. V pfedchozim piikladé se ndm pomoci véty
1.15 podaftilo zjistit usporddani < na mnoziné M z tabulky operaci V a A.
Tedy, znadme-li operace V a A na konkrétnim svazu (M, <), jednoznacné z
nich odvodime uspofadani <. Nicméné, u tabulek v predchozim prikladé ndm
bylo dopredu fe¢eno, Ze jde o tabulky svazovych operaci V a A. Otazka zni,
jestli je mozné svazové uspoirdadani timto zptisobem odvodit z jakychkoliv
dvou zadanych tabulek, tj. z libovolnych dvou zadanych operaci na mnoziné
M. Neni tézké ukazat, ze to nelze. Staci si vzit dvouprvkovou mnozinu M =
{a, b} s tabulkou operace

o<
IS
® | T

Problém zde je, ze bV b = a, coz neni mozné, protoze podle véty 1.13 operace
suprema V ve svazu M musi byt idempotentni, tedy musi platit bvVb = b. Svaz
s vySe zminénou tabulkou operace suprema tedy neexistuje. Nasi otazku tedy
modifikujeme a zeptame se, jestli pro zadanou mnozinu M a dvojci operaci
* a o na M neexistuji néjaké vlastnosti téchto operaci které nam zajisti, Zze
bude existovat svaz (M, <) takovy, ze x = V a o = A. Na tuto otazku odpovi
nasledujici véta.

Véta 1.17. Necht M je mnoZina a x a o operace na M. Pokud jsou obé tyto
operace komutativni, asociativni, idempotentni a splniuji absorbéni zdkony,
potom existuje jednoznacéné urceny svaz (M, <) takovy, Ze x =V a o = A.

Diikaz. O

Spolu s poznamkou za vétou 1.14 dostavame, Ze dvé operace * a o na mnoziné
M jednozna¢né zadéavaji svaz pomoci * = V a o = A pravé tehdy kdyz jsou
komutativni, asociativni, idempotetni a spliiuji absorbéni zakony.

Tento poznatek je dulezity, protoZze nam umoZznuje svaz zadefinovat jinym
zpusobem. Konkrétné, svaz lze definovat jako mnozinu M se dvéma ope-
racemi V a A, které jsou komutativni, asociativni, idempotentni a splhuji
absorbéni zakony. Tento fakt zdiuraziiujeme tim, Ze svaz zapisujeme jako
(M,V,N). Pomoci véty 1.17 a véty 1.15 pak z (M,V,A) mizeme odvodit
svaz jako usporadanou mnozinu (M, <).

Duvodu pro¢ nés tohle zajiméa je vicero. Obé vyjadieni svazu (M,V,A) a
(M, <) maji svou uzite¢nost. Vyhodou (M, <) je, ze skutecne vidime, jak
uspofadani vypad4, napf. mizeme nakreslit jeho Hasseuv diagram. Naproti

14



tomu vyjadieni (M, V,A) je vhodnégjsi z algebraického hlediska. Moderni al-
gebra se zabyva mnozinami s operacemi. Pokud ¢tenar progel zakladnim kur-
zem algebry, setkal s grupami - coZ jsou mnoziny s operaci se specifickymi
vlastnostmi, jejich homomorfismy, jejich faktorizacemi a podobné. Stejné tak
v pfedmétu pracujicim s linearni algebrou narazil na vektorové prostory - coz
jsou op&t mnoziny s operacemi, jejich linedrni zobrazeni (coz je jen jiny nézev
pro homomorfismy), béaze, dimenze a podobné. Vyjadreni svazu jako mno-
ziny s operacemi (M, V, A) nam umoziuje tyto pojmy fomulovat i pro svazy,
tj. bavit se o homomorfismech svazi, faktorizaci svazii, bazich atd.

2 Podsvazy, homomorfismy

V této kratké kapitole zavedeme dva zakladni algebraické pojmy tykajici se
svazl. Prvnim bude pojem podsvazu.

Definice 2.1. Podmnozina N C M svazu (M, <) se nazyva podsvaz svazu
(M, <) pokud pro viechna a,b € N plati (a Ab) € N, (aVb) € N.

Jinak Feceno, podsvaz N svazu (M, <) je podmnoZina uzaviend na ope-
race. Ctenéafi doporuCujeme tuto definici srovnat s definici podgrupy H
grupy (G, ), ¢i podprostoru vektorového prostoru, jelikoz jde o aplné stejnou
tuvahu.

Necht (M, <). Uvazujme libovolné a,b € M. Symbolem [a, b] ozna¢ime pod-
mnozinu [a,b] C M,[a,b] = {x € M | a < z < b}. Symbol [a,b] tedy
oznacuje mnozinu vSech prvka lezicich mezi prvky a, b € M. VSiméme si,
ze [a,b] je podsvaz. To neni t&zké ukazat, ziejmé pro libovolné z,y € [a, b
dostaneme (xVy) € [a,b] i (x Ay) € [a,b]. Takovému podsvazu budeme fikat
intervalovy podsvaz [a,b] svazu (M, <).

Druhym dilezitym pojmem je izomorfismus dvou svazu.

Definice 2.2. Zobrazeni f : M — L se nazyvéi izomorfismus ze svazu
(M, V pr, Apr) do svazu (L, Vi, Ar) pokud je f bijekce a zaroven plati

flaVva b) = f(a) Vi f(b),
flaAnb) = f(a) AL f(b).

Opét, odkazujeme ¢tenafe na pojem izomorfismu grup, pripadné vektorovych
prostor, kde jde o analogicky pojem bijektivniho zobrazeni, které zachovava
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operace. Pokud bychom vynechali podminku bijekce, dostaneme homomor-
fismus svazi, nicméné ten v tomto textu nebudeme potiebovat.

Pokud mezi dvéma svazy existuje (M, Vs, Ay) a (L, Ve, AL) existuje izo-
morfismus f : M — L, znamena to (podobné& jako u grup), Ze jsou tyto svazy
“stejné" (z algebraického hlediska), maji stejnou strukturu. Pokud bysme na-
malovali jejich Hasseovy diagramy, piijde o stejné obrazky.

3 Modularni svazy

Jeden z pohledi na algebraické struktury, tj. mnoziny s operacemi, je, Ze
vznikly z konkrétnich matematickych objektt tim, Ze “zapomeneme"vSechny
ostani vlastnosti které nesouvisi s operaci na daném objektu. Naptiklad, u
celych ¢isel Z se muzeme bavit o grupé (Z, +). Samotejmé, konkrétni grupa
(Z,+) ma vic vlastnosti nez uplné libolné obecna grupa (G, *). V té méame
zajisténou platnost pouze axiomu grupy. Pointa je, Ze bysme chtéli nikoliv
nejprve zadefinovat Z a pak z néj abstrahovat grupu (Z, +), ale naopak vzit
si obecnou grupu (G, *) a najit néjakou (algebraickou) vlastnost, kterd nam
zajisti, ze (G,*) bude izomorfni (stejna jako) (Z,+). V tomto konkrétnim
pripadé (Z,+) to lze udélat. Libovolna gurupa (G, *) je izomorfni se (Z,+)
pravé tehdy kdyz (G, *) je generovana jednim prvkem a je nekone¢na.

Pro zadanou grupu (G, %) miZzeme uvazovat mnozinu S(G), ktera obsahuje
v8echny jeji normalni podgrupy. Tuto mnoZzinu muiZeme uspordadat mnozi-
novou inkluzi C. Neni tézké dokazat (viz tieba ...), ze (S(G),CQ) je svaz.
Modularni svazy, o kterych se budeme bavit v této kapitole, vznikly abs-
trakei svazu vSech normalovych podgrup (S(G), C), resp. obecnéji faktoral-
geber. Tedy, i poprostory vektorového prostoru, ¢i idealy okruhu uspofadané
mnozinovou inkluzi C tvofi modularni svaz (pokud ¢tendf pojmy z tohoto
odstavce nezné, tak to ni¢emu nevadi).

Piejdéme nyni k definici modularity. Svaz (L, <) se nazyva moduldrni svaz
pokud pro libovolné a, b, c € L takové, ze a < b plati

aV(cAb)=(aVc)Ab.

7 této definice samozi'ejmé neni hned viditelné, co by tahle podminka méla
znamenat a pro¢ by svazy, které ji splhuji méli nékoho zajimat. Nez ovSem
uvadét priklady svazii které podminku spliuji, pro pochopeni jejtho vznamu
je lepsi pokusit se najit néjaky svaz, ktery ji nespliiuje. Pijdeme postupné
od nejmensich svazi, které zname.
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0.) Svaz na prazdné mnoziné ((), <) trividlné spliiuje vse.

1.) Pro jednoprvkovy svaz (L1, <), L = {z} neni té7ké ovéfit, ze podminka
je spliiena, jelikoz jedinny pfipad, co muZze nastat je

zV(rzAhz)=z=(xVzx)Az.

2.) Dvouprvkovy svaz existuje (aZ na izomorfismus) pouze jeden, a to (L, <),
kde Ly = {z,y} a z < y. Dosazovanim prvki do definice modularity:

V(zAz)=z=(zVz) Az,
Viyhz)=z=(xVy) A
\/(x/\y)—x—(x\/x)/\y,
V(yAy)=y=(xVy) Ay,
V(zAy)=y=(yVz)Ay,

V(yAy)=y=(yVy) A
Tedy (L2, <) je moduléarni.

3.) Triprvkovy svaz existuje (aZ na izomorfismus) také pouze jeden, a to
(L3, <), kde Ly = {x,y,z} ax <y < z. Zde je pofeba ovérit vice kombinaci,
nicméné prozradime ¢tenafi, ze i (L3, <) je modularni svaz.

4.) Ctyiprovkové svazy existuji dva neizomorfni, jmenovité (Ls, <r) a (Sy, <g

).

Obréazek 9: (L4, <), (S4,<s)

v

w w

Opét, postupnym dosazovanim prvka od rovnosti z definice modularity lze
dojit k zévéru, Ze oba tyto svazy jsou modularni.
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5.) Az pétiprvkové svazy pfinesou zménu. Existuje pét neizomorfnich pé-
tiprvkovych svazt. Jejich nalezeni je pro ¢tenéfe jednoduché, ale dilezité
cvideni. Cty¥i z nich opét budou modularni. Zaméime se nynf na svaz ktery
oznacime jako (M5, <). Tento svaz bude definovan pomoci M5 = {x,y, z,v, w}
avyztaht w <z <y <vaw < z < vviz obrazek.

Obrazek 10: (Ms, <)

v

Postupnym dosazovanim do rovnosti z definice modularity se dostaneme k
pfipadu

zV(zAy)=x#y=(xVz)Ay,
tedy (Ms, <) neni modularni. Tento svaz je klicovym piikladem diky nésle-
dujici véte.
Véta 3.1. Necht (L, <) je svaz. Potom (L, <) je moduldrni pravé tehdy kdyz
neobsahuje podsvaz izomorfni svazu (Ms, <).

Diikaz. O

Predesla véta nam déava zptsob, jak (z obrazku) rozhodnout, zda zadany
svaz (L, <) je ¢i neni modularni. Pokud se nam v (L, <) podafi najit podsvaz
ktery vypada jako (Ms, <), potom vime, ze (L, <) neni modularni. Pokud
se nam to naopak nepodaii, potom (L, <) modularni je.

Pro pochopeni smyslu modularnich svazi nAm poslouzi nasledujici véta.

Véta 3.2. Necht (L, <) je svaz. Potom (L, <) je moduldrni pravé tehdy kdyz
pro kazdé dva prvky a,b € L plati, Ze intervalové podsvazy [aAb,a] a [b,aV b]
jsou izomorfni.

Pro dané proky a,b € L je zminény izomorfismus f : [a A bya] — [b,a V b]
urcen predpisem f(x) = x V b.

...obrazek (viz https: // en. wikipedia. org/wiki/Modular_ lattice# Diamond._
isomorphism_ theorem )
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Diikaz. O

Pro ilustraci vyznamu predchozi véty uvazujme modularni svaz (L, <) za-
dény nasledujicim obrazkem

Obrazek 11: (L, <)
ayYb

alb

Zvolme si dva prvky, napf. a,b € L vyznacené na obrazku. Z néj pak dobfe
vydime, ze prvky které se nachazi mezi a A b a a (tj. z intervalu [a A b, a] )
maji stejnou strukturu (zadavaji stejny obrazek) jako prvky, které lezi mezi
baaVb.

Ctenar si mize vybrat libovolné dva jiné prvky a vyzkousSet si, Ze tato vlast-
nost opét bude platit.

Zduraznéme, ze diky sloviim “pravé tehdy"ve vété 3.2 plati i obraceny smér.
Tj. pokud libovolny svaz (L, <) spliuje vySe popsanou vlastnost pro kazdé
dva své prvky, potom je modulédrni. Modularni svazy si tedy muzeme pied-
stavovat jako presné ty svazy, které maji vySe popsanou vlastnost.
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4 Distributivni svazy

Dalsi dilezitou skupinou svaz jsou takzvané distributivni svazy. Distributi-
vita je vlastnost, se kterou se kazdy ¢tenar jiz setkal jiz na zédkladni Skole a to
v pojmu “vytykani pied zavorku"pii pocitani s redlnymi ¢isly. Jinak feceno,
vime, Ze (5-3) + (5-4) je to samé jako 5(3 4+ 4). Obecné zapsano, pro libo-
volné x,y, z € R plati x(y+2) = (z-y) + (z - z). Této vlastnosti se v algebie
tika distributivita. Obecné, nemusime se omezovat na redlna ¢isla s operaci
s¢itani a sou¢inu (R, +,-), ale tuto vlastnost muzeme uvazovat u libovolné
mnoziny se dvéma operacemi (M, *,0). Tedy, dava smysl ji uvazovat také u
svazu (L, V, N).

Svaz (L, <) se nazyva distributivni svaz pokud pro libovolné a, b, ¢ € L plati

aV(bAc)=(aVb)A(aVb).

Nyni ukézeme, jak budou distributivni svazy vypadat. Analogicky jako v
predchozi kapitole zkusime najit co nejmensi svaz, ktery naopak distributivni
neni. Pro stru¢nost ovSem prozradime ¢tenafi, Ze vSechny svazy které maji
4 ¢ méné prvka distributivni jsou (coz lze opét ovéfit dosazovanim jejich
prvkii do definice distributivity).

Nyni se vratme k nejmensimu svazu, ktery nesplnil podminku modularity,
tj. k pétiprvkovému svazu (Ms, <) zadaného pomoci M5 = {z,y, z,v,w} a
vyztaht w < z <y < v aw < z < v. Postupnym dosazovanim prvi se
dostaneme k pripadu

yVEnz)=y£r=(yVa)A(yVz).

tedy, (Ms, <) neni distributivni svaz.

Podivejme se nyni na dalsi piiklad pétiprvkového svazu, a to svazu (Ns, <)
zadaného pomoci N5 = {z,y, z,v,w} a vyztaht w <z < v, w <y < v a
w < z < w (viz obréazek).
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Obrazek 12: (N5, <)

K%

w

Opét, ovérujeme-li postupné podminku distributivity pro jednotlivé prvky,
dostaneme se k pripadu

zV(yhz)=x#v=(xVy A(zVz).

Tedy ani (N5, <) neni distributivni. Neni tézké (nicméné zdlouhavé) ukazat,
ze pétiprvkové svazy jiné nez (Ms, <) a (N5, <) distributivni jsou. Svazy
(Ms, <) a (Ns, <) jsou dulezitymi piiklady, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.1. Necht (L, <) je svaz. Potom (L,<) je distributivni prdvé tehdy
kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni svazu (Ms, <), nebo (N5, <).

Diikaz. O

S trochou zamysleni nad predchozi vétou a vétou 3.1 vidime, Ze kazdy dis-
tributivni svaz je modularni. Z nich dale plyne nasledujici dtsledek

Corollary 4.2. Svaz (M, <) je distributivni pravé tehdy, pokud je moduldrni
a neobsahuje podsvaz izomorfni s (N5, <).

Tedy, mnozina distributivnich svazi je podmnozinou modularnich svazt presné
takovych, které neobsahuji (N5, <) jako podsvaz. Pro¢ nas tento fakt zajima
a k ¢emu se hodi, kdyz modularni svaz neobsahuje podsvaz (N5, <) si ne-
nechte ujit v nasledujici kapitole.

5 Komplementarni svazy

Nyni predstavime jesté jeden dilezity pojem a to je pojem komplementu.
Necht (L, <) je svaz obsahujici nejvétsi prvek 1 € L a nejmensi prvek 0 € L.
Necht a € L. Prvek a’ € L se nazyva komplement prvku a € L pokud plati
aVa =1 azaroven a Aa' = 0.
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Piiklad 5.1. Najdéte komplementy jednotlivych prvki u svazt zadanych
nésledujicimi diagramy:

Obrazek 13: (C,<¢), (D, <p),(B,<p), (U, <)

LK

ReSeni 4. Prvni svaz (C,<¢) je Tetézec. Vidime, Ze pro prvky z,y €
Ckomplementy neexistuji. Je jasné, Ze tfeba pro z zde neni zadny prvek
t takovy, pro ktery by platilo x Vt =v a x At = w. Stejné tak pro y. Kom-
plement v’ prvku v je w, tedy w = v'. Komplement w’ prvku w je prvek
v=uw'

v

V druhém svazu (D, <p) maji v8echny prvky komplementy. Komplement
a’ prvku a je ¢, komplement b’ prvku b je d, komplement ¢ prvku c je a a
komplement d’ prvku d je b.

Ve tretim svazu (B, <p) maji opét vSechny prvky komplement. Jsou to:
0 =1,

' =m,
y =1,
2 =k,
kK =z,
I'=y,
m' = x,
1" =0.

Ve étvrtém svazu (U, <) maji opét vSechny prvky komplement, nicméné kom-
plementy nejsou jednozna¢né. Komplementy prvku p jsou prvky ¢, r, s, pro-
toze vidime, ze plati pV g =1, pAqg =0, aletaky pVr =1, pAr=0a
zaroveil pV s = 1, p A s = 0. Komplementy prvku ¢ jsou prvky p,r, s atd.

Jak je vidno z predchozich piiklad, svaz miize obsahovat prvky, pro které
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komplement neexistuje (viz svaz (C,<¢)) a stejné tak prvky, které maji
komplementu vice (viz svaz (U, <)).

Svaz (L, <), ve kterém pro kazdy prvek a € L existuje alespon jeden komple-
ment a’ € L se nazyva komplementdrni. Zamysleme se nyni, jakou podmin-
kou v komplementarnim svaze zajistit, aby pro kazdy prvek a € L existoval
presné jeden komplement o’ € L. Pokud pozadujeme, aby v komplementar-
nim svazu existoval pro kazdy prvek a € L pravé jeden komplement o’ € L,
tak vlastné pozadujeme, aby v L neexistovali t¥i prvky x,y, z € L takové, Ze

rVy=lzVvVz=1yVvz=1,
cAy=0zAz=0,yANz=0.

Jinak TeCeno, aby byly komplementy jednozna¢né, komplementérni svaz L
nesmi obsahovat podsvaz

Obrazek 14: (N, <)
1

Véta 4.1 nam ik, Ze pokud je svaz distributivni, neobsahuje podsvaz (N5, <
), tedy neobsahuje ani podsvaz vyse uvedeny podsvaz. Dostavame tedy:

Véta 5.2. Necht (L, <) je komplementdrni svaz. Pokud je (L,<) distribu-
tivng, potom pro kazdé a € L existuje prdveé jedno a’ € L, takové, Ze aVa' =1
aaNa =0. Jinak veceno, pro kazdé a € L existuje prdve jeden komplement
ael..

Dikaz. O

Distribitvita nam tedy v komplementarnim svazu zajistuje jednoznacnost
komplementi. Nabizi se i obracena otéazka, tedy jestli svaz, ve kterém ma
kazdy prvek jednoznacny komplement musi byt distributivni. To obecné ne-
plati, nicméné ve spousté dulezitych skupin svazi jako jsou t¥eba modularni
ano. Na distributivitu se tedy mtzeme divat jako na vlastnost, kterd ndm
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v komplementéarnich svazech zajistuje jednozna¢nost komplementi. Zduraz-
némé, Ze pouze v komplementarnich svazech, existuji distributivni svazy,
které nejsou komplementarni, tj. existuji v nich prvky, které nemaji zadny
komplement, viz priklad ...

6 Booleovy algebry

Komplementarni distributivni svaz (L, <) se nazyva Booletiv svaz, nebo téz
Booleova algebra. Dvé nazvy téze véci souvisi s pohledem na svazy jako
na mnoziny s usporadanim (L, <) a jako na mnoziny s dvéma operacem
(L,V,N), tedy jako na algebry.

Vétsina studentti pravdépodobné jiz slova Booleova algebra, pfipadné Boo-
leova logika zaslechla, a to v logice na stfedi Skole, pripadné v aplikovanych
predmétech. To tzce souvisi s vyznamem a pouzitim Booleovych algeber. K
tomu se dostaneme v druhé ¢asti kapitoly, nyni jesté chvili ziistanem v ma-
temtice a zaméiime se na jednu z dulezitych vlastnosti Booleovych algeber.

Priklad 6.1. Vratme se k prikladu t¥iprvkové mnoziny X = {a,b, c} a mno-

ziny vSech jejich podmnozin P(X). Tedy P(X) = {0, {a}, {b}, {c},{a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.
Jako usporadani na P(X) mnozinovou inkluzi C , tj. napiiklad {a} C {a,b}.

Potom (P(X), Q) je svaz.

Obrazek 15: (P(X), Q)

{a,b,c}
{a,b} {b,c}
{a} {c}
0

Porozkoumanim obrazku a pouzitim véty ... zjistime, Ze jde o distributivni
svaz. Dale, pro kazdy prvek lze nalézt jeho komplement, konkrétné (/ =
{avb7 c},{a}’ = {ba C},{b}/ = {aac}?{c}/ = {a7 b}v{avb}/ = {6}7{a7c}/ =
{b},{b,c} = {a},{a,b,c}/ = 0. Jde tedy o distributivni komplementarni
svaz, (P(X), C) je tedy Booleova algebra.
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Vidime taky, Ze pro libovolné podmnoziny A, B € P(X), suprémum AV B je
rovno sjednoceni mnozin AU B, tj. AVB = AUB. Podobné AAB = ANB.

Vyse uvedeny piiklad jde zobecnit. Nemusime brat X pouze tiiprvkouvou,
ale muzeme vzit libovolnou mnozinu. Tedy, pro libovolnou mnozinu X, mno-
zina vSech podmnozin P(X) uspofddand mnoZinovou inkluzi C je Booleova
algebra (P(X),C). Pro konkrétni podmnozinu A € P(X), komplement A’
bude jeji mnozinovy dopliek, tedy A = X — A. MnoZiny vSech podmnoZin
jsou dilezitym prikladem Booleovych algeber.

Zkusme si nyni vyfeSit trochu jiny tkol, a to, pokusme se najit vSechny
mozné Booleovy algebry, které maji 8 prvkia. Tedy, ¢tenal se miize pokusit
malovat si rtizné osmiprvkové svazy tak, aby byly zaroven distributivni a
komplementarni. Po kratké snaze mu ale stejné prozradime, Ze jedinny ta-
kovy obréazek, ktery se mu podaii najit bude stejny jako obrazek v piikladu
6.1. Jinak FeCeno, kazd4 osmiprvkova Booleova algebra je izomorfni svazu
podmnozin P(X) t¥iprvkové mnoziny X.

NagSe otézka zni, plati-li néco podobného i obecnéji. Odpovéd je mozné pie-
kvapivé, ze ano.

Véta 6.2. KaZdd koneéna Booleova algbera B je izomorfni svazu vSech
podmnozin P(X) néjaké mnoziny X.

Dtikaz vySe uvedené véty neni naro¢ny a zvidavy ¢tenar mu se zékladnimi
znalostmi muZe porozumét (1ze nalézt tfeba v ...), nicméné presahuje potieby
tohoto textu jehoz smysl je v pfedani zakladnich Gvah teorie svazi. Dodo-
jeme, ze dilezitym pfedpokladem diskutované véty je koneény pocet prvka
Booleovy algebry B. Pro nekone¢né Booleovy algebry plati obecnéjsi véta,
kteréd tika, ze libovolna Booleova algebra B je izomorfni podsvazu svazu
vech podmnozin P(X) néjaké mnoZiny X.

Ackoliv to Ctenafi mozna tak nepiijde, véta 6.2 je dilezita na nékolika trov-
nich. Prvni z dusledki je, Ze pro zadany pocet prvki existuje pouze jedinna
Booleova algebra. Za druhé nam fika, Zze kazd& konecné Booleova algebra
mé 2" prvku, pro néjaké n € N (jelikoz kazdd mnoZina podmnozin ma 2"
prvkit). Véta nam déava dobrou predstavu o tom, jak Booleovy algebry vypa-
daji. Hlavnim dtuvodem, kvili kterému se o ni ale bavime je, Ze je prikladem
situace, které v matematice k& konkrétni reprezentace.

Booleovu algebru (L, <) jsme definovali jako libovolnou mnozinu L s relaci
uspofadani <, ktera je svaz, je distributivni a komplementarni. To je v jis-
tém smyslu abstraktni zpiisob, je to jakadkoliv mnozina L s relaci <, které
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mé urcité vlastnosti. Na druhé strané mame jendotlivé priklady Booleovych
algeber, tj. mnoziny v8ech podmnozin P(X) pro zadané mnoziny X. O téch
vime jak konkrétné vypadaji, kdyz ndm nékdo zada mnozinu X, neni tezké
si predstavit, jak bude P(X) vypadat. Zminéné véta nam ¥ika, ze ve skupiné
abstraktné definovanych (kone¢nych) Booleovych algeber Zadné jiné Boole-
ovy algebry, nez zminéné piiklady P(X) nejsou.

Ctenare pravdépodobné napadne, pro¢ se tedy vibec abstraktni popis Bo-
oleovych algeber zavadi, kdyZ jsou vlastné vSechny maji stejnou strukturu
jako P(X) pro n&jaké X. Duvodem je povaha matematické prace, kdy pii
dokazovani je ¢asto vyhodnéjsi pracovat s abstraktnim popisem, nez s kon-
krétnim P(X). Naptiklad, pokud dostaneme zadany svaz (L, <) a méame
ovérit, Ze jde o Booleovu algebru. Diky abstraktnimu popisu vime, Ze staci
ovéfit distributivitu a komplementaritu. V pripadé, ze bysme jej neznali, mu-
seli bysme ukazat, Zze L je izomorfni n&jakému P(X), coZ je mnohem vice
prace.

Analogii zminéné situace lze nalézt v algebfe i na jinych mistech. Napf.
pro studenty se znalosti pojmu vektorového prostoru (V,+) nad télesem
T. Vektorovy prostor (V,+) nad t&lesem T je definovan taktéz abstraktné
jako libovoln& mnozina V' s operaci 4+ a pronasobovanim prvky z télsa T,
spliijici uré¢ité vlastnosti (uzavienost, komutativitu, asociativitu, existenci
inverznich prvki, axiomy pronasobovani z télesa T'). Pozdéji se v8ak ukaze,
Ze libovolny (kone¢nérozmérny) vektorovy prostor na télesem 7' je izomorfni
kartézkému soucinu 1", tedy, Ze neni nic jiného, nez n-tice prvka z T'. Taktéz
by Slo namitnout, pro¢ se trapime s axiomy vektorového prostoru kdyz by
jej 8lo definovat jako n-tice prvki. Nicméné abstraktni popis je nepomérné
vyhodnéjsi pri dokazovani.

Podobn4 situce je u grup, v piipadé koneénych komutativnich grup. Opét,
koneéna komutativni grupa (G,+) je definovana “abstraktné"jako mnozina
G s operaci +, ktera je uzaviené, komutativni, asociativni, pro kazdy prvek
existuje inverze a ma kone¢ny pocet prvkia. Pozdéji se ukaze, ze kazda ta-
kova grupa G je izomorfni kartézkému soucinu Z,,, X Zp, X -+ X Ly, , kde
Ly s -y Ly, jsou grupy zbytkovych tiid po déleni nq, ..., ny.

6.1 Booleovy algebry v logice
Pravdépodobné kazdy Ctenaf tohoto textu se se symboly V a A setkal jiz

diive a to v logice. Konkrétné symbol V zastupuje spojku “a", prfipadné “a
zéroven" (konjunkei) a symbol A zastupuje spojku “nebo" (disjunkci). Pfipo-
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menme jesté, ze v logice se mluvilo o negaci vyrok, které se znacila —. Nyni
budeme chvili pouzivat symboly V a A v jejich vySe zminéném logickém
smyslu.

Tl

Vezméme si nyni dva vyroky, jeden bude “prii"a druhy “mluvim". Ukol na-
sledujich stranek bude z téchto dvou vyrokd utvorit vSechny moZzné nové
vyroky které vzniknou pouzitim vySe zminénych spojek “a", “nebo"¢i ne-
gace. Pustme se do toho. Prvni dostaneme vyrok “Prgi a mluvim". Podobné
vyrok “Prsi, nebo mluvim". Mohli bychom vyrok “prsi"pridat dvakrat a do-
stali bysme “Prsi a prsi a mluvim", coz je zjevné to samé (plati to pravé tehdy
kdyz) jako “Prsi a mluvim", takZze tyto vyroky vylou¢ime. Mluvili jsme také
0 negaci, takze je potieba pfidat vyroky “neprsi"a “nemluvim". Vyroky typu
“Prsi a neprsi"jsou vzdy nepravdivé, tak ty téZz nebudeme zminovat a ozna-
¢ime je jako “Nepravda". Naopak vyrok “Prsi, nebo neprsi"je vidy pravdivy,
tak ten oznac¢ime jako “Pravda". Urcité vyroky si budou odpovidat z hlediska
pravdivosti, vyrok “(Prsi, nebo neprsi) a mluvim"plati pravé tehdy kdyz plati
“mluvim", takze ten taky nebudeme uvadét. Zavorky, které v prirozeném ja-
zyce samoziejmé neexistuji, jsou tu potieba, protoze nam fikaji, v jakém
poradi logické spojky aplikujeme. Se znacnou davkou premysleni bysme se
dostali k tomu, Ze lze vytvorit pfesné 16 riznych vyroki, a to:

~eN

“prsi
“mluvim"

“neprsi"

“nemluvim"

“prsi a mluvim"

“prsi a nemluvim"

“neprsi a mluvim"

“neprsi a nemluvim"

“prsi, nebo mluvim"

“prsi, nebo nemluvim"
“neprsi, nebo mluvim"
“neprsi, nebo nemluvim"
“(prsi a mluvim), nebo (neprs
“(neprsi a mluvim), nebo (prs
“Pravda"

“Nepravda"

a nemluvim)"

{
i a nemluvim)"

Oveéfteni toho, Ze jsou vyroky vSechny zahrnuje praci s pravdivostnima tabul-
kama, coZ je momentalné zbyteéna technikalita, a tedy poprosime Ctenaie
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o duvéru. Je dale zjevné, ze mezi vyroky plati néjaké vztahy. Pokud plati
vyrok “prsi", potom plati i vyrok “prsi, nebo mluvim". Rikame, ze vyrok
“prsi"implikuje vyrok “prsi, nebo mluvim". Namalujme si nyni vyroky jako
obrazek a to tak, Ze pokud néjaky vyrok implikuje jiny, bude niZze a bu-
dou spojeny carou. V obrazku nahradime spojku “a", “nebo"jejich logickymi
symboly V a A.

Obréazek 16: (M, —)
Pravda

prsi, nebo mluvim

prsi a mluvim neprsi a nemluvm

Nepravda

Srovnejme vySe uvedeny obrazek s obrazkem Booleovy algebry mnoziny
vech podmnozin P(X) na ¢tyfprvkové mnoziné X = {a, b, ¢, d}.
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Obrazek 17: (P(X), Q)

{a, b}

Tedy pokud se na logické spojky “a"a “nebo", resp. V a A, divime jako na
operace na mnoziné vSech vyse uvedenych vyroki, dostaneme Booleovu alge-
bru. Konjunkce dvou vyrokii p a ¢ (spojka “a") odpovida jejich infimu p A g,
disjunkce dvou vyroku p a ¢ (spojka “nebo") odpovida jejich suprému pV gq.
VEiméme si dale, Ze negace vyroku p odpovida jeho svazovému komplementu
P’ (napf. pokud vyrok “pri"odpovidd podmnoziné {a, b}, potom vyrok “ne-
prsi"odpovidd podmnoziné {c,d} v nasem piikladé P(X) na &tyiprvkové
mnoziné X, tj. komplementu {a,b}). Usporadani < pak odpovida implikaci,
tj. p < q pravé tehdy kdyz p implikuje q.

Tohle plati i obecné, pokud vezmeme mnozinu vyroki, kterd bude uzaviena
na logické operace “a"a “nebo"a negaci, dostaneme Booleovu algebru. Bo-
oleovy algebry tedy z matematického hlediska popisuji strukturu mnoziny
vyroki z pohledu vyrokové logiky. Tento fakt se oznacuje tvrzenim, Ze Boole-
ovy algebry jsou modely vyrokovych logik. Booleovych algebry nam umoznuji
pouZzivat matematicky aparat na zkoumani vyrokové logiky.

Nyni zminme piiklad Booleovy algebry, ktera je zdkladem mnoha technic-
kych disciplin, mj. logickych obvodi, ¢i programovani, a to dvouprvkova
Booleova algebra B = {0, 1}, kde 0 < 1.
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Pravdivostni tabulky vypadaji nasledovné:

Prvek 0 je standardné interpretovan jako logickd nepravda, ptricemz 1 jako
pravda.

Klicovym pojmem vyrokové logiky je pravdivostni ohodnoceni vyroku p. V
praxi jde o to, Ze kazdému vyroku z dané mnoZiny prifadime budto 0, coZ
znamena, ze vyrok je nepravdivy, ¢i 1, znamenajici, Ze vyrok je pravda. Tohle
prifazeni nenf dplné libovolné, napt. pokud je vyrok p pravda, tj. 1, a vyrok
q také pravda, tj. prifadime mu taktéz 1, potom pravdivostni ohodnoceni
vyzaduje, aby ohodnoceni vyroku “p a zéaroven ¢", tj. p A g, bylo taktéz
pravda. Z hlediska matematiky je prvadivostni ohodnoceni mnoziny vyroki
L homomorfismem z Booleovy lagebry L do dvouprvkové Booleovy algebry

B =1{0,1}.
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