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Abstrakt

Cilem prace je priblizit stfedoskolskym studentiim kombinatoriku ve formé webové
prezentace. Kombinatorické pojmy jsou zde vysvétleny na zdkladé feSeni konkrétnich
problémii, piiklady jsou obohacené o zajimavé ilustrace a interaktivni obrazky. Tato prace
nemitiZe nahradit doporuc¢ené u¢ebni materialy, ale slouZi jako rozsifujici dopln€k pfi vyuce.
Préce je dostupna jako soubor pdf a ve formé webovych stranek.

Abstract

The aim is to bring combinatorics to secondary school students in the form of website.
Combinatorial terms are explained on the basis of the solution of concrete problems,
examples are enriched with interesting illustrations and interactive images. This work can
not replace the recommended teaching materials, but serves as an additional option in the
classroom. Work is available as a pdf file and on web pages.
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Uvod

Kombinatorika je oblast matematiky, kterd je velmi zajimava a vyuZzitelnd v mnoha oborech,
ale zdroven pro studenty jedna z nejnirocnéjSich na pochopeni. Také z mé dlouholeté
praxe doucovani studentl ze stfednich $kol, jsem zjistila, Ze, ackoli studenti jiné oblasti
matematiky zvladali, s kombinatorikou méli potize.

Na zdkladé této zkuSenosti jsem se rozhodla pfibliZit studentim kombinatoriku ve
formé webové prezentace, kterd by byla pfivétivd jak po grafické, tak po srozumitelné
strdnce. M4 dosavadni ucitelskd praxe byla pouze z doucovani, a proto ani tato prezentace
nemtze nahradit doporuc¢ené ucebni materidly, ale slouZi jako dopln€k pii vyuce. Kazdy
student je jedine¢ny, z toho divodu jednotlivé pojmy miZe rizny student pochopit na
zéakladé jiného pfikladu stejného typu.

Préci jsem proto koncipovala tak, aby obsahovala feSené piiklady, které byly mym
studentiim blizké. Priklady jsem se snazila obohatit o zajimavé ilustrace, aby jsem vzbudila
predstavivost a zaujala studenta pii feSeni. VyuZila jsem své znalosti i z mého druhého
aproba¢niho oboru, informatiky, a poskytla studentim diplomovou praci ve webovém
rozhrani. Price je tak pfistupna komukoli a odkudkoli prostfednictvim Internetu.

VétSina podkapitol obsahuje vzdy alesponi dvé Casti — feSené priklady a ptiklady k pro-
cviceni. Na webovych strankdch v casti feSené priklady je uZivateli feSeni konkrétniho
prikladu zobrazeno implicitné a, pokud by chtél, mize si jej skryt. V prikladech k pro-
cviceni je feSeni implicitné schované a uzivatel si jej miZe kdykoli zobrazit. Je tomu tak
ve vSech podkapitolach az na ¢asti Faktoridl a kombinacni ¢isla a Procvi¢ovani, v nichz je
feSeni piikladd vzdy implicitné skryté.

Celd prace je rozdélena do dvou kapitol, Zakladni kombinatorické pojmy a RozSitfujici
kombinatorické pojmy.

Prvni kapitola ma 9 podkapitol. Prvni z nich jsou Zdkladni pravidla, pravidlo souctu
a soucinu. Nasleduji Variace, Permutace a Kombinace bez opakovéni. Na to navazuji
podkapitoly Variace, Permutace a Kombinace s opakovidnim. Pfedposledni podkapitolou
je Faktoridl a kombinacni ¢isla, kterd také zahrnuje pocitani prikladl s vyuZitim binomické
véty. Kapitola konéi ¢asti ProcviCovani, kde jsou promichdny piiklady vSech doposud
vysvétlenych typi.

Druh4 kapitola rozsifuje stfedosSkolské uc¢ivo o Burnsideovo lemma a o Princip inkluze
a exkluze.

—IX—



Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu zde Ctendfi predkladame prehled zdkladniho znaceni, které se
v praci vyskytuje.

N mnoZina vSech pfirozenych ¢isel
S(X)  mnoZina vSech permutaci mnoZiny X

T,p,0 permutace na mnoziné X

Oy orbita prvku x
o mnoZina vSech orbit
Pr mnozina pevnych bodd permutace 7



Kapitola 1

Zakladni kombinatorické pojmy

1.1 Zakladni pravidla

Zékladni kombinatoricka pravidla, ac¢koli jsou jen dvé, ndm vystaci k feSeni vétSiny kom-
binatorickych tloh. Navzdory tomu, Ze jste o nich mozné nikdy neslySeli, urcité jste je
nékdy ve svém Zivoté pouzili.

Ziejmé se vam obé pravidla budou zdét jako samoziejmd, ovSem to jim neubird na
vyznamu, ob& budeme hojné pouzivat ve vSech ¢astech této ucebnice.

1.1.1 Pravidlo souctu

Definice 1. Jsou-li A,A;, ...,A, kone¢né mnoziny, které maji po fad¢ pi,p2, ..., pn
prvka a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvki jejich sjednoceni A UA U ... UA,
jeroven p1+pa+ ...+ pp.

Priklad 1.1.1. Lehky priklad na objasnéni definice

Ve Skole jsou dvé prvni tfidy: 1. A a 1. B. Do tfidy 1. A chodi 15 zakd, do téidy 1. B
chodi 18 zaki. Kolik je ve skole prvaka?

Resent:
Tyto 2 mnoziny zaki (tfidy) jsou konecné (pocet Zakl je kone¢ny) a jsou disjunktn{

(zadny Zak nemizZe zarovein choditdo 1. Aado 1. B). Celkové v 1. Aav 1. B je dohromady
15+ 18 = 33 zaka.

1.1.2 Pravidlo sou¢inu

Definice 2. Pocet v§ech usporddanych k-tic, jejichZ prvni ¢len Ize vybrat ny zplisoby, druhy
¢len po vybéru prvniho ¢lenu n; zplisoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech predchazejicich
Clend ny zpUsoby, je roven ny -np- ... - .

Priklad 1.1.2. Zvirata

Adam ma4 tf1 zvifata — ovci, psa a ko¢ku. Rozhodl se, Ze dvé ze svych zvifat d4d svym
kamaradim. Jedno Honzovi a druhé Zbyikovi. Kolik md mozZnosti, jak zvifata rozdélit

.y
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mezi Honzu a Zbytika?

Resent:
Pozndmka: Re$eni tohoto piikladu je vysvétleno také pomoci interaktivniho obrazku, ktery
je uveden v pfiloze 1.

Ptepis feSent:
Adam chce dat 1 zvife Honzovi(H) a 1 zvife Zbyiikovi(Z):
HZ— __
Pro Honzu vybira 1 zvife ze 3. M4 tedy 3 rizné moznosti, jak ho obdarovat:
3.
Pro kazdou ze 3 moZnosti vybéru zvifete pro Honzu, m4 pro Zbyiika 2 moZnosti, jak jej
obdarovat:
32
Proto ma celkem: 3 -2 = 6 mozZnosti, jak zvitata rozdélit mezi své pratele.

Priklad 1.1.3. Obleceni

Béra ma tfi rizna tricka a pét riznych sukni. Kolika zpisoby si mtze vzit tricko a
sukni, aby pokazdé vypadala jinak?

ABOAAL

Obrazek 1.1: Tti tricka a pét sukni, zdroj: [11]

Resent:
Pocitame pocet moZnosti, jak si Bara mize vybrat 1 tricko(T) a k tomu 1 sukni(S):
TS — __
Béra ma 3 rizné moznosti, jak si vybrat tricko:
3.
Potom, co si vybrala tricko, ma 5 moZnosti, jak si vybrat sukni:
35
Celkem ma Bara 3 -5 = 15 rtiznych zpisobt, jak se obléct.

Priklad 1.1.4. Cisla

Urcete pocet vSech trojcifernych pfirozenych ¢isel, v jejichz dekadickém zapisu se ka-
7da cislice vyskytuje nejvyse jednou.
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14T 07,
789 936 55
2o\ 503460 8449 o0

Obrazek 1.2: Priklad &isel, jenz vyhovuji zaddni, i ¢isel, jenZ nevyhovuji zadani. Zdroj:
autor.
Regen:
Pocet rtiznych Cislic je 10, jsouto: 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8, 9.
Pro vytvoreni trojciferného Cisla, potfebujeme 3 Cislice — _ _ _
Na prvni ciffe nemtize byt 0, proto mame 9 rtiznych &islic, které miizeme pouzit: 9 _ _
Na druhé ciffe uz miize byt i 0, proto mame 10 moznych ¢&islic. Ale nesmime pouZit tu
¢islici, kterd je na prvni ciffe (Cislice se nesmi opakovat), moznosti je tedy 9: 99 _
Pro tfeti cifru ze v§ech moZnych Cislic odecitdme dvé, které jsme pouzili pro prvni a druhou
cifru, dostavame 8 riznych Cislic: 99 8
Celkem takovych ¢isel je: 9-9 -8 = 648.

1.1.3 Priklady na procviceni
Priklad 1.1.5.

Ze Lhotky do Hradce vedou 3 rtizné cesty, z Hradce do Budina vedou 4 rtizné cesty.
Urcete pocet zplisobt, jimiZ lze vybrat trasu:

A) ze Lhotky pfes Hradec do Budina a zpét.
B) ze Lhotky pfes Hradec do Budina a zpét tak, Ze Zadna cesta neni pouZita dvakrat.

C) ze Lhotky pres Hradec do Budina a zpét tak, Ze prave jedna z cest je pouzita dvakrat,
a to cesta mezi Lhotkou a Hradcem.

ReSent:
Cesty si oznacime:

A: Lhotka — Hradec  B: Hradec — Budin
A B £
— — }n,

D: Hradec — Lhotka  C: Budin — Hradec

’

Lhotka
Hradec

Budin

D C
— <

Lhotka
Hradec

Obrazek 1.3: Oznaceni cest, zdroj: autor
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A) Na trasu A mdme 3 mozné cesty, na trasu B 4 mozné cesty, na trasu C opét 4 cesty a
na trasu D opét 3 cesty: ABCD — 3443
Celkem: 3-4-4-3 = 144.

B) Na trasu A a B mame stejny pocet moznosti jako v piipadé 1.: ABCD — 34 __.
Na trasu C uz nemiZeme pouZit cestu, kterd byla vybrana pro trasu B. K vybéru
cesty mame tedy o jednu méné: 4-1=3. ABCD — 343 _.

Obdobné pro trasu D, jsou tfi rizné cesty, ale jednu z nich jsme uz vybrali, tedy 3 -
1=2.
Celkem: 3-4-3-2 =72.

C) Na trasu A a B mame stejny pocet moznosti jako v pfipadé¢ 1.. ABCD —34__.
Trasa C md byt jind nez B, tedy mdme o jednu moZznost méné: ABCD — 343 _.
Trasa D m4 byt stejnd jako trasa A, ale tu uZ mame vybranou, tedy mdme jedinou
moznost: ABCD —3431.

Celkem: 3-4-3-1 = 36.

Priklad 1.1.6.

Ctverec o strané délky 4 cm je rozdé&len rovnob&zkami se
stranami na 16 stejnych ¢tvercti. Urcete, kolik je v daném obrazci
étvercu. [1]

Obrazek 1.4: Ctverec,
zdroj: autor

ResSeni:
Vsechny Ctverce rozdélime do disjunktnich skupin él, CZ, C3aC4 tak, Ze
ve skuping C1 jsou viechny &tverce o strané délky 1 cm,
ve skupiné C2 jsou viechny Gtverce o strané délky 2 cm,
ve skupiné C3 jsou viechny &tverce o strané délky 3 cm
a ve skupin& C4 jsou viechny &tverce o stran& délky 4 cm.
Ve skuping C1 je 16 &tverct, v C2 je 9 &tverct, v C3 jsou 4 &tverce a v C4 je 1 &tverec.
Celkovy pocet ¢tverct v daném obrazci je roven 16 +9+4+ 1 = 30.

Priklad 1.1.7.

Biatlonistka Katka ma 5 zlatych, 3 stfibrné a 6 bronzovych medaili, kazdou z jiné
soutéze. Chtéla by si nékterych pét ze svych medaili povésit na policku, kterd ma presné 5
hackil na povéseni. Kolik riznych moznosti Katka m4, aby si medaile rozvésila tak, Ze by
na prvnim hicku byla jedna ze zlatych medaili, na druhém jedna ze stiibrnych, na tfetim
jedna z bronzovych a na poslednich dvou libovolnd medaile?

Resent:
Na policce je pét hacki:
1.2.3.4.5. - _____
Na prvni ha¢ek miZeme vybrat jednu z 5 zlatych medaili, mdme tedy 5 moZnosti vybéru:
S____
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Po vybéru na prvni hacek miizeme na druhy hacek vybrat jednu ze 3 stfibrnych medaili:
53___

Po predeslém vybéru mlizeme na tieti hacek vybrat jednu z 6 bronzovych medaili:
536__

Na ¢tvrty hacek ndm po vybéru prvnich tii zbyva: 4 zlaté, 2 stiibrné a 5 bronzovych me-
daili, vybirdme tedy libovolnou medailiz 11: 53 6 11 _

Na posledni hacek po vybéru prvnich 4 ndm zbyva 10 medaili: 53 6 11 10

Celkem ma Katka moznosti: 5-3-6-11-10 = 9900.

Priklad 1.1.8.

Urcete celkovy pocet tahti koném na Sachovnici 8x8. [1]

Resent:

Pocet taht koném z daného pole na Sachovnici zavisi na poloze tohoto pole na Sachov-
nici. Rozdélime si tedy vSechna pole Sachovnice do 5 skupin: A, B, C, D, E (viz obrazek
L.5).

AlBlc]c]cy
Blc|p[p]Dy
clDlE[E[EY
clpfe]E]EY
CIDJEJELEY

Obrazek 1.5: Rozdéleni ¢asti Sachovnice podle moznych pohybtl koné, zdroj: autor

Z rohového pole A md ki 2 mozné tahy, z pole typu B tfi tahy, z pole typu C Ctyfi
tahy, z pole typu D Sest tahti a z pole typu E osm moznych tahi.
Celkovy pocet tahii koné na Sachovnici 8x8 je: 4-2+8-3420-44+16-6+16-8 = 336.

Priklad 1.1.9.
Kolika zptisoby lze vybrat na Sachovnici 8x8 jedno bilé a jedno cerné pole?

Kolika zpisoby to 1ze ucinit, nesméji-li vybrand pole leZet ve stejném fadku ani ve stej-
ném sloupci?

- N WA N ®

A B CDETFGH

Obrézek 1.6: Sachovnice, zdroj: autor
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ReSeni:

Bilé pole 1ze vybrat 32 zptsoby, cerné rovnéz. Celkovy pocet zplsobl vybéru je tedy
v prvnim piipadé roven 32 -32 = 1024.

Vybereme-li v druhém piipadé jedno bilé pole (32 zpilsobil), 1ze ¢erné vybrat uz jen
z tadki a sloupcti, v nichZ vybrané bilé pole neleZi, tj. 24 zptsobu.

Pocet vybéra je tedy 32-24 = 738.

Priklad 1.1.10.

Kolika zptisoby lze z tiplného souboru domina (28 kostek) vybrat dvé tak, abychom je
mohli prilozit k sob&? Dvé kostky domina lze priloZit k sobé, jestlize se néjaky pocet ok
vyskytuje zdroven na obou kostk4ch.

ResSeni:

Vybereme nejprve prvni kostku, to Ize 28 zptisoby, v 7 z nich bude v obou polich
stejny pocet ok (00, 11,22, ..., 66), ve zbylych 21 ptipadech bude pocet ok v obou polich
vybrané kostky rtizny.

Rozdé€lme tedy vSechny uvazované dvojice kostek do dvou skupin podle toho, jakého
z obou vyse popsanych typu je prvni vybrana kostka.

V prvnim piipad€ 1ze druhou kostku vybrat 6 zplisoby (napr. ke kostce 00 pifidame
nékterou z kostek 01, 02, . . ., 06). Ve druhém pripadé vybereme druhou kostku 12 zpiisoby
(napf. ke kostce 01 1ze vybrat nékterou z kostek 00, 02, 03, ..., 06, 11, 12, ..., 16).

Podle pravidla soucinu je v prvnim piipadé pocet vybéri 7 -6 = 42, ve druhém piipadé
21-12 =252 a podle pravidla souctu je celkovy pocet vybéri roven 42 + 252 = 294,

ProtoZe vSak na poradi vybranych kostek nezélezi, je celkovy pocet vybérti polovi¢ni,
tedy 294 /2 = 147 (napf. dvojice kostek 01 a 16 je zapocitdna i jako 16 a 01).

Priklad 1.1.11.

Urcete pocet v§ech moznych tane¢nich parti z 15 chlapct a 10 dévcat.

Resent:
Celkovy pocet tanecnich pari je podle pravidla sou¢inu roven 15-10 = 150.

Priklad 1.1.12.

V kosiku je 12 riznych jablek a 10 rtiznych hrusek. Petr si ma z ného vybrat jedno
ovoce tak, aby Véra, kterd si po ném vybere jedno jablko a jednu hrusku, méla co nejveétsi
moznost vybéru. Jaké ovoce si ma Petr vybrat? [2]

Resent:

Pokud si Petr vybere jablko, v kosiku ztstane 11 jablek a 10 hruSek a pocet moznych
vybérl pro Véru bude: 11-10 = 110. Pokud si Petr vybere hrusku, pocet moznych vybéra
pro Véru bude: 12-9 = 108.

Aby Véra méla co nejvétsi moznost vyberu, musi si Petr vzit jablko.
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Priklad 1.1.13.

Ve tfidé€ 5. A chodi 14 zakd na némcinu a 13 na francouzstinu. Kazdy zak navstévuje
pravé jeden z uvedenych predméti. Kolika zptisoby lze vybrat dvojici na tydenni sluzbu
tak, aby mél sluzbu jeden zak z némciny a jeden Zék z francouzstiny?

Kolik let by Z4aci museli chodit do Skoly, aby se v§echny tyto dvojice vystiidaly? (Poci-
tejte, Ze Skolni rok ma 33 vyucovacich tydnii.)

Resent:

Pocet riiznych dvojic je 14-13 = 182.

182/33 = 5,515. Aby se vSechny dvojice vystiidaly, museli by Zdci chodit do $koly
pfiblizné 5 a pil roku.

Priklad 1.1.14.

Urcete pocet Ctyicifernych pfirozenych Cisel, které zacinaji cifrou 1 a nekonci cifrou
2, nebo kon¢i cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1. [4]

ReSeni:

VSechna ¢isla mtizeme rozdélit do dvou disjunktnich mnoZin. Prvni mnoZina obsahuje
Cisla, kterd zacinaji cifrou 1 a nekondi cifrou 2. Druhd mnoZina obsahuje Cisla, kterd
nezacinaji cifrou 1 a kondi cifrou 2. Celkovy pocet Cisel ze zadani dostaneme podle
pravidla souctu tak, Ze seCteme pocty ¢isel v obou mnoZinach.

Pocet prvka v prvni mnoZing je: 1-10-10-9 = 900. Prvni cifru zndme, na kazdou z
dal$ich cifer mizeme vybrat z 10 rGznych moznosti a pii volbé posledni ¢islice nemizeme
pouzit cifru 2.

Pocet prvki v druhé mnoZziné je: 8-10-10- 1 = 800. Na prvni ciffe nemohou byt Cislice
0 a 1, na kazdou z dal$ich cifer mtizeme vybrat z 10 riiznych mozZnosti a posledni cifra je
urcend.

Celkovy pocet ¢isel odpovidajicich zadéani je 900 + 800 = 1700.
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1.2 Variace bez opakovani

Dalsi z kombinatorickych pojmu jsou variace. Tento pojem si vysvétlime na piikladu
s vlajkami. Chceme obarvit dvéma riznymi barvami vlajku sestavajici se ze dvou pruhd,
pri¢emZ mame na vybér z 5 riznych barev. Vybirame tedy skupinu prvki z ur¢ité mnoziny
téchto prvki, pfi¢emz je dulezité poradi, v jaké prvky (barvy) uspoirdddme.

Jedna variace je pravé jedna takova vybrana skupina prvki (dvojice barev). Nas zajima,
kolik takovych variaci, tedy kolik riznych vlajek, l1ze vytvorit?

Prvky, které vybirdme, mezi sebou rozliSujeme, jsou navzdjem rizné a neopakuji se.

Zkusime si vSe pfibliZit na ndsledujicich ptikladech.

1.2.1 ReSené piiklady
P¥iklad 1.2.1. Viajky

Mirek si chee vytvorit vlastni vlajku. Chtél by, aby byla sloZena ze tfi riznobarevnych
svislych pruhti. K dispozici md latky 5 rtiznych barev — fialovou, ¢ervenou, modrou,
zelenou a Zlutou.

A) Urcete, kolik riznych vlajek si mize Mirek sestavit.
B) Kolik takovych vlajek m4 jeden pruh zluty?

C) Kolik vlajek neobsahuje ¢erveny pruh? Obrazek 1.7: Vlajka,
zdroj: autor

Resent:
Pozndmka: ReSeni prvni &isti tohoto piikladu je vysvétleno také pomoci interaktivniho
obrazku, ktery je uveden v pfiloze 2.

Ptepis feSent:

A) Dopliiujeme barvy na tfi rliznd mista na vlajce, vybirame tedy 3 riizné barvy z péti
celkem — _ _ _
Na prvni misto vybirdme 1 z 5 barev, mame tedy 5 riznych moZnosti:
5__
Na druhé misto vybirdme uZ jen ze 4 barev, protoZe jednu barvu jsme jiZ pouZili a
barvy se nemohou opakovat:
54._
Na tfeti misto vybirdme uZ jen ze 3 barev, protoZe 2 barvy jsme jiZ pouZili a barvy
se nemohou opakovat:
543
Vysledek: 5-4-3 = 60.

Proc¢ pocet moZnosti pro kaZdy pruh mezi sebou ndsobime? PouZivdme pravidlo
soucinu.
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B)

C)

Vlajka ma mit jeden pruh Zluty, proto miiZe nastat jedna z t€chto ti{ situaci:

s

Obréazek 1.8: Eventudlni umisténi Zlutého pruhu na vlajce, zdroj: autor

Umisténi Zluté barvy timto mame urc¢ené. Na toto misto madme pouze jednu moznost
vybéru barvy — Zlutou:

- _1_ __1

Poté nam ziistanou 4 barvy, kterymi mtizeme doplnit dalsi pruh. Po doplnéni tohoto
pruhu ndm zistanou 3 barvy na posledni pruh:

143 413 431

Jednotlivé moZnosti:

1-4-3=12,
4-1-3=12,
4.3-1=12.

Maiéme 3 disjunktni skupiny vlajek, celkovy pocet vlajek s jednim Zlutym pruhem je
podle pravidla souctu: 12+ 12+ 12 = 36.

Pokud vlajka nemd Cerveny pruh, je pocet barev na vlajku je 4, ziskdvame vysledek:
4.3.2=24.

Priklad 1.2.2. Predseda, mistopredseda . . .

Sportovni klub Komarov vybird osoby na pozice predsedy, mistopiedsedy, icetniho a
trenéra. K dispozici md 8 uchazect a 5 uchazecek. Urcete:

A)

B)

Kolika zpisoby z nich Ize vybrat tyto funkcionéie?

Kolika zptsoby Ize vybrat funkciondfe tak, aby pfedseda byl muz a mistopifedseda
Zena nebo obracené?

C) Kolika zpiisoby Ize vybrat funkcionafe tak, aby pravé jednim z nich byla Zena?
Regent:
A) 8 muzi + 5 zen = 13 lidi celkem.

B)

Predseda Mistopiedseda Uéetni Trenér — _ _ _ _

Pro vybér predsedy mdme 13 mozZnosti, poté pro mistopfedsedu 12 moZnosti, potom
pro ucetniho 11 moZnosti a nakonec pro trenéra 10 moznosti.

Podle pravidla sou¢inu dostavame vysledek: 13-12-11-10 = 17160.

Priklad si rozdélime na 2 rtizné, ale analogické situace:
I. Pfedseda je muz a mistopfedseda je Zena:
Na misto pfedsedy vybirdme jednoho z osmi muZzil, na misto mistopiedsedy jednu
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&)

zpétiZzen: 85 _ _

Zbyva 7 muzi + 4 zeny = 11 lidi.

Opét pouZzijeme pravidlo soucinu a vysledek je: 8-5-11- 10 = 4400.

II. Pfedseda je Zena a mistopfedseda je muz: 58 _ _

Zbyva 4 zeny + 7 muzi = 11 lidi.

5-8-11-10 = 4400.

Uzitim pravidla souctu dostdvame celkovy vysledek: 4400 + 4400 = 8800.

Nyni musime uvazovat zvIast’ situace, kdy Zena je na mist€é predsedy (P) nebo
mistopfedsedy (M) nebo ucetniho (IOJ) nebo trenéra (T):

P-Zena: 5-8-7-6 = 1680,

M-zZena: 8-5-7-6 = 1680,

U-7ena: 8-7-5-6 = 1680,

T-Zena: 8-7-6-5 = 1680,

1680+ 1680+ 1680 + 1680 = 6720.

Priklad 1.2.3. Cisla

A) Urcete pocet vSech nejvyse Ctyfcifernych prirozenych Cisel, v jejichz dekadickém
zapisu se kazda Cislice vyskytuje nejvyse jednou?
B) Kolik z nich je menSich nez 60007

30
82 > 236

351503 1976

Obrazek 1.9: Ukazka vyhovujicich a nevyhovujicich ¢isel, zdroj: autor

Reseni:
A) Ulohu si rozdélime na 4 rzné situace:

L
II.
I1I.

IV.

Vybér Ctyfcifernych Cisel.
Vybér tticifernych Cisel.
Vybér dvoucifernych &isel.

Vybér jednocifernych cCisel.

I. Chceme urcit pocet Ctyicifernych CEisel, v jejichZ dekadickém zdpisu se Cislice neo-
pakuji. Na prvni cifru mizeme umistit ¢islice: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9. Celkem 9 Cislic. (Pro¢
ne nulu? Cisla maji byt ¢tyfciferné.)

9___

Na druhé misto uZz miZeme umistit i nulu: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 — celkem 10 ¢islic, ale
odecitame jednu cislici, kterou jsme jiz vybrali (Cislice se nemohou opakovat):
99 __
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Na tfeti misto analogicky: 10 &islic minus 2 z pfedchozich vybért:

998 _

Jako posledni cifru miizeme zvolit opét jednu z 10 ¢islic minus 3 z pfedchozich vybéri:
9987

Celkové: 9-9-8-7 =4536.

II. Pro tiicifernd ¢isla analogicky: 9-9 -8 = 648.
III. Pro dvouciferna ¢isla analogicky: 9-9 = 81.
IV. Jednocifernych ptirozenych ¢isel je: 9.

Vypocitali jsme, kolik mdme moZnosti pro 4 rizné (disjunktni) situace (pro Ctyfciferné
¢islo, triciferné, dvouciferné a jednociferné Cislo).
Dohromady podle pravidla souctu: 4536 + 648 4+ 81 +9 = 5274.

B) Postup fesSeni je podobny jako v uloze A). Rozdil bude pouze pro vypocet Ctyfci-
fernych ¢isel. Na prvnim misté mohou byt ¢islice: 1, 2, 3, 4, 5 — celkem 5 moZnych ¢islic,
proto dostavame: 5-9-8 -7 = 2520.

Pocet vSech nejvyse Ctyfcifernych pfirozenych ¢isel mensich nez 6000 je: 2520 + 648+
+81+9 =3258.

Definice 3. k-Clennd variace z n prvku je uspofadana k-tice sestavena z téchto prvka tak,
Ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse jednou.

Z ptedchozich tvah vyplyva nésledujici véta:
Véta 1. Pocet V(k,n) vSech k-clennych variaci z n prvkii je:

Vik,n)=n-(n—1)-(n—=2)-...-(n—k-+1).

Pokud rozpozname, Ze se v tloze ptdme na pocet jistych variaci, je moZné piimo pouZit
vzorec.

Vypocitame si nékteré jiz feSené piiklady s vyuZzitim vzorce.

Priklad 1.2.1. Viajky — podle vzorce

Mirek si chce vytvorit vlastni vlajku. Chtél by, aby byla sloZena ze tii riiznobarevnych
svislych pruht. K dispozici ma latky 5 rtznych barev — fialovou, ¢ervenou, modrou,
zelenou a Zlutou.

Urcete, kolik riiznych vlajek si mtize Mirek sestavit.

Resent:
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Pocet prvkd, z nichZ vybirdme: n = 5.
Kolika ¢lennou variaci vybirame: k = 3.
V(3,5)=5-(5—-1)-(5-2)=5-4-3=060.

Priklad 1.2.2. Pfedseda, mistopfedseda . . . — podle vzorce

Sportovni klub Komarov vybird osoby na pozice predsedy, mistopfedsedy, ticetniho a
trenéra. K dispozici ma 8 uchazect a 5 uchazecek. Urcete kolika zpisoby z nich lze vybrat
tyto funkcionare?

Resent:
Pocet prvkd, z nichz vybirame: n =8+ 5 = 13.
Kolika ¢lennou variaci vybirdme: k = 4 (pfedsedu, mistopfedsedu, ucetniho a trenéra).
V(4,13)=13-(13—1)-(13—-2)-(13—-3) =13-12-11-10 = 17160.

Shrnuti pocitdni podle vzorce:
Pouziti vzorce miZe urychlit feSeni dlohy, vzdy je vSak nezbytné do dlohy nejprve
proniknout.

1.2.2 Priklady k procviceni
Priklad 1.2.4.

A) Urete, kolika zptisoby lze sestavit rozvrh na pond&li pro 7. téidu ZS Hostice, v niz
se vyucuje 11 predméti. Kazdy predmét je vyucovan maximalné jednou denné a celkové
se v pondé€li vyucuje 6 vyucovacich hodin.

B) Kolika zptisoby lze sestavit takovy rozvrh, ktery ma jako druhy vyucovaci predmét
matematiku? (Matematika je jeden z jedendcti predmétii.)

Reseni:
A)11-10-9-8-7-6 =332640 [=V(6,11)].
B)10-1-9-8-7-6 =30240.

Priklad 1.2.5.

Zéci tieti tfidy cht&ji nacvicit divadlo na vystoupeni ke Dni matek. Pan{ u¢itelka musi
vybrat 4 zaky z 23 74kl (16 chlapci a 7 dévcat) na divadelni role: Kral Richard, sluzebna
Agata, podkoni Matéj a princezna Tiana.

A) Kolik riznych ¢tvefic zaki miize na tyto role vybrat?

B) Kolik rtznych ¢tvefic zakd mizZe na tyto role vybrat tak, aby sluZzebna i princezna
byly divky? (Kral i podkoni Zddné omezeni nemaji.)

C) Kolik riznych c¢tvefic zakli miZe na tyto role vybrat tak, aby sluzebnd a princezna
byla dévcata a aby kral a podkoni byli chlapci?

Resenti:
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A) 23.22.21-20=212520 [V (4,23)]
B) 7-6-21-20 = 17640
C) 7-6-16-15 = 10080

Piiklad 1.2.6.

Somia zapomnéla své telefonni ¢islo. Vzpomina si, Ze mélo predcCisli 773 a poté jej
tvorilo 6 riznych ¢islic takovych, Ze prvni tfi ¢islice byly sudé nebo nula, dalsi dvé Cislice
byly liché a posledni si nepamatuje viibec. Kolik existuje telefonnich ¢isel, kterd by odpo-
vidala Soninu popisu?

Reseni:

"Na pfiblizné telefonni
&islo se nedovolame -

Oznacme si ¢islice: Daniela Fischer
S-suda ¢islice nebo nula, L-licha ¢islice,

C-libovolna d&islice:

SSSLLC Obrazek 1.10: Citat od Daniely Fischer,
5-4.3-5-4-(243) = 6000 zdroj: autor
Priklad 1.2.7.

Na détském tdbote dostalo 45 déti za tkol vytvofit si kazdy svou vlajku.
Presné znéni ukolu bylo: Vlajka bude sloZena ze tii riznobarevnych svislych pruht.
K dispozici mate latky 5 rGznych barev — ¢ernd, Cervend, modrd, oranZzova a Zluta.

A) Je mozné, aby kazdé dité¢ mélo svou origindlni vlajku?

B) Kolik Ize sestavit vlajek se Zlutym pruhem uprostied?

C) Kolik Ize sestavit vlajek, které nemaji prostfedni pruh cerveny?
Resen:

A) Pocet raznych vlajek, které lze sestavit, je: 5-4-3 = 60[= V(3,5)], coZ je vice nez
je pocet déti (45 < 60), proto je mozné, aby si kazdé dité vytvofilo svou origindlni
vlajku.

B) Prostiedni pruh ma barvu ur¢enou (= 1 moZnost), na ostatni zbyvaji 4 barvy:
4.-1-3=12

C) Miuzeme pocitat dvéma zptisoby:

A) Od poctu vsech vlajek odecteme ty, které maji prostiedni barvu ¢ervenou.
Pocet vSech vlajek 5 -4 -3 = 60.

Pocet vlajek s Cervenou uprostied 4-1-3 = 12.

Pocet vlajek bez prostfedniho pruhu cerveného: 60 — 12 = 48.
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B) Méme obarvit 3 pruhy na vlajce.

Zacéneme od prostfedniho pruhu. Na néj mame pouze 4 barvy (¢ervenou nechceme):
_4_

Ted’ uz mizeme pouZit i Cervenou barvu, celkem je tedy 5 barev minus ta barva,
kterou uz jsme vybrali pro prostfedni pruh. Dostdvame:

4.4.3=48

Priklad 1.2.8.

Urcete pocet vSech péticifernych ptirozenych ¢isel, v jejichz dekadickém zapisu se ka-
7da cislice vyskytuje nejvyse jednou.
Kolik z nich je délitelnych péti?

Resent:

Pocet takovych péticifernych ¢isel je: 9-9-8-7-6 = 27216.

Délitelné péti jsou Cisla, jejichZ posledni cifra je: O nebo 5.
Posledni cifraje 0: 9-8-7-6-1 = 3024, posledni cifra je 5: 8-8-7-6-1 = 2688.
Celkem 3024 42688 = 5712.

Priklad 1.2.9.

Urcete pocet vSech nejvyse Ctyfcifernych piirozenych Cisel s riznymi ciframi, ktera
jsou sestavena z Cislic 2,4, 5,6, 7, 9.
Kolik z nich je sudych?

Regen:

Takovych nejvyse Ctyicifernych Cisel je:
6:5-4-3+6-5-4+6-5+6=360+1204+3046 =516.
[=V(4,6)+V(3,6)+V(2,6)+V(1,6)]

Sudych: posledni cifra je 2, 4 nebo 6:
5-4.3-345-4.34+5-3+3=180+60+15+3 =258.

Pozndmka: V druhém piipadé€ jsme si mohli poc¢itani ulehcit, vSech Cisel sestavenych
zCislic 2,4, 5,6,7,9 je 516, a jelikoZ je pfesné polovina z Cislic 2, 4, 5, 6, 7, 9 sud4, proto
také v poloving v§ech moznosti bude posledni cifra suda: 516/2 = 258.

Priklad 1.2.10.

Vv

V nasi nejvyssi fotbalové lize je 16 tymii. Kolik je rliznych moZnosti obsazeni prvnich
tif mist?

Reseni:
16-15-14 = 3360 [=V(3,16)]
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Priklad 1.2.11.

Urcete pocet vSech Ctyfcifernych prirozenych Cisel s rdznymi Cislicemi, kterd jsou
sestavena z Cislic 1, 2, 3, 4, 5.

Kolik z nich je dé€litelnych 5?7

Kolik z nich je lichych?

Resent:
Takovych Ctyfcifernych &isel je: 5-4-3-2 =120 [=V(4,5)].
Délitelnych péti: posledni cifra je 5: 4-3-2-1 =24.
Lichych: posledni cifra je 1, 3 nebo 5: 4-3-2-3 =72.

Priklad 1.2.12.

Katka prodava svic¢ky, nyni ma k dispozici 8 rizné€ barevnych voski.

Kolik riznych svicek mtize vyrobit, pokud by chtéla, aby kazda svicka byla sloZena
z 5 riznobarevnych vodorovnych pruhii?

Kolik riznych svicek mize vyrobit, pokud nejvyssi pruh bude modry a nejnizsi fialovy
nebo naopak?

Kolik riiznych svicek miZe vyrobit, pokud by chtéla, aby prostfedni 3 pruhy byly
cervené, oranZzové a zZluté barvy?

Resen:

Pocet rtiznych svicek je:

8:7-6-5-4=6720. [=V(5,8)] '
S nejvyS$im pruhem modrym a nejniZ$im fialovym ¢i na-

opak je :

2:6-5-4-1=240.
Prostiedni 3 barvy jsou Cervend, oranzova a zluta:
8-3-2-1-7=336.

S~— A

Obrazek 1.11: Ukazka svicky,
zdroj: autor
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1.3 Permutace bez opakovani

Permutace nebo téZ poradi je nazev pro usporddani prvkl urCité skupiny (napf. sefazeni
5 1idi do fronty). I nyni nds bude zajimat pocet vSech rtiznych usporadéni, které miZeme
s danymi prvky ucinit (napf. kolika zptisoby mtizeme setadit 5 lidi do fronty?).

Rozdil oproti variacim je pouze ten, Ze usporaddvame vSechny prvky. Opét tyto prvky
mezi sebou rozliSujeme, jsou navzdjem rizné, neopakuji se a opét zalezi na jejich potadi.

1.3.1 ReSené piiklady
Priklad 1.3.1. Zdkon

K ndvrhu zdkona se maji postupné vyjadrit 4 poslanci: Addmek, Benes, Coufal a Dupék.
Urcete pocet:

A) vSech moznych potadi jejich vystoupeni;

r& 2
X

B) vSech moZnych poradi jejich vystoupeni, v nichz
Dupék vystupuje hned po Addmkovi;
S

C) vSech moznych poradi jejich vystoupeni, v nichz
Benes vystupuje kdykoli po Dupékovi. Obrazek 1.12: Socha
spravedlnosti, zdroj: [11]

Reseni:

A) Zajima ndas poradi 4 poslanci: _ _ _ _
Na prvni misto miZeme vybrat jednoho ze 4, mame tedy 4 mozZnosti vybéru: 4 _ _ _
Zbyvaji nam 3 poslanci. Na druhé misto méme tedy 3 moZnosti vybéru: 4 3 _ _

Po vybéru poslancii na prvni a druhé misto nim zustavaji 2 poslanci. Na tfeti misto
mame proto 2 moznosti vybéru: 4 3 2 _

A uZ nam zustal jen jeden poslanec, ktery ptijde jako posledni: 4 3 2 1
Vysledek: 4-3-2-1=24.
B) Dupék ma jit hned po Adamkovi. Tak je spojime dohromady a vznikne ndm jeden
celek:
Adamek + Dupak — AD.

(Dupék jde vzdy po Adamkovi, proto ho miizeme v moznostech sloucit s Addmkem.
Jeho vystup je urcen tim, kdy vybereme Addmka.)

Hleddme tedy rozmisténi pro 3 ,,poslance®, pro BeneSe, Coufalaa AD: — _ _ _
Pro vybér prvniho v pofadi mdme na vybér ze 3 mozZnosti: 3 _ _
Pro dalsi vystoupeni mdme uZ jen 2 mozZnosti: 3 2 _

A posledni moznost: 32 1
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Vysledek: 3-2-1=6.

MiiZeme si ovéfit, Ze opravdu v téchto Sesti moZnostech mame rozmisténé 4 poslance
podle zadani:

I)ADBC 2)ADCB

3) BADC 4)CADB

55\ BCAD 6)CBAD

C) Uvédomme si, Ze poradi, kdy je Bene§ pfed Dupdkem, a poradi, kdy je BeneS po
Dupakovi, je stejny pocet. Proto hned mizeme vidét, Ze vysledek je tedy pocet vSech
poradi déleno dvéma:

(4-3-2-1)/2=24/2=12.

Priklad 1.3.2. Predseda, mistopredseda . . .

Vedeni sportovniho klubu 1. FK Zborovice tvoii 3 muZi a 2 zZeny. Urcete:

A) Kolika zpisoby z nich lze vybrat pfedsedu, mistopiedsedu, icetniho, hospodare a
trenéra?

B) Kolika zptisoby z nich lze vybrat funkcionafe jak v pripadé 1. tak, aby ve funkci
predsedy byl muZz a ve funkci mistopfedsedy Zena nebo obracené?

Resenti:

A) 3 muzi + 2 zZeny = 5 lidi celkem.
PM U H T ( = Pfedseda Mistopfedseda U&etni Hospodat Trenér)
,,,,, —54321
Vysledek: 5-4-3-2-1=120.
(Pripomerime si, procC se ¢isla ndsobi. PouZivdme totiZ pravidlo soucinu.)

B) Ulohu si rozdélime na 2 rtizné situace:
I. P-muz a M-Zena:

Na misto pfedsedy vybirdme jednoho ze tfi muzii, na misto mistopiedsedy jednu ze

dvou Zen:

32___

Zbyvaji 2 muzi + 1 Zena = 3.
3-2.3.2-1=236.

II. P-Zena a M-muz:

Na misto predsedy vybirdme jednu ze dvou Zen, na misto mistopfedsedy jednoho ze
ti muza:

23___
Zbyvaj 2 muzi + 1 Zena = 3.
2.3.3.2-1=36.

Vysledek: 36 +36 = 72.
(Pripomerime si, proc ¢isla s¢itdme. PouZivame totiZ pravidlo souctu.)
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Priklad 1.3.3. Cisla

A) Urcete pocet vSech péticifernych pfirozenych ¢&isel, v jejichz dekadickém zdpisu
se vyskytuji ¢islice 0, 4, 5, 6, 7 a kazda z nich pravé jednou?
B) Kolik z nich je menS$ich nez 60 000?

C) Kolik z nich je délitelnych 5?

Resen:
A) Péticiferné ¢islo: _ _ _ _ _
Na prvni cifru miZzeme umistit jednu ze Ctyf Cislic: 4 _ _ _ _
Na dalsi cifru mame k dispozici pét ¢islic bez jedné, kterou jsme uz vybrali: 4 4 _ _ _
A postupujeme ddle, jak jsme zvykli: 443 2 1
Celkové: 4-4-3-2-1=96.
B) Na prvni cifru miZeme dat jen jednu ze dvou &islic: 4 a 5. (Pro¢? Cisla maji mensi nez
6000.)
Celkové: 2-4-3-2.1=48.
C) Péticiferné Cislo je délitelné péti pravé tehdy, kdyZz konci cifrou 0 nebo 5.
Kazdou situaci si vypocitdme zvIAst.

Cislo koncici ¢islici 0: na posledni cifru mame jen jednu moZnost: - _ _ _ 1.
Rozmistime ostatni ¢islice: 4-3-2-1-1 =24.
Cislo koncici ¢islici 5: na posledni cifru mame jen jednu moZnost: - - _ _ 1.

s v

Rozmistime ostatni ¢islice: 3-3-2-1-1 = 18.
Celkem: 24 + 18 = 42.

Definice 4. Permutace n prvkl je usporadand n-tice sestavend z téchto prvka tak, Ze se
v ni kazdy vyskytuje pravé jednou.

Jinak feceno: Permutace n prvki jsou pravé n-Clenné variace z té€chto prvkd.

z Mz

Definice 5. Pro kazdé ptirozené ¢islo n definujeme:
n'=n-(n—1)-...-2-1, kde0!=1.

Cislo n! &teme jako ,,n faktoridl®.

Z predchozich uvah vyplyva nésledujici véta:

Véta 2. Pro pocet P(n) vSech permutaci z n prvkii plati P(n) = n!.

Pokud rozpozname, Ze se v uloze ptdme na pocet jistych permutaci, je mozné piimo
pouzit vzorec.

Vypocitame si nékteré jiz feSené priklady s vyuzitim vzorce.
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Priklad 1.3.1 . Zdkon — podle vzorce
K ndvrhu zdkona se maji postupné vyjadrit 4 poslanci: Adamek, Benes, Coufal a Du-
pak. Urcete pocet vSech moznych poradi jejich vystoupeni.

Resent:
Vysledek: P(4) =4!=4-3.2.1=24.

Priklad 1.3.2. Pfedseda, mistopiedseda . . . — podle vzorce
Vedeni sportovniho klubu 1. FK Zborovice tvoii 3 muZi a 2 Zeny. Urcete kolika zpisoby
z nich lze vybrat predsedu, mistopfedsedu, ucetniho, hospodére a trenéra?

Regent:
3 muZi 4 2 Zeny = 5 lidi celkem.
Vysledek: P(5) =5!=5-4-3-2-1=120.

Shrnuti pocitdni podle vzorce:
Pouziti vzorce mlize urychlit feseni dlohy, vzdy je vSak nezbytné do tlohy nejprve
proniknout.

1.3.2 Priklady k procviceni
Priklad 1.3.4.

A) Uréete, kolika zptisoby lze sestavit rozvrh na tdtery pro 8. tiidu ZS Sypky, v niZ se
vyucuje 6 predmétl. Kazdy predmét ma praveé jednu vyucovaci hodinu denné a celkove se
vyucuje 6 vyucovacich hodin denné.

B) Kolika zptisoby lze sestavit takovy rozvrh, ktery ma jako teti vyucovaci predmét
zemépis? (Zemépis je jeden ze Sesti predméti.)

Reseni:
A)6-5-4-3-2-1=720 [= P(6)].
B)5-4-1-3-2-1=120.

Priklad 1.3.5.

Urcete, kolika zptisoby se v pétimistné lavici miiZe posadit:
A) pét chlapct;
B) pét chlapcd, jestlize Kuba a Jirka chtéji sedét vedle sebe;
C) pét chlapct, jestlize Kuba a Jirka chtéji sedét vedle sebe a Honza chce sedét na kraji.
Regent:

A) . 54321 —55-4:3.2.1=120.  [=P(5)]
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B) I. Kuba sedi vlevo od Jirky:

3chlapci+KJ=4— ____—4321—-4-3-2.-1=24. [=P(4)]
II. Kuba sedi vpravo od Jirky:
3chlapci+JK=4— ____—4321—4-3.-2.-1=24. [=P(4)]

Celkovy pocet jejich riznych rozsazeni je: 24 + 24 = 48.

O) L. Nejprve spocitime pocet zptisobu, kdy Honza sedi vlevo na kraji a Kuba hned
vlevo vedle Jirky:
H. __ —-1321—1-3-2-1=6.
Vysledek vynasobime dvéma, nebot’ pocet zpisobii, kdy Kuba a Jirka sedi vedle
sebe opacné, je stejny pocet: 2-6 = 12.

I1. Honza sedi vpravo na kraji a Kuba hned vlevo vedle Jirky:
___H—=3211—=3-2-1-1=6.

Vysledek opét vynasobime dvéma, nebot’ pocet zptisobi, kdy Kuba a Jirka sedi vedle
sebe opacné, je stejny pocet: 2-6 = 12.

Celkovy pocet jejich riznych rozsazeni je: 12+ 12 = 24.
Piiklad 1.3.6.

Ziéci 3. tfidy cht&ji nacviit divadlo na vano&ni besidku. Pani u&itelka musi 9 Zakim (5
chlapcti a 4 dévcata) rozdélit divadelni role:
Kral, kralovna, princ, princezna, dvorni ddma, sluZzebnd, podkoni, kovar a rytit.

A) Kolika zpisoby mizZe tyto role rozdélit?

B) Kolika zpisoby miiZe tyto role rozdélit tak, aby krdlovna a princezna byla dévcata a
kral a princ byli chlapci? Ostatni mohou byt jakkoli.

C) Kolika zptsoby muzZe tyto role rozdélit tak, aby Zenské role hrala dévcata a muzské
role chlapci?

Regent:
A) 9-8:7-6-5-4-3-2-1=362880 [=P9)]
B) 5-4-4-3-5-4-3-2-1=28800
C)5-4-4.3-2-1-3-2-1=12880 [=P(5)-P(4)]
Piiklad 1.3.7.

Urcete pocet vSech sudych péticifernych prirozenych ¢isel vytvorenych z cifer 1, 2, 3,
4, 5, nemize-li se v daném Cisle zadna cifra opakovat. [1]

Resent:
4.3.2.1-2=48 [=P(4)]
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Priklad 1.3.8.

Urcete pocet vSech Sesticifernych prirozenych Cisel vytvorenych z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5,
v nichZ se Zadna cifra neopakuje. [1]

Resent:
5-5-4-3-2-1 =600

Piiklad 1.3.9.

Kolika zptsoby lze postavit do fady 4 Anglicany, 2 Francouze a 3 Turky, musi-li osoby
téZe narodnosti stat vedle sebe? [1]

ResSeni:
Nejprve uréime poradi 3 skupin osob: Angli¢ant, Francouzt a Turkt: 3-2- 1.
A nakonec rozmistime osoby v rdmci skupiny:

4.3.2-1, 2-1, 3-2-1.
Celkem:3-2-1-4-3-2-1-2-1-3-2-1=1728 [=P(3)-P(4)-P(2)-P(3)].

Piiklad 1.3.10.

Urcete pocet vSech péticifernych pfirozenych &isel, v jejichz dekadickém zépisu je
kazda z ¢islic O, 1, 3, 4, 77
A) Kolik z téchto Cisel je délitelnych Sesti?
B) Kolik jich je vétsich nez 743007 [2]

Resent:
4.4.3-2-1=96
A) Ciferny soucet ¢isel je dé€litelny 3, proto Cisla délitelnd Sesti jsou praveé ta, kterd
kon¢i cifrou O nebo 4.
Onakonci:4-3-2-1-1=24
4nakonci:3-3-2-1-1=18
24+18 =42
B) Vétsich nez 74300 jsou pouze dvé€ ¢isla sestavena z téchto cifer, a to 74301 a 74310.
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Priklad 1.3.11.

Urcete, kolikrat 1ze premistit slova ve versi od Jana Kollara

,»am svobody kdo hoden, svobodu zna vaziti kazdou*

tak, aby se nepromichala slova véty hlavni a vedlejsi. [2] Obrazek 1.13: Socha
svobody, zdroj: [11]

Resent:
2-(4-3-2:1-4.3.2-1)=2-(4!)2 =1152 [=2-P(4)-P(4)]
Nasobi se dvakrit, protoZe miZeme jeSté prohodit celou vétu hlavni s vétou vedlejsi.

Priklad 1.3.12.

Kolika zpiisoby miZeme rozestavit 6 déti do kruhu? (Kruhy lisici se pouze pooto¢enim,
povazujeme za shodné.) [3]

Resen:

Do fady lze rozestavit 6 déti 6-5-4-3-2-1 = 720[= P(6)] zpusoby.

Ocislujeme-li mista v kruhu postupné 1, 2, 3, 4, 5, 6, pak kaZzdou fadu miZeme uvazit
jako kruh.

Vzhledem k tomu, Ze vSak nerozliSujeme kruhy liSici se jen pootocenim, je hledany

s s

pocet 720/6 = 120 (Pro kazdy kruh existuje 5 dal$ich kruhti li§icich se pouze pootocenim).

Priklad 1.3.13.

Kolik ndhrdelnikt I1ze utvofit ze 6 kordlkd riznych barev? [3]

Resen:

Mohlo by se zdat, ze podle predchoziho ptikladu je spravna odpovéd 120. Protoze vsak
nerozli§$ime dva nihrdelniky, z nichZ jeden vznikl pfevracenim druhého, je hledany pocet
120/2 = 60.

Priklad 1.3.14.

Kolika zptisoby miizeme posadit ke kulatému stolu 5 muzl a 5 Zen tak, aby zadné dvé
osoby téhoz pohlavi nesedély vedle sebe, jestlize

A) rozsazeni liSici se pouze pooto¢enim rozliSujeme.

B) rozsazeni liSici se pouze pootocenim, povaZzujeme za stejnd. [1]

ResSeni:
A) Pevné si ur¢ime jedno misto u stolu, na néj usadime muze a poté stiidavé ostatni
osoby:

MZMZMZMZMZ
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Pocet vSech takovych rozsazeni kolem stolu je:
5-5-4-4.3.3-2.2-1-1=5!-5! [=P(5)-P(5)]

Ovsem na naSem pevné ur¢eném misté miize sedét i Zena (tedy muZi a Zeny si vyméni
pozice), proto celkovy vysledek je:
2-(5!-51) =28800.

B) Podobné jako v predchozich ptikladech jesté vysledek z a) vydélime poctem moz-
nych pootoceni libovolného rozsazeni:

28800/(5+5) = 2880 .
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1.4 Kombinace bez opakovani

Ve variacich (i permutacich) vzdy zélezelo na poradi, v jakém jsme vybrané prvky uspora-
déavali. V kombinacich tomu tak neni, na potadi vybiranych prvki nezaleZi.
Ovsem stale prvky mezi sebou rozliSujeme a kazdy se miZe vyskytovat nejvyse jednou.

1.4.1 Uvodni piiklady
Priklad 1.4.1. Variace a dvojice

Kolik existuje usporddanych dvojic ze ¢tyf pismen — A B C D ? (Uspofddanych dvojic,
proto zdlezi na poradi prvkil ve dvojici.)

Resent:

dvojice: - - —4-3=12.

VSechny dvojice ze ¢tyf pismen — A B C D jsou:
AB AC AD BC BD CD
BA CA DA CB DB DC

Priklad 1.4.2. Kombinace a dvojice

Kolik existuje neusporddanych dvojic ze Ctyt pismen — A B C D ? (NezéleZi na poradi
prvkd, proto dvojice AB i BA je stejnd kombinace.)
(Jinymi slovy: Kolik existuje 2-prvkovych podmnoZin 4-prvkové mnoziny?)

Resent:
Usporadanych dvojic bylo: 4-3 = 12.

AB AC AD BC BD CD
BA CA DA CB DB DC

Kdyz se pozorné podivime na vypis, vS§imneme si, Ze neusporddanych dvojic je presné
2x méné.

Kazdy sloupec tvofi 2 stejné pismena jinak usporadané = permutace 2 prvkd.

Pocet dvouprvkovych permutaci je 2! = 2, to urcuje i pocet fadki.

Proto, pokud nezéleZi na poradi, vydélime vysledek 2! a ziskdme pocet neusporadanych
dvojic.

4.3 12
Vysledek: T 6.
Vypis viech neusporadanych dvojic ze 4 prvki: ~ AB AC AD BC BD CD

Priklad 1.4.3. Variace a trojice

Kolik existuje usporddanych trojic ze ¢tyt pismen— A B CD ?

Reseni:



Kapitola 1. Zdkladni kombinatorické pojmy 25

trojice: - - - —4-3-2=24
VSechny trojice ze ¢tyf pismen — A B C D jsou:
ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
BAC BAD CAD CBD
BCA BDA CDA CDB
CAB DAB DAC DBC
CBA DBA DCA DCB

Priklad 1.4.4. Kombinace a trojice

Kolik existuje neusporddanych trojic ze ¢tyf pismen— A B CD ?
(Jinymi slovy: Kolik existuje 3-prvkovych podmnoZin 4-prvkové mnoZiny?)

Regent:
Uspotéadanych trojic bylo: 4-3-2 = 24.

ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
BAC BAD CAD CBD
BCA BDA CDA CDB
CAB DAB DAC DBC
CBA DBA DCA DCB

Kazdy sloupec tvoii 3 stejné prvky jinak usporadané = permutace tfi prvka.
Pocet tiiprvkovych permutaci je 3! = 6, to urCuje i pocet fadkid. Proto, pokud nezalezi
na poradi, vydélime vysledek 3! a ziskdme pocet neusporddanych trojic.

4.3-2 24
Vysledek: = T 4.
Vypis viech neusporddanych trojic ze 4 prvki: ABC ABD ACD BCD

Priklad 1.4.5. ZkousSeni studentii

V Kralupech navstévuje druhou tiidu zakladni Skoly 30 Zakd.
Panf ucitelka by chtéla 3 z nich vyzkouSet z matematiky.
Kolika zptisoby mlizeme vybrat 3 Zaky na zkousSeni? [6]
Obrazek 1.14:
(Zéci jsou zkouSeni zdroveti, proto nezalei na jejich poradi.) Zkouseni,
zdroj: [11]

Resen:
Vybereme trojici zaka: 30-29 - 28
NezaleZzi na poradi, proto vydélime jest€ 3!.
30-29-28

Vysledek: - 4060.
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Shrnuti:

VSimnéte si, Ze pokud jsme tvofili neuspofddané dvojice, vypocitali jsme variace a
vysledek vydélili 2!.

Pokud jsme chtéli neusporadané trojice, vypocitali jsme opét variace a vysledek vydélili
3.

Jak by tomu bylo u ¢tvetic? ... Vysledek by se vydélil 4!.

Uvédomili jste si na piikladech, pro¢ tomu tak bylo?

Definice 6. k-Clennd kombinace z n prvki je neusporddana k-tice sestavend z téchto prvki
tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse jednou.

Jinak feceno:
k-Clennd kombinace z n prvki je k-prvkova podmnoZina mnoZiny témito n prvky uréena.

Z ptedchozich tvah vyplyva véta:
Véta 3. Pocet K(k,n) vSech k-clennych kombinaci z n prvkii je:

V(k,n)
Ko

K(k,n) =

Definice 7. Pro vyjadieni K (k,n) uzivdame i symbol <Z), nazyva se kombinacni Cislo a

¢te se ,.n nad k.

z v

Véta 4. Pro vsechna celd nezdpornd Cisla n,k, kde k < n, plati:

s ws

Kombina¢ni ¢islo — odvozeni:

Podle definice: K (k,n) = @
n!
V) =nln=1)(n=2)..(n—k+1) = =,
Vikon) _ Ghm_n!

Dohromady: K(k,n) = == = 0™ = i —a;
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1.4.2 ReSené priklady
Priklad 1.4.6. Knihy

Alena ma 10 knih, které jesté neprecetla. OdjiZdi na dovolenou a chtéla by si vzit dvé
knihy s sebou. Kolik ma riznych moznosti, jaké knihy si vybrat?

Regent:
Z 10 knih vybirame 2 tak, Ze nezdleZi na jejich poradi:

()

Obvykle si s timto vysledkem vysta¢ime. Ale zkusme si nyni i rozepsat:

10 10! 10! 10-9-8! 10-9
pu— pu— pu— pu— pu— . :4 .
(2) 21(10—2)! 218! 218! 2-1 39=4
10-9 10-9
Porovnejme s postupem z tivodu: T 5-9=45.

Priklad 1.4.7. Sachovnice

Urcete, kolika zptsoby lze na Sachovnici (8 x 8 policek) vybrat:
A) 3 policka?

B) 3 policka nelezici ve stejném sloupci?

C) 3 policka nelezici ve stejném sloupci ani ve stejné fadé?

D) 3 policka, ktera nejsou vSechna stejné barvy?

Regent:
A) Na Sachovnici je 64 policek. Z nich vybirame 3:

(5)

64\ 641 64l 64-63-62-61! 64-63-62
3 31(64—3)!  3!-61! 361!  3.2-1

Zkusme si 1 nyni rozepsat:

=64-21-31 =41664.

B) Od vsech trojic odecteme ty trojice, které lezi ve stejném sloupci.
Kolik je trojic, které lezi ve stejném sloupci? Z 8 policek v jednom sloupci vybirdme 3:

)

Sloupci je 8, proto toto ¢islo musime odecist osmkrat. Nas vysledek:

(634> —8- <§) [=41216]
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C) Od vysledku v bodé€ B) jesté odeCteme trojice, které lezi ve stejné fadé. Kolik jich

je?
8
()
Vysledek:

()56 ()= (5) e () o

D) Od vsech trojic ode¢teme ty trojice, které jsou bilé barvy, a trojice, které jsou cerné
barvy.
Policek bilé barvy je 32.
Polic¢ek cerné barvy je 32.

Vysledek:

() () (2)- ()= () oo

V tomto pifipadé jsme mohli postupovat i jinak.
Chceme znét pocet trojic, které nejsou stejné barvy. Tedy jsou to trojice, kde je bud
1 policko Cerné a 2 bilé, nebo 2 ¢erné a 1 bilé. Téch je:

32\ (32 32\ /32 32 32 32
: : =32. 32 =064- = 31744
()G (G) ()= () (5) mmen(3) 1o
Piiklad 1.4.8. Zeny a muzi

Urcete, kolika zpiisoby je moZno ze sedmi muzi a Ctyf Zen vybrat Sesti¢lennou skupinu,
V niZ jsou

A) pravé dvé Zeny?

B) aspon dvé Zeny?

C) nejvyse dvé Zeny?

ReSent:
A) Vybirame 2 Zeny ze 4 a zaroven 4 muze ze 7, nezélezi na poradi:

GO

B) V tomto piipadé¢ mliZzeme vybrat:
2 Zeny a4 muZze  nebo
3Zeny a3 muze nebo

) () () () () G) Fm

Vysledek:
C) V tomto piipadé¢ mizeme vybrat:
2 7eny a4 muZze  nebo
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1Zenu a5 muzi  nebo
74adnou Zenu a 6 muzu
Vysledek:

)@+ 0) ()0 (6)= G () () () () oo
1.4.3 Priklady k procviceni
Priklad 1.4.9.

Volejbalovy turnaj je rozdélen na 3 skupiny. V kazdé skupiné je 6 tymil. V rdmci
skupiny hraje kazdy tym s kazdym.

A) Kolik zdpasti se v turnaji odehraje?

B) Kolik zdpast se v turnaji odehraje, hraji-li jesté vitézové vsech skupin kazdy s kaz-
dym o celkové prvni misto?

Resen:

A)3 5 [= 45]

B)3- (g) + (z) [= 48]
Priklad 1.4.10.

Jaky bude celkovy pocet podani rukou:

A) jsou-li v mistnosti 3 lidé a kazdy si poddva ruku s kaz-

dym?
B) prijde-li dal$ich 5 lidi? Pivodni 3 lidé si uz ruce mezi Obrazek 1.15: Podéni
sebou nepodavaji. rukou, zdroj: [11]
Resen:

A) Uvédomme si, Ze se jedna o pocet neusporddanych dvojic, které mizeme sestavit
ze 3 lidi, vysledek:

B
0()Q) =

Priklad 1.4.11.

A) Kolika zptisoby je mozno z 18 kamaradu vybrat 9?
B) Kolika zpisoby je mozno z 18 kamaradu vybrat 9, poZadujeme-li, Ze kamarad Pepa
nebude mezi vybranymi?
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C) Kolika zptisoby je moZno z 18 kamaradu vybrat 9, pozadujeme-li, Ze mezi vybranymi
nebudou zdroveti ob& kamaradky Katka a Zofka?

D) Kolika zptisoby je mozno z 18 kamaradi vybrat 9 poZadujeme-li, aby mezi vybra-
nymi byl alespoii jeden z kamarddi Honza nebo Sldva?

Reseni: 18
A) <9 ) [= 48620)]
17
B)18—1=17, 9 [=24310]

C) Pozadujeme, aby ve vybéru nebyli obé kamarddky zaroven. Od vSech moznych
zpusobil vybéru tedy odecteme ty, kde jsou obé kamaradky zarover.

18
Vsech je: .
Sech je (9)

Ke Katce a Zofce vybereme dalsich 7 lidi, proto po&et moznosti, kde jsou ob& kama-

16
radky zaroven je 7
18 16
Celkem: o)\ 7 ) [=37180]

D) Zptsoby rozdélime na tfi disjunktni ptipady:
I. mezi vybranymi je jen Honza; II. mezi vybranymi je jen Sldva; III. mezi vybranymi
kamarddy jsou Honza i Slava zdroven.

I. K Honzovi vybereme dalSich 8 kamaradu, ze skupinky, kde neni Slava. II. Analogicky
i ke Slavovi. III. K obéma kamaradiim vybereme dalSich 7 kamaradu.

() (3)+(7)=2(5)+(5) =m0

Priklad 1.4.12.
Petr mad sedm knih, o které se zajima Ivana, Ivana ma -
deset knih, o které se zajima Petr. Urcete, kolika zptisoby
si Petr mtize vyménit dvé své knihy za dvé knihy Ivaniny. Obrazek 1.16: Khnihy,
[2] zdroj: [11]
Reéen71’: 0
. =945

) (5) o

Priklad 1.4.13.

Vyjadiete kombina¢nimi ¢isly, kolika zptisoby mtiZze m chlapcti a n divek utvofit tane¢ni
par. [2]
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Priklad 1.4.14.

Je dan ¢tverec KLMN. Na kazdé strané ¢tverce zvolime 8 vnitfnich bodu.

A) Urcete pocet vSech trojuhelnik, jejichZ vrcholy leZi v danych bodech.

B) Urcete pocet vSech trojihelniki, jejichz vrcholy lezi v danych bodech a kazdé dva
vrcholy jednoho trojihelniku leZi na riiznych stranach ctverce. [6]

Resent:
A) Od vsech trojic z 32 bodii odeéteme ty, které netvofi trojihelnik (ty co lezi na jedné
strané):

(332) 4 @ (= 4736]

B) Ze Ctyf stran vybere tfi a z osmi bodl na kazdé strané jeden:
4 8 8 8
. . . —4-83 =204
(3) (1) (1) (1) ==

Priklad 1.4.15.

Na bézecké trati bézi 8 zavodnikl. Do findle postupuji prvni tfi. Kolik je mozZnosti
na postupujici trojici? [6]

Reéengl’:
=56
(5) s

Priklad 1.4.16.

Kolika zptisoby 1ze rozdélit 12 hraci na dvé Sesti¢lennd volejbalova druzstva?
lvieéenll’:2
2 =462
()2 e

Priklad 1.4.17.

Kolika zptsoby 1ze 4 divky a 8 chlapcti rozdélit na dvé Sesticlennd volejbalova druzstva
tak, aby v kazdém druZstvu byla dvé dévcata a 4 chlapci?

lv{e§eni’: 5
. 22 =21
(o) (3)2 o
Priklad 1.4.18.

Ve skupiné je 20 déti, kazdé dvé déti maji jiné jméno. Je mezi nimi i Alena a Jana.
Kolika zptisoby lze vybrat 8 déti tak, aby mezi vybranymi:

A) byla Alena,

B) nebyla Alena,
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C) byla Alena a Jana,

D) byla alespon jedna z divek Alena, Jana,
E) byla nejvySe jedna z divek Alena, Jana,
F) nebyla ani Alena, ani Jana? [6]

A)IZ<19) [= 50388]

[=75582]

+ (178) - (168> (= 82212]

18)+(18)+<18) (= 107406]

7 7 8
18
F) < q ) [= 43758]
Priklad 1.4.19.

Kolika zptisoby lze 20 déti rozdélit do ti{ skupin tak, aby v prvni skupiné bylo 10 déti,
ve druhé skupiné bylo 6 déti a ve tieti zbytek? [6]

Reéenzl’(:) 10 4
() (9).(4) (s

Piiklad 1.4.20.

V sérii 12 vyrobki jsou pravé 3 vadné. Kolika zptisoby z nich lze vybrat:
A) 6 libovolnych vyrobkii,
B) 6 vyrobki bezvadnych,
C) 6 vyrobki, z nichz pravé 1 je vadny,
D) 6 vyrobk, z nichZ pravé 2 jsou vadné,
E) 6 vyrobki, z nichz pravé 3 jsou vadné? [5]

Resenti:

A) (1 62) [= 924]
B)

() e
o) ()
D) 2)

N\
Ne)
~

=378
5 ]

(9) = 378]

6
3
1
3

N
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VRO

Priklad 1.4.21.

Kolika zptsoby je mozné vybrat z pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych 30 tfi riizna
¢isla tak, aby jejich soucet byl roven sudému &islu? [1]

v
z

Reseni

B)() () o
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1.5 Variace s opakovanim

Vzpominate si na pocitani variaci bez opakovani? Zjistovali jsme pocet vybéri prvki, kde
zalezelo na poradi a kde se kazdy prvek vyskytoval nejvyse jednou.

Jediny rozdil u variaci s opakovanim je ten, Ze se prvky ve vybéru mohou opakovat.
UkaZeme si rozdil na piikladech.

1.5.1 ReSené piiklady
Priklad 1.5.1. Viajky
Vlajka ma byt sloZena ze tfi svislych pruht, k dispozici mame 5 barev — bilou, Cervenou,

hnédou, zelenou a Zlutou. Kazdou barvu miZzeme pouZit vicekrat.
(Ovsem jeden pruh miiZe byt obarven pouze jednou barvou.)

A) Urcete pocet vlajek, které 1ze z téchto barev sestavit.
B) Kolik takovych vlajek ma Zluty pruh?
C) Kolik vlajek m4 zluty pruh uprostred?
D) Kolik vlajek nema cerveny pruh?
E) Kolik vlajek nema ¢erveny pruh uprostied?
Regen:

A) Doplilujeme barvy na tfi ¢asti vlajky, vybirdme tedy 3 barvy z péti a pfitom barvy
milzeme pouZzit vicekrat:
1.2.3. »_ __

Na prvni misto mame 5 moZnosti:
5__

Na druhé misto mame opét 5 mozZnosti, barvy se mohou opakovat:
55._

Na tfeti misto mame opét 5 moznosti:
555

Vysledek: 5-5-5 = 125.

B) Situaci si rozdélime na tfi piipady: Bud’ Zluty pruh bude vlevo nebo uprostied nebo
vpravo na vlajce:
Z__ _Z_ __7Z
Umisténi Zluté barvy timto mame urcené. Na toto misto mame pouze jednu moznost

vybéru barvy = Zlutou:
- 1. __1

Na zbyvajici dvé mista mdme k dispozici pét barev:
155 515 551
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Jednotlivé moZnosti:

1-5-5=25,
5-1-5=125,
5-5-1=25.

JelikozZ se jednd o 3 rtzné pripady, z nichz k obarveni kazdého pifipadu mame 25
moZnosti, celkem budeme mit podle pravidla souctu: 25+ 25+ 25 = 75 rtznych
vlajek.

C) Zluty pruh uprostfed a na zbyvajici pruhy mame k dispozici 5 barev:
5-1.5=25.

D) Nema Cerveny pruh, pocet barev na vlajku je tedy 4:
4.4.-4=064.

E) Da se vypocitat dvéma zptlisoby:

I. MiZeme od poctu vSech vlajek odecist ty, které maji prostfedni barvu ervenou.
Tato ¢isla mdme uz vypocitané:

Pocet vSech vlajek 5-5-5 = 125.

Pocet vlajek s Cervenou uprostied 5-1-5 = 25.

Vlajky bez prostfedniho pruhu ¢erveného: 125 — 25 = 100.

II. Méame obarvit 3 pruhy na vlajce:

Zaéneme od prostfedniho pruhu. Na né¢j mdme pouze 4 barvy — ¢ervenou nechceme:
_ 4

Na zbyvajici dva pruhy miiZeme pouZzit 5 pét barev:

545

Celkem:

5-4-5=100.

Priklad 1.5.2. SPZ

Byvalé ceské SPZ tvorily 3 pismena a 4 ¢isla, napf. KMEQ782. Urcete, kolik riznych
SPZ diive mohlo byt?
Na SPZ se pouzivalo 28 pismen a ¢islice 0, 1,2, ..., 9.

Reseni:

Vybirdme prvky na 7 rliznych mist:

Prvni tfi mista tvofi pismena:

282828 ____

Zbyvajici mista tvoii Cislice 0, 1, 2, ..., 9, téch je 10:
282828 1010 10 10 )
Celkem: 282828 -10-10- 10 10 = 219520000. Obrézek 1.17: Auto, zdroj: [11]
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Priklad 1.5.3. Cisla

A) Urcete pocet vSech nejvyse Ctyfcifernych prirozenych Cisel sestavenych z Cislic 1,
2,3,7,8,9?

B) Kolik z nich je menS$ich nez 60007

C) Urcete pocet vSech nejvyse Ctyfcifernych pfirozenych &isel sestavenych z ¢islic 0,
1,2,3,7,8,9?

Resent:
A) Situaci si rozdélime na pripady:
I. Vybér Ctytcifernych &isel.
II. Vybér tricifernych cisel.
III. Vybér dvoucifernych Cisel.

IV. Vybér jednocifernych cisel.

I. Méme cCtyfi cifry: -~ _ _

Mizeme na né€ umistit ¢islice: 1, 2, 3, 7, 8, 9. Celkem 6 Cislic.
6666

Celkové: 6-6-6-6 = 1296.
II. Pro tticiferna ¢isla obdobné: 6-6-6 = 216.
III. Pro dvouciferna ¢isla: 6 -6 = 36.

IV. Jednociferna éisla: 6.

Vypocitali jsme, kolik mdme moZnosti pro vybér 4 riznych Cisel (nejprve Ctyiciferného
¢isla, poté tficiferného, dvouciferného a jednociferného), proto vysledek je podle pravidla
souctu:

1296 421643646 = 1554.

B) Postup feseni je stejny jako v A). Jediny rozdil bude pro vypocet Ctyicifernych Cisel.
Na prvnim mist& méZe byt pouze jedna z &islic: 1, 2, 3. Celkem 3 &islice. (Pro¢? Cisla maji
byt mensi nez 6000.)
3.6-6-6=0648

Pocet vSech nejvyse Ctyrcifernych prirozenych ¢isel mensich nez 6000 je:
648 +-216+36 46 = 906.

C) Opét si situaci rozdélime na piipady:
I. Vybér ctyfcifernych &isel.

II. Vybér tricifernych cisel.
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III. Vybér dvoucifernych Cisel.

IV. Vybér jednocifernych &isel.

I. Na cCtyfi cifry: - _ _ _
muiZeme umistit ¢tyfi Cislice z nasledujicich 7 ¢islic: 0, 1, 2, 3,7, 8, 9:
6777

Celkové: 6-7-7-7 = 2058.
II. Pro tficifernd ¢isla analogicky: 6-7-7 = 294.
III. Pro dvouciferna éisla: 6-7 = 42.

IV. Jednocifernd (pfirozend) Cisla: 6.

Vypocitali jsme, kolik mame moZnosti pro vybér 4 riznych ¢isel (nejprve Ctytciferného
Cisla, poté tticiferného, dvouciferného a jednociferného), proto opét podle pravidla souctu
je vysledek: 2058 4294 442 + 6 = 2400.

Definice 8. k-Clenna variace s opakovanim z n prvka je usporadana k-tice sestavend z téchto
prvki tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse k-krat.

Z ptedchozich tvah vyplyva nésledujici véta:

Véta 5. Pocet V'(k,n) viech k-clennych variaci z n prvkii je: V' (k,n) = n*,

Vypocitame si nékteré jiz feSené piiklady s vyuZzitim vzorce.

Priklad 1.5.1. Viajky — podle vzorce

Vlajka ma byt sloZena ze ti{ svislych pruht, k dispozici mdme 5 barev — bilou, Cerve-
nou, hnédou, zelenou a Zlutou. Kazdou barvu miZzeme pouzit vicekrat. UrCete pocet vlajek,
které Ize z té€chto barev sestavit.

Regent:
Pocet prvkd, z nichz vybirdme: n = 5.
Kolika ¢lennou variaci vybirdme: k = 3.
V'(3,5) =5%=125.

Priklad 1.5.2. SPZ — podle vzorce

Byvalé ceské SPZ tvofily 3 pismena a 4 Cisla, napt. KMEOQ782. Urcete kolik riznych
SPZ diive mohlo byt?

Na SPZ se pouzivalo 28 pismen a ¢islice 0, 1, 2, ..., 9.



Kapitola 1. Zdkladni kombinatorické pojmy 38

Reseni:

SPZ si rozdélime na dvé Casti, ¢ast pismen a Cast Cislic.

Pismena:
Pocet prvki, z nichZ vybirame: n = 28.
Kolika ¢lennou variaci vybirdme: k = 3.
V'(3,28) =283 = 21952.

Cislice:
Pocet prvkd, z nichZ vybirdme: n = 10.
Kolika ¢lennou variaci vybirdme: k = 4.
V'(4,10) = 10* = 10000.

Celkem: 283 - 10* = 219520000.

Shrnuti pocitdni podle vzorce:
Pouziti vzorce miZe urychlit feSeni dlohy, vzdy je vSak nezbytné do tdlohy nejprve
proniknout.

1.5.2 Priklady k procviceni
Priklad 1.5.4.

Kolik znacek Morseovy abecedy lze utvofit sestavenim tecek a ¢arek do skupin o jed-
nom az Ctyfech znacich? [2]

Resen:

Pocet jednoznakovych prvki Morseovy abecedy: 2 [=V'(1,2)]

Pocet dvouznakovych prvkd Morseovy abecedy: 2-2 =22 =4 [=V'(2,2)]
Podet tifznakovych prvki Morseovy abecedy: 2-2-2 =23 =8 (=V'(3,2)]
Podet &tyfznakovych prvki Morseovy abecedy: 2-2-2-2 =24 =16 [=V'(4,2)]

Celkem: 2 +4+ 8+ 16 = 30.

Priklad 1.5.5.

Zofka zapomnéla své telefonni &islo. Vi jen, Ze mélo pied&isli 773 a poté jej tvofilo
6 Cislic takovych, Ze: prvni tfi Cislice byly sudé nebo nula, dalsi dvé ¢islice byly liché a
posledni si nepamatuje vibec.

Kolik takovych riznych telefonnich ¢isel 1ze sestavit?

Resent:

Oznaéme: S — sudi &islice nebo nula, L — lichd &islice, C — libovolnd &islice
SSSLLC
5-5-5-5-5-10=31250.
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Priklad 1.5.6.

Kolik je vSech ctyfcifernych ¢isel délitelnych ¢tyfmi, v nichZ se vyskytuji pouze cifry
1,2,3,4,5.

Resent:

Mame k dispozici 5 Cislic.

Aby (Cislo bylo délitelné 4, musi posledni dvojcisli byt délitelné 4. V tomto piipadé
tedy posledni dvé cifry mohou byt:
12, 24, 32, 44, 52 = 5 moZnosti

Ctyiciferné &islo: _ _ _ _

Posledni dvé cifry maji dohromady 5 moZnosti: - _(_ ) — __5

Doplnime pocet moZnosti na ostatni cifry: 55 5

Vysledek: 5-5-5 = 125.

Priklad 1.5.7.

Urcete pocet vSech prirozenych ¢isel mensich nez milion, kterd Ize zapsat dekadicky
pouze pouZzitim Cislic 5, 8.

ReSent:

Rozdélime si priklad na situace Sesticifernych Cisel, péticifernych, Ctytcifernych, tfici-
fernych, dvoucifernych a jednocifernych. A vysledky z jednotlivych situaci podle pravidla
souCtu secCteme.

26425 +24 423422421 =126
[=V'(6,2)+V'(5,2)+V'(4,2)+V'(3,2)+V'(2,2) + V'(1,2)]

Priklad 1.5.8.

Jméno a piijmeni kazdého obyvatele méstecka s 1500 obyvateli miZe zac¢inat jednim
ze 32 pismen. DokaZte, Ze asponl dva obyvatelé méstecka maji stejné inicidly.

Resen:

Vsech moznych variaci inicidl je 32-32 = 1024[= V’(2,32)], coZ je méné& neZ pocet
obyvatel. Podle Dirichletova principu! musi v méste¢ku existovat nejméné 2 lidé se stej-
nymi inicidly.

Priklad 1.5.9.

Kuffik ma heslovy zamek, ktery se otevie, kdyZ na kazdém z péti kotoucd nastavime
spravnou cislici; téchto Eislic je na kazdém kotouci devét. UrCete nejvétsi moZny pocet

'Dirichletiiv princip je jednim ze zakladnich principi pouZivanych v kombinatorice. Jde o tvrzeni:
Umistime-1i m pfedmétti do n pfihradek, kde m > n a m,n € N, pak bude existovat alespori jedna pfihradka,
ve které budou alespori dva predméty.
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pokust, které je nutno provést, chceme-li kufiik otevfit, jestlize jsme zapomnéli heslo. [2]
Resent:

9.9.9.9.9=59049  [=V’(5,9)]

Priklad 1.5.10.

Na panelu je k zarovek, z nichz kazda muze svitit zelené, Zluté nebo Cervené. Urcete,
kolik riznych stavii miize panel signalizovat. [2]

Resent:
3 [=V/(k3)]
Priklad 1.5.11.

Urcete pocet vSech Sesticifernych ptirozenych ¢isel, jejichZ ciferny soucet je ¢islo sudé.

Resent:

Na prvni cifru nemize zvolit &islici 0, dal$i ¢tyfi cifry volime libovoln€ a posledni cifru
pak doplnime tak, aby ciferny soucet byl sudé ¢islo:
9-10-10-10-10-5 =450000

Priklad 1.5.12.

Kolik riznych vrhi 1ze provést A) dvéma, B) tfemi Sestibokymi kostkami? (Stény jsou
oznaceny jednou, dvéma, . . . aZ Sesti teckami.)

Resent:
A)6-6=36 [= V’(2,6)]
B)6-6-6 =216 [:V’(3,6)]
Priklad 1.5.13.

A) Urcete pocet vSech Ctyicifernych pfirozenych ¢&isel vytvorenych z cifer 1, 2, 3, 4, 5,
6, kterd jsou d€litelnd ctyfmi.

B) Urcete pocet vSech Ctyfcifernych prirozenych ¢isel vytvorenych z cifer 0, 1, 2, 3, 4,
5, ktera jsou délitelnd ctyfmi. [1]

Regent:

A) Poslednich dvojcisli sestavenych z uvedenych ¢islic délitelnych 4 je 9, proto:
6-6-9=324.

B) Poslednich dvojcisli sestavenych z uvedenych Cislic délitelnych 4 je 9, proto:
5:6-9=270.
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1.6 Permutace s opakovanim

Pfi pocitani s permutacemi bez opakovani jsme pocitali, kolik riiznych uspofadani mtizeme
utvorit ze vSech pfedem danych prvka, kde se kazdy vyskytoval pravé jednou.

I nyni nds bude zajimat pocet riznych usporadani dané délky ze vSech pfedem danych
prvki s tim, Ze nékteré prvky mezi sebou nerozliSujeme, jinak fec¢eno mohou se opakovat.
Na potadi prvku stéle zéaleZi.

1.6.1 Resené piiklady

Priklad 1.6.1. Vagony

Strojvedouci chce za lokomotivu pfipojit 3 vagény, 1 je ndkladni a 2 jsou osobni.
Kolik riznych moZnosti ma strojvedouct, jak vagény zapojit? (Osobni vagény mezi sebou
nerozliSujeme.)

Obrazek 1.18: Vlak s 1 ndkladnim a 2 osobnimi vagony, zdroj: [11]

Resent:
Uspordddme vSechny vagony:
3.-2-1=3!

Tim, Ze osobni vagony mezi sebou nerozliSujeme, jsme zapocitali nékterd usporadani
vagéni vickrat.

Nyni dostavame tato uspofddani (N — nakladni vagén, O1, O2 — osobni vagény — sice
je nerozliSujeme, ale pro vysvétleni pocitani si je oznacime):
NOIO2 OINO2 O102N
NO201 O2NOl1 O20IN

Jak to vyreSime?

Vsimnéte si, Ze sloupce tvoii pevné umistény nakladni vagén a k nému rizna umisténi
osobnich vagént. Pocet rliznych umisténi osobnich vagént je 2!. Proto pokud je neroz-
liSujeme, musime vysledek vydélit poétem permutaci osobnich vagénd.

3!

Priklad 1.6.2. Viocky

Petra ma Ctyfi papirové snéhové vlocky. Tti jsou bilé barvy a jedna je modrd. Kolik
ma moZnosti usporadani vlocek, chce-li je zavésit na Ctyfi okna tak, Ze na kazdém okné je
pravé jedna vlocka?

Resent:
Celkem jsou ctyfi vlocky, pocet jejich moznych usporddani je 4!.
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Obrazek 1.19: Priklad uspotadani vlocek, zdroj: [11]

JelikoZ bilé vlocky mezi sebou nerozliSujeme, délime jeSté poctem permutaci tfech
bilych vlocek a dostdvdme vysledek:

4!

5—4

Pro¢ délime po¢tem permutaci tiech vlocek?
Pokud si vypiSeme vSechna uspofdddni vlocek s rozliSenim bilych vlocek, dostdvame:
(B, By, B3 — bilé vlocky, M — modré vlocky)

MB;B,B; B;MB,B; B;B,MB; B;B,B;M
MB;B;B, B;MB3;B, B;B;MB, B;B;B,M
MB,B;B; B,MB;B; B,B; MB; B,B;B;M
MB,B;B; B,MB3;B; B,B;MB; B,B;BM
MB3;B;B, B3;MB;B, B3;B;MB, B;B;B,M
MB;B,B; B;MB,B;, B3;B,MB;, B;B,B'M

V tabulce mtizeme vidét, Ze sloupce tvoii pravé ty ¢tverice, které obsahuji stejné po-
staveni modré vlocky vici bilym. Tedy v rdmci sloupce je umisténi modré pevné ddno a
bilé jsou propermutoviny mezi sebou. Pokud tedy bilé vlocky mezi sebou nerozliSujeme,
musime vydélit po¢tem fadki a téch je prave 3!.

Priklad 1.6.3. Péticifernd cisla

Urcete pocet vSech péticifernych prirozenych ¢isel sestavenych z ¢islic 4 a 6, ma-li
Cislice 6 byt obsazena pravé ttikrat.

Resen:
Jestlize Cislice 6 mé byt obsaZena ttikrat, Cislice 4 bude obsazena dvakrét.
Rozmistujeme 2+ 3 (= 5) Cislic: 5-4-3-2-1 =51
Cislice 6 mezi sebou nerozliSujeme, taktéz i Cislice 4, proto jesté vydélime poctem

permutaci jednotlivych &islic:
5!

S TRE TR

Priklad 1.6.4. Abrakadabra

A) Urcete pocet zptisobt, jimiZ Ize pfemistit pismena slova ABRAKADABRA.
B) Urcete, v kolika z nich Zddné dvojice sousednich pismen neni tvofena dvéma pis-
meny A. [2]
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Resent:
A) Jde o permutace s opakovanim z péti pismen A, B, D, K, R, v nichZ je A pétkrat, B

dvakrat, D jednou, K jednou a R dvakrét. Pocet vSech permutaci tedy je:
11! 11!

5120201110 480

B) Nemaji-li byt dvé pismena A vedle sebe, musi byt kazdé z péti pismen A na jednom
ze sedmi mist vyznacenych podtrzitkem:
_B_R_.K_D_B_R_

7 . . 6!
Pét z téchto mist Ize vybrat (5> zpusoby a zbyvajici pismena lze pfemistit

2121

Pocet vSech ,,slov*, v nichZ Zddna dvé pismena A spolu nesousedi, je

7\ 6!
(5) 737 = 3780.

Definice 9. Permutace s opakovanim z n prvki je uspofddand n-tice sestavend z téchto
prvki tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje aspoi jednou.

Z ptedchozich tvah vyplyva nésledujici véta:

Véta 6. Pocet P'(ky,k, ... k,) vSech permutaci z n prvkii je:

(ki1 +ko+...+kp)!
ki! k! ... k!

Pl(ky,ko,. .. ky) =

UkaZeme si postup podle vzorce:

Priklad 1.6.1. Vagony — podle vzorce

Strojvedouci chce za lokomotivu pfipojit 3 vagény, 1 je ndkladni a 2 jsou osobni.
Kolik riiznych moZnosti ma strojvedouct, jak vagény zapojit? (Osobni vagény mezi sebou
nerozliSujeme.)

Resenti:

(142)!

/ _
P(1,2) = 1!-2!

=3

Priklad 1.6.4. Abrakadabra — podle vzorce
Urcete pocet zplsobd, jimiz lze pfemistit pismena slova ABRAKADABRA.

Reseni:

(1+1+42+245)! 11!

P'(1,1,2,2,5) = -

= 83160
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1.6.2 Priklady k procviceni
Priklad 1.6.5.

Urcete pocet zptisobu, jimiz lze umistit vSechny bilé Sachové figurky (krél, dama,
2 v€ze, 2 jezdci, 2 stielci, 8 pésakn)
A) na dvé pevné zvolené fady Sachovnice 8 x 8;
B) na nékteré dvé rady Sachovnice 8 x 8.

Resent:
A)
(I+1+2+2+2+38)! 16! ,
= = 64864800 =[P (1,1,2,2,2.8
21.21.21.8! 2.-2.2-8! [P(1,1,2,2,2,8)]
B)
8 16!
——— — 18162144
(2) 21.21.21.8! 816 00
Priklad 1.6.6.

Jisté jste poznali, Ze v anagramech AABIIKKMNOORT resp. MINIKABAROTOK
je zasifrovano slovo KOMBINATORIKA. Urcéete pocet vSech anagrami, jez lze ze slova
KOMBINATORIKA utvofit. [2]

Reseni:

Celkem je ve slové 13 pismen. Pocet jednotlivych pismen je:
A-2,B-1,I-2,K-2,M-1,N-1,0-2,R-1,T-1.
JelikoZ jednotliva pismena mezi sebou nerozliSujeme, dostavdme vysledek:
13!

. _ _ /

Priklad 1.6.7.

Urcete pocet vSech péticifernych pfirozenych Cisel, jez I1ze sestavit z Cislic 5 a 7, ma-li
v kazdém z nich byt Cislice 5

A) préavé trikrat;

B) nejvyse trikrit;

C) aspon tfikrat. [2]

Reseni:
A)
L =10 =[P'(2,3
B)
5! 5! ! >t =26 =[P'(3,2)+P'(2,3)+P'(1,4)+P'(0,5
3121 2131 T A ot =[P(3,2)+P(2,3)+P(1,4)+P(0,5)
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C)
>! + >! + >! =16 =[P'(3,2)+P (4, 1)+ P (5.0
3120 41-1!  51.0! [P'(3,2) (4,1) (5,0)]

Priklad 1.6.8.

Urcete pocet vSech Ctyicifernych prirozenych Cisel délitelnych deviti, v jejichZ deka-
dickém zapisu nejsou jiné ¢islice nez 0, 1, 5, 7. [2]

ReSeni:

Ciferny soucet uvazovanych ¢isel je nejvyse 4 -7 = 28. Podminka délitelnosti ¢isla
deviti je ekvivalentni tomu, Ze ciferny soucet je délitelny deviti. Do dvahy tak ptipadaji
pouze ciferné soucty 27, 18, 9.

Ciferny soucet 27 z uvaZzovanych &islic dostat nelze.

Ciferny soucet 18 lze dostat pouze pouzitim ¢islic 7, 7, 2, 2 anebo 7, 5, 5, 1.

Ciferny soucet 9 utvoii pouze Cislice 7, 2, 0, 0 nebo 7, 1, 1, 0 nebo 35, 2, 2, 0 nebo 3, 2,
I, 1.

Pocet Ctyfcifernych ¢isel odpovidajicich jednotlivym skupindm cifer:

7,7,2,2 %:6
|

7,5,5,1 %:12
|

7,2,0,0 ... %—3!:6

7,1,1,0 ... g_gz

s220 . 3
|

52,1,1 %:12

V nékterych piipadech jsme odecitali situace, kdy na prvni cifte je Cislice 0. Podle
pravidla souctu je pocet vSech Ctyfcifernych Cisel odpovidajicich zadani roven:
6+12+6+9+9+12=54.
Priklad 1.6.9.

Urcete pocet vSech anagramu, které 1ze ziskat z pismen slova ROKOKO, nesméji-li
v takovém anagramu stat vSechna tii pismena O vedle sebe. [1]

Resent:

Pozadovany vysledek ziskame, pokud od pocétu vSech anagrami odecteme ty, kde se
vyskytuji tfi pismena O vedle sebe (tfi O vedle sebe budeme pocitat jako jeden prvek).
6! 4!

31.21-10 2141111

=60—-12=48
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Priklad 1.6.10.

Urcete pocet vSech anagramd, které lze vytvofit z pismen slova PARABOLA, jestlize
pozadujeme, aby se ve vytvoreném anagramu pravidelné stfidaly samohldsky a souhlésky.

[1]
Resent:

Kazdy vyhovujici anagram za¢ina bud’ samohldskou, nebo souhldskou (mista pro dalsi
samohlésky, resp. souhldsky jsou pak jednoznacné urcena). Na zadanych mistech lze pak

4!
souhldsky umistit 4! zpisoby, pro zdpis samohldsek je pak i [P'(1,3)] moZnosti.

Podle pravidla soucinu je celkovy pocet anagrama 2 - (4! - ;) =192.

Priklad 1.6.11.

Pro osm studentt je pfipraveno v koleji ubytovani ve 3 pokojich, z nichZ 2 jsou tii-
lizkové, jeden dvoultizkovy. Kolik je zptisobti rozdéleni studentd do jednotlivych pokojti?

[1]

Reéem’:g‘
* . . /
IR 560 =[P'(2,3,3)]
Priklad 1.6.12.

Rychlikova souprava bude tvofena ze dvou zavazadlovych vozii, jednoho jidelniho
vozu, ¢tyfech vozil lizkovych a tif lehatkovych. Kolik riznych typi souprav lze sestavit?

[1]

. —12600 =[P'(1,2,3,4)]

Priklad 1.6.13.

Kdyz Christian Huygens objevil Saturniiv prstenec, zaSifroval sviij objev, jak bylo v té
dobé Casté, do nasledujiciho anagramu:

0000 pp g It S ttttt uuuuu

Nalezitym uspofddanim pismen dostaneme zpravu Annulo cingitur tenui, plano, nusquam
cohaerente, ad eclipticam inclinato. Cesky: Obklopen prstencem tenkym, plochym, nikde
nezavésenym, naklonénym k ekliptice.

Urcete, za jak dlouho by pocitac, ktery by vypsal milion permutaci Huygensova
anagramu za sekundu, vypsal vSechny permutace. [3]
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Resent:
Vsech permutaci je:
62! 62!

O1-71-71-51-51-51-50-41-41.21-21-21 1. (71)2- (51)4- (41)2- (21)3
=[P'(2,2,2,4,4,5,5,5,5,7,7,9)]

Toto &islo je pfiblizné rovno &islu 3,573 - 1090, Pocitag by potieboval Q
vice nez 10°* sekund. O velikosti tohoto &fsla si udélame predstavu,

kdyZ si uvédomime, Ze trvani naSeho vesmiru (tj. pfiblizné 15 miliard Obrazek 1.20:
roki) je méné nez 10'7 sekund. [3] Saturn, zdroj:

[11]

Priklad 1.6.14.

Poznite zpravu Gaia Iulia Caesara zaslanou do Rima po vitézstvi nad pontskym kralem
Farnakem, ktera se skryva v anagramu CDEIIIIINVVV? Kolika zptsoby lze v ni pfemistit
pismena? [2]

Reseni:
Veni, vidi, vici (PfiSel jsem, vid€l jsem, zvitézil jsem).
12! ,
Priklad 1.6.15.

Urcete pocet vSech deseticifernych ptirozenych &isel, jejichZ ciferny soucet je roven
ttem. Kolik z nich je sudych? [2]

ReSent:

Aby ciferny soucet byl roven tfem, miiZeme pouzit nasledujici skupiny Cislic:

I) jedna 3 a devét 0
1 moZnost.

II) jedna 2, jedna 1 a osm O
Na prvni cifru miZeme zvolit jednu ze dvou moznosti (1 nebo 2) a k obéma témto
moznostem existuje pro umisténi dal$i nenulové Cislice 9 rtiznych moZnosti. Celkem:
2-9 = 18 moZnosti.

III) tfi 1 a sedm O
Prvni cifra je je'dnoznaéné uréend C¢islici 1, poté pro rozmisténi zbylych dvou 1 a sedmi 0

= 36.

217!

Celkem podle pravidla souctu: 1+ 18436 = 55

Aby Ccislo bylo sudé, na posledni ciffe nesmi byt lichd Cislice, celkem takovych Cisel
!

. 8
Je. 1+(9+8)+r6!—46

je mozZnosti
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Priklad 1.6.16.
Urcete, kolik Ctyfcifernych Cisel Ize sestavit z cifer ¢isla 238 832. [2]

4 41

ST P35 =5 =B-P(22)+3-P(1,1,2)

48
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1.7 Kombinace s opakovanim

V kombinacich s opakovanim nas budou zajimat skupiny prvkd, kde nezaleZi na usporadani
vybranych prvki a kde se prvky mohou opakovat. Podivejme se hned na prvni priklad.

1.7.1 Uvodni priklady
Priklad 1.7.1. T7i kulicky tii barev

V sacku je mnoho Cervenych, modrych a zZlutych kuli¢ek. Kolik riznych moznosti
mame, chceme-li si vybrat 3 z nich? (Na poradi vybranych kuli¢ek nezaleZzi a kulicky téze
barvy mezi sebou nerozliSujeme.)

ReSent:
Pokud si zndzornime vSechny moznosti, zjistime, Ze jich je 10:

0ee 0ee VLV
O e

Qeu QL

e

0e

QLU

Obrazek 1.21: VSechny kombinace kulicek, zdroj: autor

Jak se pocetné dopocitdme k tomuto vysledku? Postup 1 pro dalsi ptiklady si zkusime
oddvodnit. Kazdou kombinaci kulicek si zaSifrujeme pomoci tecek a ¢arek nasledovné:

Mysleme si, Ze mdme tfi hromddky — na jedné jsou Cervené kulicky, na druhé jsou
modré a na posledni jsou Zluté kulicky.

b
- &
Obrazek 1.22: Tii1 hromadky kulicek, zdroj: autor

Pro kazdou kombinaci zakreslime pod pfisluSnou hroméddku tolik tecek, kolikrat se
v dané kombinaci tento prvek vyskytuje. A pro rozliSeni mezi sousednimi hromadkami
pouZzijeme svislou ¢aru (mezi prvni a druhou prihrddkou a mezi druhou a tfeti). Neni-li
kulicka nékteré barvy v dané kombinaci, nebude pod touto hromddkou Zadna tecka.
Dostaneme takové prifazeni:

666 — eee| |
e — ee | e
OG\J — oo | |e
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0ee

— e ee|
OOJ — eo|e|e
eLL o| | oo
666 — | eee|
0o . | o0 | o
6)) — | ° | [ X )

Vsimnéte si, Ze takové pfifazeni je jednoznacné — kazdé tif prvkové kombinaci miZeme
jednoznacné prifadit pétici sklddajici se ze 3 tecek a 2 svislych ¢ar a obracené.

Uvédomme si, Ze ackoli ndm u vybéru kuli¢ek nezdleZelo na poradi, u usporadéni tecek
a Car uz jejich poradi dilezité je. Od kombinaci s opakovanim jsme jednoznacné piesli
k permutacim s opakovanim, jejichz poc¢et uZ umime vypocitat, dostivame vysledek:

| |
B+t st o
31.21 3121

Pozndmka: Na pocet pétic sloZenych ze tif teCek a dvou Car se také muzeme divat jako na

5
vybér dvou mist z péti, na kterych budou svislé ¢ary. Tento pocet je tedy ( 2) .

Piiklad 1.7.2. CtyFi kulicky ti barev
V sacku je mnoho Cervenych, modrych a zlutych kuli¢ek. Kolik riznych moznosti

mame, chceme-li si vybrat 4 z nich?

Resen:
Stale mdme tfi hromddky — jednu ervenych, druhou modrych a posledni Zlutych

kulicek.
o &

Obrazek 1.23: Tii hromadky kulicek, zdroj: autor

Pocet kulicek prislusné barvy opét uréime teCkami a pro rozliSeni jejich barev opét
pouZzijeme 2 svislé Cary.
Pro¢ svislé ¢ary jsou praveé dvé? Je to dano poctem hromadek (rdznych prvki), pro

rozdéleni 3 rtiznobarevnych hromadek potiebujeme svislé ¢ary v poétu o jednu méné.
Ptiklad jednoho pfitfazeni:

QLLL — o| | oo

Rozmistujeme 4 tecky a 2 svislé ¢ary, kde zaleZi na jejich potadi, dostdvame vysledek:

(4+2)! 6! s (6
41.21 4120 - \2




Kapitola 1. Zdkladni kombinatorické pojmy 51

Priklad 1.7.3. T7i kulicky ctyr barev

V sacku je mnoho Cervenych, modrych, Zlutych a zelenych kuli¢ek. Kolik rGiznych
moznosti mame, chceme-li si vybrat 3 z nich?

Resent:
Nyni dostdvame ¢tyfi hroméddky — na jedné jsou Cervené kuli¢ky, na druhé jsou modré,
na tfeti Zluté a na posledni zelené kulicky.

@ @ . G

Obrizek 1.24: Ctyfi hromadky kuliéek, zdroj: autor

Zasifrovavame je stejnym zpusobem jako v predeslych dvou prikladech. Pomoci te¢ek
a svislych car. Kolik bude nyni tecek a ¢ar? Vybirdme 3 kulicky, proto budou 3 tecky.
Maime 4 rtizné barvy, proto budou 3 svislé Cary.

Priklad jednoho pfifazeni:

6)9 — | e |e]|e

7 ¥ 2

Rozmistujeme 3 tecky a 3 svislé ¢ary, kde zaleZi na jejich potadi, dostdvame vysledek:

(3+3)! 6! 6
31.3! 313! 3
Shrnuti:

V tvodnich piikladech jsme pocitali pocet vSech kombinaci s opakovanim pomoci
poctu vSech permutaci s opakovanim.

Pokud jsme méli vypocitat pocet vSech neusporadanych k-tic z prvki, kterych bylo n
druhd, vyuzili jsme k tomu pocet vSech permutaci z [k + (n — 1)] prvka (pocet kulicek,
které jsme vybirali + pocet svislych Car, jenz rozdélovaly hromadky).

Za chvili si ukdZeme, Ze tento postup opravdu vyhovuje i definici nize.

Je dilezité si uvédomit, Ze jsme doposud méli k dispozici vZdy dostatecny pocet prvki
(kulicek) od kazdého druhu (barvy). Tzn. pii pocitdni poctu vSech neuspotddanych trojic,
jsme méli k dispozici 3 kulicky od kazdé barvy. Pokud bychom méli jen 2 kulicky od nék-
teré barvy, musime to pfi vypoctu zohlednit. V feSenych piikladech pod definici nékteré
takové piiklady spocitame.

Definice 10. k-Clennd kombinace s opakovanim z n prvki je neuspotradand k-tice sestavena
z téchto prvka tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse k-krat.

Z ptedchozich tvah vyplyva nésledujici véta:

Véta 7. Pocet K'(k,n) vsech k-clennych kombinaci s opakovdnim z n prvkii je:

K (k) = ("*:"1)
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Odvozeni:

K'(k,n) = P'(k,n—1) nebo-li (’H_k_ 1) — [k+@m-1]!

k K(n—1)!

Rozepsdnim podle definic permutaci s opakovanim, kombinaci s opakovanim a kom-
bina¢niho ¢isla dostdvame:

, _(n+k—=1\  (nt+k-1)!  (n+k-1)!
K(k’”)_< k )_k![(n—f—k—l)—k]!_ Kl(n—1)!
, kt(n—1]  (ntk—1)!
Plin—1) = k!(iz—l)?] - <k!(n—1))!

_n+k—1)!

Dohromady: K’ (k,n) =P(k,n—1).

C kl(n—1)!

1.7.2 ReSené piiklady
Priklad 1.7.4. Kvddr

Urcete pocet kvadrd, jejichZ velikosti hran jsou prirozena Cisla, kterd jsou nejvyse
rovnd deseti. Kolik je v tomto poctu krychli? [2]

ReSent:
Vybirdme 3 &islice z deseti, ¢islice se mohou opakovat a nezédlezZim ndm na jejich
poradi. (3 tecky a 9 svislych ¢ar)

34+10—1 12 12!
( 3 )—(3) = 391 =20

Krychle ma vSechny délky hran stejné¢ dlouhé, my mame k dispozici 10 riiznych ¢islic,
proto je 10 krychli.

Priklad 1.7.5. Koldce

s

Obrazek 1.25: Tti druhy kolaca, zdroj: [11]

Matéjova maminka upekla 3 druhy kolacii — makové, ofechové, tvarohové. Od kazdého
5 kust. Urcete, kolika zptsoby si Matéj mize vybrat

A) 4 kolace;

B) 6 kolacu.
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Resent:
A) Vybirdme 4 kolace ze 3 riznych druht:

(T 6) e

B) V tomto piipadé si Matéj nemiizeme vybrat 6 kolacl stejného druhu. Piesto vy-
pocitime pocet vSech kombinact, jak si miZe vybrat 6 kolacu, a od tohoto poctu odecteme
pocet piipadd, které nelze sestavit. NemiZe si vybrat kombinaci Sesti makovych, Sesti
ofechovych a Sesti tvarohovych kolaca, tedy 3 pripady.

(6+(3_1)) ~3=28-3=25
6
Piiklad 1.7.6. Pohlednice

V novinovém stanku je ke koupi deset druhti pohlednic, pficemz kazdy druh je k dis-
pozici v padeséti exemplafich. Urcete, kolika zptsoby 1ze zakoupit

A) 15 pohlednic;

B) 51 pohlednic;

C) 8 riiznych pohlednic. [2]

Regent:
A) Vybirdme 15 pohlednic z 10 rtiznych druht:

15+ (10—1)\ (24 o241
( 15 )_(15) = a1 = 1307504

B) V tomto piipadé nemiZeme vybrat 51 pohlednic jednoho druhu. Proto odecteme
pocet piipadi, kdy jsou vSechny pohlednice stejné, a dostaneme nas vysledek:

1+(10—1
(5 T <510 >) _10= (2(1)) —10  [= 14783142660 — 10 = 14783142650]

C) Vybirame 8 rtiznych pohlednic, tzn. Ze se prvky nemohou opakovat:

(180> s

1.7.3 Priklady k procviceni
Priklad 1.7.7.

Urcete pocet vSech trojihelnikd, z nichZ zadné dva nejsou shodné a jejichz kazda strana
ma velikost vyjadfenou jednou z Cislic 4, 5, 6, 7.

Qo

Resent:
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Priklad 1.7.8.

Ze vsech bilych Sachovych figurek bez kréle a ddmy (tj. z osmi pésci, dvou vézi, dvou
jezdci a dvou stielci) vybereme A) trojici, B) dvojici. Jaky je pocet mozZnosti pro jejich

sloZeni?
S P PYIi g P
IMIINI 1N
Obrazek 1.26: Bilé Sachové figurky, zdroj: [11]
Regent:
6
A) <3)—3 [=20—-3=17]

(Odecitame moznosti, kdy jsme vybrali 3 véZe, 3 jezdce nebo 3 stielce.)

B) @ =10

Piiklad 1.7.9.

V sadé 32 karet je kazd4d z nasledujicich karet ¢tyfikrat: sedmicka, osmicka, devitka, de-
sitka, spodek, svrsek, krdl, eso; karty téZe hodnoty jsou pfitom rozliSeny témito ,,barvami‘‘:
Cervend, zelend, Zaludy, kule. Urcete, kolika zpisoby je moZno vybrat Ctyfi karty, jestlize
se

A) rozliSuji pouze ,,barvy* jednotlivych karet;

B) rozliSuji pouze hodnoty jednotlivych karet. [2]

ReSent: .
n(}) s

11
B —
) ( 4) = 330]
Piiklad 1.7.10. G @

Kolik riznych neusporadanych trojic mohou dat pocty tecek
na jednotlivych Sestibokych kostkéch pfi vrhu tfemi kostkami?

(Stény kostek jsou oznaceny jednou, dvéma, . ..az Sesti te¢- Obrazek 1.27:

kami.) Tti kostky, zdroj:
[11]

Resen:

G e
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Priklad 1.7.11.

Klenotnik vybira do prstenu tii drahokamy; k dispozici ma tfi rubiny, dva smaragdy a
pét safirii. Kolika zptisoby miiZe tento vybér provést, povazujeme-li kameny téhoZ druhu
za stejné? [2]

Resent:
5
—1 =10—1=9
) | |

Mezi 6 déti rozd€lujeme 15 (stejnych) tenisovych mickda.
A) Urcete pocet vSech moznych rozdé€leni.
B) Urcete pocet vSech rozdélenti, pfi kterych kazdé dit€ dostane aspon jeden micek. [1]

Priklad 1.7.12.

Resent:
A) Uvédomme si, Ze tentokrat rozd€lujici svislé cary ddvame mezi déti. Proto vysledek

(15+1(§— 1)) _ G‘S)) = 15504]

B) Nejprve dame kazdému ditéti jeden miCek a poté rozdélime zbylych devét micku.
9+(6—1) 14
= =2002
(5)=(6)

Kolika zptisoby si mohou tfi osoby rozdélit 7 stejnych hrusek a 5 stejnych jablek, aniz
by je krajely?
(Pripoustime i situace, Ze nékteré osoby nic nedostanou.) [1]

je

Piiklad 1.7.13.

Resent:
Nalezneme nejprve pocet vSech rozdéleni hrusek mezi 3 osoby, podobné jako v pred-

7+(3—1)) 9\

chozim ptikladu, zjistime, Ze jich je (

7 7
543-1 7
A poté pocet vSech rozdé€leni jablek, téchto je ( + (5 ) > = (5) .
9
Podle pravidla sou¢inu je moZzné rozdéleni obou druhti ovoce provést 2)\5)= 756

zpusoby.
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Priklad 1.7.14.

V lahtdkarstvi maji kdvu péti riznych druhd. Kolika zpa-

soby je mozné provést ndkup 12 balickt kavy? Kolika zpti-

soby je to mozné, pozadujeme-li, aby v nakupu bylo alesponi

po dvou bali¢cich kazdého druhu kdvy? [1] Obrazek 1.28: Kava,
zdroj: [11]

Resent: 6
Nakup kdv je mozny (12) [= 1820] zpisoby.

PoZadujeme-li, aby v ndkupu bylo alesponi po dvou baliccich kazdého druhu kédvy a
kavy je pét druht, deset balickd je uZz uréeno. Staéi tedy vybrat jen dva balicky kavy,

6
takovych moznosti je (2> [=15].

Priklad 1.7.15.

Kolika zptisoby lze do 9 riznych pfihradek rozmistit 7 bilych a 2 ¢erné koule
A) nesmi-li zadna prihradka zGstat prazdna?
B) mohou-li nékteré pfihradky zdstat prazdné? [1]

Resent:
A) Nesmi-li Zadna ptihradka zUstat prazdnd, tzn. Ze v kazdé bude pravé jedna koule.

Staci vybrat 2 ptihradky z deviti, v nichZ budou ¢erné koule. Do zbylych pfihradek je
rozmisténi bilych kouli jednoznacné.

Y e

B) Rozmistime bil€ koule a poté c¢erné koule:

(9)(9) oo

Pozndmka: VSimnéte si, Ze v pfipadé a) se jednalo o kombinace bez opakovéni. V pfi-
hradce mohla byt pouze jedna koule, tato ptfihradka se tedy nemohla opakovat ve vybéru
pro umisténi dalsi koule. V ptipadé b) v pfihrddce mohlo byt vice kouli a mohli jsme ji
tedy pouZzit opakované pro vybér umisténi dalSich kouli.

Priklad 1.7.16.

V prodejné maji na vybér 12 riznych lizatek. Urcete, kolika zptsoby si lze z nich
koupit A) 15 lizatek; B) 7 lizatek; C) 7 riznych lizatek. [5]

Resenti:
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A) (26) [= 7726160]
B) (}73) (= 31824

o) (172) = 792]

57
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1.8 Faktorial a kombinacni ¢isla

V této podkapitole si pfipomeneme, co to je faktoridl a kombinacéni Cislo, a ukdzeme si,
jak se s témito Cisly pocita. Poté s vyuzitim obou vyslovime a dokdZeme velmi uZite¢nou
Binomickou vétu.

1.8.1 Faktorial

Nez za¢neme fesit priklady, pfipometime si definici faktoridlu z podkapitoly /.3 Permutace
bez opakovdni.

z w7z

Definice 5. Pro kazdé pfirozené ¢islo n definujeme:
n'=n-(n—1)-...-2-1,kde 0! = 1.

Cislo n! éteme jako ,,n faktoridl®.

Pozndmka: VSimnéte si, Ze pro vSechna prirozend ¢isla n, k, kde k < n plati:

n!
n-(n—1)-(n=2)-...-(n—k+1) = Tl
Priklad 1.8.1.
Zjednoduste vyrazy:
(n+1)! n! (n—1)! n!
A) —— B C D
) n! )(n—l—l)! ) n! )(n—l)!
Reéem’:( DU el (D) ‘ \ |
n+1)! n+1)-n! n—+ n! n:
) n! n! 1 nt )(n+1)! (n+1)-n!  (n+1)
(n—1)! (n—1)! 1 n! n-(n—=1)"! n
C = =- D = =-=
) n! n-(n—1)! n )(n—l)! (n—1)! "
Priklad 1.8.2.
Zjednoduste vyraz:
(m+1)!  (2m)! +(3m—1)!
m! 2m+1)!  (3m—2)!
Resent:
(m+1)!  (2m)! +(3m—1)!_
m! 2m+1)!  Bm—-2)!
_(m+1)-m! (2m)! (Bm—1)-3m—-2)!
- m! (2m+1)-(2m)! (3m—2)! B
8m?* + 4m — 1
= l)— —+0CBm—1)= ————F—
1) = Gy T = U=,
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Priklad 1.8.3.

Zjednoduste vyraz:

(z+1)!+ z!
@)? (=D
Reseni
(Z+1)!+ z! _ (z+1)-2! z-(z—1)! _(z+1)+ z
()2 [z-D12 -z z—D!-(z—=1)! 2! (z—1)!
~(z+1) 7z _(z+1)+£_zz+z+1
7! (z—D'-z 2! .z

Priklad 1.8.4.
Zjednoduste vyrazy[2]:

1 3 n>—4 B n?—9 6 1
Ea!_()n—kl)(!_(n)—FZ)! )((n—|—3))!+((n+2))!_(n+l)!
k+2)!  _(k+1)! k! k+2)!  (k+1)!

© _2(k—1)! (k—2)! D) (k+1)! k!

Regi‘lﬁ:l 3 -4  n+l 3 (n—2)-(n+2)
VT D)l a2l kDol k)l (nt2) - nr )
~on+l 3 (n=2) (+1)-3-(0n-2) 0 _o
e+ 1) (n+ 1) (n+1)! (n+1)! C(n+1)!

1
B) (n+2)!
C)2
D)1

1.8.2 Kombinacni cisla

Opét si na uvod pripomenime definici kombinac¢niho Cisla z podkapitoly 1.4 Kombinace
bez opakovdni.

Definice 7. Pro vyjadfeni K (k,n) uzivame i symbol (Z) , nazyva se kombinacni ¢islo a

¢te se ,,n nad k.

Véta 4. Pro vSechna celd nezdporna ¢isla n, k, kde k < n, plati:
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Priklad 1.8.5.
A) Ovéite, zda plati rovnosti:
3\ /3 12\ /12 N (7 41\ (41
2/ \1) 7) \5) 7)) \1)° 4 ) \37

B) Dokazte, Ze pro vSechna celd nezapornad ¢isla n, k, kde k < n plati:

Resenti:
3 3! 313
N \2 Gy a1 ANO
N T E TR T (R
1) 113-1)! 112! 1
12\ 12! 2\ _ 12 o
7) 150 5) 57
N_T T, N_ 7 _7_ 5 . v
7) 700 7 1) 16 1
41 41! 41 41!
=—, =— ANO
(4> 4137! <37) I
n

B) (n—k> - (n—k)!-[rrll!—(n—k)]! - (n—rllcl)!-k! - (Z)

Priklad 1.8.6.

A) Vypocitejte:
5 14 38
0/)° 14)° 1

B) Dokazte, zZe pro vSechna pfirozena Cisla n plati:

L)) ()

Reseni: s 5 .
0) ~015-0) 5!
14 14!
:—:1
14) ~ 141(14— 14)!
38 38! 38! 38
1) 138—1) 371 1
(n) B n! _n!
0 (n—0 Al
B)L 0 0'(n—0)! n m\ _ () _,
ny n! _n' B 0
n) (n—0)-0' n
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i (71[) - 1!-(::!—1)! - (nﬁ!l)! -

Piiklad 1.8.7.

DokaZte, ze plati:

(-

Reseni:
0 B 0! B
0o/ 00
Priklad 1.8.8.

A) m(egr;efv(fz))s“ @ (221) + (231) - (232) @ i @ - @

B) Dokazte, Ze pro vSechna celd nezapornad ¢isla n, k, kde k < n plati:

@ " (k:il) - (ZE)

(7 7 70T 8 8!
A o g — > g ANO
) (5) * (6 501 6l (6) 612! -

21 21\ 211 21 22\ 22!
>+( >=—2,19'+3'18'_1540 <3)_—3!19!_1540 = ANO

(5) (G
5 5 5! 5! 6 6!

B) (Z) + (kil) - k!-(Z!—k)! + (k+1)g.[Zl_(k+1)]! -

n! n!

K-(n—k) [n—(k+1)]! k+1) k!-[n—(k+1)]!:
1

Skl n—( k+1 (n k k+l
n+1 B (n+1)!

:k!-[n—(k+1)]. (n—k)-(k+1) (k+Dl-(n—k)!

_(n+1
C \k+1
Vyjadrete jedinym kombina¢nim ¢islem soucet:

(5)+6)

Priklad 1.8.9.
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s ()= () () ()= )+ ()2

Priklad 1.8.10.

Vyjadrete jedinym kombinacnim cislem soucet:
3 . 4 n 5 N 6
3 3 3 3

4
Protoze = 4 , plati:

(3G G)=16) G- )+ ()-
()Gl

Reseni:

Pascalav trojihelnik

Vlastnosti kombina¢nich ¢isel ilustruje nésledujici schéma, které se nazyva Pascalav
trojuhelnik:
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Pokud si ¢isla ve schématu vycislime, dostaneme Pascaliiv trojihelnik tvaru:

1 5 10 10 5 1

Vsimnéte si v trojihelniku vSech vySe dokdzanych vlastnosti:

0 6 G) )

Plati také symetrie od stfedu kazdého fadku:

(0)=("0)

Soucet dvou sousednich ¢isel je ¢islo nachazejici se o fadek niZ mezi nimi:
n n n+1
+ =
(o) (1) =G5)

Jisté vSichni vite, ¢emu se rovna

1.8.3 Binomicka véta

(a+b)°’  [=1]
(a+b)'  [=a+b]
(a+b)?  [=da*+2ab+1°

Nekteri mozna tusite, cemu se rovna
(a+b)®  [=d°+3a*b+3ab® + b
Dokazali byste urcit i na ¢tvrtou?
(a+b)*  [=da*+4a’b+6a*b* + 4ab’ + b*]

A co (a+b)>? S pomoci Binomické véty snadno uréite i tento rozklad. Viimnéte si
koeficientli u jednotlivych mnohoclend.
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—
—
1 2 1 —
—
—

| 4 6 4 1

Jaké by tedy byly koeficienty u (a+ b)?
1 5 10 10 5 1

5 5 5 5 5 5

0 1 2 3 4 5
Koeficienty mnohoc¢lent snadno ur¢ime z Pascalova trojihelniku. V§imli jste si jeste,
jak je to s exponenty? U ,,a* postupné klesaly, u ,,b* se postupné zvySovaly a pfitom jejich

soucet je vZdy roven exponentu u zavorky (a+b).
Nyni uz mizeme snadno urcit cely rozvoj:

(a+b)° = <f)) b’ + (?) a*b' + (;) b+ (2) b + (i>a1b4+ (2) b’ =

= 1’b° +5a*b' +10a°b* + 10a°b> + 5a' b* + 1 =
=a +5a*b' +10a°b* + 10a*H> + 54'b* + b°

neboli

Binomicka véta. Pro vSechna ¢isla a,b a kazdé prirozené Cislo n plati:

(a+Db)" = (g>an+ (T)a“lb—i— (Z)a"2b2+...+

+ (n)a”—"bk+...+ ( " >ab”_1 + (n> b".
k n—1 n
Dikaz[10]:

Nejprve si ukdZeme dikaz pro n = 3.

Plati: (a+b)* = (a+b)-(a+b)-(a+b).

Zavorky postupné rozndsobime:

(a+b)-(a+Db)-(a+b) =aaa+ aab + aba + baa + abb + bab + bba + bbb.

Jednotlivé s¢itance tvori usporadana trojice prvki a a b. Které s¢itance mizZeme secist?
Ty jenZ maji stejny pocet prisluSnych prvki (napf. aab + aba + baa). Pocet takovych
s¢itanct dokdZeme spocitat pomoci permutaci s opakovanim.

3! 3
Pocet trojic se dvéma prvky a a jednim prvkem b je T ( 1) .

3! 3
Pocet trojic s jednim prvkem a a dvéma prvky b je o = ( 2> .
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Trojice obsahujici jen prvky a je jen jedna. Stejné tak trojice obsahujici jen prvky b.
Plati tedy:

3 3 3 3 3 3
3 3 2 2 3 _ 3 2 2 3
(a+b)’ =a —f-(l)a b+(2>ab +b’ = (O)a +(1>a b+<2)ab +(3>b

Pro obecny pifpad miZeme psét: (a+b)" = (a+b)-(a+b)-(a+b)----- (a+Db).

-~

Vynasobenim téchto n dvoj¢lenit dostaneme podobné jako v gﬁ’padu vySe soucet né-
kolika riznych n-tic prvki a a b.

n-tice sloZena jen z prvku a je jen jedna.

Pocet n-tic sloZzenych z (n — 1) prvki a a jednoho prvku b je

[(n—1)+1]!  n! _(n
(n—1)1! _(n—l)!l!_(l)

Pocet n-tic sloZzenych z (n —2) prvki a a dvou prvki b je

[(’(qn_—zz))fzzl]! " (n —né)!zz - (Z)

Obecné tedy pocet n-tic slozenych z (n — k) prvki a a k prvki b je

(n—k)+k]!  n!  (n
(n—k)'k! _(n—k)!k!_(k)'

Po secteni dostavame:

(a+b)"=a"+ (T)a"‘lb—l— <;>a”_2b2—i—...+ (Z)a”‘kbk+...—|— <ni 1>ab”_1 +b" =

_ (" n n\ w1 N\ w22 N\ n—kpk n n—1 n\ o n
—(O)a +(l)a b+(2)a b+...+(k)a b+...+(n_1>ab +(n>b.

Priklad 1.8.11.
Vypoctéte podle binomické véty:
(x+y)’

Reseni:

7 7 7 7 7 7
i = (D)s (et (D) (Dot (Dot (D)o

7 7
+ (6) x'y0 4 (7>x0y7 = x" +7x0y 4+ 21x°y% + 35x*y3 + 353y + 2142y + Tny® 47



Kapitola 1. Zdkladni kombinatorické pojmy 66

Priklad 1.8.12.
Vypoctéte podle binomické véty:
(X2 + 1)4

Resent:

(1) = (3) ()0 + (T) ()1 + (‘2‘) (2212 + (‘3‘) ()3 + (j) ()14 =

=B +abrext 4t 41
Priklad 1.8.13.

Vypoctéte podle binomické véty:

Priklad 1.8.14.
Vypoctéte podle binomické véty:

(2c+v/3)°

:(§>ch>6<ﬁ>°+(f)<2c> V3 + ()<2c>4 (V3P + ()<2c>3<ﬁ>3+

e (o (e

=64-c®+6-32-1/3-c>+15-16-3- c4+20 8-(v3)3-
+15-4-32.0246-2-(v/3)? ¢+ 3 =
=64-c®+192-/3-¢>+720-¢* +160-(v/3)? -3 +540-c2 +12- (v/3)% - c +27
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Priklad 1.8.15.

Vypoctéte bez kalkulacky uzitim binomické véty:

2,01*
Reseni:
2,014 =(2+1072)* =
4 4 —2\0 4 3 -2)1 4 2 —2\2
= 02-(10 )+ | 27 (107%)' + 22-(10 )+
4 4
+(5 21 (1072)3 + A 20.(1072)* =

—16+4-8-0,0146-4-0,0001 +4-2-0,000001 +0,00000001 =
= 16.32240801

Pozndmka: Priklad by se dal sice pocitat i rozndsobenim 2,01-2,01-2,01-2,01, ale bylo

vvvvvv

Priklad 1.8.16.
Vypoctéte bez kalkulacky uzitim binomické véty:
1,99*

Resent:
1,99 = (2—-1072)* =

= (3) 24 (=107%)0 + (‘1‘) 23 (=107 + (i) 22.(=1072)%+

4 4
+ 5 21 (—=1072)% + (4> 20.(—1072)* =
=16—4-8-0,014+6-4-0,0001 —4-2-0,000001 +0,00000001 =

= 15.68239201

Pozndmka: Ptiklad by se dal sice pocitat i rozndsobenim 1,99-1,99-1,99-1,99, ale bylo

vvvvvv
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1.9 Procvicovani

Priklad 1.9.1.

Volejbalovy turnaj je rozdélen na 4 skupiny. V kazdé skupiné je 5 tymil. V rdmci
skupiny hraje kazdy tym s kazdym.

A) Kolik zdpasti se v turnaji odehraje?

B) Kolik zdpasi se v turnaji odehraje, hraji-li jesté vitézové vSech skupin kazdy s
kazdym o celkové prvni misto?

Resenti:

B) 4- (;) + (2) (= 46].

Priklad 1.9.2.

Kolik anagramti Ize vytvofit z ndzvu brnénského prvoligového
fotbalového tymu?

Obrazek 1.29: Znak
(k 26. 4. 2015)

fotbalového  klubu,

zdroj: [11]
Resent:
Pocet pismen: A-1,B-1,J-1,K-1,0-2,R-1,V-1,Z-1
9!
5: 181440 [=P'(1,1,1,1,1,1,1,2)]
Priklad 1.9.3.

Z Cety 14 vojaku sestavujeme dvojclenné hlidky, kde jeden z vojaki je velitelem. Kolik
hlidek miZeme sestavit?

Reseni:

Velitel a vojék: 14-13 =182 [=V(2,14)]

Piiklad 1.9.4.

Kuba ma tfi cervené a dvé modré kostky, Ctyfi z nich chce . . . . .

postavit na sebe.

Kolik barevné rtiznych vézi mize postavit? Obrdzek 1.30: Cervené a
modré kostky, zdroj: [11]

Resenti:
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Miize pouZzit bud 2 Eervené a 2 modré kostky nebo 3 ¢ervené a 1 modrou.
4! 4!

o

Priklad 1.9.5.

Urcete pocet trojcifernych ptirozenych cisel, ve kterych se nevyskytuje Cislice 27

Reseni:
8-9-9 =648
Priklad 1.9.6.

Na cestu z Lisek do Bylnice si musime koupit listek na autobus. Na listku je uvedenych
9 &islic. Ridi¢ muze oznacit 1-8 ¢islic.
Kterych moznosti je vice, kdyZ ozna¢i dvé anebo sedm cislic?

Resent:
9 9 N .- o
,) =15 = 36, mozZnosti je stejny pocet.
Priklad 1.9.7.

Kolik riiznych zptisobl mame, chceme-li postavit 10 osob (Alenu, Danu, Elisku, Petru,
Zdenu, Karla, LuboSe, Ondfeje, Petra a Viktora) do fady tak, aby Zddné dvé Zeny ani muZzi
nestali vedle sebe?

Resent:
Pokud jako prvni bude jedna z Zen, zptisobd je:
5-5-4-4-3.3.2.2-1-1=15!-5!=14400. [=P(5)-P(5)]

Ovsem na prvnim misté miZe byt také muZz, proto celkovy pocet zpisobi je:
214400 = 28800.

Priklad 1.9.8.

Kolik sudych tficifernych ptirozenych ¢isel mizZeme sestavit z ¢islic 0, 1, 5, 6, 8, 9 tak,
Ze se Cislice mohou opakovat?

Reseni:
5:6-3=90
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Priklad 1.9.9.

Na visacim zamku jsou tfi kolecka ¢islic 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Pro jeho odemknuti
musime zadat spravnou posloupnost tii ¢islic. Kolik nejvic minut ndim muze trvat jeho
odemknuti, jestlize zadani jedné posloupnosti trvd primérné 1,5 sekundy?

Resent:
Jedna se o 1000 rtiznych Cisel, tedy 1000 riznych variaci.
1,5-1000 = 1500 sekund = 25 minut.

Priklad 1.9.10.

V prodejné maji na vybér 15 riznych hrnickl a sklenicek. Urcete, kolika zpisoby si
1ze z nich koupit A) 17; B) 8; C) 8 riznych.

Obrézek 1.31: Hrnky a sklenicky, zdroj: [11]

Reseni: 31
A) <17) [=265182525]
22
B) ( g ) [=319770]
15
O ( 8 ) [= 6435]
Priklad 1.9.11.

Z péti dévcéat Bary, Evy, Lidy, Niny a Ver¢i a ze ¢tyf chlapcti Marka, Olina, Pavla a
Vaska vybird pani ucitelka dvojici (divka a chlapec) na jizdu na dvojkole. Kolik takovych
riznych dvojic miiZe utvoftit?

Resent:
5-4=20

Priklad 1.9.12.

V sérii 11 vyrobki jsou pravé 3 vadné. Kolika zpisoby z nich Ize vybrat:
A) 5 libovolnych vyrobkd,

B) 5 vyrobki bezvadnych,

C) 5 vyrobki, z nichz pravé 1 je vadny,

D) 5 vyrobki, z nichz pravé 2 jsou vadné,
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E) 5 vyrobkd, z nichZ pravé 3 jsou vadné?

() e
B) @ =56

KON
o)) e
2 () () =
Priklad 1.9.13.

V restauraci nabizi 4 rizné polévky, 12 hlavnich jidel a 6 mouc¢niku. Kolik rGznych
obédi tvorenych z polévky, hlavniho jidla a mouc¢niku si miiZeme vybrat?

Reseni:
4.12-6 =288
Priklad 1.9.14.

Autobus linky 84 prijel na zastdvku Slovanské ndmésti, oteviely se troje dvefe a
nastoupila pouze Jitka se Zuzkou. Kolik bylo riiznych moZznosti, jak mohly divky nastoupit

do autobusu?

71

(MozZnosti povaZujeme za riizné, pokud alespon jedna osoba nastoupila jinymi dveimi.)

Reseni:
3.3=90 [:V’(2,3)]
Priklad 1.9.15.

Déti se mély ve skole fotit. Klara, Petra, Simon, Honza a Jirka chtéli spolec¢nou fotku,

ovSem za podminek, Ze divky chtéji stat vedle sebe a Jirka chce byt na kraji.

Kolikrat by musel fotograf vyfotit déti, aby zachytil vS§echny moZnosti, jak déti mohou

stat v jedné fadg?

Resent:

Jirku nejprve postavime vlevo, Klaru a Petru slou¢ime k sobé a rozmistujeme tedy 4

,,déti®:
1-3:2-1=6

Divky si mohou jesté prohodit mista: 6-2 = 12
Jirka mtiZe stat také vpravo, proto celkovy pocet fotografii by byl 12 -2 = 24.
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Priklad 1.9.16.

Maminka chce Jenikovi a Mafence rozdélit tii stejné hrusky
a dvé stejnd jablka. Kolika zplisoby to miize udélat, aniz

by ovoce kréjela? Obrazek 1.32: Ovoce,
(Pripoustime i situaci, Ze nékteré z déti nic nedostane.) [4] zdroj: [11]
Resent:

Tti hrusky samostatné mize maminka rozdélit ¢tyfmi zptsoby. (Rozdé€leni je ur¢eno
tim, kolik hrusek da Jenikovi, zbytek pripadne Mafence.) Dvé jablka pak nezavisle tiemi
zpusoby. Podle pravidla sou¢inu pak obé ovoce soucasné mize rozdélit 4 -3 = 12 zptisoby.

Priklad 1.9.17.
Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel sestavenych z pravé dvou ruznych Cislic. [4]
Resen: 0
o . v, 7 Ve . O v 1 o /.
Dvé riizné Cislice pouZité na zapis miZzeme vybrat ( ) > zpusoby, ze dvou vybranych
&islic miZzeme sestavit 2% — 2 riznych &tyfcifernych &isel (dvojku odeditdame za dvé &isla

10
sestavend pouze z jedné Cislice). Celkem mame ( ) > . (24 —2) = 630 ¢&isel. Nyni jsme

9
ale zapocitali i ¢isla zacinajici nulou, téch je (1) (2% — 1) = 63. Celkové dostavame

630 — 63 = 567 Cisel.

Priklad 1.9.18.
V roving je dano 10 riiznych bodu. Kolik pfimek tyto body urcuji, jestlize:
A) 7Zadné tii neleZi na jedné piimce,
B) pravé 6 z nich lezi na jedné piimce?

Resen:

10
A) Piimka je urcena dvéma body a na jejich poradi nezaleZzi, proto: ( ) ) [= 45]

B) (120) - (g) +1  [=31]

Priklad 1.9.19. ﬁ g@ ﬁ

Kolika zptisoby 1ze rozestavit v prvni fadé $a- 5
chovnice tyto bilé figurky: 2 kong, 2 stielce, —Obrazek 1.33: Sachové figurky, zdroj:
2 véZe, 1 krale a 1 ddmu? [11]

Resenti: |
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Priklad 1.9.20.

Maiame-li k dispozici neomezené mnoZzstvi minci o hodnotach 10, 20 a 50 haléri. Kolika

zpusoby z nich Ize vybrat 20 minci? [1]
lvieéenzl’:2

=231

20 [ ]

Priklad 1.9.21.

Kolika zptisoby lze na Sachovnici vybrat:

A) dvé pole,

B) dvé pole rliznych barev,

C) dvé pole neleZici ve stejné fadé ani ve stejném sloupci,

D) dvé pole rizné barvy neleZici ve stejné fadé ani ve stejném sloupci?

Reseni: o4
A) ( ) ) [=2016]

o(3) (3) oo
o(%) 1 () 1)
o ()G () ()

Pi#iklad 1.9.22. -ﬁ-—«-«—/“-’ -—JT

Seslo se pét pratel a navzdjem si potiasli rukama.

Urcete pocet vSech potieseni. Obrazek 1.34: Pét pratel, zdroj:
[11]
Reéensl’:
5 [= 10]
Priklad 1.9.23.

Kral Artus posila 6 spéSnych zprav svym rytifim. Kazdy ze tfi pfipravenych posli
miZe dorucit libovolnou ze zprav. Kolika zpiisoby miize krdl Artus rozdélit dopisy mezi
kuryry? [1]

Resent:
36=729  [=V/(6,3)]
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Priklad 1.9.24.
Kolik anagramu lze vytvofit z pismen nazvu nejstars$i brnénské univerzity?
Resent: 10!
A-3,K-1,M-1,0-1,R-1,S-1,V-1,Y-1: 3—":604800
[=P'(1,1,1,1,1,1,1,3)] '

Priklad 1.9.25.

U rovnice
X|+Xo0+x3+x4=9
urcete pocet feSeni v mnoziné celych nezdpornych cisel. [1]
Resent:
Zasifrujeme pomoci nul a jednicek tak, Ze mezi 9 jednicek (soucet je 9) vloZzime (4-1)
nul (ur¢ime tim rozdé€leni na 4 Cisla).

(9+491— 1) _ (192) 220

Maiame ctyfi bilé koule, ¢tyfi Cerné koule a Ctyfi Cervené koule. Kolika zpisoby je
muzZeme rozdélit do 6 rozlisitelnych piihradek? [3]

Priklad 1.9.26.

lvieéengl’: 9 9
B)() () o
Priklad 1.9.27.

Kolik piirozenych &isel mensich neZ 10° Ize zapsat pouze pomoci cifer 7 a 9? [1]

Reseni:
2422423424 425=62  [=V'(1,2)+V'(2,2)+V'(3,2) +V'(4,2) +V'(5,2)]

Priklad 1.9.28.

Resen:
Pocet semicifernych palindromu:
Staci rozmistit ¢islice na prvni Etyfi cifry, posledni tii jsou jednoznaéné urcené vybérem
prvnich tf{.
9-10-10-10 = 9000
Pocet osmicifernych palindromi 1ze spocitat podobné (vybirame jen prvni Ctyfi cifry):
9-10-10-10 = 9000
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je zeptedu i zezadu (napf. ,tabat®).

Urcete pocet sedmicifernych a osmicifernych palindroma
(v dekadickém zapisu), nesmi-li se Zadna Cislice uzit vice
nez jednou. [3]

Palindrom je posloupnost symbold, ktera je stejnd, ¢teme-li 1 5 7 3

Obrazek 1.35: Palindrom,
zdroj: autor

Priklad 1.9.29.

V méstské radé je 10 zdstupct levice a 11 zastupct pravice. Levici zastupuji 4 Zeny,
pravici 3 Zeny. Urcete, kolika zplisoby lze sestavit osmiclenny vybor, v némz ma byt stejny
pocet zastupct levice i pravice a stejny pocet muzd i Zen. [3]

Reseni:
Vybirdme 2 Zeny a 2 muZe z levice a stejny pocet i z pravice:

) G)G)G) e
Priklad 1.9.30.

Kolika zpiisoby lze postavit do fady na poli¢ku 10 rtiznych knih ¢eskych a 5 riznych
knih anglickych tak, Ze nejprve budou knihy ceské a vedle nich knihy anglické? [6]

Resent:
10!-5! = 435456000 [=P(10)-P(5)]
Priklad 1.9.31.

V krabicce je 10 pastelek, z toho 4 stejné Cervené, 3 stejné modré,
2 stejné zluté a jedna zelena pastelka. Kolika zptisoby 1ze pastelky
v krabi¢ce usporadat? [6]

Obrazek 1.36: Pastelky,

zdroj: [11]
Regent: |
° . . /
m—l%OO [=P'(1,2,3,4)]
Priklad 1.9.32.

V cukrdrné maji pét druhli dortl v dostate¢ném mnozstvi. Kolika zptsoby si mlizeme
koupit 8 dorti? [6]

Reseni:
12

A [= 495]



Kapitola 2
RozSirujici kombinatorické pojmy

2.1 Burnsideovo lemma

Toto dilezité lemma zformuloval anglicky matematik William Burnside (1852 — 1927).
Diky nému muzeme velice jednoduse spocitat na prvni pohled velmi slozité priklady.
NeZ pristoupime k samotnému lemmatu, zopakujeme si nékteré dilezité pojmy.

2.1.1 Pojmy

Permutace, grupa

Bud’ X libovolnd kone¢nd mnoZina. Symbolem S(X) znaime vSechny permutace
mnoZiny X.

Pfipomertime si, Ze permutace n prvkil je usporddand n-tice sestavend z té€chto prvku
tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje pravé jednou. CoZ miZeme fici i slovy, Ze permutace na
mnoZing X je zobrazeni z X do X, které je prosté (Zddné dva prvky se nezobrazi na stejny
prvek) a na kazdy prvek se néjaky prvek zobrazi.

MnoZinu vSech permutaci na mnoziné X budeme znacit S(X), jednotlivé permutace
budou znaceny feckymi pismeny (7, p,...).

Permutace 1ze sklddat a k dané permutaci lze najit permutaci inverzni.

Poznamenejme jenom, Ze 7 o p znaci permutaci vzniklou provedenim p a pak prove-
denim 7.

Pro dalsi dvahy jesté¢ vezméme jednu pevnou podmnoZzinu mnoziny S(X), ktera je
uzaviend na skladani permutaci, a ozna¢me ji G. Poznamenejme, Ze G je podmnoZina
permutaci takovd, Ze s kazdou permutaci obsahuje i jeji inverzi a se dvéma permutacemi
obsahuje i jejich sloZeni (mj. tedy obsahuje i identitu, tj. permutaci, kterd vSechny prvky
nechava na misté). [8]

Orbita

Pro x € X ozna¢me O, = {7 (x)|m € G} takzvanou orbitu prvku x; to jsou body, kam se
muiZeme z x dostat pouzitim permutaci z G. MnoZinu vech orbit, tj. {O,|x € X}, budeme
znacit 0.

Vsimnéte si, Ze pokud y € O,, tak Oy = O,. Intuitivné — pokud se z x mohu dostat do
y, tak se z obou mohu dostat do tychZ mist. [8]

76—
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Z toho ovsem plyne diilezity dusledek: orbity tvori rozklad mnoZziny X. Tzn., Ze kazdé
x € X lezi v pravé jedné orbité. Zjevné totiz x € O,. Pokud by x lezZel jest€ v néjaké jiné
orbité, tj. x € Oy a Oy # Oy, pak dle pfedchoziho odstavce O, = O,, coZ je spor. V mnoZiné
0 jsou tedy mnoziny, které jsou po dvou disjunktni a jejichZ sjednocenti je celé X. [8]

Pevné body, stabilizdtor

Je-lim € S(X), oznaéme Py = {x € X | m(x) = x} mnoZinu tzv. pevnych bodi permutace
T, tj. té€ch bodd, které  nechdva na misté.

Pro x € X oznaCme St, = {7 € G | m(x) = x} mnoZinu té&ch permutaci z G, pro které je
X pevhym bodem.

Lemma 1. Burnsideovo lemma

1

Ol =

Z ‘Pﬂ’7

neG

kde &' je mnoZina vSech orbit a G je n¢jakd mnoZina permutaci X, ktera je uzaviena na
skladani.
Jinymi slovy: Pocet orbit je primérny pocet pevnych bodi permutaci z G.

K dikazu pouZzijeme nasledujici lemma.
Lemma 2. Viastnosti St

(1) Je-li x € X, tak |0y |St| = |G.
(2) Jsou-li x,y € X ay € Oy, tak |St,| = |Sty].

Dikaz vlastnosti St[8]:

(1) Pro y € O, ozna¢me 7, libovolnou permutaci z G, kterd prevadi x na y, tj. ,(x) =y
(néjaka takova urcité existuje, jinak by y nebylo v O,).

Chceme ukdzat, Ze dvojic (y,p), y € Oy, p € Sty, je stejny pocet jako prvkd G. Nejlépe
to udélame tak, Ze najdeme predpis, jak takové dvojici prifadit prvek G tak, aby rliznym
dvojicim odpovidaly rizné prvky G a kazdy prvek v G byl pouZit.

Dvojici (y, p) piifadme prvek F(y,p) = m, o p. ProtoZe m, i p byly prvky G, je i jejich
sloZeni prvek G. Nyni je tieba ukazat, Ze zobrazeni F je prosté a na kazdy prvek se néjaky
prvek zobrazi.

F je prosté: vezméme (y1,p1) # (2, Pp2)- Necht' nejprve y; # yp. Potom F(y1, p1)(x) =
= y1, F(y2,p2)(x) = y2, a tedy zobrazeni F(y;,p1) a F(y2,p2) se li§{ alespoii hodnotou
v prvku x. Necht' je tedy y; =y, =y, a tudiz p; # p,. Existuje proto néjaké z € X, pro néz
P1(2) # P2(z). Oviem pak i F (y,p1)(2) # F (1. p2)(2). Takze F je prosté.

Na kazdy prvek se néjaky prvek zobrazi: méjme o € G a hledejme y € X, p € St,, Ze
F(y,p)=o0.Sta vzity=o(x)ap = (n,) ' oo.

(2) Abychom ukaézali, Ze |St,| = |St,|, najdeme né&jaké zobrazeni F : St, — St,, které
bude prosté a kde na kazdy prvek se né&jaky prvek zobrazi. Polozme F(p) = myop o (m,) 1.
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Thned vidime, Ze pro p € St, je F(p) € St,. Nepfilis téZko vidime, Ze F je prosté a na kazdy
prvek se néjaky prvek zobrazi.

Dikaz Burnsideova lemmatu[8]:

Dokazovanou rovnost upravme na tvar |0 - |G| =Y ;¢ |Px|- UvaZme nyni mnoZinu
A={(m,x) | T € G,x € Pr}. Nyni pouZijeme pom&rné& asty trik: budeme pocitat velikost
mnoziny A dvéma zplisoby. Nejprve berme permutace 7 z G jednu po druhé a pro kazdou
zjistéme, kolik x € X je mozno k =& pfidat, aby vznikla dvojice z A. Timto postupem
zjistime, Ze |A| =Y rcc | Prl-

A ted naopak probirejme prvky X a pro kazdy uréeme, kolik k nému miZeme pridat
permutaci 7. Takto zjistime, Ze |A| = ¥ cx |Stc|. Vzhledem k pfedchozimu lemmatu, ¢sti
(2), je toto rovno Y.pc g |Ox, | - |Stx, |, kde xo je libovolny prvek O. Vzhledem k lemmatu,
¢asti (1), mizeme toto ddle upravit na Y pc» |G| = |0 - |G|. Dohromady tedy dostavame
|0 |G| =Y e |Px|, coZ jsme chtéli dokdzat.

2.1.2 ReSené priklady
Priklad 2.1.1. Ndhrdelniky

Mame tfi brilianty a pét safirti. Kolik rtiznych nahrdelnikl z nich miizeme sestavit?
Nahrdelnikem rozumime navle¢eni drahokamu na $idrku (ta je vzadu svazana, Cili je
to kruh). Pritom dva nédhrdelniky, které se liSi jen pooto¢enim, povazujeme za shodné. [8]

ReSeni:

S nédhrdelnikem mtiZzeme provést celkem osm rotaci Ry, R, R2, R3, R4, Rs, R¢, R7,
pii¢emz Ry je rotace o k-45° (360° /8 = 45° — pootoCeni o jeden drahokam).

Kazdé této rotaci odpovidd permutace na mnoZzin€ vSech pevnych ndhrdelnikt. Napf.
rotaci Ry odpovidd permutace 7, kterd kazdy pevny nédhrdelnik zobrazi na jiny pevny
nahrdelnik, oproti pivodnimu otoceny o 45°.

Nyni pocet orbit, tj. ||, je hledany pocet rtiznych ndhrdelnikd. Jedna orbita je totiZ
tvofena pevnymi ndhrdelniky, které jdou na sebe prevést oto¢enim a které tedy povazujeme
za jeden nahrdelnik. Burnsideovo lemma nam fik4, Ze tento pocet miiZzeme zjistit tak, Ze
pro my, ..., 7 ur¢ime pocet pevnych bodl a spocteme primér.

o je identita, ma |X| = 56 pevnych bodi (je to poet riznych pevnych ndhrdelniki).
Snadno se rozmysli, Ze ostatni permutace Zadné pevné body nemaji (pokud otoc¢im jakkoli
usporadany ndhrdelnik, nikdy jej nemohu otocit na stejné usporadany). Primérny pocet
pevnych bodd je tedy

|O| = % -(56+0+0+04+0+0+0+0) =7.

Hledany pocet ndhrdelniki je tedy 7.

Priklad 2.1.2. Monomino

Kolika zptisoby miizeme umistit jedno monomino do tabulky 8x8 tak, Ze nerozliSujeme
situace vzniklé pootocenim i preklopenim?
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(Monomino je ¢tverecek o strané délky 1.)

Resent:

Permutace v tomto ptipadé¢ predstavuji 4 rotace a 4 osové soumérnosti.

Rotace 00°,90°, 180° a270°. Osové soumernosti s osou horizontalni(%), vertikalni(v)
a 2 diagondlni osy(d, d3), viz obrazek:

T

0° 90° 180° 270°

h v d1 d2

Obrazek 2.1: Permutace na ¢tvercové tabulce, zdroj: autor
Podle lemmatu dostidvame:

O] = < - (|Po| + |Poo| + | Piso| + |Pazo| + |Pu| + |Po| + |Par | + | Pazl)

0| =

Py je identita a pocet pevnych bodt je roven poctu riznych rozmisténi 1 monomina, tj.
|Py| = 64.

V dal$ich otocenich Pyg, Pigg a Pr709 at’ umistime monomino kamkoli, po otoeni se
nikdy nedostane do stejné pozice, tedy pocet pevnych bodi je v té€chto pripadech 0.

V osovych soumérnostech P, a P, také neni Zadny pevny bod.

Ovsem pro P;; a P, mame vZdy 8 pevnych bodd, jsou to pravé ty, které leZi na piislusné
diagondle (po prevriceni se pozice monomina nezméni).

Dosazenim: 1

|0 = 3 (64+0+0+0+0+0+8+8)=10.

Vsechny riizné moznosti, kam miiZeme monomino umistit, jsou znazornéné nize:

Obrazek 2.2: Mozna umisténi monomina, zdroj: autor
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Priklad 2.1.3. Ndramky

Na naramek mame pfipraveno pét Zlutych kordlkd, pét

¢ervenych a pét zelenych, které mame navléknout na nitku ‘ i ie
a svazat. Kolik riznych naramkt miZeme vytvofit? !)

Néramky liSici se pouze pootoenim nebo preklopenim Obrézek 2.3: Koralky,
jsou shodné. [1] zdroj: [11]

Resent:

S ndramkem muZeme provést celkem 15 rotaci Ry, . . ., R4, pficemZ Ry, je rotace o k- 24 °
(360°/15 = 24° — pooto€eni o jednu kordlku). A 15 pieklopeni kolem osy prochazejici
sttedem naramku (kruhu) a nékterym z koralkd. Pfi pieklopeni ziistava jeden kordlek na
misté a sedm dvojic koralkll si vyméni mista. Nema-li tato vyména mit vliv na barevnost
naramku, musi byt kazd4 z dvojic stejnobarevnd, coz viak v naSem piipadé neni moZzZné.

Podobnou tvahu Ize ovéfit pro neidentickd otidCeni. Barevnost, kterd se otocenim
nezméni, existuje jen pro otoceni 0 72°,144°,216° a 288°. Pfitom pro kazdé z uvedenych
otoceni existuje prave 6 takovych rozmisténi koralkd, které i po otoCeni naramku barevnost
naramku nezméni (kazdé tii po sobé jdouci kordlky maji rznou barvu). Tzn. pro kazdé
takové otoceni existuje 6 pevnych bodu.

Z Burnsideova lemmatu plyne, Ze hledany pocet naramki je roven:

1 15!

= (— = 25226.
|O| 30 (5!5!5!+6+6+6+6) 5226

Priklad 2.1.4. Dvé monomina

Kolika zptisoby miizeme umistit dvé monomina do tabulky 8x8 tak, Ze
A) nerozliSujeme situace vzniklé jen pootocenim,
B) nerozliSujeme situace vzniklé pootocenim i pieklopenim?

Regen:
A) Permutace v tomto piipadé predstavuji 4 rotace (0 0°, 90°, 180° a 270°).
Rotace o 0° (identita) ma tolik pevnych bodi, kolik je riznych rozmisténi dvou mo-
!

nomin do tabulky 8x8. Téch je

Rotace 0 90° nemd Zadny pevny bod (at umistime monomina kamkoli, po otoceni
nikdy nepiejdou ve stejné pozice).

V rotaci o 180° jsou ty pevné body, které odpovidaji pozicim monomin, kdy jedno
umistime do levé poloviny a druhé do pravé poloviny tabulky tak, aby si po otoCeni pozice
vymeénila. PficemZ do levé poloviny, do tabulky 8x4 mdme 32 mozZnosti, jak monomino
umistit. Pozice druhého v pravé poloviné je urcena jednozna¢né umisténim prvniho.

Rotace 0 270° nemd Zadny pevny bod stejné tak jako rotace o 90°.

Celkem rtiznych zptsobt, jak umistit dvé monomina do tabulky 8x8, kdy nerozliSujeme
situace vzniklé jen pootocenim, je:

0] = — - (2016 432) = 512.

1
4
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B) Permutace v tomto pripadé predstavuji navic oproti A) jesté 4 osové soumérnosti
(horizontélni(h), vertikédlni(v) a 2 diagondlni osy(dy, d»).

Horizontdln{ i vertikdlni osové soumérnosti maji stejny pocet pevnych bodi jako
otoCeni o 180°. Opét umistime jedno monomino v jedné poloviné a umisténi druhého
je jednoznacné urceno (po prevraceni si monomina vymeéni pozice).

U diagondlnich osovych soumérnosti rozdélime tabulku diagondlou. Pokud umistime
jedno monomino na jedno z 28 poli¢ek nad diagonédlou, umisténi druhého je opét jedno-
znacné urcené (tak, aby si po preklopeni vyménily mista), nebo miiZeme obé monomina
umistit kamkoli pfimo na diagonélu, téchto moZnosti je 2'—; =28.

Celkem pevnych bodii pro kaZdou z diagonalnich soumérnosti je 28 +28 = 56.

Celkem takovych umisténi dvou monomin je:

1
0] = g+ (2016+32+32+32+56+56) = 278.

Priklad 2.1.5. Krychle

Kolika zplisoby lze obarvit stény dané krychle dvéma
barvami (Cernou a bilou)?

Krychle liSici se pouze jakymkoli oto¢enim povazujeme za

shodné. [1] Obrazek 2.4: Krychle,

zdroj: [11]

Resent:

ProtoZe krychli miZeme polozit na libovolnou z Sesti stén a ¢tyfmi zpasoby ji otocit
nékterou ze sousednich stén dopiedu, ziskdvame 24 riznych permutaci.

I) identita: po&et riznych obarveni pevné postavené krychle dvéma barvami je 2° = 64.

vevs

IT) neidentické otaceni kolem osy prochazejici protéjSimi vrcholy: (madme 4 dvojice
protéjsich vrchold a pro kazdou dvojici jsou dvé neidentickd otoeni — o 120° a 0 240°,
celkem 8 neidentickych otoc¢eni) pevné body tvofi ta otoceni, kdy tii st€ny u vrcholu,
kterym prochdzi osa otdceni, maji stejnou barvu. Takovych riiznych obarveni krychle je
22 =4,

III) neidentické otaceni kolem osy prochézejici stiedy protéjSich hran: (takovych dvojic
hran je 6 a pro kazdou dvojici je jediné otoceni o 180°, celkem jde o 6 neidentickych
otoceni) pevné body tvofi ta otoCeni, kdy dvé stény pfiléhajici k hrandm, kterymi prochédzi
osa otdceni, maji stejnou barvu. I zbylad dvojice st€én musi mit stejnou barvu. Proto takovych
riznych obarveni krychle je 23 = 8.

IV) neidentické otdceni kolem osy prochézejici sttedy protéjSich stén: (mame 3 dvojice
protéjsich stén a pro kaZdou dvojici tfi neidentickd otoceni —090°,0 180° a0 270 °, celkem
9 neidentickych otoceni) v piipadé otoceni 0 90° a 0 270° tvori pevné body ta otoCenti, ve
kterém vSechny Ctyfi stény, kterymi neprochdzi osa, jsou obarveny stejnou barvou. Pro tato
otoCenti (kterych je celkem 6) je 23 = 8 riiznych obarveni. V piipadé otoeni o 180° tvoii
pevné body ta otoceni, ve kterém jsou obé dvojice proté;Sich stén, kterymi neprochdzi osa,
obarveny stejnou barvou. Téchto riiznych obarvent je celkem 2* = 16.

Popsali jsme 1+ 8+ 6+ (6 + 3) = 24 permutaci. Podle lemmatu plati:
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1
|0 = ﬂ-(64+8-4+6-8+6-8+3- 16) = 10. [1]

2.1.3 Priklady k procviceni
Priklad 2.1.6.

Kolika zpisoby miiZeme umistit jedno monomino do tabulky 7x7 tak, Ze nerozliSujeme
situace vzniklé pootocenim i pieklopenim?

ReSeni:

Permutace v tomto pripad¢ predstavuji 4 rotace a 4 osové soumérnosti.

Rotace 0 0 0°,90°, 180° a 270°.

Osové soumérnosti s osou horizontalni(k), vertikalni(v) a 2 diagondlni osy(d;, d»).

Rotace o 0° (identita) ma 49 pevnych bodu.

Rotace 0 90° m4 1 pevny bod (umisténi monomina na stfed).

Stejné tak i rotace o 180° a 0 270° maji kazdd 1 pevny bod.

V osovych soumérnostech je vZdy 7 pevnych bodl (umisténi monomina na jedno ze
7 policek na ose).

Stejné i na diagondlnich soumérnostech je v kazdé 7 pevnych bodi.

Celkem:

1
g (@OF1+1+14+7+7+7+7) = 10.

Priklad 2.1.7.

Kolika zpisoby miZeme umistit dvé monomina do tabulky 7x7 tak, Ze
A) nerozliSujeme situace vzniklé jen pootocenim,
B) nerozlisujeme situace vzniklé pootocenim i pieklopenim?

Regent:
A) Permutace v tomto piipadé predstavuji 4 rotace (0°, 90°, 180° a 270°).
!

A 1176 pevnych bodu.

Rotace 0 90° nemd zZadny pevny bod.

V rotaci 0 180° je 21 pevnych bodi, kdy umistime jedno monomino v levé poloviné
a druhé je opét jednoznacné urcené. A 3 pevné body v situaci, kdy jedno monomino
umistime na prostiedni sloupec na jedno ze 3 hornich policek a druhé na jeho otoenou
pozici. Celkem v této rotaci je 24 pevnych bodi.

Rotace o0 270° nemd Zadny pevny bod stejné tak jako rotace o 90°.

Celkem rtiznych zptsobt, jak umistit dvé monomina do tabulky 7x7, kdy nerozliSujeme
situace vzniklé jen pootocenim, je:

Rotace 0 0° (identita) ma

1
0] = 7 (1176+24) = 300,

B) Permutace v tomto pfipadé predstavuji navic oproti A) jesté 4 osové soumérnosti
(horizontélni(h), vertikdlni(v) a 2 diagondlni osy(dy, d>).
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Horizontaln{ i vertikalni osové soumérnosti maji 21 pevnych bodl, kdy umistime
!

monomina v odpovidajicich si polickach v opanych polovinich. A 2'—5‘ = 21 pevnych
bodt, kdy jsou obé monomina na ose soumernosti. o

U diagondlnich osovych soumérnosti je situace velmi podobnd jako u horizontalni a
vertikalni soumérnosti. Pro kaZzdou diagondlni soumérnost je 42 pevnych bodu.

Celkem:

1
3 (1176 +24+42+42+42+42) = 171.
Priklad 2.1.8.
Kolika zptisoby lze obarvit dvéma barvami policka Sachovnice
A) 3x3,
B) 4x4?

Pritom dvé obarveni, které miZeme jedno z druhého ziskat oto¢enim Sachovnice, po-
vazujeme za stejnd. [9]

Resent:
Opét uvazujeme 4 permutace (4 rotace):
A)
1
h (27423 4+254+2%) =140
B)
1
& (216 4 2% 428 4 2%) = 16456
Priklad 2.1.9.

Kolika zpiisoby lze obarvit dvéma barvami policka prosklené Sachovnice
A) 3x3,
B) 4x4?

Dvé€ obarveni, které miizeme jedno z druhého ziskat otocenim nebo pireklopenim Sa-
chovnice, povazujeme za stejnd. [9]

Regent:
Uvazujeme 8 permutaci (4 rotace a 4 osové soumernosti):
A)
1
g (22423 427423 426 426 426 4+ 20) = 102
B)
1
5 (216+24+28+24+28+28+210+210) — 8548

Priklad 2.1.10.

Détskd sklddanka obsahuje 3 cervené, 3 modré a 3 zelené ctvercové desticky. Kolika
zpusoby je lze sestavit do velkého Ctverce 3x3, nezalezi-li na natoceni? [9]

Resenti:
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4 permutace (4 rotace):

1 [ 9
e — 504
2 (3!3!3!+0+0+0> 5040

Priklad 2.1.11.

Kolik riznych naramki si miiZzeme vytvorit ze 2 Zlutych a 4 oranZovych kordlkd, jest-
lize:
A) nerozliSujeme ndramky vzniklé jen pootocenim,
B) nerozliSujeme naramky vzniklé pootocenim i pieklopenim?

Resent:
A) 6 pootoceni
1 !

6!
6' (m+0+0+3+0+0> =3

B) 6 pootoceni a 6 preklopeni

1 /6!
3 (m+o+0+3+0+o+3+3+3+3+3+3) =3

Priklad 2.1.12.

Kolik riznych naramki si miZeme vytvofit ze 3 safird a 4 rubint, jestliZe:
A) nerozliSujeme naramky vzniklé jen pootocenim,
B) nerozliSujeme ndramky vzniklé pootoc¢enim i preklopenim?

Resent:
A) 7 pootoceni
!

1 /7
2 (ﬁ +o+o+o+o+o+o> =5

B) 7 pootoceni a 7 preklopeni

1 7!
7R (W+0+0+0+0+0+0+3+3+3+3+3+3+3) =4
Pozndmka: Vsimnéme si, Ze v tomto piikladé se 3 safiry a 4 rubiny je 5 riznych naramkd,
pokud nerozliSujeme jen naramky vzniklé pooto¢enim. Pokud navic nerozliSujeme na-
ramky vzniklé i pfeklopenim, dostdvame 4 rtizné naramky. To znamend, Ze preklopenim
nam splynou 2 niaramky, které jsme v moznosti za A) povazovali za rizné. Jsou to pravé
tyto dva:

Obrazek 2.5: Naramky ze 3 safird a 4 rubind, které pieklopenim splynou, zdroj: autor
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Priklad 2.1.13.

Kolik riznych ndhrdelnikli si miZeme vytvofit ze 2 modrych, 4 bilych a 4 ¢ervenych
koralkd, jestliZe:
A) nerozliSujeme nahrdelniky vzniklé jen pootocenim,
B) nerozliSujeme ndhrdelniky vzniklé pootocenim i pfeklopenim?

Reseni:
A)
! 10¢ +0+0+0+0+5 4! +0+0+0+0) =318
10 \2!414! 212! -
B)

1 10!
20

41 "
mmm+”+0+0+0+5§§rH””+0+0+HY(5550}zlm

Priklad 2.1.14.
Kolik rtiznych ndramki si miizeme vytvorit ze 2 zelenych, 2 Zlutych a 3 bilych koralkd,
jestlize:
A) nerozliSujeme ndramky vzniklé jen pootocenim,
B) nerozliSujeme ndramky vzniklé pootocenim i pfeklopenim?

Reseni:
A)
! I +04+04+0+0+0+0) =30
7 \ 212131 -
B)

|

7!
{m +0+0+0+0+0+0—|—7~(3!)} =18

1
14
Priklad 2.1.15.
Kolik rtiznych nadramka si mizeme vytvorit ze 2 safirti, 3 smaragdu a 3 rubintl, jestliZe:

A) nerozliSujeme ndramky vzniklé jen pootocenim,
B) nerozliSujeme ndramky vzniklé pootocenim i pfeklopenim?

Reseni:
A)
1 -Ji—+o+0+o+o+0+o+0 =70
8 \ 213131 N
B)

|

1 [ 8
B B 4.04+4-(2-3| =
v LBB!+0+0+0+0+0+0+0+ 0+4-( 3)] 38
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Priklad 2.1.16.

Urcete, kolik zplisoby je mozné obarvit stény krychle, mame-li k dispozici tfi rdzné
barvy. Pfitom dvé obarveni, které mizeme jedno z druhého ziskat oto¢enim krychle, po-
vazujeme za stejnd. [1]

Reseni:

1

ﬂ.(36+8.32+6~33+6~33+3-34) =57
Piiklad 2.1.17.

2%

Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit nékterou z thlopficek. Kolik rtiznych krychli
muzeme ziskat? [1]

Reseni:

1
ﬂ-(26+8-22+6-2f“+6-0+3-24):8
Piiklad 2.1.18.

Na kazdou ze sté€n krychle mame nakreslit Sipku mifici k nékterému z vrcholl krychle
lezicich v této sténé. Kolik riznych krychli miZeme ziskat? [1]

Resent:

1
ﬂ-(46+8-42+6-43+6~o+3~0) =192
Piiklad 2.1.19.

Jak se zméni odpovéd v piedchozim piikladu, miiZzeme-li na libovolny pocet stén Sipku
nenakreslit? [1]

Resenti:

1
ﬁ-(56+8-52+6-53+6-5+3-52) =695
Priklad 2.1.20.
Kolika zptisoby miizeme obarvit krychli, maji-li byt dvé stény bilé, dvé cerné a dvé
Cervené? [1]

Reseni:

1 6!
— (5= +8:0+6-3!14+6-043-3!)=6
24 <2!2!2!+ * * * )
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Priklad 2.1.21.

Kolika zptisoby mizeme obarvit hrany krychle dvéma barvami? [1]
Resent:
21—4 (2% 4+8-2*46-2"+6-2% +3.2%) =218
Priklad 2.1.22.

Kolika zptisoby miZeme obarvit vrcholy krychle tfemi barvami? [1]
Regent:

1
ﬁ.(38+8~34+6.34+6-32+3~34):333
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2.2 Princip inkluze a exkluze

Jedna se o dal$i kombinatorické pravidlo, blizké pravidlu souctu. Pokud se vratime k pra-
vidlu souctu, vzpomeneme si, Ze v piikladech bylo dileZité, aby mnoZiny byly kone¢né a
po dvou disjunktni (Zddné dv€é mnoZiny nemély Zadny spolecny prvek).

Jak se da pocet prvki sjednoceni mnozin urdit, i v pripadé, kdy mnoZiny jsou stale
konecné ale nejsou po dvou disjunktni, ndm pravé prozradi tento princip inkluze a exkluze
(neboli slucovani a vyluovani).

2.2.1 Resené piiklady
Priklad 2.2.1. Turnaje

V Husovicich se konal fotbalovy a volejbalovy turnaj. Na fotbalovy turnaj pfislo
35 dcastniki, na volejbalovy 32 ticastniki. 12 se jich zicastnilo fotbalového i volejbalového
turnaje.

Kolik pfislo sportovct celkem?

Resenti:

Pozndmka: Re$eni tohoto piikladu je vysvétleno také pomoci interaktivniho obrazku, ktery
je uveden v piiloze 3.

Ptepis feSent:

Ozna¢me si jednotlivé mnoZiny:
Mnozina hraci fotbalu = F
MnoZina hraci volejbalu =V
MnoZina hract obou sportd = F NV
MnoZina vSech hra¢i = FUV

Pro pfipomenuti, pocet prvkt dané mnoziny M oznaCujeme |M|.

Zajima nés pocet vsech hrach: FUV = ?
V mnozing hraci fotbalu jsou i hraci, ktefi hréli také volejbal.

2V O

A v mnoZing hraci volejbalu jsou i hrici, ktefi hréli také fotbal.
Z toho divodu, pokud secteme pocet hracu fotbalu a pocet hract volejbalu, pricteme
dvakrat pocet hract obou sportd (F NV).

Pocet vSech hra¢a tedy obdrzime, pokud secteme |F| + |V| a jednou ode¢teme F NV
IFUV|=I|F|+|V[—|FNV]|

Dosazenim:
|[FUV|=35432—-12=155
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Priklad 2.2.2. Cizi jazyky

Na jazykovém gymndziu si studenti musi vybrat 1, 2 nebo 3 cizi jazyky. Maji na vybér
z angli¢tiny, némdiny a francouzstiny.

Ve tfidé I. A:
—si angli¢tinu zvolilo 21 studentil, némcinu si zvolilo 16 studenti a francouzstinu si zvolilo
14 student.
— anglic¢tinu a némcinu md 9 studentt, angli¢tinu a francouzstinu ma 8 studentti, némdcinu
a francouzstinu ma 7 studentq.
— vSechny tfi jazyky si vybrali 3 studenti.

Kolik je ve tfidé studentti?

Reseni:

Oznac¢me si jednotlivé mnoZiny:
Mnozina studentu, ktef{ si zvolili angli¢tinu = A
Mnozina studentu, ktef{ si zvolili némdinu = N
Mnozina studentd, ktefi si zvolili francouzstinu = F

@
F

Obrazek 2.6: Oznaceni mnoZin studentt, zdroj: autor

MnoZina studenti, ktef{ si zvolili angli¢tinu i némc¢inu = ANN
MnoZina studentt, ktefi si zvolili anglictinu i francouzstinu = ANF
MnoZina studentt, ktef{ si zvolili némcinu i francouzstinu = NN F

Mnozina studentd, ktefi si zvolili v§echny tfi jazyky = ANNNF
MnoZina vSech studenti =AUNUF

Zkusime postupovat stejné jako v predchozim piikladu. Nejprve se¢teme pocet prvka

mnozin A,N, F:
Al + N[+ |F] :

A N A N A:@:N
F F F

Obrazek 2.7: Secteni mnozin studenttl, zdroj: autor

Vsimnéte si, Ze vZdy pri¢itame dvakrat pocet prvkil v priniku dvou sousednich mnoZin,
tji. JANN|, [ANF|, [NNF|.
A dokonce tiikrat pocet prvki v priniku v8ech tfi mnozin, tj. [ANNNF]|.
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Obrazek 2.8: Odeditani prinikd dvou mnozin, zdroj: autor

PomiiZe ndm odecist pocet prvkl v jednotlivych prinicich dvou sousednich mnozin
|ANN|, [ANF|, [INNF|?

PomiiZe, ale uvédomme si, Ze s timto od¢itanim odecteme také tiikrat pocet prvkia
v priniku vSech tff mnoZin, tj. |[ANN N F|. Nejprve jsme ho tiikrat pficetli, poté tfikrat
odecetli, musime proto jesté jednou priéist [ANNNF]|.

AnNNF

Obrazek 2.9: Pficteni pruniku tfi mnoZin, zdroj: autor

Pocet vSech studentii v 1. A je:
JAUNUF|=|A|+|N|+|F|—|ANN|—|JANF|—|NNF|+]ANNNF|.

Dosazenim: JAUNUF|=21+16+14—-9—-8—7+3 =30.

Princip inkluze a exkluze:

Necht M|, M>, ..., M, jsou konecné mnoZiny. Pak plati:
|M1 UMzU...UMn| = ’Ml‘ + |M2|+‘..|Mn|—
- |M1 ﬂM2| - |M1 ﬂM3| — .= |Mn,1 ﬁMnH—
-+ |M1 NM,; ﬂM3| +...+ |Mn,2ﬂMn,1 ﬂMn|—

+ (=" MinMa N ..M, | =

= Z(—l)r+1|Mh UM, U... UMjr|7
kde se s¢itd pies viechny neprazdné podmnoziny {ji, j2,..., jr} indexové mnoZiny {1,2,
...,n}. Soucet jsme usporadali tak, Ze na i-tém fadku jsou zapsany s¢itance odpovidajici

. e V. e . n v 7, o d v v 7 O z
i-prvkovym podmnoZzindm, je tam tedy () s¢itancu. Celkovy pocet s¢itancll na pravé
i

stran¢ vzorce je zfejme 2" — 1. [1]

Dukaz[1]:
Zvolme libovolny prvek m € My UM, U...UM, a oznaCme My ,My,, ..., My pravé ty
z uvazovanych n mnozin, v nichZ prvek m lezi (s € {1,2,...,n}). Zkoumejme, ve kterych
mnozinach typu M; NM;,N...NM;, je prvek m obsazen — zfejme prave v téch, pro které
plati
0F# {j1,j2s-- s ry S ki ko, ...k}
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. 4 Ve v S & rd
Pro kazdé r € {1,2,...,s} je tedy prvek m zapocten v pravé ( ) sCitancich typu
r
IM;, " Mj, N ... "M, |, pro r > s pak v zddném. Proto celkovy piispévek prvku m

k pravé strané vzorce je
s s s
—~ e (DT ) =1

podle identity niZe. Na levé strané vzorce je prvek m ovSem zapocten také pravé jednou.
Tim je dikaz tvrzeni ukoncen; zpfesnili jsme v ném nazornou myslenku, kterd k odvozeni
vzorce vede: v soudtu |Mi| + |Ma| +...|M,| jsou zapolteny pravé jednou ty prvky, které
lezi v pravé jedné z mnoZin M;; ty prvky, které lezi zaroven v nékolika mnozinach, jsou
zde zapocteny vicekrat. Odecteme-li ) [M; N M|, uvedeme na pravou miru ty prvky, které
lezi pravé ve dvou mnoZinich, pritom pocty prvki patficich do aspoii tfi mnoZin jsou
redukovény pfiliS. To se pro ty prvky, které patii do pravé tiif mnozin, napravi pfi¢tenim
souctu Y. |M; N M; N M| atd.

Identita:
Pro n > 1 plati:

() () () () srcr(?) <o

2.2.2 Priklady k procviceni
Priklad 2.2.3.

Ve zverimexu maji 15 zvifat, jenZ Zerou rostlinnou stravu, a 9 zvitat, jenZ Zerou maso.
5 z téchto zvitat jsou vSeZravci.
Kolik zvitat maji ve zverimexu?

Reseni:
Oznacime si:
zvifata, jenz Zerou rostlinnou stravu = R,
zvifata, jenZ Zerou maso = M,
zvitata, kterd jsou vSeZravci = RNM,
vSechna zvirata = RUM.
IRUM| = |R|+ |M|—|RNM|=15+9—-5=19.

Priklad 2.2.4.

Dopravni kontrola zjiStovala technicky stav brzd a ojeti pneumatik. Za Spatny stav
brzd ulozila pokutu 15 fidi¢im, za ojeté pneumatiky ulozila pokutu 12 fidicim. Ze vSech
53 kontrolovanych fidi¢i nezjistila zddnou chybu u 30.

Vypocitejte, kolik fidica zaplatilo pokutu za oba zminéné nedostatky svého vozidla,
kolik jen za Spatny technicky stav brzd, a kolik jen za ojeti pneumatik. [7]
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Resen:

Kontrolovano bylo 53 fidi¢t. U 30 aut kontrola nenasla Zadnou chybu. Proto pocet aut
s néjakou zdvadou je 53 — 30 = 23.

Oznacime si:

auta se Spatnymi brzdami = B, |B| = 15,

auta s ojetymi pneumatikami = P, |P| =12,
auta s néjakou zdvadou = BUP, |BUP| =23,
auta s obéma zavadami = BN P, |[BNP|=".

©»

Obrazek 2.10: Oznadeni mnoZin aut, zdroj: autor

Kolik bylo aut s obéma zdvadami?
|BUP| = |B|+ |P|—|BNP)|
|BNP|=|B|+|P|—|BUP|=15+12-23=4
Kolik bylo aut jen se Spatnymi brzdami?
|B|—|BNP|=12—-4=38
Kolik bylo aut jen se Spatnymi pneumatikami?

IP|—|BNP|=15—-4=11

Priklad 2.2.5.

Ve védeckém ustavu pracuje nékolik lidi, z nichz kazdy zna alesponi 1 cizi jazyk.
6 ovlada angli¢tinu, 6 némcinu a 7 francouzstinu. 4 uméji angli¢tinu i némcinu, 2 angli¢tinu
a francouzstinu, 3 némcinu a francouzstinu. 1 ¢lovék ovlada vSechny 3 jazyky.

A) Kolik osob pracuje v ustavu? B) Kolik z nich ovlada pouze anglictinu? C) Kolik
z nich umi jen francouzsky? [7]

Reseni:
Oznacime si:
lidé, ktefi umi anglicky = A,
lidé, ktefi umi némecky = N,
lidé, ktefi umi francouzsky = F.
A) [A|UIN|U|F|=?

|A|U|N|U|F| =|A|+ |N|+|F|—|[ANN|—|JANF|—=|NNF|+|ANNNF| =
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=64+6+7-4-2-341=11

B) Z né4crtku vycteme, Ze jen anglictinu ovlada:
A|—|JANN|—]JANF|+]ANNNF|=6—-4-2+1=1
C) Z nacrtku vycteme, Ze jen francouzsky umi:

|F|—|JANF|—|INNF|+|ANNNF|=7-2-3+1=3

Priklad 2.2.6.

7. 326 zaki urcité skoly hraje 92 Zakt odbijenou, 143 zakl nehraje fotbal. Prave jeden
z téchto dvou sportl péstuje 213 zaka. Kolik Zaki hraje fotbal i odbijenou? [7]

Resent:
Oznacime si:
Zdci hrajici odbijenou = O, |0 =92,
zaci hrajici fotbal = F,
zaci nehrajici fotbal ani odbijenou = N,
vsichni Zaci = OUF UN, |OUFUN| =326,
Jaky je pocet zaku hrajicich fotbal?
|[F| = pocet vSech zaku - pocet zaki nehrajicich fotbal = 326 — 143 = 183.
Dale vime, Ze pravé jeden ze dvou sportl péstuje 213 zakt. Tzn.:

|O|+|F|—=2-|0NF|=213.
Z toho vyplyva, ze zaki, ktefi hraji fotbal i odbijenou, je

|lONF| =31.

Priklad 2.2.7.

Personalistka jisté firmy poskytla fediteli nasledujici informaci: ve firmé pracuje 250
muzl a 200 Zen, pfitom 160 muza a 140 Zen ma vysokoskolské vzdélani, do prace do-
jizdi 180 muzid a 100 Zen, vysokoskolsky vzdélanych muzi dojizdi 150 a vysokoskolsky
vzdélanych Zen 20.

Co z toho mize feditel usoudit?

Regent:
Ve firmé podle tdajt pracuje celkem 250 + 200 = 450 lidi.

~~~~~~
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Oznacme vlastnosti osob:

muzské pohlavi = M,

zenské pohlavi = Z,

vSichni lidé =MUZ =1L,

mad vysokoskolské vzdélani =V,
nemad vysokoskolské vzdélani = nV,
dojizdi do zaméstnani = D,
nedojizdi do zamé&stnani = nD.

4 ™

M D

L. ZnnVnnD y

Obrazek 2.11: Oznaceni mnozin zaméstnancd, zdroj: autor

Plati:

|M| = 250,

IMUZ| =450,

V| =160+ 140 = 300,
ID| = 180 + 100 = 280,
IMNV| =160,

M ND| = 180,

VN D| = 150+20 = 170,
IMNVND| = 150.

\ZNnVNnD| = |L|— M| —|V|—|D|+|MNV|+|MND|+|VND|—|MNVND|

|ZNnV NnD| =450 —250 — 300 — 280 + 160 + 180+ 170 — 150 = —20

To samoziejmé neni mozné. Reditel miZe usoudit, Ze personalistka udélala nékde
chybu.

Priklad 2.2.8.

Kolik pfirozenych ¢isel mezi 1 a 300 je A) délitelnych 3, 5 nebo 7; B) délitelnych 3 a
5, ale nedélitelnych 7; C) délitelnych 5, ale ne 3 nebo 7 ? [7]

Resent:
Oznacime si:
Cisla délitelnd 3 = A = {n;1 < n < 300,3|n},
Cisla délitelnd 5 = B = {n;1 < n < 300,5|n},
Cisla délitelnd 7 = C = {n; 1 < n <300,7|n},
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A) Podle principu inkluze a exkluze plati:
[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+ |[ANBNC|

Pfi pocitani poctu prvkl v jednotlivych mnoZinich zaokrouhlujeme u déleni dold.
Zkuste se zamyslet proc?

|A| = |300:3]| =100

|B| =|300:5] =60

|IC| =1300:7] =42

Co v nadem piipadé znamen |A N B|? Cisla délitelnd 3 a zdroveti 5, tedy &isla délitelnd
15. U |ANC|, |IBNC| a |ANBNC]| analogicky.

|ANB| = [300:15] =20

IANC|=1300:21] =14

|IBNC|=[300:35] =8

JANBNC| = [300:105| =2

Dosazenim:

JAUBUC| = 100460 +42 —20 — 14 — 842 = 162.

B) Hledame cisla délitelnd 3 a 5, ale nedélitelnd 7. Pocet prvkid této mnoziny bude
roven:
|ANB|—|ANBNC|=20—-2=18.

C) Hledame cisla, ktera jsou d€litelnd 5, ale nejsou délitelnd 3 nebo 7. Pocet prvk této
mnoZiny bude roven
|B|—|[ANB|—|BNC|+|ANBNC| =60—-20—-8+2 = 34.
Priklad 2.2.9.

Urcete pocet pfirozenych Cisel mezi 1 a 840, kterd nejsou délitelna 6, 10 ani 14.

Regent:
Oznacime si:
Cisla délitelnd 6 = A = {n; 1 < n < 840,6|n},
Cisla délitelnd 10 = B = {n;1 <n < 840,10|n},
Cisla délitelnd 14 = C = {n; 1 <n < 840, 14|n},
Podle principu inkluze a exkluze plati:

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—]ANB|—|ANC|— |BNC|+|[ANBNC|
Pocet pfirozenych Cisel mezi 1 a 840, kterd nejsou délitelna 6, 10 ani 14, je:
840 — |AUBUC|

Pocty prvki v jednotlivych mnoZinéach::
|A| = |840: 6] = 140
|B| = |840:10] =84
|IC| = [840:14] =60
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V predchozim piikladu jsme jako |A N B| brali ¢&isla délitelnd 3 a zdroven 5, tedy
délitelna 15. Jednalo se o prvocisla, proto to bylo v poradku. Nyni chceme znat pocet ¢isel
délitelnych 6 a zdroveni 10, a to jsou Cisla délitelnd pravé jejich nejmensSim spole¢nym
ndsobkem.

|ANB| = |840: nsn(6,10)| =

|IANC| = 840 : nsn(6,14) | =

|IBNC| = 840 : nsn(10, 14)J 2

|ANBNC| = [840: nsn(6,10,14)| =

Dosazenim:

840 — |AUBUC| =840 — (140484 +60 —28 —20 — 12+ 4) = 612.
Priklad 2.2.10.

Ve védeckovyzkumném tstavu pracuje 67 osob, z nich 47 ovlada anglictinu, 35 némdcinullil
a 20 francouzstinu, 23 osob umi anglicky i némecky, 12 osob anglicky i francouzsky a
11 osob némecky i francouzsky. VSemi tfemi jazyky hovoii 5 osob. Urcete, kolik osob
neovlada Zadny z uvedenych tii svétovych jazyka? [1]

Resent:
|JA|[U|N|UI|F| = |A|+|N|+|F|—|ANN|—|ANF|—|[NNF|+|ANNNF| =

—47435+420—-23—12—11+5 =61
—JAUNUF|=67—61=6.
Piiklad 2.2.11.

Dokazte, Ze nasledujici zprava o jednom rocniku jisté zdkladni Skoly je chybna. Do
ro¢niku chodi 45 déti, z toho je 30 chlapct. 30 déti ma dobry prospéch, z nich je 16 chlapct.
Sportu se vénuje 28 déti, z toho 18 chlapcti a 17 déti, které maji dobry prospéch. 15 chlapci
ma dobry prospéch a soucasné sportuje. [1]

Resent:

Oznaéme mnoZinu vSech déti v ro¢niku R, mnoZinu vSech chlapci CH, mnoZinu
vSech déti s dobrym prospéchem P a mnoZinu vSech sportovct S. Pro mnoZinu vSech
nesportujicich divek, které nemaji dobry prospéch D, plati:

ID| = |R| - |[CHUPUS| =45— (30+30+28 — 16— 18 — 17+ 15) = —7,

Cc0Z neni mozZné.
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Priklad 2.2.12.

Zkousku z matematiky a z fyziky absolvovalo 120 studentd.

Zkousku z matematiky udélalo 82 studentti, zkousku z fyziky 85 studenti a ob& zkousky
udélalo 77 student.

Urcete:

A) Kolik studentd ud€lalo alespoi jedno zkousku?

B) Kolik studentt neudélalo zkousku z matematiky?

() Kolik studentt neudélalo zkousku z fyziky?

D) Kolik studentti udélalo zkousku z matematiky a neudé€lalo zkousku z fyziky?

E) Kolik studentti udélalo zkousku z fyziky a neudélalo zkousku z matematiky?

ReSent:

Oznacme S mnozinu vSech studentu. M mnozinu studentu, ktefi udélali zkousku z ma-
tematiky. F mnozinu studentti, ktefi udélali zkousku z fyziky.

Pocet prvki jednotlivych mnoZin je: |S| = 120, |M| = 82, |F| =85,|MNF|=177.

A) IMUF|=|M|+|F|—|MNF|=90

B) |nM| = |S| — M| = 38 (nM — neudélali zkousku z matematiky)

C) |nF| = |S| — |F| = 35 (nF — neudélali zkousku z fyziky)

D) MNnF|=|M|—|MNF|=5

E) |[FNnM|=|F|—|MNF|=28



Zaveér

Béhem mého studia jsem pracovala jako e-technic¢ka Informacéniho systému Masarykovy
univerzity, kde pfi tvorbé multimedidlnich studijnich materidld jsme vyuZivali webové
Sablony Servisniho stfediska IS MU. Tyto Sablony se mi zalibily. S dovolenim s-techniki
z IS MU jsem si jednu z nich zvolila i jako podklad mé prace.

Celd prace je psdna v jazyce xhtml, do kterého je sazba matematickych symbold
zakomponovéna pomoci webové sluzby MathJax, dostupna z https://www.mathjax.org/.

Na vysvétleni nékterych piikladd jsem vyuzila interaktivni obrazky. Pfi jejich vytvareni
jsem si pomohla aplikaci Google Web Designer. Pii konkrétnich piikladech je pouZit in-
teraktivni prvek, kde miiZe uzivatel postupnym posouvanim mysi prochazet sadu obrazkd.
Sada obrazku se sklada z nékolika schémat, které krok za krokem vysvétluji postup feSeni
daného prikladu.

Obrézky, které jsou v uebnici pouzity, jsou bud mé vlastni nebo jsem je Cerpala
které 1ze pouzit kdekoli a neni nutné uvadét zdroj. Pfesto jsem pii pouZitych obrdzcich
z tohoto serveru zdroj uvedla.

Na adrese https://is.muni.cz/auth/th/357537/prif_m/web/ je dostupna prakticka ¢ast této
préce.

Text prace je vysazen systémem IXTEX.
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1. ReSeni p¥ikladu 1.1.2. Zvifata

1) 2)
3 zvifata: rozdélujeme 2 kamaradum:
= N
a &
ovee pes kocka Honza Zbynék
3) n 4) N »2
Mame 3 1 @ Pro kaZdou 1 1 ? 2) @
mozZnosti, z téchto 5
které zvire 2 3 moznosti 2 o 52
vybereme ) ? pro Honzu T DR 2 @
Honzovi: P '2“5"“? " 3 ~
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‘ pro Zbyiika: % ) @ 2) =
Honza Zbynék Honza Zbynék
3)
Z predeslého obrazku mazeme vidét,
n Ze celkovy pocet moznosti je:
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2. Reseni piikladu 1.2.1. Vlajky, ¢4sti A)

100

1)

Doplfiujeme barvy
na 3 svislé pruhy:

2)

K dispozici
mame 5 barev:

@0 00O

3)

Na prvni pruh mame 5
moznosti vybéru barvy. f|

4)

Barvy se nemohou opakovat, o
proto po obarveni 1. pruhu ]
zbyvaji pro 2. pruh 4 barvy.

%)

Po obarveni 1. a 2.
pruhu, zbyvaji pro
3. pruh 3 barvy.

Kolik raznych vlajek si maze
Mirek sestavit?

5x4x3=60 3
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3. Reseni piikladu 2.2.1 Turnaje

101

R Mnozina hra&d fotbald 2 Mnozina hrac( voleibalu
F : v
3) 4)
Mnozina hraél obou sport
FnV
Kolik se zatastnilo celkem vSech hraga?
5) NineSi st T 6)  Pokud setteme potet hradi fotbalu a
pocet hraéa volejbalu:
Fuv E \Y
o » | o
pii¢itame dvakrat pocet
[Fuv|=2? hragd obou sportdl |[FNV]| ...

7 proto staéi jednou odedist
pocet hracd obou sportl [FNV]:

[FUV|=IF|+|V|-|FnV|
FUV|=35+32-12 =55

CA O>-C OG>0
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4. Nahled webovych stranek

bl 2

102
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5. Nahled prikladu a jeho zdrojového kodu

Piiklad 5
Kolika zplisoby lze vybrat na gachovnici 8x8 jedno bilé a jedno éerné pole?
Kolika zplisoby to Ize uéinit, nesméji-li vybrand pole leZet ve stejném fadku ani ve stejném sloupci?
ReZeni: (skryt text)
Bilé pole Ize vybrat 32 zpiisoby, ¢erné rovnéz. Celkovy pocet zplisobl vybéru je
tedy v prvnim pripadé roven 32 - 32 = 1024,
vybereme-li v druhém pFipadé jedno bilé pole (32 zpiisobii), Ize éerné vybrat u# jen

z Fadkd a sloupcl, v nichz vybrané bilé pole nelezi, tj. 24 zplsobil. Pocet wybérd je tedy
32.24 = 738,

PR

ABCDEFGHN

376 <!-- pfiklad 5 -->

377 <h3 »Pfiklad 5 </h3>

378

378 <p> Kolika zplscby lze vybrat na Sachovnici Sx8 jedno bilé a jedno éerné pole?</p>

380 <p> Kolika zplscby to lze udinit, nesméji-li vybrana pole leiet ve stejném fadku ani ve stejném sloupci? </p>

38

382 <h4 class="show-box" onclick="showDiv('prikladd5', this)" >

383 fledeni:<span style="font-size: 11px; font-weight:normal; float:right;">(zobrazit text)</span> </hi>

384 <div style="display:none" id="priklad05">

385 <img sre="../pics/01_p_05/sachovnice.jpg" width="110px" alt="Nahled Sachovnice" style="margin: &px Opx Opx 10px; border:0px">
38

387 <p>Bilé pole lze vybrat 32 zplsoby, derné rovnE.

88 Celkovy podet zplsobld vybEru je tedy v prvnim pFipad® roven £32 \edot 32 = 1024%.</p>

389 <p> Vybereme-1i v druhém pFipad® jedno bilé pole (32 zplsobd),

380 lze &erné vybrat uf jen z Fadkd a sloupcd, v nichf vybrané bilé pols nelefi, ti. 24 zpdscbd.

381 Pofet wybErd je tedy $32 ‘\cdot 24 = 738%.

392 </p>

393 </fdiv>

394

385 <!-- pfiklad 5 konec -
396

387 <hr class="mhr">
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6. Nahled prikladu se skrytym a zobrazenym reSenim

Priklad 10

V prodejn& maji na vybér 15 rdznych hrnickd a sklenicek. Uréete, kolika zplsoby si lze z nich koupit
A) 17; B) 8; C) 8 rlznych.

Reseni: (zobrazit text)

Priklad 10

V prodejn& maji na wybér 15 rdznych hrnickd a sklenicek. Uréete, kolika zplsoby si lze z nich koupit
A) 17; B) 8; ©) 8 riznych.

Reseni: (skryt text)
31 EOE
A) (17) [= 265182525
22
B) ( 8 ) [= 319770

o
o
00 on

) [= 6435]
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7. Nahled prikladu s interaktivnim reSenim

Reseneé priklady

Priklad 1 - Turnaje
V' Husovicich se konal fotbalowy a volejibalovy turnaj. MNa fotbalovy turnaj pfigle 35 dfastnikd, na
volejbalovy 32 uéastnik. 12 se jich ziéastnilo fotbalového i voleibalového turnaje.

Kolik pfiglo sportovel celkem?
Reseni: (skryt text)

Oznaéme si jednotlivé mnoziny:
Mnozina hragd fotbalu = F
Mnozina hraéd volejbalu = V
Mnozina hraéd ebou sportd = FNV
MnoZina viech hrict = FUV

Pro pfipomenuti, poéet prvki dané mnoziny M oznatujeme |M].

Pofitime pofet viech sportoved, kteff se zaéastnili obou turnajd:

( MnoZina v&ech hrag ]
Fuv
Fuvi=2?

*Interaktivnim obrdzkem miZete pohybovat pomoci modrych bod( ve spodni é&sti obrdzku anebo kliknutim
a taZenim pravym tlacitkem mysi.
Prepis feseni:
Zajima nas potet véech hragl: FUv = 7
WV mnoZiné hraéd fotbalu jsou i hradi, ktefi hrali take volejbal,
A v mnoziné hraéd volejbalu jsou i hradi, ktefi hrali take fotbal.

Z toho divedu, pokud sefteme pocet hracd fotbalu a pofet hrach volejbalu, pficteme dvakrat pocet
hraél obou sportd (F V).

Poéet viech hracl tedy obdriime, pokud seéteme |F| + |V| a jednou odetteme F M V:
|[FUV]=|F|+[V]-|FnV]|
Dosazenim:

|[FUV|=35+32—12=55
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