
/l_a +,ó3/

MASARYKOVA UNIVERZITA . pŘÍIl,op ovtirrpcxÁ FAKUL,,IA

Eduard F\rchs

DISKRETNÍ MATEMATIKA
pRo učrrpr-,p

Brno zaIL



\ffi[l[ffiWIW

(c) 2001 ,20L1, Ecltlard Fuchs

(c) 2001 , 2011, Vlasarykova univerzita

ISBN 978-80-210 -5459-2

Pn,otní rn
b1,11 bezp
p edzname
dosavarfní

Tlpr.-\
diskrétník
konefu et
reáI$ch č,

Jak iiž
den_r,ch stn

Je slír
n-lí,|tra r
(líce rž l
]0. století
část se za,h

To. že;
p ímo bcnri

o netL
r šín
ane z

l innet

a&Ir
nadnl

\" pfu
moderní ďi

by měli or

p ipojenJ ,

osobností-
studor-ani-t



PŘPDMLUVA

Prvotní impulzy, které posléze lidstvo p ivedly k vybudování matematiky,
byly bezpochyby dvojího druhu: početní a geometrické. Tyto impulzy také
p edznamenaly jeden z centrálních protiklad , které lze vypozorovat v celé
dosavadní historii matematiky - vztah diskrétního a spojitého.

Typick}mi reprezentanty matematickych objekt nachánejících se na straně
diskrétního proudu jsou p irozená, respektive celó čísla, konečné množiny,
konečné geometrie apod., spojit směrreprezentují objekty jako množinavšech
reóInych čísel, p ímka, eukleidovská rovina, spojitó funkce apod.

Jak již název napovídá, zab vá se diskrétní matematika první z vyše uve-
den ch stránek našich modelri reality.

Je sq m zp sobem paradoxní, žepoté, co matematika na sklonku 19. století
zv|ádla v Cantorové teorii množin problematiku matematického nekonečna
(více vizv [4] nebo na CD [3], pat í mezi matematické disciplíny, které se ve
20. století rozvíjejí nejdynamičtěji, právě diskrétní matematika, jejíž značná
část se zab vá studiem konečnych množin.

To,žezejménav poslední t etině 20. století prodělala diskrétní matematika
pffmo bou liv rozvoj, bylo zprisobeno adou faktorri. Mezi klíčové pat í:

o neustále se rozši ující škála aplikací nejen v matematice samotné, p ede-
vším však mimo ni, a to nejen v ,,tra,dičních" p írodovědnych oblastech,
a|e zejména v nov ch a mnohdy nečekanl ch souvislostech;

o intenzívní rozvoj vypočetní techniky, která umožňuje provádět v počty
a ana| zy, které se ještě p ed několika desetiletími zdá|y nemožné a
nadlouho p esahující hranice lidsk ch možností.

V p edloženém textu jsou vyloženy vodní partie centrálních disciplín
moderní diskrétní matematiky - kombinatorilq a teorie 7raí v rozsahu, kten_

by měli ovládat st edoškolští učitelé matematiky. K základnímu textu jsou
p ipojeny dva dodatky. V prvním jsou uvedeny základní biografické tidaje
osobností, které jsou v textu zmiňovány, ve druhém'jsou tabulky některych
studovan ch funkcí.



Za pomoc p i p ípravě sazby tohoto textu děkuji Mgr. M. Anderovi a
Mgr. D. Kottovi, kteq navíc cely text pečlivě pročetl a p ispěl k jeho závéreč-
nym pravám. Za veškeré chyby a nedostatky však samoz ejmě plně odpovídá
autor.

Čteniffim budu vděčny, když pffpadné chyby a nedostatky, které v textu
zjistí, zašlou na mou mailovou adresu: fuchs@math. muni . cz. Za jejich
p ipomínky jim p edem děkuji. PRr l
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Kapitola 1

KovtBII\AToRIKA

Co to je kombinatorika a kdy vznikla

Jak uvidíme, neexistuje na otázky v nadpise jednoduchá odpověď. Částečnou
odpovědí na první část otazky je - v jistém smyslu - celá první kapitola.

Tak jak je obtížné sdělit, co to je v bec matematika, je nesnadné charak-
terizovat i její jednotlivé části. Pokusme se alespoň stručně naznačit, co je
P edmětem kombinatoriky (nazyvané též kombinatorickó analyza, kombinato-
rická teorie apod.) a jak mi metodami se v kombinatorice pracuje.

Často se podle autora jedné z prvních učebnic kombinatoriky E. Netta
(kniha Lehrbuch der Combinatorik vyšla v roce 1901) ía<á, že,,kombinatorika
je Část matematiky zabyvající se rozdělováním, uspo ádáváním, nebo 1 běrem
prvk nějaké množiny" . Z modernějšího hlediska je centrálním pojmem kom-
binatoriky tzv. konfi7l,lrace, což je pojem, ktery bychom mohli charakterizovat
jako ,,zobrazení nějaké množiny objektri do konečné abstraktní množiny se
zadanou strukturou" (viz Bergeovu knihu [1]). Uvedená formulace sice pěkně
znÍ, ČtenáÍ z ní vŠak patrně těžko pochopí, co to konfigurace vlastně je. ob-
jasnění tohoto pojmu vyplyne z dalšího textu, neboť v něm budeme studovat
adu nejrozmanitějších konfigurací. Kromě těch nejelementárnějších, tj. vari-

acÍ, permutací a kombinací (čtená i dob e znám, chjiž se st ední školy), to
budou nap . rozklady konečn ch množin, rozklady p irozenych čísel na sčí-
tance, rozdělování p edmět do p ihrádek, latinské čtverce, bloková schémata,
konečné afinní roviny a další.

Jaky je hlavní okruh otázek s těmito konfiguracemi spojen1 ? Konfigurace
jsou nejčastěji studovány z následujících aspektri:

(I) Existuje jistó konfigurace nebo nikoliv? (Budeme nap ftlad ešit, zda
existují ortogonální latinské čtverce daného ádu, zda existuje jistá afinní
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rovina a podobně.)

(2) Kolik existuje p edepsanych konfigurací? (St edoškolská kombinatorika
v podstatě spočívá v určení počtu vaňací, permutací a kombinací da-
ného typu. My se však budeme zabyvat i podstatně komplikovanějšími
problémy.)

(3) Lze najít metodu, jak vypsat všechny konfigurace daného typu? (Je

zíejmé, že jde o kvalitativně odlišnou lohu než je problém popsany
v bodě (2).)

@) Jaké je ,,asymptotické" chování počtu dan ch konfigurací? (Yzhledem
k tomu, že budeme témě neustále pracovat s konečnymi množinami,
bude počet konfigurací daného typu témě vždy konečny. Proto by se
mohlo zdát, že nejjednodušší určení počtu všech konfigurací spočívá
prostě ve vypsání všech možností. To je však ve většině p ípad prakticky
vyloučeno, neboťpočet dan ch konfiguracíje tak obrovsk , že vypočítat
všechny možnosti nelze - stačí si nap íklad jen uvědomit, jak rychle
roste funkce n\.Ikdyž často známe nap . rekurentní formuli pro počet
k(n) konfigurací daného typu (pro všechna n ND, roste funkce k(n) tak
rychle, že jlž pro poměrně malá n nelze fr(n) p esně vyčíslit ani pomocí
počítač . Pak se alespoň snažíme najít nějakou ,jednoduchou" funkci,
která popisuje, ,jak rychle" k(n) roste.)

(5) Jak najít z konfigurací daného typu tu, kteró optimálně vyhovuje zada-
nym p edpoktad m? 1Úlohy tohoto typu mají adu konkrétních aplikací
v matematice i mimo ni. Uveden m problémem sezabyváintenzivnéroz-
víjená část kombinatoriky - tzv. teorie ,,kombinatorick ch algoritmri".)

O většině uveden ch aspekt se v dalším alespoň stručně zmíníme. P esto
zristává íadazávažnych částíkombinatoriky, o nichž nem žeme pojednat ani ve
zkratce. Jmenujmeza jiné alespoň kombinatorickou teorii uspo ádan ch mno-
žin, Pólyovu teorii enumerace či teorii kódovónť. K popsání uveden ch teorií
nemáme k dispozici dostatečn; matematick} apatát, ani nám to neumožňuje
rozsah tohoto textu.

Metody v kombinatorice užívané m žeme rovněž popsat jen částečně. Jak
alespoň naznačíme, užívá se v kombinatorice vyrazné i těch nejkomplikova-
nějších metod algebry, reálné i komplexní analyzy i geornetrie. Kromě toho si
kombinatorika vytvo ila i své specifické metody, z nichž se později zmíníme
nap íklad o metodě inkluze a exkluze a o teorii vytvo ujících funkcí.

Jak uvidíme, adu kombinatorick ch problémri lze velmi snadno zformu,
lovat, avšak jejich ešení je velmi často obtížné.

--



]. Co to je kombinatorika a kdy vznikla?

Prozatímjsme se pokusili alespoň naznačit, co to kombinatorika je. Nyní
stručně k její historii.

První ,,kombinatorické" v sledky či alespoň náznaky jsou až p ekvapivě
staré. Pravděpodobně nejstarší ,,konfiguracl" lzena|ézt v jednom z nejstarších
dochovan ch textti v historii lidstva. V posvátné knize taoismu l-tlng, (tj. Kniha
proměn) z roku p ibližně 2200 p . Kr. jsou dvě konfigurace, nazyvarté Lo-šu a
Řttnt mapa. Na obrázku 1.1 je konfigurace Lo-šu.

Obr. 1.1: Konfigurace ,,Lo-šu" ve st edověkém textu

Nahradíme-Ií znázorněné skupiny bodri čísly, obdržíme známy magick
čtverec (nazyvany též Saturn):

V tomto čtverci je součet čísel v každém ádku, sloupci i rihlop íčce roven číslu
15.

Druhá konfigurace, kterou podle pověsti měla na svém krun i znázornénu
posvátná želvavyIézající zíeky Ho, je znázornéna na obr. 1.2.

Znázomíme-li toto schéma čísly, obdržíme
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Obr. 1.2: Konfigurace ,,Říční mapa"

Toto schéma je pozoruhodné svou ,,st edovou symetrií". P|atí nap íklad

5+3 =8, 5+ 1 =6 atd.,3+10 +2=8+7, 3+10+1 = 8+6 atd.

Řada kombinatorickych pojmri je doložena nap íklad ve staré indické ma-
tematice.

Kombinatorika jakožto matematická disciplína se však začíná konstituo-
vat aŽ cca v L6. Tž 17. století, prakticky - vcelku evidentně - současně se
vznikem teorie pravděpodobnosti. Kombinatorické valry lze vysledovat v díle
B. Pascala, P. Fermata a dalších. První publikovanou prací z kombinatoriky je
Leibnizovo dílo Disertatio de Arte Combinatoria z roku 1666. V 18. století
k rozvoji kornbinatoriky zvlášť v, znamně p ispěl L. Euler. Opravdu bou livy
rozvoj vŠak kombinatorika prodělává až ve 20. století, zejména pak v posled-
ních t iceti letech, kdy se v souvislosti s rozvojem v početní techniky rozvíjí
celá tzv. diskrétní matematika, jejíž vyznamnou součástí je právě kombinato_
rika.
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2. Základní kombinatorické funkce

z ákladní kombinato ri cké funkce

Z.2.Poznámka. Podle vl še uvedené definice tedy pro všechna n e N6

(n+1)l.=(n+1).nl

2.3. P íklad. Pro funkci n|lzedokázat adu vztahti, odelementárních po velmi
komplikované. Nap íklad v matematické analyze se dokazuje, že

Eo-

5

Ele
rje
]efí
i\i
gd-

|-uí

lo-

š1 1 l 1) -=-+-+...+-+...-e./_J n! 0! 1! nl.
n=a

(P ipomeňme, že součtem nekonečné ady f, o,, rozumíme následující limitu
n=0

(pokud existuje): ,,ljl s,,, kde sn = a0 * a1 * . " * ar.)

Odtud nap íklad plyne

oo.@rroO
\---\r1 -1_\- l _\- r 

=5-t+ 7xl. 4@_1)! 4n! 4n=! ,l=2 ll=Z tl= I

1

Á- (e -2) - (e - l) - (e *2) = I.

2.4.Poznámka. Zobecnéním funkce n| na všechna kladná reáLná čísla je tzv.

Eulerova funkce 7ama definovaná takto:

T
f (x) = l ,-' .t'-1 dt, x > 0.

',

Lze dokázat, že pro každé pirozené číslo n platí: f (n) = (n - 1)!. Funkce
I- (x) je p itom spojitá v celém definičním oboru.

-

2.1. Definice.
takto:

Funkci n| (čti n faktoriál) definujeme pro všechna n No

,I ={
1 pton=O
7.2.....n prorr>0.



12 I. KOMBINAT)RIK1

Hodnoty n! rostou s rostoucím n,,velmi rychle". Pro alespoň částečnou
p edstavu uvádíme v tabulce na straně 168 hodnoty n!pro n {1, ...,25I.

K p ibližnému vypočtu hodnot n! pro velká n se nejčastěji užívá tzv. Stir-
lingovy formule

n|-,ffi.e-'.n',
kde symbol - značí, že podfl v, tazů na obou stranách pío n + oo konverguje
k 1.

2.5. Definice. Buď t e N libovolné. Funkci (,r)t definujeme pro všechna
rcálnáx takto:

(x)* = x, (x- 1) . (x - 2) . .... (x- k+ 1).

Dále klademe
(x)o = 1.

2.6. Definice, Buď k e N libovolné. Funkci @){*l definujeme pro všechna
reálnáx takto:

(x;{l'l - x .(x + 1) . (x + Z) . ... . (x +k - 1).

Dále klademe
(;r;{oi _ ,.

2.7.Definice. Buďft e No libovolné. Pro každéreáiné číslo x definujeme

/"\ (x)* x . (x- 1) . (x - 2) . ... . (; -fr + 1)

\o/= H = ,

Pro celé zápomé číslo t pokládáme

/x\
(o,1 = o

Z.8.Poznámka. Symbol (;) 
'rr' 

,,x nad k") se obvykle nazyvá bittontick:'

koeficienr" (Toto pojmenování je spojeno se jménem v, znamného algebraika

16. stolet í Michaela Stiftla.) Pro n, k , Ng se (?\ 
"-rvá také kottlbittačtiť

\k/



i::-:: 2. Zókladní kombinatorické funkce

čísto. O kombinatorickém v,znamu funkcí n|, (x)*, (")(k) " (;) budeme

hovo it v následujících paragrafech.

2.9. p ftlad. (a) pro každéx e R platí (;) = I, zejmén" (3)

(-)

(;) -

(_4). (_5) . (_6)
(b)

(c)

= -20.6

(+) (-+) (-il ?}) 5
= _-

!28

(d) pro n, k .No, ,z < k platí (;) = 0, neboť (n)t, - 0.

(e) pro n,k .No, n > kplatí(;) = + =
n!

(n - k)l .k|'

ď.]

ika

Éru

(f) Pro každé n e Ng platí

(Ť) =# 0=# ff_i)
Vskutku, pro n = 0 je tvrzení evidentní. Nechť je tedy n > 0. Pak

(Ť) = *(;) (-:) (-,#) (-,+)=
= 

1 . (-1)' (Zn)l _ (-1)' . (2n)|. _
4l. 2n 2.4.....(2n_2).2n 22" @|.)2

= v0=#ff_i)
(g) Pro každé,? Ň platí

(;) =#('::i)
Vskutku, podle definice platí

(:)=* () (-) (-r)
Dosadíme-|i za součin

* (-;) (-) (-"ť)

-
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vyraz z p íkladu (f), dostáváme

ri\ = (-l)n-t .(2"_1\. 1 
=\") 22n-1 \"_1) 

'._I-(_1;,-t Qn _ l)l 1

= .-=
22n_I nl@ - 1)l. 2n _ 1

= 
(-1)n-t /2n _ 2\

";+ l,::í)

(-1;'-t Qn - 2)l

n.Ť,*l'(n- lÝ=

Dos adíme-li do posledního vztahu n + 1 míst o n, obdržíme,,symetričtěj ší"
vzorec (platn pro každé n e Ng):

(":'-,) =
(-1),

(n +1) ,22n+I 0
2.10.Definice. Podle definiceje (x), = x . (x - 1) . (x - 2) .. . . . (x - n +

+ 1) polynom n-tého stupně. Označíme-li koeficient u x symbolem s(n, k),
dostáváme

(x), = s(n,0) +s(n,l)x + s(n,2)x2 +... + s(n,n)x'.

Koeficienty s(n, k) se nazyvají Stirlingova čísla l. druhu.

2.11,. Věta. Pro Stirlin7ova čísla ]. druhu platí následujícť rekurentní formule:

s(n + 1, k) _ s(n, k- 1) - n . s(n,k),
s(n, 0) = Q, s(n, n) = t.

Drikaz. Tvrzení s(n,0) = 0 a s(n,n) = 1jsou zíejmá. Dokažme tedy první
vztah. Podle definice platí

(x),+t=(x)r.(x-n),

takže, opět podle definice,

...+ s(n+l,k)xk +...= (.. .+s(n,k - L)xk-| +s(n,k)*k +...)(x _ n).

Porovnáním koeficient u xk nalevé apravé straně poslední rovnosti obdžíme
dokazovanou formuli.
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2. Základní kombinatorické funkce

2.12. Poznámka. Rekurentní formu|e z véty 2.11 nám umožňuje, jak se čte-
ná mriže snadno p esvědčit, postupně počítat čísla s(n, k). Některé hodnoty
uvádíme v tabulce na straně 170.

2.13. Věta. Pro každé celé čťslo k a každé reálné číslo x platí:

(;)-(-i,)=(;]i)
D kaz. Pro ft . 0 je tvrzení splněno triviálně. Nechť tedy je k > L Pak

(t + i) (x)t + (x)**t

(k + 1)!

1)... (x -t+ 1) + x(x- 1). .. (x - k)
(/< + 1)!

x(x - 1)... (x -k + 1) . (k +1 + x - k)
(/< + 1)!

_ (x+l)t*r _(* *1\
(/c+l)t - \t +1)'

;il:"n::;.*,ice binomick ch koeficien t azvéty 2.13 plyne p,u,:
nost následující rekurentní formule:

Pton,ke N n>kplatí

(";') = (;) - (r1 ,), (;) = (:) =,

Tato formule nám umožňuje postupně počítat hodnoty (;) Tabulce hodnot

/n\
(o /," 

obvykle íká P as cal v troj ťlhe lník. (Viz tabulku v píílozena straně 1 69 .)

Jak si čtená jisté jlž p i nejrťrznějších p fležitostech uvědomil, je většina pojm
nazvanych po d ívějších osobnostech, po nich pojmenována neoprávněně. Neji-
nak tomu je i v tomto p ípadě, byťjde onázev v evropské tradici obvykly. Blaise
Pascal (1623-1662) toto schéma popsal ve své slavné knize Traité du triangle
arithmétique (tj. Pojednóní o aritmetickém troj helníku), avšak prokazatelně
d íve je znali nap íklad arabsk} astronom al-Tusi (1265), čínsky matematik
Ctru Ši-Chie (1303) či indick matematik Narajrána pandita (1365). Dokonce
i v evropské literatu e se toto schéma vyskytlo p ed Pascalem - v knize Petra
Apiana (1495-1552). To však nic nemění na skutečnosti, že je toto schéma
mnohdy užitečné, jak si ostatně čtená jistě uvědomil již na st ední škole.

15

(;)-(-i,),
(k+1).x(x-

(x)r (x)r*r

k| (ft + 1)!
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Pro kombinační čísla lze dokazat adu rovností, tzv. kombinatoriclcych
identit, které se v matematice uplatňují v nejneočekávanějších souvislostech.
Drikazy někter,. ch těchto identit vyžadují dťrmysln ch metod - viz nap . knihu

t8].V následující větě shrneme jen několik nejelementárnějších.

2.15. 
'Věta. 

Budte n z k nezópornó celá čísla. Pak platí:

(a) (;) = (,:o),

o) É (;)=*,

,., á 
r (;)=n.2,-l,

(d) É(_1)-(;) = 0 pro každé p irozené číslo n.

Drikaz. (a) Tvrzení plyne p ímo z definice. 1Řaaty Pascalova troj helníka jsou
tedy ,,symetrické".)

(b) Indukcí. Pro n = 0 ietvrzení triviální. Nechťtedy formule platí pro dané

-(,:,) = n(r)-;(;) = 2,+2,=Ť*I ,

(c) protož" (;) = (,: r), 
platí

r (;)+(n_b C:r)=n (;) =; l(;) - (":-)]
odtud

á 
r (;)=; á (;)=r, r =n 2n-|

(d) P ím m vypočtem dostáváme

á,-,,-(;) 
=(;) -;,-,,-[(;_i) - (";')] =

11

\l
k,

D
prc

n>O.Pak

frr

2.1



2. Zdkladní kombinatorické funkce

D kaz. Indukcí. Pro n = 0 je rovnice správná. Nechť tedy uvedeny vztah platí

= (;) -Í,-l;/c+r (";') - ,- rÝ(";') =

=-fr-l)k (";') -E,- r,r( i') =o

Často jeužívána i následující formule.

2.16. Věta. Pro každé reálné x akaždé rr e N9 platí:

á r ;)= (;) - (" i,) - (, ;,)+ - ť :")= (" 
- 
:-,)

pron>O.Pak

;r;) =

Dosadíme-li ve vété2.I6 n-k místo k axmísto x+n,clostanem" otu*Zlt]
ty rzení nás leduj ícíh o dri sledku.

2.I7 . D sledek.

x(:_f) =(;) -(:_1) -(:_:)+ -(";") =(";,)

ár;-) -(,::i,) =

(, 
-:-,)- 

(" ::i,) = (-::;,)

1. Dokažte, že

- ---

PozNÁtvtKy A cvIčBNí

ru.kl)=(n+1)! -1.
k=7
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2. Dokažte, že pro Stirlingova čísla 1. druhu platí vztah

t,r,,k)=0, n>I,
k=l

Dokažte identitu

á,-"-(;) 
=(";-) - (_,,,,(" ;')= Ů (,

k=l
-;)

Tzv. Catalanovu posloupnost 1,2, 5, 14, 42, I32, 429, 1 430, 4 862, . . .

definovanou vztahem

,,=Q
n+I

studoval již Euler. Dokažte, že platí:

a) cz - 2ct

b) c: =3cz_ ct

c) c+ - 4cg - 3cz

d) c5=5cq_6ca+c2

e) ce - 6cs - 10c+ + 4ca

D cl -7cs - I5c5 + lDca - ca

E) c.=(':_,') - (':-,'1 =C)-(,'!,)
í\ (2n+2).(2n+1)
fr) Cn+l=6'r"
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3 Základní kombinatorické pojmy

Nejprve zavedeme označení, které budeme v dalším textu dodržovat.

3.1. Označení. Počet prvkri konečné množiny X značíme |X|. Symbolem

P(X) označíme, jak je obvyklé, množinu všech podmnožin množiny X. Pro

k e Ng oznaČme
PÁX)={A; ACX,lAl=k|.

Mnoho kombinatorick ch tivah je založeno na následujícím zÍelmém faktu.

3.2.Yéta. Budle A, B konečné množiny. Pak|A x Bl = lÁl , lBl.

3.3. Poznámka. Jin mi slovy je věta 3.2 často formulována jako tzv. pravidlo
součinu následovně:

Lze-li objekt X vybrat r zp soby a po každém takovém vyběru lze objekt Y

vybrat s zp soby, pak lze uspo ódanou dvojici LX, Yl vybrat r , s zp soby.

Jako aplikaci véty 3.}uved'me tvrzení, které v roce 1935 odvodili mad'arští

matematikové P. Erdós a G. Szekeres.

3.4. Věta. Každóposloupnost a1, a2, ..., Gmn+l, kteró obsahuje mn+I navzá-

jem r znych cet ch čísel nutně obsahuje klesající vybranou podposloupnost

o více než m prvcích nebo rostoucí vybranou podposloupnost o více neŽ n

prvcích.

D t<az. Pro každé i = 1,2,,...,ffifl + 1 označme k; počet čísel v
klesající podposloupnosti s prvním prvkem ai d zne|ogicky nechť

počet prvkri v nejdelší rostoucí podposloupnosti začínající prvkem a;.

P edpokládejme, že tvrzení věty neplatí. Fak pro každé i platí I

nejdelší
ti ZnaČÍ

{a1, az, ... , amn+r} dokartézského součinu {1, 2, ...,m} x{\,2, ... ,n}. Uká-

žeme, že toto zobrazení je prosté.

Nechť je i . j.Pakplatí ai < ai nebo ai > ai (neboť čísla ai, ai jsou

podlep edpokladuŇzná). Je-li ai 1al,pakplatíz ejmě rt > rj, je-li a; ž aj:
platí zase ki, kj. V obou p ípadech je Lki, r) / lkj, r j]. Toje však spor, neboť

nemriže existovat injekce množiny o mn+ 1 prvcích do množiny o mn prvcích.

3.5.Definice. Buďn N lXl = n.ProfreN, k<nnivvemevariacík-té
t ídy v X každy íetézec (Á, <), kde Á , Pk(X).

-

19
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3.6.\čta. Budle k < n p irozená čísla. Necht'lXl = n. Počet variací k-té
t ídy v X je roven číslu

(n)t = n, (n- 1), ..., (n- k + 1).

D kaz. Tvrzeníplyne z pravidla součinu. První prvek lze vybrat n zp soby,
druh n - I zprisoby atd.

3.7.Poznámka. Počet uspo ádan ch k-tic bez opakování z n prvk je tedy
rovenčíslu (n)ppro libovolná n,k e N(neboťprok > n je(n)*= 0podle
definice).

3.8. D sledek. Budle X,Y konečné množiny, lxl = n, lYl _ k. Pak pro
množinu inj (XY) všech injekcí Y do X platí

linjtx'll=@)o.

3.9. Definice. Variace n-té t ídy z n prvkové množiny se naz vají permutace
této množiny.

Z véty 3.6 okamžitě plyne.

3.10. \čta. Počet permutací n prvkové množiny je roven číslu (n), = n|. .

3.11. Poznámka. Je-li X = {I, 2, . . ., n},jepodle definice 3.9 permutací mno-

Zapšeme-li tento íetézec jako uspo ádanou n-tici íat,az,...,a,,f, m žeme
danou permutaci ztotožnit se zobrazením i + a;. Toto zobrazení je obvyklé
zapisovat ve tvaru

(t 2 n \
\ar a2 O,)'

Jin mi slovy, za peímutace množiny X m žeme považovat bijekce množiny
X na sebe.

Odtud a z véty 3.10 okamžitě plyne

3.I2, Drisledek. Budle X, Y konečné množiny. Pakpro množinublj (Yx) všech
bijekcí X naY platí

je-Ii |Xl í lY l ,

je-li |X| = l l.
|ui.; 1rxlr = 

{|y,,

20



3. Zókladní kombinatorické pojmy

3.13. Definice. Buď X konečná množina, k No buď libovolné. Kombi-
nací k-té t ídy z X tozumíme každou k prvkovou podmnožinu množiny X.
(Množina 

"rG) 
je tedy množinou všech kombinací k-té t ídy z X.)

Z vét3.6 a 3.10 bezprost edně plyne

3.14. Věta. Bud'X konečná množina, lXl = n. Pakpro každé t e Ng platí

l"1|))1 _@): = í:)kl \k/

3.15. F ftlad. Kolika zp soby m žeme na šachovnici (o 64 polích) rozestavit
8 věží tak, aby se žódné dvě z nich vzájemně neohrožovaly?

Tomu, kdo ví, j ak se v šachu tahá véží, je zYejmé, žehledáme právě všechna
taková rozestavění véží, kdy v každé adě a v každém sloupci stojí právě jedna
věž. Očíslujeme-ii pevně ady a sloupce čísly 1, . . . , 8, je poloha každé figury
na šachovnici jednoznačně určena dvojicí Li, j], kde i je číslo ,ady a j číslo
sloupce. Odtud je zíejmá že hledanych rozestavení je 8! = 40320.

3.16. P íklad. (a) Kolika zp soby m žeme rozestavit 6 dětí do kruhu?

Do ady lze rozestavit 6 dětí 6! _ 720 zp soby. Protože z každé íady
utvo íme evidentním zprisobem kruh, je počet takto vznikl ch kruh rovněž
7ZO.Yz|tledem k tomu, že však nerozlišíme dva krohy lišící se jen pootočením,
je hledan počet T _ IZO.

(b) Kolik náhrdelnťk lze uno it ze 6 korálk 6 r znych barev?

Mohlo by se zdát, že podle (a) je správná odpověď 120. Protože však
nerozlišíme dva náhrdelníky, z nichžjeden vznikl ,,p evrácením" druhého, je
hledan; počet # =6O.

3.17 "P ftIad. BuďÁ množina všech možn ch po adí 16 oddílri v 1. fotbalové
lize. Fro x,! e Á položme x - y <==+ v x,! je stejné po adí naprvních
t ech místech a stejné dva oddíly sestupují. Určete lAl-|.

Ze zadání plyne, že |Al = 16!. Relace - je z ejmě ekvivalence na A, takže
má smysl se ptát po počtu prvk faktormnožiny A/-.

Protože po adí mužstev na prvních t ech místech je možno určit (16):

zptisoby aze zbyvajícíchmužstev mrižeme dvě sestupující určit (T) zp soby,

platí

lA/-| = (1 ,, (':) = ,6. 15 .14.9# _262080.

a
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Prozatím jsme hovo ili o variacích, permutací a kombinacích bez opa-
kovóní. Nyní budeme uvažovat pffpady, kdy se prvky dané množiny mohou
v uveden ch v běrech opakovat.

3.1,8. Definice. Buď X / 0 konečná množina, lxl = n. Nechť k Ň je
libovolné. Uspo ádanou k-tici prvkri z množiny X, v níž se prvky mohou
opakovat, nazyváme k-variace s opakováním z prvk množiny X. Počet
všech k-vaňací s opakováním označme V (n, k).

3.19. Poznámka. V této souvislosti je nutno drirazně upozornit na některé
nesprávné (a časté) p edstavy, které si ada student p ináší již ze st ední školy.
Tyto omyly se t kají jak opakování tak určování po adí prvk v dané variaci.

V adě p íkladri, ať jlž uměle vykonstruovanych či vznikl ch p i ešení
faktickych problém , opakování prvkri ve variaci mriže a nemusí znamenat
skutečné opakování konkrétních objektri . Kdyžje nap ftlad v osudí deset cifer
0, 1, . . . ,9 a tvo íme několikamístné číslo tak, že vytáhneme číslo z osudí a
opět je do osudí vrátíme, m že byt samoz ejmě vytaženo znovu. Ve vzniklé
variaci se tedy opravdu opakuje t ž objekt.

Častěji však užíváme variace s opakováním v p ípadě, že se sice neopa-

kuje stejn objekt, nás však zajímajíjen některé vlastnosti objektri tvo ících
,,zák|adní" množinu, zníž variace tvo íme. Prvky, které mají stejnou vlastnost,
pak nerozlišujeme, ač samoz ejmě, ,,rozlišitelné" jsou. Vybereme-li nap íklad
ve tffdě (v níž je nap íklad 20 hochri a 10 dívek) 6 dětí a uspo ádáme je do

zástupu, obdržíme šestiprvkovou variaci, v níž se samoz ejmě žádny prvek -
žák neopakuje. Když se však nap íklad rozhodneme,že pro nás za jist ch okol-
ností bude podstatné pouze to, zda dany žak je hoch nebo dívka, avšak hochy,
resp. dívky navzájem nebudeme rozlišovat, je možno tutéž šestici žák pova-

žovat zavaňaci s opakovánim, kde ovšem opakování neznačí opakování žáka,
ale opakování vlastnosti ,,hoch" nebo ,,dívka". Jinak ečeno, variace qopaková-
ním lze chápat jsko uspo ádané k-ticeprvkri několika druh , p ičemž navzájem
nerozlišujeme p edměty téhož druhu, ačkoliv tyto p edměty jinak mohou b t

rozlišitelné.
Druh čast omyl u variací (ať již s opakováním čibez opakování) souvisí

s ,,po adím" prvk ve variacích.
Toto po adí mriže a nemusí souviset s jejich vybíráním z dané množiny

objektri.
Vytahujeme-li čísla z osudí a postupně je zapisujeme, je samoz ejmě jejich

po adí určeno po adím jejich vybrání z osudí. Když však vybereme ze tíidy
několik dětí a pak je se adíme nap íklad podle v šky, nesouvisí obecně jejich
po adí v dané variaci v bec s tím, v jakém po adí jsme je ve t ídě vybírali.

I
].

:
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Proto je zcela nesmyslné tvrdit, že vaňace je skupina objekt , u nichž
záIeží na po adí, v jakém jsme je vybírali.

3.20. Věta. Pro každé n, k , Ng p/a/í V (n,, k) = nk .

Dtikaz. Indukcí vzhledem k číslu k. Tvrzení V(n,0) = n0 = 1 je zíejmé.
Nechť tedy V(n,k) =nk.BuďIal,...,arf libovolná k-vaňace s opakováním.
Je z ejmé, že počet (t + 1)-variací tvaru íat, . . . , ak, x] je roven číslu rr. Odtud
plyne, žeV(n,k+ 1) = n.V(n,k) =n,nk =rk+l . .

3.2í. P íklad. Budte X , Y konečné množiny. Nechť X = {at ap} .Píiíadí-
me-li každému zobrazení f : X + Y uspo ádanou k-tici lí@t),... , í(a ],

vidíme okamžité, že

lr"| = v(xl ,lyl) = |yllxl

3.22. Definice. Buďk e N libovolné. Buďdáno rz p edmětri Ě druh . Nechť
ni značí počet p edmětri i-tého druhu, i = I k. (Tj. nr * ...* ftt - n.)

Symbolem P (nt, ...,ílk) označme počet prvkri množiny všech uspo áda-

n ch n-tic těchto p edmětri. Tyto n-ticenazyváme permutace s opakovóním.

Zvéty 3.10 okamžitě plyne

3.23. Věta. Pro každó čísla fr!, . .. ,ftk No platí

(nt+...+np)!
P (nl n*) =

3.24. P íklad. (a) Kolik r znych čísel lze uno it z čísla 3 855 835 p eskupením
cifer? \

Protože dané číslo obsahuje dvě cifry 3, t i cifry 5 a dvě cifry 8, je hledany
počet

p(2,3,2) = + _210., z! .3! .2!

(b) Když Christian Huygens objevil Saturn v prstenec, zašifroval svrij

objev, jak bylo v té době častó, do následujícího tzv. anagramu:

aaaaaaa ccccc d eeeee g h iiiiiii 1l1l mm nnnnnnnnn
oooo pp q íT s ttttt uuuuu

Éíere
*,ol1.
riaci.
lesenr
llrenat
t cifer
nrdí a
zniklé

Eopa-
ňďch
snoSL
ftlad

lje do
n-ek -
t okol-
bmh1:.

poVa-
í Ť*u
rková-
zďlem
nu b_ít

ntrrisí

rcfiny

-

n1| ,n2l. , ... ,nr!
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Náležit m uspo ádáním písmen dostaneme zpráw Annulo cingitur tenui,
plano, nusquam cohaerente, ad eclipticam inclinato. Česky: Obklopen prsten-
cem tenlqm, plochym, nikde nezavěšen m, nakloněnym k ekliptice.

Určíme, za jak dlouho by počítač, kten_ by vypsal milión permutací Huy-
gensova anagramu za sekundu, vypsal všechny permutace.

Spočtěme, kolik je všech pennutací daného anagramu . Zpočtu jednotlivych
písmen v anagramu plyne, že všech permutací je

62|

9|.(7l)2. (5t;+ .(+l1z .(Zt)s,

Toto číslo je p ibližně rovno číslu 3,573. 1060. Počítač by tedy pot eboval
více než 105a sekund. O velikosti tohoto čísla si uděláme p edstavu, když si
uvědomíme, žetrvání našeho vesmíru - tj. p ibližně 15 miliard rokri - je méně
než I0I7 sekund.

3.25. Poznámka. Zajímavé aplikace čísel P(nt np) lze najít nap íklad
v vahách o tzv. svazu k-tic.

Buď k pllrozené číslo. Symbole* Nď označme množinu všech uspo áda-
n; ch k-tic fat, . . . , at] nezápornych celych čísel. Definujeme-li na Nf relaci
< takto:

lat, ... , at) < Ibt, ...,bt) =+ ai < bi pro všechnai = l, ... ,k,

je zíejmé, že relace < je uspo ádání na množině Nf . P itom je evidentní, že

Ná, 
= 

) je svaz, v němž

sup {a, b} = [max (at, bt), . . . , max (a*, bt)f ,

inf |a,, b} = [min (at, bt), . . . , min (at, b l. \

Svaz Nf mrižeme reprezentovat následujícím zptisobem. Bod [a1 atf
Ná znázorníme jako bod eukleidovského prostoru IB1 a dva body a =

= lat, ... ,atf, b = Ih, .. . ,br) spojíme šipkou smě ující z a do b právě
tehdy, když existuje index i takovy, že

(Tzn., žez ado b vede šipka právě tehdy, když a pokr}vá b ve svazu (}Jď . s ).)
Nyní se pokusme určit počet ,,cest" z bodu a do bodu b pro každé dva

prvky a, b Nď, u < b. (Cestou rozumějme posloupnost na sebe napojen, ch
šipek.)

o, _Íu, pro j /i,
' Ib1 +1 proj=i.

P(7,5, 1, 5, í,1,7,4,2,9,4,2,1,2,1, 5, 5) -
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: -.J

032 -->

032 -->

032 _>

032 ->
032 -->

032 -->

032 -->

03Z +
032 ->
a32 -->

0z2 -->

02z -->

0z2 _>

0z2 -->

022 -+

022 -+

031 -->

031 -->

031 -->

031 +

012 -+
012 -->

012 -->

021 -->

02í -->

021 -->

021 -->

021 ->
02.1 ->
030 -->

-> 001
_> 001
+ 010

-> 001
+ 010
-> 010
-+ 001
_> 010
-+ 010
-+ 010

+ 000

-) 000
-+ 000
-+ 000
-+ 000
-+ 000
-> 000
-+ 000
_> 000
-+ 000

002
011
011
011
011
020
011
011
020
020

Tab. 3.1: Cesty z bodu 032 do bodu 000

Tak nap íklad v Nf existuje 10 cest z bodu 03Z do bodu 000 znázorněn ch
v tabulce 3.1.

Budte nyní a = lat)... )at],b = lbt bt] libovolné dva prvky u Ná,
takové, že a < b. OznačITIa a; - bi = ni, i - I, . . ., k. Definujme pro i =

- 1, . . ., k zobrazení a;: Nj - Ná hkto:

aiLxt xt] =lxt, ... , xi_),, xi - 1, xi*t, ..., Xkf.

Nyní p i adme každé cestě z a do b odpovídající posloupnost zobrazení ui.
(Tak nap . cestě z bodu 032 do bodu 000 uvedené na prvním ádku v tabulce

3.1 odpovídá posloupnost d2,d2,a2,d3, cv3, poslední cestě pak posloupnost

d3, 04, d2, a2, az) Je zíejmé, že popsané pí7íazení je bijekcí množiny cest z a
do b na množinu všech posloupností utvo en; ch z oti tlk, že se v nich cv;

vyskytuje ni-Y,rát. Odtud plyne, že hledan ch cest je 
\

P(nt,...,nt)=

3.26. Definice. Mějme dostatečny počet prvkri n druh . Skupinu k objektri,

v nížnezáIežínapo adí av nížnavzájemnerozlišujeme p edměty téhoždruhu,
nazyváme k-kombinace s opakovóním. Počet těchto k-kombinací s opaková-

ním označme C (n, k).

(h*,-a,l)r

3.27. Věta. Pro každé n, k No platí C(n, k) _ (" 
* oo- ,)

(at - b)| . .. . . (at, - bň|'
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D kaz. Pro n = 0 nebo t = 0 je tvrzení triviální. Nechť tedy n / O /
/ k. Každou t-kombinaci s opakováním lze velmi jednoduše (a jednoznačně)
popsat pomocí posloupnosti nul a jedniček takto: nechť je dána posloupnost
al, a2,, . . ., ak+n-1, y nÍŽje k jedniČek a n - 1 nul. P i adme této posloupnosti
k-kombinaci s opakováním, v níž je tolik p edmětri 1. druhu, kolik je v dané
posloupnosti jedniček p ed první nulou, tolik p edmětťr druhého druhu, kolik
je v dané posloupnosti jedniček mezi první a druhou nulou atd. Zíejmě nyní
platí:

c(n,k)=p(k,n-l) =ffi=("*oo- ') = (":1;')

3.28.Poznámka. Pro pojem kombinace s opakováním bychom mohli ,rr:-
kovat témě vše, co jsme již uvedliv poznámce 3.19.

I u kombinací s opakováním m že a nemusí uvedené ,,opakování" značit,
Že se opakuje tyž p edmět. Když se dohodneme, že objekty s jistou vlast-
ností budeme považovat za nerozlišitelné, m že opakování značit opakování
objekt stejné vlastnosti, p estože jinak tyto objekty mohou samoz ejmě b;.it

rozlišitelné.
Z d vod uvedenych v poznámce 3.19 je navíc nesmyslné tvrdit, že u kom-

binací nezóleží na po adí, v němž byly prvlq vybírány. Jak jsme viděli, nemusí
na tomto po adí záviset ani u variací.

Upozorňujeme ještě, že v definici 3.26 ne|ze slovo ,,skupina" nahradit ter-
mínem ,,množina". Skupina t í prvk (nap ftlad písmen a, a, b) nenítotéžjako
mnoŽina la, a, b}, neboťta má jen dva prvky;je to jen nešikovně napsaná mno-
Žina, neboťv mnoŽině sežádny prvek opakovat nemriže. (Pro riplnost dodejme,
že i množina {a, b} je dvouprvková pouze tehdy, když a, b neznamenají tyž
objekt.)

3.29. P Íklad. Budte X, Y konečné íetézce. Zjistíme, kotik existuje izotonních
zobrazení x doy.

f:X-+Yizotonnízobrazení.Pakp1atíÍ(xt)=Í(x)<...<
izotonních zobrazení X do )Z je tolik jako všech neklesajících k-ttc prvk z .

To, že k-ticím (v nichž se prvky mohou opakovat) p edepíšeme pevně po adí,
jetotéž,jako když po adí prvk v k-ticích nerozlišujeme. Podle véty 3.27 je
tedy izotonních zobrazení X do Y

c(lyl , lx,,= ('"'l|i' - ')
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3. Zókladní kombinatorické pojmy

3.30. P íklad. (a) Kolika zp soby m žeme mezi 4 chlapce rozdělit 50 stejnych
kuliček?

Postupujeme jako v drikazu véty 3.27. P idejme k 50 kuličkám 3 kamínky.
Poskládáme-li kuličky s kamínky do ady, rozdélí 3 kamínky posloupnost na
4 seky. Označíme-li chlap ce A, B , C ,, D a chlap ci A dáme všechny kuličky
z prvního seku, chlapci B všechny kuličky z druhého riseku atd., je ihned

zíejmé, že všech rozdělení je

53 .52. 5I _ 23 426.

(b) Pozměňme p íklad (a) tak, že budeme požadovat, aby každ chlapec
dostal alespoň jednu kuličku.

Podle (a) tedy chceme zjistit, v kolika posloupnostech 50 kuliček a 3

kamínk nejsou žádné dva kamínky vedle sebe a rovněž není kamínek ani na
prvním ani naposledním místě posloupnosti. Tento počet zjistíme jednoduchym

obratem. Dáme-li každému chlapci p edem jednu kuličku, ztistane jich 46,které
pak již mrjžeme rozdělit libovolně. Hledan ch rozdělení je tak

49 .48 .47
= 18 424.

Následující loha je velmi jednoduchá, v dalším se však na ni budeme
několikrát odvolávat.

3.31.P íklad. Mějme p prvk ]. druhu a q prvk 2. druhu. Kolik existuje
permutací s opakováním těchto prvk takovych, že žádné dva prvky ]. druhu

nestojí vedle sebe?

Hledan; ch permutací je z ejmě tolik, kolika zp soby |zerczmístit p prvk
1. druhu do q - 1 mezer mezi prvky 2. druhu a p ed první a za poslední z nich,

tj. celkem naq +1 míst. Tzn.,že hledan počet :" (' 
* 

') pokud je p . q +1
\p/

aje roven 0, pokud p > q + 7.

3.32.P íklad. Bud'dán (c +m)- helník AlAz . . . Ar*., kde c,ln N, c +m >

> 3. Kolika zp soby lze obarvit jeho vrcholy tak, aby jich bylo c červenych, m

modrych a žódné dva sousední vrcholy nebyly červené?

označmehledanypočetobarvenít(c,m).IezÍejmé,ŽeproC>
t(c, m) = 0. Nechť tedy c 1 m. Útohu lehce vy ešíme pomocí tílohy 3.31.
Označíme-li vl sledek p íkladu 3.31 symbolem r(p, q), je z ejmě takov ch

,,p ípustn ,ch" obarvení vrcholri, p i nichž je vrchol A1 červeny, celkem

P(50,3) = (T) =

P(46,3) = (T) =

3./.

3.2
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r(c - 1,m - 2). P ípustnych obarvení, pi nichž je At modry, jer(c,m - 1).
Odtud

t(c, m) = r(c _ I, m _ 2) + r(c,m _

3.33. P íklad. Muž prodávající Večerník (za 5 korun) u sebe nemd na začótku
prodeje žádné peníze. Ihned se p ed ním uwo ila fronta m + k lidí, p ičemž m
lidí má u sebe pouze desetikorunovou minci a k lidí pouze pětikorunu. Kolika
zp soby se tito lidé mohou postavit do fronty tak, aby měI prodóvající vždy
nazpět na desetikorunu? (Rozlišujeme rozestavení ,,pětikorun" a,,desetikorun"
a nikoliv jednotlivé lidi se stejnou mincí.)

Počet všech možn ch rozestavení ,,pětikorun" a,,desetikorun" do fronty je
počet p íslušn ch permutací s opakování*, ť.

p(m,k)=@,*|.!'_(^*o'
ml .k| \ k )

Dále je zíejmé, že loha má alespoň jedno ešení právě tehdy, když m < k;
jinak se totiž prodej nutně zastaví. V dalším tedy p edpokládáme, že platí
0<m<k.

Každé rozestavení lidí ve frontě m žeme evidentně zapsatjako posloup-
nost rz jedniček (označujících lidi s desetikorunou) a ft pětek (označujících
lidi s pětikorunou). Podle zadání hledáme počet ,,pííznivych" permutací, tj.
takov ch permutací (al, . . . ,, ak+m) m jednlček a k pětek, které mají následující
vlastnost: prokaždédtakové,že! < d < m+k jemezi prvky aL...,ad
alespoň tolik pětek jako jedniček.

Nejprve dokážeme, že počet nep íznivyc& p ípad je roven číslu

P(m-l,k+1)=

index takovy, žemezi prvky al, . . . ,, adoje více jedniček než pětek. Pak z ejmě
do = 2s+1, p ičemžmeziprvky al, . . ., azsje s jedniček as pětek. P ipíšeme-li
p ed zadanou pennutaci jednu pětku, dostaneme tak permutaci m jednlček a
k + 1 pětek. V této permutaci stojí na prvním místě pětka amezi prvními 2s +2
členy je nyní s + 1 jedniček a. + 1 pětek.

Nyní v permutaci 5, al, ... ,ak+m zaměňme naprvních 2s + 2místechvzá-
jemně pětky a jedničky. Pťrvodní nepffznivé permutaci a1 apa7n tlkpopsa-
nym zprisobem p i adíme permutaci m jedniček a k + 1 pětek, v nížna prvním
místě stojí cifra 1. P itom je zíejmé, že rizn m nepíízniv m permutacím jsou
p i azeny r&zné permutace uvedeného typu.

,=(:_-i) -(:)

G::)



=fr;
platí

loup
iíďch
í. q.

fojící
,-.a4

3. Zókladní kombinatorické pojmy

Nyní ukážeme, že každá posloupnost mjedniček a k + 1 pětek s jedničkou
nazaěátku je p i azena některé nep íznivé permutaci.

Buď tedy bg, bt, . . ., bk*. libovolná permutace m jedniček a k + 1 pětek,
bo = 1. Protože platí m < ft (podle p edpokladu), existuje nejmenší index
dg takovy, že mezi členy bo, bt bao je stejny počet jedniček jako pětek.
Zaméníme-li v posloupnosti b6,bl,...,bdo vzájemnéjedničky a pětky a pak
vynecháme první cifru (d. pětku), dostaneme z ejmě onu nepííznivou perTnu-

taci, jížje p i azena daná permuatca bo, bl, . . . , bk*^.

Zjistili jsme tak, že počet všech nepííznivych rozestavení fronty kupují-
cích je roven počtu všech permutací, v nichž je * jedniček a k + 1 pětek a
v nichž na prvním místě stojí jednička. Vynecháme-li tuto první jedničku,
dostaneme právě všechny permutace m - 1 jedniček a k + 1 pětek, jichž

je P(m - 1,k + 1) = (;:|) .-,ože všech permutací je,jak jsme již

uvedli, P (m, k) = (- ;o) = (- ;o),r" počet všech pííznivych permutací

lm+k\ /m+t\ 
= 

k-m+l /m+/c\
( m )-\*- 1) t+r-( m )

Je-li zejména m - k, tj.ve frontě je stejny počet lidí s desetikorunou jako
s pětikorunou, m že stát fronta bez zdtžování celkem

I /2k\
k*1 (o/

zptisoby.

POZNÁUKY A CVIČENÍ

Kolika zprisoby m žeme na šachovnici vybrat

(a) dvě pole (2016)

(b) dvě pole ruzn; ch barev (1024)

(c) dvě pole neležící ve stejné adě ani ve stejném sloupci (1 568)

(d) dvě pole ruzné barvy splňující podmínku (c) (768)

Nechť pt, ... , p,,jsou navzájemŇzná prvočísla, kl, ... , k,, budte libo-
volná pYirozená čísla. Určete součet všech dělitel čísla

q=p|'.....p::.

- -. 1.

a.a.
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(28l250)

Stěny každé ze tíi hracích kostek jsou očíslovány čísly 1, 4, 13, 40, 12I
a364. Kolik ruznych součt |ze získat p i hodu těmito kostkami? (56)

Máme čty i bflé koule, čty i černé koule a čty i červené koule. Kolika
zp soby je mrižeme rozdělit do 6 rozlišitelnych p ihrádek? (2 000 376)

Havajská abeceda má 12 písmen: samohlásky o, e, i, o, rz, souhlásky
h,k,I,m,n,p,w.

a) Dokažte, kolik lze utvo it slov o čty ech písmenech.

b) Kolik z uveden ch slov mánadruhém a čtvrtém místě samohlásku

a na zbyv ajících místech souhlásku?

c) Kolik slov má na druhém a čtvrtém místě samohlásku?

Každ člověk má dva (biologické) rodiče, 4 prarodiče atd. Kolik p edk
mákaždy znás ve20 p edešl ch generacích (cca v posledním p l tisíci-
let|?

Palindroln je posloupnost symbolti, která je stejná, čteme-li je zep edu i
zezadu (nap íklad ,,tabat"). Určete počet sedmicifern ch a osmicifern ch
palindrom (v dekadickém zápisu), nesmí-li se žádná číslice užít více
než dvakrát.

Dokažte, žekaždé palindromické číslo sudé délky je dělitelné číslem 1 1.

Určete celkovy počet p irozenych čísel, v jejichž dekadickém zápisu se

neopakuje žádná cifra.

11. V městské radě je 10 zástupc levice a 11 zástupcri pravice. Levici
zastupují 4 ženy, pravici 3 ženy. Určete, kolika zprisoby lze sestavit

(Mezi dělitele počítáme i čísla 1 a q.)

(rí,*1 -1 pI^*'-1\

\ p,-1 p,,-1 l
3. Kolik existuje šesticifern ch čísel, v nichž se vyskytují t i liché a t i sudé

cifry?

4.

5.

7.

9.

10.

-
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osmičlenn v bor, v němž máb t stejn počet zástupcri levice i pravice
a stejn počet mužri ižen.

31
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4 Rozklady konečnych množin

Víme, že rozkladem na množině Á rozumíme systém Á neprázdn ch po dvou
disjunktních množin, jejichž sjednocením je množina A. Prvky systému Á
nazyváme t ídy rozkladu Á. Systém K(Á) všech rozklad na množině Á
uspo ádáme relací < definovanou pomocí zjemnění,tj.pro T,V e K(A) p\atí

T 
=T <+ (U eT,V eT,U nV íg + U c v).

Snadno lze dokazat, že (K (A), = ) je pln svaz izomoďní s pln m svtvem
(8(Á), C) všech ekvivalencí na množině Á.

V tomto paragrafu určíme lK (A)| pro konečnou množinu Á a určíme počet
rozkladri na t ídy o jist ch p edepsan ch vlastnostech.

4.1. Definice. Označme Bn počet všech rozkladri na n prvkové množině,
rz e N. Čísla B, se nazyvají Bellova čísla.

Bellova čísla se často vyskytují v adě aplikací. Nejprve odvodíme rekurentní
formuli pro jejich vypočet.

4.2. Yéta.

Brt+l Bo=l.

D kaz. P edpokládejme, že známe čísla Bt, . . . , B, a chceme určit číslo B,r+I.
BuďX libovolná množinaonprvcích. Buďa / X libovoln; prvek. Položíme-li
Xt = X U |a},je lXr | -- n + l.

BuďXr libovoln; rozklad množiny X1 . Prvek a|ežív některé t ídě rozkladu
X1. Tato t ída m že mít 1 ,2, ... ,ft * 1 prvk .

SpoČtěme, kolik je na X1 rozkladri takovych, že prvek a |eží ve t ídě o k
prvcích.. Zbyvajících k - 1 prvk v této t ídě m žeme z množiny Xt vybrat
/ n \
(o _ ,,/ zptisoby. Máme-li utvo enu t ídu obsahující prvek a, mižeme na

zbyvajících n - k + 1prvcích zvolit libovoln rozklad. Podle p edpokladu je
těchto rozkladti Btt_k+l. Podle pravidla součinu odtud plyne, že prvek a leží
v k-prvkové t ídě (k = l) .. .,n + 1) v

=Ď (;1,-,

C:,)r,-o-, = (, _'o *,)r,-o-,
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4. Rozklady konečnych množin

rozkladech. Bo p itom značí počet rozklad , kdy a leží ve t ídě o mohutnosti
n+l,tj.Bg=|.

Počet všech rozkladri na Xlje roven součtu všech v še uvedenych mož-
ností. To je však právě dokazovaná formule. .
4.3. P íklad. Z rekurentní formule 4.2 okamžitě plyne:

Bo = 7,, Bl - I, Bz -Z, Bs = 5, Bq- 15, Bs = 52, 86=203,, ...

4.4.Poznámka. Podle p íkladu 4.3 existuje na 4-prvkové množině {a, b, c, d}

celkem 15 rozklad . S uspo ádáním popsanym v vodu paragrafu tvo í tyto
rozklady riplny svaz,jehož hasseovsky diagram je na obr. 4.3.

Obr.4.3: Svaz rozkladri čty prvkové množiny

Podle počtu prvkri v jednotlivych t ídách v še uvedeného rozkladu je nej-
větší prvek prvkem ,,typu" 4, nejmenší prvek je prvkem typu 1+1+1+1, pod
největším prvkem Ieží rozklady typu 1+3, respektive 2+2 a konečně nejmenší
prvek pokryvají prvky typu 1+1+2.

Tento intuitivně zcela zíejmy popis nyní precizujeme.

4.5. Definice. Buď Á konečn á množina. Nechť rozklad Á obsahuje ),; t íd
mohutnosti i, (i = 1,. ..,k) aneobsahuje t ídu omohutnosti většínežt.Pak
íkáme, žeÁ je rozklad typu

,1 + 1 +... + 1 +&*+... +( **.#
)" 1 X2 .l"1

nebo též typu
IhZLz...kl"o.

33
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4.6. P ftlad. Rozklad množiny {1 , 2, 3, 4, 5, 6} na t ídy I1}, {2, 4l, {3 , 6}, a
{5} je rozklad typu 1+1+2+2 nebo též typu !222.

7^l2xz ...kxr na n-prvkové množině je roven

n!

(l!)rt . (2l7xr. .. (t!)rr . lr! . }"2!...},1,!
pokud )"1 +2X2+. . . + k)"p = n. Je-li ),1 +2)"2+. . . +k)"1, / n, je počet rozklad
uvedeného typu roven nule.

D kaz. Jezíejmé,žerczklad typu l\2^z . . . kxr nan-prvkové množině existuje
právě tehdy, když )"1+2)"2+ . . . + k)"1, = lt, neboťpočet prvkti jednotliv ch t íd
je roven poČtu prvk celé množiny (tíídy rozkladu jsou po dvou disjunktní).
Určeme tedy početrozklad daného typu zap edpokladu ),1+2),2+. . .*k)"1, = n.

KaŽd rozklad typu llt 2L' . . . kxk vzn7kne tak, že v následujícím schématu

kk

{ď ."},...,tď ,.l

místo x vepíŠeme postupně nějakou permutaci prvk dané n-prvkové množiny.
Těchto pennutací je nl. Rťrzné permutace však neudávají nutně Ňzné rozklady.
P edevŠÍm udávají tyž rozkJad permutace,lišící se jen po adím t íd o stejné
mohutnosti. ProtoŽetÍÍd o mohutnosti i je l;, m žeme ztéchto t íd utvo it ),;!
niznl ch permutacÍ. Celkov počet n ! všech permutací je proto nutno vydělit
ČÍslem ),1! , ),2! ),1!. Po adí prvkri v každé t ídě rozkladu, která má i
Prvk , Lze zapsati ! možnostmi. Protože těchto t íd je i";, m žeme po adí prvkri
vevšechtěchtotídách zapsatcelkem !|.il .,....i| = (i!)Il zp soby, anižse

zménímnoŽiny, tvo ící jednotliv é tíídy.C"rň1; počet permutací je tak nutno
vydělit ještě číslem (1!)r' .(21)xz (t!)ro. odtud již plyne dokazované
tvrzení. .
4.8. P ftlad. Na čty prvkové množině má podle véty 4.7 existovat

4|

ffi=6
rozkladri typu 1221. Na obrázku 4.3 vidíme, že tomu tak opravdu je.

4.9. Definice. Budten > mpíirozenáčísla. Označme S(n, m)početrozkladti
n-Prvkové mnoŽiny na m tÍÍd. Císla S(n, m) se nazyvají Stirtin7ova čísla
2. druhu. Dále definitoricky klademe ,S(0,0) = 1, ,S(0, n) = 0 pro n e N.

4.7.Yéta. Počet rozklad typu
číslu

r,
L

-'.

),2},1

.]



}.6}. a

? ro,,,en

r.kla.d

xistuje
ich t íd
nktní).
Lt = n-

Lémafu

noány.
drlady.
l stejné
ďit i;!
rl,dělit
lmal
í pn,kri
aniž se

( nutno
zované

a

._,, ;j-]

" , ---r

.

4. Rozklady konečnych množin J5

4.10. P íklad. Z obtázku 4.3 je vidět, že nap íklad ,S(4, 2) = 7.

4.11,. Věta. Budle X,Y neprózdné konečné množiny, lXl = n, lYl = k, n > k.

Pak pro množinu surj ()'X) všech surjekcí X na Y platť

Isurj (rx)| = tt ,S(n,k).

D kaz. Buď f : X + surjekce. Tato surjekce určuje rozklad množiny X
na k tíid; jednotlivé tíidy jsou riplné vzory prvkri množiny Y . Každy rozklad
množiny X na k tííd p itom určuje fr! surjekcí X na . Odtud plyne tvrzení. .

4.I2. Věta.

,S(n+ I,k)- S(n,k - 1) + k.S(n,k) pro7 <k <n,
S(n,n)-S(n,1)=1.

D kaz. P edstavme si všechny rozklady (n+1)-prvkové množiny lat , . . . , a,,+1}

nak tííd. V někter ch rozkladech tvo í prvek a,al jednoprvkovou t ídu. Těchto
rozkladri je S(n , k - 1). Ve všech ostatních rozkladech je prvek a,+t prvkem
některó t ídy o více prvcích. Prvek an+l ia tedy v těchto rozkladech p idán
k některé tídě rozkladu množiny {at,...,an} nak tíd. Těchto rozkladri je
S(n, k) a prvek ana1 lTfflžeme p idat ke kterékoliv z uveden; ch k íd. Odtud
plyne dokazovaná formule. o

4.I3. Poznámka. Rekurentní formule z véty 4.12 nám umožňuje postupně
počítat hodnoty čísel S(n, k). V tabulce na straně 777 uvádíme některé hod-
noty Stirlingov ch čísel druhého druhu. Této tabulce se také íká Stirling v

troj helník.

Z Pascalova a Stirlingova trojrihelníka lze snadno odvodit tabulku 4.2,

shrnující v sledky tvrzení 3.8, 3.72 a 4.11 o zobrazeních n-prvkové množiny
do množiny t-prvkové.

V diagonále následující tabulky je tučně vytištěn počet n! bijekcí mezí
n-prvkovymi množinamí. Nad diagonálou (n < k) je uveden počet injekcí

(k), = "r("o) 
a pod diagonálo u (n > k) je počet surjekcí kl , S(n, k).
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6

456
12 20 30
24 60 na
u l20 360
240 I20 72a

1560 1800 720

Tab. 4.2: Tabulka počtu injekcí, surjekcí a bijekcí

4.14. Věta. Pro všechna reálná x a každé p irozené n platí

^.n _ 
l'

x = I S@,k)(x)*.
k=l

Drikaz. Nechť lÁl = m < lXl = n. Počet zobrazení X do Á je podle p ftladu
3.21 roven číslu m". Buď nyní f : X -+ Á libovolné zobrazení. Pak je /
sudekce X na množinu í(X) - A1. Je-li lí6)l = k,existuje podle věty 4.11
celkem k!.S(n,k) surjekcí množiny X na množinu Á1. Avšak fr-prvkovych

podmnožin v Á 
" (r). 

odtud plyne, že existuj 
" (r) 

. k! . s(n,k) surjekcí

X na k-prvkovou podmnožinu v Á. Dokázalijsme tak,'že

.k! . S(n,tl = Ďt m)* . S(n, k).
k=l

Polynomy n-tého stupně x' a Ď r(rr, k(x)t, se tedy shodují v n +1 hodno-

tách 0, 1, . . . . n. Jak -at"-atfJi. é ana| ,zy víme, plyne odtud rovnost těchto
polynom .

4.1,5. Věta.

s(n + I, k) =; (;)s(i, k _ 1).

D kaz. P edstavme si rozklady (n + l)-prvkové množiny |a1, . . . , ara1| na k
tffd. KdyŽ v každém z těchto rozklad vyškrtneme t ídu obsatrující prvek an+l,
z stanou námprávě všechny rozklady všech množin K c {at, . . ., an} nak-|
t íd. Odtud plyne dokazovaná formule.

3
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4. Rozklady konečnych množin

4.16. Poznámka. Z definice je zíejmá souvislost Bellovych čísel se Stirlingo-
vymi čísly 2. druhu; platí

B,, =S(n, 1) + S(n ,2) +...+ S(n,n)= Ď S@,k).
k=L

Odtud azvéty 4.15Lze snadno odvodit rekurentní fornruli zvéty 4.2.Když
pro jednoduchost položíme S (n, k) = 0 pro k > n (iak je to ostatně vyznačeno
jIžv tabulce ma straně 17I),platí

B,,+| = 
Ě 

r,, + I, k)= 
Ě; 

(;) . s(,.k - 1) =

= * (;XĚ s(i,k - 1)) =á(;)",

Pro Bellova čísla je známa ada d ležitych vztahri. Na ukázku si odvodme
alespoň dva z nejběžnějších.

4.17. Věta. Pro každé reálné číslo t platí

x)-

tro

a

$ r,, 
,n _ u{et-'l) ,/-J nl.

rl=0

D kaz. Uveden; vztah odvodil E. T. Bell již v roce 1934. My však uvedeme
elegantní drikaz, ktery v roce L964 uve ejnil americk matematik G. C. Rota.

Označme F' množinu všech reáln ch funkcí q(x) definovan ch vztatrem

p(x)=Ě ot,.(x)n,
n=0

Nyní ukážeme , že zobrazení L: F +
je lineární funkcionál. Skutečně:

oo

kde Ila,l < oo.
n=0

a

Definujeme-li sčítání funkcí z F a násobení těchto funkcí reáln mi čísly ob-
vykl; m zp sobem, utvo íme z ejmě z F vektorov prostor.

P ipomeňme si, že když V je nějak vektorov; prostor a í : V -+ R
je zobrazení (takov m zobrazením se íká funkcionól), nazyvá se f lineární
funkcionál, jest|iže pro každé vektory u, u akaždá reálná čísla u, B platí

f (uu + y_) _ aí (u) + í (y_).

oo

R definované vztahem L(q) - D o,
n=O

oo oo oo

L( q+y9') =|{ ",+yu',) = BD,d,t*yD,o|= f L(q)+yL(q').
n=a n=0
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ProZvéty 4.14 dále plyne (vzhledem k tomu, že zíejmé x" e F):

L(x,) = , (t s(n, k)n,-) = á 
s(n, k) - B,.

\ t=t

Z matematické anatyzy víme, že pro každé reálnéčíslo x platí ,' _ Ž + .

n-0 ft!

Odtud plyne, že e' e F,neboť raaa I Oonu"rguje. Nyní m žeme snadno
7,n n|.

spočítat hodnotu L(e"). Platí

L(,")=. (á'#)=* ,(T)=á'^r,,,) =i 1r
Položíme-li nyní et = 1+ a, obdržíme

š&r" =/-J nl.
Z=0

t[(1 +u),f=.(Ě (:)")=.(Ě +,")--
C =eu =r(e'- |\.

/-J nl.
n=O

4.18. Poznámka. V uvedeném d kazu jsme využili zobecněne Uino*i.t]
věty. Podrobněji o ní budeme, současně s dalšími podrobnostmi o mocnin-
n ch adách, hovo it v paragrafu 9.

V následující větě ukážeme rozvoj Bellovych čísel v nekonečnou adu.

4.19. Věta. (G. Dobinski)

Bn+l = Irr,, 
-T -;. -T+. . . ) = :Ě *,

D kaz. Platí
Oo _ co _ oc .,), 

_$ rtl,.=\-'=\=, l = 
--g-kkI-H&-n)I-a H -H kl

(neboťprok _ 0,... )n*l je(k),, - 0). Profunkcionál L definovany vdrikazu
věty 4.17 platí:

Ll',),l=1=:Ě +
fr=0
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Pro funkc i p(x) = a,(x)rodtud plyne
rt=0

LLq@)]= Ěo,, f :*= : Ď ; Ě a.(x).= : Ě +lt=Q Ř=0 k=0 n=0 k=0

Položíme-lt 9@) = all+l, obdržíme dokazovanou formuli.

POZNÁUKY A CVIČENÍ

1. Povšimněme si zajímavé skutečnosti: čísla

2+I = 3

2x3+L = 7

2x3x5+1 - 3I

2x3 x5x7+1 = Z11

2x3x5x7x11 +1 = 2.3L1

jsou prvočísla, avšak

2x3x5x 7 x11 x 13+1 = 30031 =59x509

prvočíslo není. Uvedená faktorizace čísla 30031 je však jediná, jeho

p edchridce 30 030 však má31 faktorizací. Popište, jak tento počet sou-

visí s tím,že 31 = 5(6,2).

2. Dokažte, že

a) S(n,Z) - 2"-l - I

b) s(n, n- 1) = r")"-\z)
c) S(n + 1,m) = S(n,m _ I) +m, S(n,m)

/- 
- 

1\
d) S(n,m)- -í" 'le=|( k )'&,m_1)

a

-..'..-
- 

- 
--.,:-_-

- - :,:Z Ll
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5 Princip inkluze a exkluze

ÚeinnYm prost edkem p i ešení ady kombinatorick ch loh je tzv. princip
inkluze a exkluze (česky bychom mohli íici princip vylučovóní a zapojování
prvk ). p ed jeho formulací si ukážeme, v čem spočívá jeho podstata.

Budte Ml, Mz libovolné konečné množiny. Pak z ejmě platí

lMt U Mzl = lMtl + lMzl - lMt . Mzl .

Pro t i množiny je zíejmá že mohutnost jejich sjednocení obecně neobdržíme,
kdyŽ od součtu jejich mohutností odečteme mohutnosti prunikri všech dvojic
těchto množin. Některé prvky bychom totiž mohli odečíst dvakrát _ a sice ty
prvky, které leží v pruniku všech t í těchto množin. Ziejmé tak platí

lMtU M2U M3| = lMtl+lMzl+l@l - lMtn Mzl - lMt) M| -
-lMzoMll+lMtoMznMsl .

Zobecnéním popsaného procesu obdržíme následující princip inkluze a
exkluze.

5.1. Věta. Bud' dóna konečná množina M. Necht' prvlcy množiny M mohou
mítvlastnosti a1, Ol2, ...,oltt. SYmbolem M(ai,diz, ... ,dipd'jr, o'jr, ..., o'jo)
označme počet všech prvk množiny M, které mají vlastnosti dil, diz, . . . , dik
a nemají Žádnou zvlastností uivdjz, ...,djp (bez ohledu na to, mají-li nebo
nemajívlastnosti, které vevyČtuOrit,diz,... di*,djt,djr,...,djp nejsou uve-
deny). Pak platí

M(ai, d'z, . ..,a;) _ lMl- É M@)+ f M(ui,aj) -
i<j

' 

M@i,ui,o,tc) +...+ (- 1)" M(ui, ot2, ... ,c,r).
i<j<k

Drikaz. Indukcí vzhledem k počtu vlastností.
(a) Pro jednu vlastnost je formule evidentně správná, neboť jistě platí

M(u't)=lMl-M(u).
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5. Princip inkluze a exkluze

(b) Nechťdokazovaná formule platí pto n - 1 vlastností, tj. platí

n-|

M(a;,u'r,...,o|_t) - lMl -Dr@,) +' M(ui,aj) -", +

i<j

+(-1)'-1 M(ui,d2, ... , dr_t).

Odtud však plyne, žepro prvky, které mají vlastnost u,,platí
n-|

M(at,u',r,...,u',,-1,c,r) = M(ar) - 

' 

M@t,ur)*",+
i=1

+(-1)'-1 M (ai, oty, . . ., dn_1, o'n). é.2)

Když nyní od 5.1 odečteme rovnost 5.2, dostaneme na pravé straně pravou

stranu dokazované formule. Na levé straně obdržíme rozdíl,

M (U'1, dL, . . ., U'n_t) - M(Ut, U'r, . . ., a'r_t, do),

což je ovšem právě M (di, aL, . . . , d'r_t, u'r).

5.2. P íklad. V jistém závodé zhotovili následující p ehled o sv ch zaměst-

nancích:
V závodě pracuje celkem 250 muž a 200 žen. P edepsanou kvalifi-

kaci mó ]60 muž a ]40 žen. Do práce dojíždí ]80 muž a ]00 žen.

Kvalifikovanych muž dojíždí ] 50, kvalifikovanych žen 20.

Dokážeme, že uvedené hlášení je nepravdivé.

V závodě pracuje celkem 450 zaméstnanc . Označme nyní možné vlast-

nosti zaměstnancti následovně: u1 znaěí p íslušnost k mužskému pohlaví u2

dosažení p edepsané kvalifikzce, d3 dojíždění. Z hlášení plyne, že M (u1) _

= 250, M(u) = 300, M(u) = 280, M(ut,az) = I6a, M@t,al) = 180,

M (uz, us) = 770 akonečně M (ut, a2, u3) = 150. Spočtěme M(ui, u'r, u\), tj.
počet nekvalifikovanych nedojíždějících žen. Podle principu inkluze a exkluze
platí:

M(a;,u'r,u\) _450 -250 - 300 _ 280+ 160+ 180+ 170 _ 150 _ _20,

což není možné. Proto musí b; t alespoň jeden ridaj v hlášení nepravdiv .

5.3. Věta. (Speciální p ípad principu inkluze a exkluze) Necht've větě 5.1 pro
každé k _ 7 n apro každou kombinacivlastností ui,ai2,...,di* závisí
číslo M (ai, diz, . . ., di*) = M (k) pouze na počtu těchto vlastností. Pak platí

M(a; d,,,) = lMl - (:)ru, - (;)MQ)- (;) MG)+...

...+ (-1), (")r*,

(5.1)

- i"

wu
cr| ),]r'
. q,ik

ncbo
uve-

41
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Drikaz. Drikaz je zcela zíejmy. o

5.4. P Íklad,. Zab vejme se následuj ícímproblémem, v matematické literatu e
známym pod nazvem ,,Problěme des Rencontres'o.

Označme S, množinu všech permutací množiny {1, 2, . . . , n},tj. množinu
všech bijekcí í: 11 n} + {1, . . . , n|. (Víme, že|S,| = nl.) Naším rikolem
je zjistit, kolik z těchto permutací nemá ani jeden pevn; bod. (P ipomeňme si,
že x je pevn bod zobrazení f ,když í(x) - x.)

Buď/ Sn. Řekneme, že í mávlastnostcu; (i = 1,...,n), jestliže
í(i) =i. Naším kolem je tedy určení čísla M(at ai). P itom je zíejmé,
že mtižeme aplikovat větu 5.3 a platí

M(1)=(n-l)|, M(Z)=(n-Z)!, , M(k)-(n-k)t atd.

Proto

M(ai,...,o;) = nl - (;)- - 1)! - (;) @ -?)l - (:)-- 3)!+

+ +(- r"(:)@- n)l.-á,- rr(;)@-&)! =

=É
/<=0

= (,
\^

5.5. P íklad. Pomocí p íkladu 5.4 snadno vy ešíme následující tzv. problém
šatrui lql.

P edstavme si, že do šatny odevzdalo n osob sv j klobouk. Jaleá je prav-
děpadobnost q, toho, že lcdyž všichni ztratili lístek od šatny a šatná ka
jim klobouky p i odchodu vy ívala zcela nahodile, dostal alespoň jeden
člověk sv j klobouk?

K šatně mohlo n osob pficházet celkem v n! po adích. (P itom samoz ejmě
p edpokládáme, že všechna po adí jsou stejně pravděpodobná.) ZpííkJadu 5.4
okamžitě plyne, že pravděpodobnost toho, že nikdo nedostane sv j klobouk, je
rovna číslu 1 1 1 (-1)"

Pn=l-1! *z,.-3! +"'* a.
Pravděpodobnost toho, že alespoň jeden člověk svuj klobouk dostane, je

proto
111 (- 1;n*t

Qn - | - pn = - - ; +; +...+ 
--

1! 2| 3| n!

-
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5.6. Poznámka. Jak jsme uvedli jlžv d kazu věty 4.17, p|atí pro každé reálné

číslo x yztah u' = f fi '":^éna 
tedy platí

..= |im Pr.
,r->oo

Odtud plyne, že |im Qn = 7- 1r= 0,632121 .. . ). Navíc posloupnost (q,,)[,
ll--+@ e

konverguje ,,velmi rychle", neboť nap íklad

Qt = li Qz = 0,5: ql = 0,6; Q+ = 0,625; qs = 0,63; ...i Qa _ 0,63211 . . .

Odtud plyne p ekvapující zjlšténí, že pravděpodobnost qn se s rostoucím n
prakticlcy nemění.

5.7. P íklad. Metodou inkluze a exkluze \ze vy ešit i jin známy kombinato-
ricky problém, tzv. Iohu o hostech (v literatu e běžně nazyvanou Problěme
des Ména7es).

Formulace tohoto problému je jednoduchá: Kolika zp soby m žeme rozsa-

dit kolem kulatého stolu n manželslqch pár tak, aby se muži a ženy pravidelně
st ídali a žódní dva manželé p itom neseděli vedle sebe?

Nejprve se dohodněme, která rozesazení budeme považovat za rŮzná.

Úlohu vy ešíme nejprve tak, ža dvě rozesazení budeme považovat za různá,
existuje-li alespoň jedna židle, která je v těchto íozesazeních obsazena rrizn mi
osobami. Když tento vysledek vydělíme číslem 2n,nerozlišujeme rozesazení,
z ntchžjedno vzniklo ,,pootočením" druhého.

Všechna tozesazení rozdělme do 2. rr! disjunktních skupin podle toho, jak
se rozesadí ženy. Nyní určíme počet rozesazení v těchto skupinách.

Nechťjsou tedy ženyjiž jis|im zp sobem rozesazeny. Hledáme počet r(n)
všech íozesazení mužri, p i nichž žádny muž nesedí vedle své ženy.

Všech možn ch rozesazení muž je nl. Označme a; následující vlastnost
těchto rozesazení: i-ty muž sedí vedle své ženy. Pak platí:

r(n) _ n! -frro,) * I M(ui,aj) - D M(ai,ui,dt)+...
i=l i< j i. j.k

. . . + (-1)" M(o[l, . . ., dr).

Uvědomme si, že v tomto p ípadě nem žemeužít speciálního p ípadu prin-
cipu inkluze a exkluze. Pro ruzné k-tice vlastností o,r, . . . , di* jsou totiž čísla
M (ui, a;o) obecně značně odlišná. Jetotlžzíejmé, že sedí-li p íslušné ženy

_tlŠ(_1), 111e'=-= } 

--I__+___+_
e /-J n| 1! 21 3!

n=a
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,,pohromadě", mají j ejich muži p odstatně méně možn o stí k r ozesazení, než kdy ž
jsou jejich ženy rozpty|eny. Formální popis těchto závislostí je značně kom-
plikovan; a tak v počet jednotlivych hodnot M(a;r, . . . , ai) je prakticky vy-
loučen; . Naštěstí je snadné spočítat součet 

' 
M (ui, ai). Tato suma

t| <",<lk
udávápočet všech rozesazení, kdy každá -tice mužri sedí vedle sv ch žen(bez
ohledu na to, jak jsou rozmístěni další muži).

Kolem stolu je rozmísténo ?n židIí a mezi nimi je 2n mezeí. P edstavme
si, že některá /c-tice mužri sedí vedle srn ch žen a označme k mezer mezi těmi
židlemi, na nichž sedí p íslušné manželské paíy. Žaane dvé z těchto mezer
nyní nemohou b t vedle sebe, protože v tom p ípadě by některy muž musel mít
z obou stran svou ženu nebo by někteá žena měla z obou stran svého muže.

Z uvedeného plyne, že počet všech roz.esazení, kdy některá k-tice mužri
sedí vedle sq ch žen, je roven Fčtu zp$sobri, j* z 2n mezer vybrat k-ttci
tak, aby ž6dfié dvě vybrarré mezery nebyly vedle sebe. Toto číslo však umíme
jednoduše spoěítat podte p ftladu 3.32; číslo

t(k,?n-*) =#o(^;r)
udává počet roze írze$í, kdy pnívě mužtl sedí vedle sv ch žen. P i určo-
vání čísel M{u;, a;*) však zb vajících n - k mužri mriže byt rozes azeno
jakkoliv, tj.

M(ui,, . .., aio) = @ - bI* (* ; 
o),

takže

r(n) = nl-(n-1)! *(*;') - fu_D,#('";')_ +

+(-1), (n-_ň,T(;) =E,-l) (,,-,t)! #('";r)
Číslo r(n) udává pďet Hení pň zadarrém re}ze azení žen. Řešením rilohy
o hostech je tedy čístro

2 - nlÉ,- Dk (,- fr)! * ('" ; 
r)

&=0

Že nemá naději na rispěch snaha najít všechna ešení jejich vyčtem, plyne
z toho, že jtž nap ftlad pro n = 6 je těchto možností t 15 200.
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5. Princip inkluze a exkluze

Metodou inkluze a exkluze lze snadno ešit i některé problémy z teoňe
čísel. Na ukázku odvodíme tzv. Eulerovu funkci p(n).

5.8. P íklad. Pro každé p irozené číslo n > 1označme p(n) počet těch p iro-
zenych čísel menších než n,kterájsou s číslem n nesoudéIná.

Odvodíme formuli pro vypočet hodnot funkce p(n).
Víme, žekaždé p irozené číslo n lzejednoznačně rozložitna součin prvo-

činitelri. Nechť tedy

n=p|'.p';.....p'ť
je tento rozklad (tj. pt p,r, jsou všechna navzájem Ňzná prvočísla dělící
číslo rr).

Pro každé i - 1, ... ,k označIla d; vlastnost: p irozené číslo je dělitelné
prvočíslem pt. Je z ejmé,žemezi čísly 1,... ,,n je čísel s vlastností ai právě
n

P,
Podle principu inkluze a exkluze platí

p(n) = "-DM@) +| M@i,aj) - ",+ (-DkM(d7,...,a.k) =
i<j

>:]a:r] = r-|'*)- n 
+(-1)k

7 p, - p,p1 pi , ... . pt,

neboťmezičísty i = l njezíejm6 - 
--dělitelnychčísly 

ptt . . . pi,.
Ph,--.,pi,

...+(-1)e#
Dokáza|ijsme tak, že

p(n)=.(,-;) (,- ;) (, -*)=n 
Ů(, 

-*)

Známe-Ii tedy rozklad čísla n na součin prvočinitel , lze hodnotu 9@) snadno
spočítat. Nap ftlad 1 000 000 = 106 = 26 . 56, takže

p(l 000000) = 1000000. (, - ;) (, _ i) = 400000.

Dále je však zíejmé, že platí

(, - ;) (, - ;) (, - *)- 1 - +;-;
n

Pi Pi



5.9. P íklad. Pomocí principu inkluze a exkluze odvodíme formuli pro vypo-
čet Isurj (r")l.

Nechť tedy jsou X,Y konečné množiny, |X| - n, lYl = k. Nechť =
= {yr y7.}. Fodle p íkladu 3.2l víme, že lY*| = t '.

Řekneme, že prvek í e Y'má vlastnost cu;, jestliže yt / í(X).Pak

|surj(rxl| = k,-(i)r,,,-(;) M(2) +(-I:kultc1 -
k/

= t,-,,'(:) &- i),

Ve větě 4.11jsme však odvodili, že

|surj ( x)l 
= tt ,,S(n, t).

Porovnáním uveden ch dvou formulípro vypočet počtu surjekcí jedné konečné
množiny na druhou obdržíme následující formuli pro Stirlingova čísla 2. druhu:

s(n,, k)= * ;,-1)' (:)- - 
i),.

I. KOMBINATORIKA

POZNÁUKY A CVIČBNÍ

Funkce / definovaná na podmnožině množiny N se nazyvá multiplika-
tivní, když její definiční obor je uzav eny vzhledem k násobení a pro
každá dvě nesoudělná čísla x, y platí í (x .}) = í (x) - í (y).Dokažte,
že Eulerova funkce p(n) (viz 5.8) je multiplikativní.

Móbiovafunkce p(n)je pro n e N definoviána následovné: p,(n) nablívá
hodnoty 1, pokud jen součinem sudého počtu navzájemr zn ch prvďí-
sel, hodnoty -1, pokud je n součinem lichého počtu navzájem nizn ch
prvočísel a konečně je rovno 0 v ostatních p ípadech

Dokažte, že

v@)=n,Iry,frd
kde se sčítá p es všechny dělitele čísla n (včeťně 1 a n).

1.
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5. Princip inkluze a exkluze

Dokažte, že Móbiova funkce je multiplikativní.

V počítačové učebně je 30 počítač , z nichž 20 běží pod operačním

systémem Windows, osm mázl" monitor, 25 máinstalován CD-ROM,
20 má alespoň dvaz těchto atributri a6 má všechny t i.

a) Kolik počítačri má alespoň jednu Z uveden; ch vlastností?

b) Kolik počítačri nerná žádnou z nich?

c) Kolik počítač máprávéjednu z vlastností?

47
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6 Rozklady p irozenych čísel na sčítance

V tomto paragrafu se budeme zabyvat následujícím problémem: Budle n,k
p irozenó čísla. Kolil<a zp soby lze číslo n rozložit na k p irozenych sčítanc ?

Je zíejmé, žepro k > nje tento počet roven nule, pro t = 1 nebo k = n je
pak roven jedné. Pro 2 < k < n - Lje těchto možností více. Musíme se však
dohodnout, která rczložení čísla n budeme považovat za rťnná. Konkrétně jde
o to, zdanám zá|eží nebo nezá|eží na po adí sčítanc .

Nejprve vy ešíme jednodušší pffpad, kdy po adí sčítancri rozlišujeme.

6.1. Definice. Kompozicí čísla n na k sčítalrc rozumíme každou uspo áda_
nou k-tici [xt, . . ., xtf p irozen; ch čísel takovou, že

X1 *X2+",*X1 =n.

Počet všech kompozicí čísla n nak sčítanc označme K(n,k).
(Termín lcompozice zavedl Percy A. MacMatron.)

6.2.lňta. Pro každá p irozená čísla n, k platí

l

ln-
K(n, o) = (ro - i)

Drikaz. Postupujeme analoglcky jako v p íkladu 3.30. Mějnre z jedniček a
p idejme k nim k - 1nul. Všech permutasí těchto jedniček a nul je P (n, k -/n+k-1\
- 1) = ( k _ t ).le-tia|,...,an+k_l 

některáz těchtopermutrci rozdělíji

k - 1nul na fr risekri. Označme ,r; pďet jedniček v j-tém riseku. Dostaneme tak
-tici Ft, . . . , xt) takovou, že xl*x2*-. - *Jt = n. Tato /<_tice však obecně není

kompozicíčíslan,neboťněktená.q mohou b; t rovna nule. Abychom zajistili, že
vš*hna x; jsou nenulová, umístíme do každďro riseku jedrru jedničku p edern
azbyvajících n - ft jedniček pak mtižeme rozdělit libovolně, tj. P(n - *, t - t)
zprisoby.

Dokázali jsme talq že

K(a,k) - P(n - k,k - 1) =
(z-k+k-lX

(n - &)! -(e - 1)!
= (;: 1)
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6. Rozklady p irozenych čísel na sčítance 49

6.3. Poznámka. V pruběhu drikazu véty 6.2jsme ukázali, že kompozicí čísla

n na nejv še k sčítanc je P(n - k. k- 1) = (":O . ')\ k-l )
6.4. P íklad. Podle věty 6.2lze číslo n = 7 rozlrožit na t i sčítance cetrkem

K(7,3) = Í:) = 15 zprisoby., 
\2/

P íslušné kompozice jsou následující:

5+1+1
1+5+1
1+1+5

4+2+I
2+7+4
1+2+4
4+7+2
2+4+1,
I+4+2

3+2+2
2+3 +2
2+2+3

3+3+1
3+1+3
1+3+3

Pokud bychom však po adí sčítancri nebrali v vahu, lze číslo 7 rozíožit na
t i sčítance čty mi zptisoby (sloupce v ho ejším rozpisu).

Jak uvidíme, je situace s určením počtu rozkladri čísla n na k sčítanc bez
ohledu na jejich po adí podstatně komplikovanější.

6.5. Definice. Budt e n , k píirozená čísla. Rozkladem čísla n na k sčítanc ro-
zumírne každou (neuspo ádanou) k-tici p irozenych čísel x!, . .. ,;r7. takovou,
že

Xt*",*xp=n.
Počet všech rozklad čísla n na k sčítanc označme p(n, k).

6.6. Poznámka. To, žev rozkladu x1 *...+x7. čísla nnak sčítancri napo adí
těchto sčítancti nezáIeží je totéž, jako když se dohodneme na jistém p esně

stanoveném po adí, v jakém budeme tyto rozklady zapisovat. Nadále budeme

P edpokládejme nyní, že

n=Xl*X2*",*X*

je rozklad čísla n na k sčítanc . Pak

n-k=(xt - 1)+ (xz- 1)+...+(xt - 1)

je rozklad čísla n - k na k nebo méně sčítanc (neboť některá .í; se mohla
rovnat jedné). Pitom uvedené pílíazení (xt,. ..,xt) -> (xr - 1,. ,.,xk - 1)

je evidentně bijekcí množiny všech rozklad čísla n na k sčítancťr na množinu
všech rozklad čísla n - k na nejv še k sčítanc .

Dokázali jsme tak, že platí následující věta.
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6.7 . Yéta.

k

p(n, k) = 

' 

p@ - k, i); p(n, t) = p(n,n) = I.
i=I

6.8. Poznámka. Uvedená rekurentní formule nám umožňuje postupně počítat
všechny hodnoty p(n,k). Tyto hodnoty pro čísla n,k = 1,...,10 uvádíme
v tabulce na straně 169.

6.9.Poznámka. Číslo q(n,k) = É p@,i) udávápočet rozklad čísla n na

nejq še fr sčítancri. Pitom rze erJil q@,k) najítp ímo mezičísly p(x,y).
Podle véty 6.7 totiž zíejmě platí

q(n, k) = p(n + k, k),

takže nap íklad q(6,3) _ p(9,3) = 7.

V roce 1942 dokázal F. C. Auluck, že pro velká n je q(n,k) p ibližně
I /n-1\

rovno ČÍslu , (o _ J. 
To potvrzuje vcelku očekávanou skutečnost, že počet

kompozicí čísla n na ft sčítancri je p ibližně klkrát větší než počet rozklad
čísla n na nejv še sčítancri.

Číslo p(n) i= q(n, ň (= i prr. /.)) udávápočet všech rozkladri čísla n.
\k4 /

Podle vyše uvedeného platí

p(n) = p(Zn, n),

takže i čísla p(n) lze zjistit z tabulky čísel p(n, k). (Kromě toho je p(n)
samoz ejmě rovno součtu vŠech čísel v n-tém sloupci této tabulky.)

Tabulka čísel p(n)je uvedenav pííloze na strané l70.
Z tabulky čísel p(n) jezíejmé,že jlžpro poměrně malé hodnoty n je vypočet

hodnot p(n) pomocí rekurentní formule pro p(n,k) zdlouhavy a kompliko-
vanÝ. (O v hodnějším zprisobu v počtu hodnot p(n) se zmíníme v paragrafu
9 _ viz větu 9.6.)

Vzhledem k tomu, že není známjednoduch explicitní vzorcc pro píím
v PoČetČÍsel p(n, k),respektive p(n),byly odvozeny alespoň vztahypopisující
asymptotické chování těchto čísel. Tak nap ftlad Hardy a Ramanujan odvodili,
že

|ep(n)-*{+ -E#
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V roce 1937 odvodil H.
konvergentní nekonečné

kde

Rademacher, že p(n) lze vyjád it jako součet jisté
ady. Pro ukázku jeho v sledek uved'me:

oo

p(n) =' Lr@).Ýq(n),
Q=|

4,*t "/;-Tr,1s)
Ýq(n) = r dn

Ln@) = 

' 

ap,q,r-Uť
p

kde w o,, je 24. odmocnina z 1edné a p probíhá všechna celá čísla nesoudělná
s q menŠÍ nebo rovna ČÍslu 4.

6.10. Poznámka. V adě rivah o rozkladech p irozenych čísel na sčítance jsou
velmi užitečné tzv. Ferrersovy diagramy, v nichž každému sčítanci odpovídá
ádek bodri v rovině. Ibez p esné definice je jistě vše z ejmé z násLedujícfto

p íkladu:

ooooo
oooo

5 + 4 + 1 + 1

Je-li a rozklad čísla n, pak tzv. adjungovany rozklad cy* k rozkladu a
obdržíme tak, že Ferrers v diagram rozkladu a p ečteme, jednoduše ečeno,
po sloupcích. Tak nap íklad adjungovany rozklad k qiše uvedenému rozkladu
5 + 4 + 1 + 1 je rozklad 4+2+2+2+ I.

Platí-li o(, = a*, nazyvá se rozklad a samoadjungovany.

Fokusme se nyní zjistit, kolik má číslo n samoadjungovanych rozklad .

Nejprve uvažme následující jednoduch p ftlad.
Sarnoadjungovanym rozkladem čísla 13 je nap íklad rozklad 5+3+3+1+1.

Ferrersriv diagram tohoto rozkladu je následující:

o

o

'n - j



52 I. KOMBINATORIKA

KdyŽ sečteme v uvedeném diagramu navzájem propojené body, obdržíme roz-
klad 9+3+1. Zamyslíme-li se nad tím, jak rozklad 9+3+1 vznikl, uvědomíme si
jistě okamžité, žejde zákonitě o rozklad s navzájem nizn; mi lich mi sčítanci
(pokud byl samoz ejmě privodní rozklad samoadjungovan ) . Když si nyní
navíc uvědomíme, že obrácením uvedeného postupu zase naopak každému
rozkladu čísla n na navzájem Ňzné liché sčítance pfi adíme evidentně samo-
adjungovany rczklad čísla n, p ičemž popsané zobrazení je z ejmě bijektivní,
je jasné, že jsme dokáza|i následujícítvrzení.

6.11. Věta. Počet samoadjungovanych rozklad čísla n je roven počtu rozklad
čísla n na navzójem r zné liché sčítance.

Pomocí Ferrersovych diagramri lze okamžité - pouhou záměnou ádkťr a
sloupcti - odvodit i další tvrzení.

6.12. Věta. Počet rozkladt) čísla n na sčítance nep evyšující čísto k je stejny
jako počet rozklad čísla n na neju še k sčítanc .

Na množině všech rozkladri (všech p irozenych čísel) je obvyklé defi-
novat vhodné uspo ádání následujícím zp sobem. (Pro formální jednoduchost

0, .. .).)

6.13. Definice. Buď množina všech nerostoucích posloupností nezápor-
n; ch celych čísel, jejichž součtem je p irozené číslo (tj. všechny členy každé
posloupnosti jsou od jistého indexu i > 2 rovny nule). Definujeme relaci <
naY tak,že pro libovolnáa = (ar)i*=t, É = (b")T=l platí:

U a <+ a; < b; prokažďé i e N.

Okamžitě z definice je z ejmé, že platí následující věta.

6,14. \ěta. Relace < definavartáv 6.]3 je uspo á iní namnožině Y a (Y, <)
je sva7, v němž

a v P = (max Iat, bt}, max {az, bz}, . . .)
a 

^ 
P = (min {at, bt}, min {az, bz},. . .).

6.15. Poznámka. Svaz (Y, < ) je obvykle nazyván Young v svaz.
Čast tohoto svílzu je na obr. 6.4.
Počet prvkri ,,v šky" n v (Y , < ) je z ejmě p(n).Snadná je též odpověď na

otázku, kolik prvkri prvek a e Y pokryvá a kolika prvky je pokryt. Je z ejmé,
žs když rozklad a obsatruje k nrzrr ch sčítanc , pak a pokr vá t prvkri a je
pokryt k+l prvky.
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6. Rozklady p irozenych čísel na sčítance

Dokažte, že p(2r +k,r +k) = p(Zs +t, s +fr) prokaždé r,. NI.

Dokažte, že číslo p(r + k, k) je rovno:

n=2

Obr. 6.4: Young v svaz

PozNÁvKy A cvtčnNí

Srinivasa Ramanuj an dokázal adu vlastností čísel p(n, k) a p(n), nap í-
klad skutečnost, žeprokaždé n e Ng je p(Sn +4) násobkem 5. Ově te
tuto skutečnost pro n = 0,I,2.

Označme t (n) počet rozklad čísla n, jejlchž každy sčítanec je mocninou
čísla 2 (včetně 20 = 7).

(a) Vypočtěte t (n) pro 1 < n < 6.

(b) Dokažte, že t (2n + 1) _ t (2n).

(c) Dokažte, že t (n) je sudé pro všechna n > l.

['' < 't 3. JlžGalileo Galilei ešil problém, proč píihazenr kostkami nepadá stejně
častosoučet9a10.

a) Ukažte, že čísla 9 a l0 mají stejn počet rozkladri na t i sčítance,
které jsou nejvyše rovny 6.

b) Zdtivodněte, proč p esto nepadá součet 9 stejně často jako součet
10.

:- i]

" ] 19
-JlL

1.

4.

5.

2+2+l 2+I+I+7 1+1+1+1+1

2+I+I 1+1+1+1

1+1+1

ipor-
azdé
ci<
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a) počtu rozklad čísla , * 
/O + 1\

[ , 
- 

) "" 
k navzájem rriznl ch sčítancri;

b) počtu rozklad čísla r na sčítance nejv še rovné k.

6. Pomocí Ferrersov; ch diagramri dokažte rovnost p(n) - p(2n, n).

7. Hardy a Ramanujan v r. 1919 dokazali, že

p(n) : ,1 
= 

,en'G .

4n"/3

Porovnejte hodnotu p(70) podle tohoto tvaru s p esnou hodnotou (viz
tabulku na straně 170).

_-
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7. Rozdělovóní do p ihródek

7 Rozdělování do p ihrádek

V tomto paragrafu v podstatě jen shrneme některé qisledky odvozené jlždííve,
p eformulujeme je však do jazyka tzv. ,,p ihrádkové" kombinatoriky. Mnohé
tilohy lzetotlž p evést na následající problém: kolika zp soby lze n p edmět
rozdělitdokp ihrádek?

Vzhledem k tomu, že jak p edměty, tak p ihrádky mohou byt vzájemné
rozlišitelné, respektive nerozlišitelné, anarozmístění mohou b t kladeny další
omezující podmínky (nap . aby všechny p ihrádky byly neptázdné, aby počet
prvk v ruznl ch p ihrádkách byl Ňzny apod.), lze loh tohoto typu zformulovat
celou adu. Řešení někteq ch z nich mriže b; t velmi komplikované.

Četné aplikace těchto q sledk |ze najít i mimo matematiku, nap . ve
statistické fyzice.

Ještě p ed ešením riloh uvedeného typu si zformulujeme následující evi-
dentní tvrzení, známéjako Dirichlet v princip.

7.1.'Věta. P i každém rozdělení n p edmět do k p ihródek, kde k < n, existuje
alespoň jedna p ihrddka obsahující alespoň dva p edměty.

Jakkoliv je Dirichlettiv princip jednoduch1 , umožňuje ešení ady
Řadu zajímavych p ftlad lze najít nap íklad v [7].

7.2.P íklad. Dokažte, že kdyžv obdélníku o rozměrech 6 cm x 4 cmvybereme
Iibovolně 25 bod , pak mezi nimi existují alespoň dva, které mají vzdálenost
menší než 1,5 cm.

Leží-li dva body v jednotkovém čtverci, je jejich vzdálenost rovna nejvyše
/=l/2, cožje méně než 1,5. Kdybychom tedy chtěli 25 bod rozmístit tak, aby

každé dva měly vzdálenost alespoň 1,5 cm, mohli bychom do každého čtverce
o straně 1 cm |ežícího v daném obdélnftu umístit nejq še jeden bod. Obdél-
ník však lze pokr}t nejv še 24 takovymi čtverci. Podle věty 7.1 tedy mezi
libovoln;imi 25 body jsou alespoň dva ze stejného čtverce.

7.3. \čta. Budle k, n libovolná p irozend čísla. Pak lze n rozlišitetnych p ed-
mět rozmístit do k rozlišitelnych p ihrádek právě k" zptisoby.

D kaz.Je-liX = {xt ) .. ., xn}množinanp edmět aY ={yr, . .., !*}množina
fr p ihrádek, pak je evidentní, že rozdělení p edmětri do p ihrádek je totéžjako
zobrazení množiny X do množiny . (Prvek .r; se zobrazí na tu p ihrádku, do
které je umístěn.) Odtud a z véty 3.21 okamžitě plyne tvrzení.
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P i popsanych rozmístěních p edmětri do p ihrádek existují samoz ejmě
p ihrádky, které mohou z stat prazdné. Chceme-li p edměty X rozmístit do
p ihrádek tak, aby žádná p ihrádka nez stala prázdná, ie to z ejmě totéž,
jako sestrojit sudekci X na . Odtud, z véty 4.1l a z p ftladu 5.9 plyne
následující tvrzení.

7.4.Yéta. Bud' dáno n rozlišitelryrh p edmět a k rozlišitelnych p ihrádek,
n > k. Početrozdělenítěchtop edmět dop ihrádek,p inichžžádnáp ihródka
neztistane prázdnó, je roven číslu

Podobně z drisledku 3.8 plyne

7.5.Wta. Bud'dáno n rozlišitelnych p edmět a k rozlišitetn ch p ihrádek,
k ž n. PoČet rozdělení p edmět do p ihrádek, p i nichž každá p ihrddkn
obsahuje nejvyše jeden prvek, je roven číslu

(k)" = k . (k- 1) . .... (k - n + 1).

Nyní uvažujme p ípad, kdy máme opět fr rozlišiteln ch p ihrádek avšak n
vzájemnénerozlišitelnych p edmět . Uvědomíme-li si, že zap edměty mrižeme
vzít nap ftlad cifry 1 (v počtu n) a p ihrádky mrižeme oznaěit xl, ..., xk, je
okamžitě zíejmé, že tato loha je ekvivalentní s určením počtu kompozicí
čísla n. Chceme-li p itom, aby v každé p ihrádce bylo alespoň r p edmět ,

m Žeme nejprve do každé p ihrádky r p edmětri vložit a zb vajících n _ kr
p edmětri pak rozdělit libovolně. Odtud, z véty 6.2 a poznárrlky 6.3 okamžitě
plyne následujíc í tvrzení.

7.6.Yéta. Budte k,n libovolnó p irozená čísta. Pak lze n nerozlišiteln ch
p edmět rozmístit do k rozlišiteln ch p ihrádek právě

/n+t-1\
( k-. )

zp soby.

Chceme-li, aby v každé p ihrádce bylo alespoň r p edmět , je těchto mož-
ností

ln-kr+k-1\
( k-| )

Mají-li zejména byt všechny p ihródky neprázdné, je možností celkem

/n-1\
(o-,/

ne

dc

Zn

uC

7;

p

7.

pl

7.,

u!

k

kls(n,tl = rt-1)' (:)- - i), .

i=0
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7. Rozdělování do p ihrádek

Nyní uvažme p ípad, kdy jsou p ihrádky nerozlišitelné. Nechťtedy je dáno k
nerozlišiteln ch p ihrádek an rozllšitelnlich p edmětri. Rozdělit tyto p edměty
do p ihrádek tak, aby právě p těchto p ihrádek bylo neprázďnych, evidentně
znaČÍ utvo it rozklad na množině p edmětti na právě p tííd. Podle definice 4.9
udává počet těchto rozklad Stirlingovo číslo 2. druhu S(n, p).

Odtud okamžitě plyne

7.7 . Yéta. Počet rozmístění n rozlišitelnych p edmět do k nerozlišitelnych
p ihródek je roven číslu

k

S(n, 1) + S(n, 2) +...+ S(n,/.) = 

' 

S@,i).
i=|

Chceme-li zejména, aby všechny p ihrádlq byly neprázdné, je těchto mož-
ností próvě S(n, k).

Zbyvá nám poslední možn p ípad, kdy jsou nerozlišitelné i p edměty i
pňhrádky. Protože za p edměty mrižeme vzít cifry I aza p ihrádky sčítance,
jejichž po adí nerozlišujeme, je tento p ípad evidentně popsán pomocí rozkladri
p irozen ch čísel. Odtud a z véty 6.9 okamžitě plyne následující tvrzení.

7.8. Věta. Je-li dáno n nerozlišitelnych p edmětt), lze je do k nerozlišitelnych
p ihródek rozdělit

k

p(n,I) + p(n,2) +...+ p(n,k) = I p@,i) = p(n +k,k)
i=I

zp soby.

Chceme-li, aby všechny p ihrádlq byly neprázdné, je těchto možností právě
p(n, k).

7.9.Poznámka. Uvedené q sledky mrižeme shrnout do tabulky 7.3, v níž je
trveden počet všech rozdělení (bez jakychkoliv omezujících p edpokladri).

7.L0. P íklad. Ilustrujme si rozdíIy mezi počty možností v jednotlivych p í-
padech nap íklad pro 10 p edmět a 4 p ihrádky.

(a)

(b)

k,=4l0-1048576,

(";1;') = (,;) _286.



počet všech

rozmístění

n p edmět

rozlišitelnych nerozlišitelnych

t p ihrádek

rozlišitelnych kn (";: , 
,)

nerozlišitelnych
k

IS(n,i)
i=l

k

D p@, i)
i=l
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Tab.7.3: Umístbvání p edmět do p ihrádek

,-K

(c) I s(" , i) =,S(10, 1) + . (10,2) +, (10, 3) + S(10 ,4) =i=l 
=1+511+ 9330+34105_43947,

k
(d) D p@,i) = p(t}, 1) + p(I0,2) + p(I},3) + p(I},4) =23.

i=7

POZNÁVKY A CVIČENÍ

1. Do 15 P ihrádek je rozmístěno 100 míčkri. Dokažte, že alespoň dvě
p ihrádky obsahují stejn počet míčkri.

2. DokaŽte, Že v kaŽdé skupině (alespoň dvou) lidí existují alespoň dva
lidé, kte í znají stejny počet členri skupiny. (Návod: Uvažujte množinu
lidí, kteff neznají nikoho).

3. UkaŽte, Že mezi sedmi rťrzn; mi píirozen ,mi čísly vždy existují čísla x,
y taková, že x + y nebo x - yje dělitelné deseti.

4. ldáme Čty i bílé koule, čty i černé koule a čty i červené koule. Kolika
zPrisoby je m Žeme rozdělit do 6 rozlišitelnych p ihrádek? (2000 376)

8.,

8

Srt
4.2
6.7
sčít

díl.
(tj.

nc
cícl

í(n
hod
mul
jem
číse

í(n

E,1

8.2.

(b

(c



8. Řešení rekurentních formulí

Řešení rekurentních formulí

S rekurentními formulemi jsme se setkali již několikrát. Tak nap íklad ve větě
4.Z jsme odvodili rekurentní formuli pro v počet Bellovych čísel Br, ve větě
6.7 pak rekurentní formuli pro vypočet počtu p(n,k) rozkladri čísla n nak
sčítancri.

Mezi právě uvedenymi formulemi je - kromě jiného - jeden zásadní roz-
díl. Čísla B,, závisejí na jediné hodnotě (tj.n),čísla p(n, k) na dvou hodnotách
(tJ. n, k). V tomto paragrafu se budeme zabyvat formulemi prvnfto z uvede-
nych typ , tj. formulemi pro vlípočet člen posloupnosti pomocí p edcházejí-
cích členri.

P edpokládejme, že je tedy dána rekurentní formule pro q počet hodnot

f (n). Obecně nám taková formule umožňuje vypočet členu í (n + 1), známe-li
hodnoty /(1) í(n) (respektive /(0) í(n) apod.). Jednotlivé for-
mule se však mohou lišit tím, kolik píedcházejících člen fakticky pot ebu-
jeme k vypočtu členu následujícfto. Tak nap íklad ve formuli 4.2 pro 1 počet
čísel B,, pot ebujeme k určení 'Bn všechny členy píedcházející" = e formuli
f (n + 2) = í (n + 1) + f (n) pot ebujeme jen píedcházející dva členy.

Má tedy smysl následující definice.

8.1. Definice. Řekneme, že rekurentní formuie pro v počet hodnot í (n) je
ódut e N, jestližeprokaždén e Nlze f (n+k)určitpomocí f (n), f (n+7),

. . ., í (n+k- 1), p ičemž fr je nejmenší p irozenéčíslo s uvedenou vlastností.

8.2.Píktad. (a) í(,+3D=í@+2)-log f(n) jeformule3. ádu,

(b) í(n +2) _ f (n + 1) + í(n) je formule2.íádu,

,l

(c) Tn+l = DTo není formule konečného ádu.
/c=0

8.3. Definice. Buď dána rekurentní formule k-tého ádu pro 1 počet čísel

í(n), ru e N. Řekneme, že posloupnost (a,)T=t je ešením této rekurentní
formule, jestliže pro každé i e N dostaneme po dosazení čísel a;ai z?. í (n+ j),
j =0,...,k,identitu.
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8.4. P íklad. Posloupnost (2:)T=tje ešením rekurentní formule Z.íádu

Í(n +2) = 3, í(n+ 1) _ 2, í(r),

neboťpro všechnan e Nplatí

2n+2 -3.Ť*l _2.2".

8.5. Poznámka. Rekurentní formule /c-tého ádu z ejmě m že obecně mít ne-
konečně mnoho ešení, neboť prvních k členri posloupnosti, která je ešením,
mrižeme volit zcela libovolně. Stejně tak se ovšem mťrže stát, že rekurentní
formule nemá ešení žádné.

Nyní se bude zab vat otázkou, zdalze alespoň v některych p ípadech pro
danou rekurentní formuli určit člen f (n), an7žbychom museli počítat postupně
všechny členy píedcháaející. Uvidíme, že se nám to poda í pro speci áIní typ
formulí - pro tzv.linefuní rekurentní formule s konstantními koeficienty.

8.6. Definice. Rekurentní formule tvaru

í (n + k) = q . í (n + k - 1) + a2 . í @ + k - 2) + . . . * at . í @), (8.1)

kde a1 a1 jsou reálná čísla, at / 0, se nazyvá lineórní rekurentní formule
k-tého ádu s konstantními koeficienty.

8.7. Věta. Jsou-Ii posloupnosti (fi(n))T=t, (íz@)) r, . . ., (í,(rz)),?r eše-
nímformule 8.1, je také jejich libovolná lineární kombinace

(r, ír(n) + czíz@)+ . . . * c, í,(ň)7,

ešením formule 8. ].

D kaz. Je zíejmé, že stačí dokázat, žekaždá lineární kombinace libovolnych
dvou ešení formule 8.1 je opět ešením formule 8.1. Nechť tedy (g(n)) r,
(h(n))[tjsou ešení formule 8.1 , tj. platí

g(n+k) = at?(n+k - 1) +a2g(n +k -2) +... + at?@)
h(n + k) = alh(n + k - I) + a2h(n + k - 2) +... + ath(n)

pro vŠech na n eN. Pot ebujeme dokázat, že prolibovolná čísla cl, c2 e R je
(r(n))[t, kde r(n) _ ct7@) * c2h(n),také ešením forrnule 8.1.

8. ňeš,

D-.I ll

rQt,

což znl

8.8. Po
rekuret
lineánr

8.9. P

Pot
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šení, tj.
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G@D;
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8.10. P
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8. Řešení rekurentních formulí 61,

Prokaždén e Nplatí:

rQt + k) = ct?@ +k) + c2h(n +k) = ctlat?@ +k - I) +,., +apg(n))+

+c2|aft(n + k - 1) + . . . + aph(n)] _

= atfct?@ + k - 1) * c2h(n + k- 1)] + . . . + apfcls(n) * c2h(n)] =

= alr(n + k- 1) + . . . + apr(n),

což znamená, že (r(n))?:je ešením formule 8.1. o

8.8. Poznámka. Zd razněme, že větu 8.7 jsme dokázali pro speciální typ
rekurentních formulí. Snadno lze akázat, že když formule není lineární, pak
lineární kombinace danych ešení vribec nemusí b; t ešením dané formule.

8.9. P íklad. Mějme dánu rekurentní formuli 2. íádu

Í(n+2) =5, í(n + 1) _ 6, í(n).

Pouhym dosazením lze snadno ově it, že posloupnosti (2")7t a (3") 
r

jsou lineárné nezávislá ešení dané formule. Nyní ukážeme, žekaždé ešení

G@))TJ zadané formule je vhodnou lineární kombinací uvedenych dvou e-

šení, tj. existují konstanty ct, c2 Q R takové, že prokaždé n e N platí:

s@) = (., . 2" + ,, . 3")7, .

Jak tyto konstanty nalezneme? Protože íád dané formule ie 2, je ešení
(s(n))rr jednoznačně určeno volbou hodnot s(1) a 8Q). Nechť tedy g(1) _ g,

s(Z) = b. Pot ebujeme dokázat, že existují konstanty ct, c2 takové, že

2c1 +3c2 = a

4c1+9c2 = b

Tento systém rovnic má však právě jedno ešení

3a-b b-2a
Cl= , L2-

8.10. Poznámka. Je zíejmé, že množina všech posloupností reálnych čísel se
sčítáním definovanym po složkách a s obvykl m násobením reálnymi čísly
tvo í vektorovy prostor nekonečné dimenze na ]R. Zvéty 8.7 plyne, že všechna
ešení lineárnírekurentníformule daného ádu tvo ípodprostortohoto prostoru.
V p íkladu 8.9 jsme ukázali, že dimenze vektorového prostoru všech ešení
zadané rekurentní formule druhého ádu je 2; posloupnosti (Z')Tq a (3') 

r

tvoff bázi tohoto vektorového prostoru.

mít ne-
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Postup uveden; v p ftladu 8.9 lze snadno zobecnit na p ípad lineární reku-
rentní formule s konstantními koeficienty libovolného ádu k e N. Libovolné
eŠení (s@DT4 takové rekurentní formule je totiž jednoznačně určeno hodno-

tami g(1) , 8(2) 8G). Existují-li lineárně nezávislá ešení

GÁn))T=t, (íz@)),, . . . ffr@D,*=t,

pakjistě existují konstanty cl, c2, . . ., ck e ]R takové, žepro každé n e N platí:

s(n) = ctít@) +...+ c*ft(n).

K tomu totiž stačí ukázat, že systém rovnic

qfi(l) + c2f2Q) + . . . + cpfp(I) = 8(1)
q ít(2) + c2f2(2) + . . . + cp fp(2) = 8Q)

:

q ít&) + c2f2$) + . . . + cpfp(k) = 8&)

má ešení. Zlineámí nezávislosti posloupností

G:@DT-,, (íz@))[,, . . ., (í*(n))T=t

však snadno plyne, žedany systém rovnic máprávě jedno ešení cl, c2, . . . , ck.
V dalším (viz d sledek 8.19) ukážeme,že takov systém lineárně nezávis-

l ch ešení vskutku existuje.
Celkem se takto snadno odvodí následující twzení.

8.1"1. Věta. Dimenze podprostoru všech ešení lineární rekurentní formule
s konstantními koeficienty je rovna ódu této formule.

8,I2. Poznámka. Je-li dána nějaká rekurentní formule, mtiže a nemusí se
stát, že existuje posloupnost (8 (n, cl, c2, ... , c*)),?=, obsahující parametry
cl, c2, . . . , ck tak, Že platÍ:

(a) Dosadíme-li zaparametry c1, c2, ..., cklibovolná reálnáčísla,je vznihá
posloupnost ešením dané rovnice.

(b) Každé ešení dané rekurentní formule |ze získat vhodnou volbou para-
metr cl, c2, ..., ck ve v Še uvedené rekurentní posloupnosti.

Pokud posloupnost (g (n, ct, c2, . . . , r )T=, s uveden; mi vlastnostmi existuje,
nazyvá se obecné ešení dané rekurentní formule.

Zvyše uvedeného tedy plyne, žeplatí:

8, lej
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8.13. Věta. Necht' je dóna lineórní rekurentní formule

í(r+k) = q . í(n+k - 1) + a2. í@+ k - 2) +... * at. í@)
ádu k s konstantními koeficienty. Necht'

UÁn))T,., . . ., (ft(n))T=t

jsou lineárně nezávisló ešení dané formule. Pak je posloupnost (g(n))[r, kde
pro každé n e N platí

s@) = ctít(n) + ",+ ctí*(n),

obecnym ešením dané rekurentní formule.

Otázkou nyní ztstává, zda alespoň v někter; ch p ípadech obecné ešení
najdeme.

Buď nyní dána lineární rekurentní formule k-tého ádu s konstantními
koeficienty

í (n + k) = atí (n + k - 1) + . . . + apf (n).

Zjišttrjeme, zdapro některé r e R je posloupnost (r')Tl ešením této formule.
Pokud je posloupnost (r")Tq ešením, musí pro každé n e N platit

r'*k = al7n+k-1 + . . . * alrfk.

Pokud je r _ 0, je tato rovnost splněna triviálně. Je-li r / 0, musí tedy platit

,k=orrk-l +...*ar.

Odtud a z véty 8.7 plyne

8.14. Věta. Je-Ii reálné číslo r ešením rovnice

*k =atxk-l +...*ak,

je každó posloupnost (crn)Tq, c e R libovolné, ešením rekurentní formule
8.1.

8.15. Poznámka. Rovni ce xk = alxk-l + . . . * a1 s9 nazyvá charakteristickó
rovnice formule

Í (n + k) = atí@ + k _ I) +,,, + al,f @).

Charakteristickou rovnicí rekurentní formule k-tého ádu je tedy algebraická
rovnice k-tého ádu. Tato algebraická rovnice má tedy fr ko enri (počítáme-li
každy ko en tolikrát, iakáje jeho násobnost).

Uvědomme si p itom, žekdyžje formule 8.1 k-tého ádu, je koeficient ap

nenulov , takže také všechny ko eny charakteristické rovnice jsou nenulové.
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Odtud plyne následující věta

8.16. Věta. Bud'f (n+k) = alí(n+k- 1)+.. .*atrí@), at /O, lineórnťreku-
rentní formule k-tého ádu s konstantními koeficienty. Necht'charakteristickó
rovnice 

*k =atxk-t *...*a1,

má jednoduché navzájem rua reálné ko eny fl, . . . , Tk. Pak obecné ešení
dané rekurentní formule je Naru

krri + c2r!+ . . . + ct ri)ir.
D kaz. Posloupnost (rrrí + c2r!+ . . . + ct r[)i1 je ešením dané formule
podle vět 8.14 a8.7. Podle pozriámky 8.15 jsou všechna čísla f i, i = I, . . . , k
Ňzná od nuly. Posloupnosti (ri)[ r, i = 1, ..., t jsou evidentně lineárně ne-
závislé. Zb vá tak pouze dokázat, žekaždé ešení dané rekurentní formule lze
získat vhodnou volbou konstant c;. To dokážeme analogicky jako v poznámce
8.10.

Buď (s(n))Ěr libovolné ešení zadané rekurentní formule. Toto ešení
je jednoznačně určeno hodnotami s(1) 8(k).Zvolme tedy tyto hodnoty
libovolně, ale pevně. Je pot eba dokáaat, že systém fr rovnic o k neznám ch
Clr...rCk

C ltC2r2*...*Cprp = 8(1)
cg| + c2r|, + . . . + cl,rf; = 8Q)

:

cgf +c2r!+...+cl,r! = 8(k)

má ešení. Protože uj* jsou všechna čísla r; ileilulo vá, jedeterminant

rovněž nenulov , takže dany systém rovnic má právě jedno ešení.

8.17. P íklad. Vy ešme rekurentní formuli z p ftladu 8.2(b):

í(n+2)= f (n+1)+ í(n).

Charakteristická rovnice je tvaru

x2 = x + 7.

f1,

rI

,t

f1 í2
r| r|

,r ,:

8. Řeše

Její koi

takže o

Hledejr
musí p1

Tento s,,

Toto eš

členy é
v Ňzn, ,

nejme p
(F,,)Tq.

Ver
rakterist
algebrail
byt větši
ko eny c

8.18. \G
p-násob

lineórně
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8. Rešení rekurentních formulí ó5

Jejíko enyjsou

XI,2 =

takže obecné ešení je tvaru

1*,J5

(.,(T)"-,,(+),)^,
Hledejme takové ešení (s(n))T, zadané formule, že sG) - 1, g(2) = 1. Pak
musí platit

I+\R I-\R
', z +Cz 2 = l

,,(rf)'-,,(+)'= 1

Tento systém rovnic máprávéjedno ešení cl = -c2 = *. Odtud plyne, že

s@)--+t(ry),- (+)]
Toto ešení (s@DT4 je tzv. Fibonacciova posloupnost

I,I,2,3, 5, 8, 13,21,34, . . .;

členy této posloupnosti jsou tzv. Fibonacciova čísla, která hrají d ležitou roli
v Ňznych částech matematiky i v adě pozoruhodnl ch aplikací. Pozname-
nejme pouze, že posloupnost Fibonacciov ch čísel je obvyklé značit symbolem
/D \@
\l'n ) n-0.

Ve větě 8.16 jsme popsali, jaklze nalézt obecné ešení v p ípadě, že cha-
rakteristická rovnicemápouze jednoduché reálné ko eny. Dob e však víme,že
algebraická rovnice mriže mít i ko eny imaginární a násobnost ko enri m že
byt větší než jedna. V dalším popíšeme obecně alespoň ten p ípad, kdy všechny
ko eny charakteristické rovnice jsou reálné.

8.18. Věta. Necht' charakteristickó rovnice formule 8. ] mó reólny nenulovy
p-násobny ko en r. Fak jsou posloupnosti

?\7r, (n .r',lfr, (nt'-t .r")7,

lineárně nezávislá ešení formule 8. ].
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D kaz. Je zíejmé, že pro r ť }jsou posloupnosti (r");*=l (nl-t . ,'r)7,
lineárně nezávislé. Zb vátak dokázat, že všechny tyto posloupnosti jsou eše-
ním formule 8.1.

Nechť tedy r je p-násobny ko en charakteristické rovnice. Pot ebujeme
dokázat,žepro s = 1 p - 1ie (n' .r")Tl ešením formule 8.1, tj. žeplatí

(n + k)'rn+k - at(n + k - l)srn+k-| +a2(n+ k - 2)srn+k-z +... * alrnsr|l .

Vydělíme-li tuto rovnici rn, obdržíme

(n +k)'ro - or(n +k - I)srk-t +a2(n+k * })srk-z +... *a1ríLs.

Dokažme pro jednoduchost tento vztah pouze pro . = 1. P edpokládejme
tedy, že číslo r / }je alespoň dvojnásobn m ko enem rovnice

xk =atxk-| *a2xk-2 +...*at.

Z algebry víme, že dvojnásobn ko en polynomu je nutně ko enem derivace
tohoto polynomu, takže r je ko enem rovnice

kxk-| = aÁk - I)1t-z + a2(k - Z)at'-l + . . . * at _t.

Odtud plyne, že platí

krk-| = at(k - I)7r-z + a2(k - 2)7t'-s + . . . * at _t.

Zatéchto p edpoklad pot ebujeme dokazat správnost následující rovnosti:

(n+k)rk = at(n +k - 1)7t'-t +a2(n+k - 2)7tc-z +... +alr(n+k - k).

Upravme tuto rovnost následovně:

nrk + krk = n . |alrk-| + a2rk-2 + . . . + atJ + a{k - l)rk-| +

+a2(k - 2)/'-z + . . . + a1,(k - k).

Rovnost vyraz stojících u n na obou stranách rovnosti nyní plyne z toho, že
r je ko enem charakteristické rovnice, rovnost zbyvajících členri plyne z toho,
že ko en r je alespoň dvojnásobn .

Zvéty 8.18 okamžitě plyne

8.19. D sledek. Blld'

í (n + k) = at í @ + k - 1) + a2f @ + k - 2) + . . . + al,f @)

8.,

lineá
všecl
ko et

+Pj
n-ty ,

ri-

8.20.

Snad

-2a

8

1l.

)



8. Řešení rekurentních formulí

lineórní rekurentní formule k-tého ádu s konstantními koeficienty. Necht' jsou
všechny ko eny ťl,..,,ri charakteristické rovnice tétoformule reálné. Necht'
ko en rt je pt-nósobny, r2je p2-násobny, . . ., Tj je pi-nósobny (tj. pt+ . . . +

+ p j = k). pak obecnym ešením dané rekurentní formule je posloupnost, jejíž
n-r člen je roven l razu

ri . Gt1 * cpn+ ", * clprftPl-') * r!., (cn * c22n+ ", * c2ornPz-') * .. .

, " + ri, @i1* cizn+ ", +cjp.nPj-|).

8.20. P íklad. Najděte obecné ešení formule

í(n+D =3í(n+3)+3í(n+2) - 11 í(n+l)+6í(n).

Charakteristická rovnice této formule je

,4 =3x3 +3x2 - IIx +6.

Snadno \ze ově it,žetato rovnice má dvojnásobn ko en 1 a jednoduché ko eny

-2 a3. Obecn m ešenímzadané formule je tedy posloupnost (g(n))[,, kde

s@) - c1 . I' + c2n . I' + cg(- ))" * ca3n = cI * c2n * cg(-))" * c43n.

POZNÁVIKY A CVIČENÍ

Název ,,Fibonacciova čísla" pro členy posloupnost 1,I,2,3,5,8,...
zavedl francouŽsk matematik Eduard Lucas. Tzv. Lucasova posloup-
nost (L,r) o 

j" definována stejnou rekurentní formulí Lr+z = Ln+I * Ln,
avŠak Lo = 1,, Lt = 3. Vypočtěte Lrc, Lzo.

Známy hlavolam Hanojskó věž uveYejnil v r. 1833 tajemn; francouz-
sky profesor ,,Claus". Až v r. 1884 publikoval H. de Parville článek
v časopise La Natur, v němž uvedl, že ,,Claus" je anagram, ktery užil
vyše zmiňovany Eduard ,,Lucas". Hlavolam tvo í t i vertikální tyčky, na
nichž je navlečeno n kruhoq ch diskri s otvory uprost ed. Tyto disky
mají navzájem Ňzné poloměry a jsou poskládány do věže tak, že po-

loměr každého disku je větší než poloměr kteréhokoiiv disku nad ním
(viz obrázek 8.5). Hlavolam spočívá v tom, p enést véž najinou tyčku
tak, že v každém kroku lze p enést pouze jeden disk z jedné tyčky na

druhou a nikdy p itom nesmí byt položen větší disk na menší.
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Obr. 8.5: Hlavolam Hanojská věž

Parville v uvedeném článku uvádí legendu, podle níž mniši v utajovaném
tibetském klášte e pracují na p emístění véže tvo ené 64 ztatymi disky.
Ve chvíli, kdy práci dokončí, nastane konec světa. Kdy tato skutečnost
nastane?

označme 1n minimální počet krok pot ebn; ch k p emístění věže.

a) Dokažte, že (Hr)T=oje ešením rekurentní formule Hg - 0, Hr+l =
=ZHn+t.

b) Najděte obecné ešení uvedené formule.

c) VypoČtěte, kolikstoletíby trvalo p emístěnívěže ze64disk, kdyby
se na kolu pracovalo nep etržitě a p emístění každého disku by
trvalo jednu sekundu.

3. Dokažte, že pro členy Fibonacciovy posloupnosti (Fr)fl platí:

(a) F2+ Fa+... * Fz, = Fzn+t - I

(b) F1 + F3+... * Fzr_t = F2n

(c) F? * F} *... + F3 = F,. F,+t

4. Dokažte, že Fibonacciova posloupnost (4,)r0 splňuje:

a)

b)

c)

d)

_ 1)

8.,

Fa- F2+2\ +Fg

F5' Fs +2F2+ F1

F6 - Fs +3F2 +3\ + F6

F7 - Fa +3ft +3F2 + F1

F,,-Ét- l1n',(i) r"r
Fk+r=F*F,,*F*_tFr_t

Ft dělí číSla Fzt*l a Flwz

e)

0
g)

&&]
9*r**L'\j
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8. Řešení rekurentních formulí 69

5. Takzvaná (3n + I)-funkce 8,.N + N je definována vztahem

Í;, pro n sudé

g@)-|
|3n+L
l , , pronlíché,

(8.2)

Zdá se pravděpodobné, že pro každé /l N dospěje posloupnost g(n ),

82 @), 83 (n), . . . k číslu I. (Zatímto je prokázáno pro všechna n < 24a .)

Prově te tuto vlastnost pro počáteční hodnoty 34'l,,96,I04,336, I33.

6. Buď /2 }S pevné. Pro každé x e Ng položme

s@)=1'+Ť+",+(n-1)'.
Ukažte, že:

a) 8(0)=n_
b) g(D - }n2
c) sQ) - in'
d) gQ) - jna

e) g(q - !n5

1

-fu
-*r'*ž"
-i"'*i"
-iro**r'-$n

7. k-té Bernoulliovo číslo D1 (pojmenované po Jacobu Bernoullim) je de-

finováno jako koeficient u členu n ve funkci s&) @iz cvičení 1). Jacob
Bernoulli dokázal, že

k

g(t)=;* (o,)ru,,'-'.

Pomocí této identity ově te vyjád ení čísla g(4) ve cvičení 1(e). (Tabulka

Bernoulliovych čísel je uvedena v tabulce na strané 17I.)

Bernoulliova čísla splňují vztah

r-(;') bt, =0, n > ,l"

Pomocí tohoto vztahu a Pascalova trojrihelnfta (strana 169) ukažte, že
b5 =0,be = #.,bl =O,ba = _*,bro = *,bn= _%

8.
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9. Nechť pro .T e ]R, značí Ix] celou část čísla x, ti.největší celé číslo n
takové, že n 1 x. Nechť S, je množina všech permutací n-prvkové
množiny í|,2,...,n}. Řekneme, že permutace p e ,Sn je fluktuační,
když platí:

p(zk- 1) < p(zk)pro 1 
=k 

<l;],

p(}k+ 1) > p(zk)pro 1 < k <l-dl
L 2l

Tak nap íklad v Sa existují následující fluktrrační permutace: (1, 3, 2,4),
(1,4,2,3), (2,3,1,4), (2,4,1,3), (3,4,1,2). Označme , počet fluk-
tuaČních permutací v S,,, o = 1. Tato čísla senazyvají Eulerova.Platí:

( r)Ěo = 1,1,1,2,5,|6,61,...

a) Vypište 16 fluktuačních permutací v ,Ss.

b) Platí rekurentní formule:

Ukažte,že*=272.

9. Irn

9\
9.1. Pc
nekone
nekone

Ne
I1,Iekont

Řekner
oc

ada f
n=

Řel

verguje

Sou

kde cg.

ady.Ii:

1_ _ __w
0
Snadno
divergul

Vn

e'=

En+l=: 
r"(;)rrr"--
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9. Ý tvo ující funkce 71

9 Vytvo ující funkce

9.1". Poznámka. (O nekonečn ch adách funkcí.) P edpokládejme znalost

nekonečnych číseln ch ad. Shrneme zde některé elementární poznatky teorie

nekonečnl ch ad funkcí.
Nechť (í"(ň)T=, je posloupnost funkcí definovan ch na množině M C R.

Nekonečnou adou funkcí nazyváme symbol

Ž r,(x) = ít',) + íz@)+,,, + í,(x)+ . . .

u 

'='

Řekneme, že tato íada konverguje v bodě ío M, jestliže konverguje číselná
oo

ada f f,(x .

n=l

Řekneme , žeíadafunkcí Ž r,(x) konverguje na množině K,jestliže kon-
n=l

vergujevkaždémbodě x , K.

Součtem ady i r,(x) na množině K nazyváme funkc i í (x) definovanou
n=|

takto: 
oo

pro každé xg e K ptatí í (x = 

' 

í,@ .

n=I

Mocninnou adou naz váme adu funkcí tvaru

Žor*' = a0* alx * azx,+... + anx'+...,
n=0

kde a6, aLa2,... jsou reálná (respektive komplexní) čísla - tzv. koeficienty

ady.Jistě existuje J1g sup :M _ u (můžebyti u =+oo). Číslo , = ! (kde
u

11 oo

- - ^.\ - 0) nazyváme poloměr konvergence mocninné ady f arx" .

0 
- *' 

oo 
- v' L'wJ JqLLLv ťvvv"'v' ' v'P'Ý' 

n=o

Snadno lze dokázat, že tato mocninná ada konverguje na interva|u (-r, r) a
diverguje v každém bodě í ]R, lxl > r.

V matematické analyze se dokazuje, že nap íklad

@rnxxZXn
e, =r L=l+?,+? +...*-+... prokaždé.r ]R (tj.r -oo).- /_l nl 1! 21 71l. t

rt=0
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Mocninné ady D arx" ,D br*" podle definice považujeme zasobě rovné,
n=0 n=O

jestliže pro každé n NI platí an = b,.

9.\

Odtud nap íklad p|yne, že

e=I*l*:-:+..., 1 =e-'=|-:-1-:+...,1! 21 3! e 1! 2! 3!

což jsou vztahy, které jsme použili jižv p íkladu 2.3.
Zobecněním známé binomické věty je následující tvrzent:
Pro každé reálné číslo a platí

(1 +r)o = i C)-= (;) - (1)" -(;)*+ -(:)"+ ,

n=

p ičemž poloměr konvergence uvedené ady je r = 1 (d. uvedená rovnost platí
pro všechna x e (-1, 1)).

Tak nap ftlad

^ffi=(1 + flž =(á) -(i), -(;)*+ . -(:)"+.

Podle p íkladu 2.9 (c) tedy platí

'ffi=l+r"#C_i)"
le-ri arx'mocninná ada a r jejípoloměr konvergence, lze uvnit in-

n=0
tervalu (-r, r) tuto adu derivovat a integrovat člen po členu, tj. pro každé
x e (-r, r) platí

(; ",ť)'= fr, ,x,),= Ě 
n.a,xn-L,

t 
-. -pfičemž zderivovanáíada má stejny poloměr konvergence jako ada p vodní.

Dále prokažd interval ía, b) C (-r, r) platí

kde

9.3. ]

Í r*,.ť) 
dx = 

xU"' 
o.*, a,) .

Ton

(l

P

(

Vytvc

9.2.

adi
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ost platí

miÉ in-

o každé

-,,--dní.

É rovné,

9. Ý no ující funkce

KoneČně součet, součin a podíl mocninn ch ad definujeme následovně:

o,*'- Ě b,x' -i{o, + b,)xn ,

'r=0 n=O n=O

D.o,r' D bnx'
n=0 n=0

9.3. P ftlad. (a) Víme,

1+x+x2+...

= Ě crx',
n=0

oo

D ar'"
n=0

kde cn = aob, * albn_1

oo

= 

' 

drxr,

.+ arbg,

D brx" n=0

n=0

me f; drx"je ta mocninn áíada,pro kterou platí
n=0

žr,*, Ě d,xn=Ě anx,.
n=0 rl=0 n=0

žepro í (-1, 1) platí

+ xn +. . . = -L (geometrická ada).|-x

To zname ná, že+ je vytvo ující funkce posloupnostiI-x
(b) Najdeme vytvo ující funkci posloupnosti 1 ,2,3,4,
Podle poznámky 9.| víme, žepro x (-1, 1) platí

(1 +.r +x2 +...+ x' +...)' = I+2x +3x2+... +nx,-l

,l,,1,1,

( 1 \' 1: 
\1_"/ = 1t_ry'

Vytvo ující funkcí posloupnosti (n)n_1, je tak funkce }; -(l - 7)Z

oo

D,*"-,
n=|

9.2. Definice.
oo

adu f aox'
n=0

v no ující funkcí posloupnosti (ar)[ o nazyváme mocninnou

(na množině, kde tato ada konverguje).
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(c) Víme, že pro každén e N akaždé x e ]R platí

(binomická věta).

To znamená, že funkce (l + x)" je vytvo ující funkcí konečné posloupnosti

(;), (i) , (:) (ť. ádku pascalova trojrihelnfta).

Vytvo ujícífunkcejsou mocn mnástrojemk ešení adykombinatorick ch
loh, p edevším těch, které vedou na rekurentní formule. K ešení kompliko-

vanějších pffpad bychom však pot ebovali hlubší znalosti o adách funkcí.
Proto se omezíme jen na několik jednodušších p ftladti.

9.4. P fttad. Řezem y íetézci (tj. riplně uspo ádané množin é) A / a rozumíme
uspo ádanou dvojiciIX,Y]neprázdn ch podmnožin množiny A takov ch, že
X)Y =a,XUY = Áaprokaždé dvaprvky x , X,y Y platíí < y(tj.
x.y).IezÍejmé,Ževkonečnémn-prvkovémÍetézciA_{ot.az1...<
1 att} existuje n - I íez, protože,,dolní t ídou" X m žeb t právě jen některá

sestrojenou následovně: v prvním kroku utvo me nějak íez {X, ] v Á. Ve
druhém kroku utvo me íezvetffdě X iY ,pokud tyto t ídy nejsou jednoprvkové.
Ve t etím kroku utvo íme íezvkaždéz nově vzniklych tffd obsahujících alespoň
dva prvky atd. Posloupnost ukončíme v okamžiku, kdy jsou všechny vzniklé
t ídy jednoprvkové.

Je-li nap ftlad A = {q 1az < a3 1a+ < asl,je dělením na A nap ftlad
posloupnost

t1 = f{at, azI, {as, a+, as}]

t2 = l{at|, {az|,, {a , {aq, aslf

fu = l{at}, {az}, {al}, {a+}, {as}]

Náš kol nyní zní: Kolik existuje dělení na konečném etězci?

Označme R,, počet dělení (n + l)-prvkového íetézce. P edstavme si první
krok nějakého dělení tohoto íetézce. Jak jsme již uvedli, m žeme tento krok
utvoit n zprisoby (dolní tYída m že obsahovat 1,...,n prvk ). Podle toho,
kolik prvk dolní tíídatohoto prvního ezu obsatruje, rozdělíme všechna dělení
do n skupin. Do k-té skupiny patff dělení, v nichž dolní tffda l.íezuobsatruje k
prvk . SpoČtěme nyní počet dělení patíícíchdo k-té skupiny. Protože dolní tfida
obsahuje k prvk , existuje na ní Rr_r íezů. Homí t ída prvního ezu obsatruje

9,

n+
for

Plat

kde

Plar

odn

Z ro,

plynr

(1 +x),=Ě (;)-
Vyr
na1

tj
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n +1- k prvk , proto naníexistuje Rn_tríez . Odtud z ejmě plyne rekurentní
formule

R, = RoRn_t * RlRn_2 +...* R4_1R6, Ro = 1.

Vzhledem k tomu, že uvedená formule není konečného ádu, nem žeme ji
vy eŠit pomocí metod odvozenych v paragrafu 8. Ukážeme však, jak lze ešení
nalézt pomocí vytvo ující funkce posloupnosti (Rn)r..

Vytvo ující funkcí je v tomto p ípadě funkce

Platí

oo

F(x) =' R,x'.
n=0

oo oo

r'@) _ F(x) . F(x)=' R,,x'' R,x'
n=0 n=0

cn = RoRn t Rt Rr_t +... * RrRo =

tj' 
oo

12 @) = 

' 

R,+lx' .

n=0

Definujeme-li nyní funkci G(x) vztahem G(x) = x . F(x),platí

C'(r) -_ *2 . p'(*) = ,2 .Ž R,*r*,
n=0

Platí tak

G(x) = " ; ^,*i=ROí 
*Rlx2*R2x3

c'(') = 
",Ž 

Rr+tx' = Rtx2 + R2x3 * .

n=0

= Ď crx',
n=0

kde

odtud
c'(r)

Z rovnice

plyne

_ G(x) - Rox

c'(*)

G(x) =

= G(x) - x (neboť Ro = 1).

-G(x)*x=0

l+\m

75
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Nyn
rozd
když
jedn,

žekc
muS j

]

pern.

pro k

Lze d

členl
a2s-',

perm

Odtu

perml
již ul

plyne

Zaver

lze ul

Protože v bodě x = 0 rada f; R,x' konverguje, existuje G(0). Z posledního

vztahu plyne n=o

G(0) ='*a =I1,2 [o,
p ičemž podle definice musí b t G(0)

1

= 0. Tzn., že

_\Fe
G(x) -

Funkci tE - +x však umíme rozvinout v mocninnou adu. podle poznámky
9.1p|atí

,f_ aa= (1 - afli = Ť,- ,, (1)(4x)',
n=O

tj

G(x) = ;[,-á,- r.(j)G-)"f

;[,-(,-i,-7)2n-l #('::,,) ",)] =

= Ě:(,:_?)x,=á#axn*|
Protože G(x) = x . F(x), plyne odtud

Ž*,r,*, - Š' (or\ 
x,,*|,,

n=0 
- 

k,r*t\"/-'
tj.

R,,= *()
9.5. Poznámka. Na p íkladu 9.4lze názorně demonstrovat, jak lze často rilohy
na První pohled zce|a odlišné p evést na ešení téže rekurentní formule.

V P Íkladu 3.33 jsme ešili problém, kolika zprisoby se mohou lidé postavit
do fronty na Večerník tak, aby měl prodávající vždy nazpét. Zjistilijsme, že
když má k lidí desetikorunu a k lldí pětikorunu, je těchto možností

*(:)
což 1e
p íkla
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;:nrho
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_ ;lrhy

: _ stavit

9. Ý ruo ující funkce

Nyní všechny ,,pííznivé" permutace k jedniček a ft pětek (viz p íklad 3.33)
rozdělme do k t íd takto: permutaca al, . . ., azk patíído s-té t ídy právě tehdy,
když s je nejmenší p irozené číslo takové, žemeziciframi al, . . . , ausje právě s
jedniček a s pětek (nap ftlad permutace 55151I5I patíí do 3. t ídy). Je zíejmé,
žekdyž pííznivá permutace patíí do s-té ííídy a , < k, pak cifra na místě 2s + t
musí b t 5; jinak by daná permutace nebyla píiznivá.

Nyní zjistíme, kolik permutací je obsaženo v s-té t ídě. Buď tedy

al , . . . , a2s, . . , , a1k

permutaces-tét ídy. Pakmezičleny al,, ..., aZsjes jedničekaspětek, p ičemž
pro každé r < ^ jemezičleny aI, . . ., a2r více pětek nežjedniček. Snadno však

lze dokázat, žetakol ch permutac í ot, .. . , a2sje celkem L (" - 2\
s \s -l ), 

Mezi

členy a1s+l aztie nyník -s jedniček ak - s pětek. Pitompermutace
a2s+I ayj masí byt evidentně rovnéž pííznivá. Počet těchto pííznivych
permutací je podle p íkladu 3.33

l /2k - 2s\
k-s+1'( o-, )

O,dtud ovšem plyne, že v s-té t ídě je celkem

1 /2s-2\ 1 /2k-2s\
; (s-1) t-,-t'(o-, )

permutací. Vzhledem k tomu, že počet všech píizniv ,ch permutací je,jak jsme
již uvedli,

77

plyne odtud identita

L k+l\
L,ís(t-s+1)

Zav edeme-li nyní označení

*(,:),

(T--i) (Tr_3,) = a
1 /2s\

,+J (r/ =T"

lze uvedenou identitu p epsat na tvar

ToT*_t + TlTp_2+ . . . * Tt_tTo = Tt,

což jeformule, kterou jsmevezce|aiiné souvislosti ešili v p íkladu 9.4. Řešení
p íklad 3.33 a9.4 je proto zákonité stejné.
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Nyní ukážeme, jak vypadají vytvo ující funkce posloupností, udávajících
počty rozklad píirozen ch čísel, o nichž jsme hovo ili v paragrafu 6.

9.6. \čta. Pro vyno ující funkci posloupnosti (p(n)) r platí

Žorrr*" =ň * Qlro |xl < 1),

n=0 n=|

položíme-li definitoricl<y p(0) = 1.

Drikaz. Pot ebujeme dokázat, že

1+ p(t)x+ p(2)x2+", + p(n)x'+", = + + ]_ ...' x_,j, 1_x2 I_x|l
Budte ai e IR libovolná čísla, i _ I,2, . .. . Víme, že když lo,*'l . 1, pak
platí

l - aixi = 1+ a;xi *o?*'' +...+afx'i +... (součet geometrické ady).

Odtud plyne

(1 -atx).(1 - azxz) (L-apxk).... - (1 + alx * o2r*2 + o3r*3 + . . . ).

. (1 + azx2 + oj*a + alrx6+...) . ... . (1 + atxk + of;*zk + o3o*3k+... ) . .. . -
= 1+ alx *@?*az)xz +... +(ai'a!} ...o!ť +...)x" +...

V koeficientu v xn určuje každy sčítanec oi'o? . . . alf právě jeden rozklad
čísla n, totiž

(1 + 1+...+ 1)+ (2+2+...+2)+...+ (k+k +...+k) - n.

r| 12 rk

(Nap íklad koeficient u x2 je roven součtu a| + a|a}, jehož sčítanci určují po
adě rozklady 1 + 1 a 2čís|a2.)

KdyŽ nyní položíme al = a2 = , , , = 1, obdržíme dokazované tvrzení. o

(a) Poloměr konvergence vytvo ující funkce i p@)x' je
n=0

oo

(b) Inverzní funkcík vytvoíující funkci D p@)*n je nekonečn součin
n=0

9.7.Poznámka.

tedy roven 1.

Koeí

kde,
B Qt)

(

doká
násle

t
diagr

(t

preto

psát,

p iro,

9.8. I
analo
sčítar
jsou r

Vytvc
je fun

Kone,
navzá

ň,,
n=l
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, ;jlcích Koeficienty cn mají rovněž jednoduchou kombinatorickou interpretaci. Platí

cn=A(n)-B(n),

kde Á(n) je počet rozkladri čísla n na sud počet navzájemŇznych sčítancri a
B(n) je počet rozklad čísla n nalichy počet navzájem niznych sčítancri.

(c) 11ž Euler, ktery první odvodil vytvo ující funkci posloupnosti (p(n)) ,,
dokázal, že ,,většina" koeficientri c, je rovna nule. P esněji ečeno, odvodil
následující vztah, dnes běžně nazyvany Eulerova identita:

,, - x')= 1+Ě,- rÝ .(- rt2*t \+x , 
),

rtr

: 1, pak

é uny).

+...).

)-...-

rozklad

::;1í po

,; .,,, " je

: ;čin

D kaz této identity, ktery je nejv hodnější provádět pomocí Ferrersov ch
diagramri , zde uvádět nebudeme.

(d) Eulerovu identitu lze z ejmě v eči rozklad píirozenych čísel inter-
pretovat - p i označení uvedeném v (b) - takto: Necht'p irozené číslo n lze

3k2 +k
psát ve tvaru 2 , kde k je vhodné p irozené číslo. Pak A(n) _ B(n). Je-li

p irozené číslo n vyše uvedeného tvaru, pak A(n) - B(n) = (-1)t.

9.8. Poznámka. Ideu použitou v d kazu věty 9.6 lze samoz ejmě použít v adě
analogickl ch p ípad . Chceme-li nap íklad zjistit počet rozklad čísla n na
sčítance, znichžkažd je roven některému z čísel sl, ..., t, p ičemž sčítanci
jsou navzájem Ňzní,, utvoffme vytaz

(1 + x'l)(1 + x") .. . (1 + í'o).

Po roznásobení obdržíme evidentně v raz, v němž koeficienttt xn udávápočet
hledan ch rozklad .

9.9. Poznámka. Vytvo ující funkcí posloupnosti (p(n,,t)) r je funkce

xk
G(x) - (1 -x)(l_P7...(1 _xk)

Vytvo ující funkci posloupnosti udávají počty rozklad čísla n naliché sčítance
je funkce

1
H(x) = (1-x)(1 -x3)(1_x5)...

Konečně vytvo ující funkcí posloupnosti udávající počet rozklad čísla n na
navzájem Ňzné sčítance, je funkce

K(x)=(1 +.r)(1 + x\(|+J3)...=ň'' +x\.
k=l
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Ukažme si, jak lze pomocí uveden ch vytvo ujících funkcí snadno odvo-
zovat tvrzení o rozkladech p irozenych čísel. Platí nap ftlad

H(x) =

=

(1 -x)(1 -;l;(1 -;s;...
(1 _ xz)(t _ x4)(t _ x6)(1 _ x8) .. .

(1 -x)(1 -P111 -xilt-x1 _ -
I(t _ "r)(t +x)] . [(t - x2)(t +r2)] . [(t _ x3)(t +;3)] . ...

(1 -.r)(1 -x2)G_x3)(1 _xa)...
= (1 +x)(1 +.r2)(1 +x3)...= K(x).

Dokázali jsme tak právě, že platí následující věta.

9.10. \Čta. Počet rozklad čísla n na navzójem rtizné sčítance je roven počtu
rozkladťl čísla n na liché sčítance.

PozxÁtvtKy A cvIčENí

1. Dokažte, že vytvo ující funkce Fibonacciovy posloupnosti je

oo

s(x)=' F,x'=#.
n=0

Buď (.Bn),posloupnost Bellov ch čísel.

a) Dokaž te, že ada fr Brx' diverguje pro všech na x / 0.
n=0

b) Dokažte,že ada fr '4*" absolutně konverguje na]R.Án!

10.
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]0. Bloková schémata, latinské čnerce a konečné roviny

10 Bloková schémata, latinské čtverce a konečné ro-
viny

Jedním z centrá|ních pojmri moderní kombinatoriky jsou tzv. bloková sché-

mata, nazyvaná též konfigltrace, designy i jinak. Teorie blokovych schémat je

= intenzívně rozvíjenaaje velmi složitá. Proto se zmíníme jen onejzákladnějších
pojmech a zavedeme některé jednoduché typy.

,,, :očtu

10.1. Definice. Budte l), b, k, r, ), p irozená čísla, Á konečná množina,lAl -
= u. Systóm podmnožin

Xt,X2,...,Xb

množiny A se nazyvá blokové schéma typu (u, b, k, r,.i,) v množiné A,jestliže
lXrl = lXzl =. . . = lXul = k,každy prvek a e Aje prvkem právě r množin
Xi a pro každé dva r&zné prvky a,b . A je {a,b} podmnožinou právě,},
množin X;.
Množiny X; se nazyvají blolql daného blokového schématu.

Je samoz ejmé, že nemusí existovat blokové schéma libovolného p edepsa-

ného typu. Jak však ukážeme v p íkladu I0.2, m že blokové schéma existovat.

I0.2: P íklad. Buď A = {1,2,3,4,,5,6,7I. Blokovym schématem typu
(7 ,7 , 3, 3, 1) je nap ftlad systém množin

81

X1 = {I,2,4I
X2 = 12,3,5}
X3 = {3,4,6}

Xa = {4,5,7}
X5 = {1,5,6}
X6 = {2,6,7}

X7 = {I, 3,7}

10.3. Věta. Existuje-Ii blokové schéma typu (u, b, k, r, }"), platí

bk = ur, r(k - 1) = i.(u - 1).

Dtikaz. První rovnice je evidentní; levá i pravá strana z ejmě udává číslo
lXrl + ... + lXul.Ve druhé rovnici sečítáme počty dvojic obsahujících dan
prvek ai . A. Prvek ai jeobsažen vr blocích av každémznichtvo ídvojice
sezb; vajícímik - | prvky. Současně však aitvoíí.}, dvojic skažd m zu - 1

zbyvajících prvk . .

10.4. Definice. Blokové schéma typu (u, b,3, r, ),) se naz vá systémem tro-
jiC.Pro.l, = 1 se systém t ojic naz váSteiner v.
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10.5. Poznámka. Steinerol m systémem trojic je nap ftlad blokové schéma
zp ftladu I0.2.Jeto tedy takov systém t íprvkov chpodmnožindanékonečné
množiny, žekaždé dvaprvky se současně vyskytojí u právě jedné z podmnožin.

J. Steiner v roce 1853 zformuloval tento problém následovné: Pro kteró p iro-
zená čísla n lze rozdělit n písmen do trojic tak, aby se každá (neuspo ádaná)
dvojice písmen vyslqtovala v právě jedné trojici?

Protože se ve Steinerovl ch trojicíchkaždé písmeno vyskytuje s každym ji-
nympísmenemprávějednou, musíb tčíslo n-l sudé, tj.n = 1(mod 2). (Stačí
si totiž uvědomit, žekaždé písmeno je ve trojici s dalšími dvěma písmeny.)

Dále víme, žekaždá trojice obsahuje t i dvojice akaždá dvojice se v troji-
cích vyskytne právě jednou. Odtud plyne, že celkovy počet dvojic, což je číslo

íi) = 
n(n - l), 

musí byt násobek tff. Celkově odtud plyne, že číslo n musí\z) 2
byt tvaru 6k + 1, respektive 6k +3, k e N (tj. n = I, 3(mod 6)).

V roce 1859 dokáza| M. Riess , že tato nutná podmínka je současně posta-
čující, tj. platí následující tvtzení, které uvedeme bez d kazu.

10.6. Věta. Blokové schéma typu (n, b,3, r,1) existuje próvě tehdy, když

n=6k+1 nebo n=6k+3, ke N6,n}3.

Buď dán Steineniv systém trojic typu (n, b,3,r,1). Jak jsme již uvedli
v poznámce 10.5, je počet všech dvojic roven číslu ry. Každá trojice ob-
sahuje t i dvojice,, takže počet b všech. blok je roven číslu 'g*. Podle věty
10.3 dáleplatí r .2=ft - I,tj.r = .

Odtud azvěty 10.6 plyne

10.7. Věta. Na n-prvkové množině existuje systém Steinerovych trojic próvě
tehdy, kdyžn =6k+l nebon = 6k+3 (k No,fl ž 3).Vtomp ípadě jetěchto

n(n-l) n-ltroiic -:--:- a každ prvek se vyslcytuie v : trojicích." 6 
- J f J---J---J- 

2

10.8. P Íklad. Uvedme Steinerovy systémy trojic pro nejmenší tfi možnéhod-
noty n,tj. n _ 3, n = 7 an = 9.

n=3: 1 2 3

n =7 :

n=9:

12
l4
l2
14
I6

3 5 6

l0. Bl,

10.9. r
mínkar
R. T. I.

denně ,

s každt
Kli

dující:

Jde
p ičem;
sedm t

Dor
jeho p ]

Úz|

i0.10.
srcvattl Č

tako.,o
žinl, ,{

10.11. I

jsou lati

3

5

3

5

8

2 5 7

3 47
167
246

369
467
589

27 8

3 4 8

3 5 7

17 9
249
2 5 6
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]0. Bloková schémata, latinské čfuerce a konečné

10.9. Poznámka. Úlohu vedoucí na Steineruv systém trojic (s dalšími pod-
mínkami) zformuloval ještě p ed Steinerem v roce 1847 anglick matematik
R. T. Kirkman. Jde o znám, Kirkman v problém ] 5 dívek: ] 5 školaček chodí
denně na prochá7ku se azeno do pěti trojic. Lze je adit do trojic tak, aby každá
s každou šla během 7 dn, ve trojici právě jednou?

Kladná odpověď je vcelku jednoduchá. Rozpis procházek může byt násle-
dující:

1

4
7

10

13

23
56
89

11 12

14 15

147
2 510
61114
9 1215
3 813

1513
2 412
6 715
81014
3 9l1

15 l12
9 2 8

14 36
12 49
13 57

l6 8

21113
41015
5 914
3 7I2

I4
15

10

13

11

1 910
2 7l4
3 515
4 811
61213

1 11

26
34
58
7 1,0

JdeoSteineruvsystémtrojicsparametryu = 15, b =35,k =3,r =7,.}" = 1,
p iČemŽ musí byt splněna ještě další podmínka: trojice musí byt rozděleny na
sedm t íd po pěti trojicích tak, aby byl každy prvek v každé t ídě právě jednou.

Dodnes není známo, pro která n má Kirkmanriv problém, p esněji ečeno
jeho p íslušné p eformulování, ešení.

Úzkou souvislost s teorií blokov ch schémat mají tzv. latinské čtverce.

10.10. Definice. Buď dána libovolná n-prvková množina A (n IV. Latin-
slcym Čtvercem ádu n rozumíme čtvercovou tabulku o níádcích an sloupcích
takovou, že v každém ádku akaždém sloupci je permutace všech prvk mno-
žiny A.

10.11. P íklad.

12
21
34
45
53

jsou latinské čtverce ádu 5.

3 4 5

4 5 3

512
231
124

123 4 5

23 4 51
34 5l2
4 5123
5I23 4

:o

;o
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10.12. Poznámka. Je zíejmé, že existují latinské čtverce každého ádu n N.
zkaždého latinského čtverce íádu n > 1 mrižeme snadno utvo it další latinské
čtverce nap íklad tak, že změníme po adí ádk , respektive sloupc , nebo
provedeme nějakou peímutaci prvk množiny Á nebo eventuálně uvedené
postupy zkombinujeme.

Řekneme , že dvalatinské čtverce js ou ekvivalentní,jestliže vyše uveden m
zptisobem lze jeden p evést na druh; .

Lehce lze dokázat, žekTžd latinsk čtverec 5. ádu je ekvivalentní právě
s jedním z latinsklích čtverc z p ftladu 10.11.

Latinské čtverce se vyskytují v nejruznějších souvislostech. Utvo íme-li
nap ftlad obvyklou tabulku násobení v libovolné konečné grupě, obdržíme
z ejmě latins čtverec.

Latinské čtverce mají rovněž jednoduchou geometrickou interpretaci. Po-
važujme každé z n2 míst v latinském čtverci za,,bod" a p edstavme si násle-
dující ,,spojnice" bod : (1) ádky latinského čtverce, (2) sloupce latinského
čtverce, (3) body v nichž je vepsán stejny prvek. Tyto spojnice tvo í tzv. 3-sít'
s n2 uzly. Každá spojnice je tvo ena n body, spojnice téhož,,typu" se neprotí-
nají akaždym bodem ptochází právě jedna spojnice každého ze tíí uveden ch
typti.

Naopak každou 3-síť lze interpretovat jako latinsky čtverec.

10.13. Definice. Budte dány dva latinské čtverce n-tého ádu utvo ené
z Prvk mnoŽiny A. OznaČma a;i, respektive b;1, prvek ležící v prusečíku
i-tého ádku a j-tého sloupce prvního, respektive druhého latinského čtverce.
Protože le'| - n2,Lze všechny prvky množiny Á2 vepsat do schématu utvo-
eného zníádk an sloupcri.

Řekneme, že danédva čtverc e (aij) a (bti) jsou ortogonální, kdyžve čtverci
(oij, bu) jekažd prvek z A2 právě jednou.

10.14. P íklad. Čtverce

123
231
312

jsou z ejmě ortogonální, neboť když z
čtverec

nich utvo íme popsanym zprisobem

231
a l23

312

jsou
(p ič

J

čtver

atyl

nejsc

t
ňzoy

Sesta
aby t,

dva c

Jr

latins
da ile
n=
kapia

P
nedoj
couZS

6. ác

v
Tarry
poZor
8.16).
Eulerr
V roc
čtverc

Pr
zení:

10.15.
latinsl

12 23 31

21 32 13

33 11 22
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jsou v tomto čtverci všechny prvky kartézského součinu {1,2,3} x {1,2,3}
(p ičemž prvek |i, jljsme zapsali stručně jako i7).

Ie zÍejmé. že neexistují ortogonální latinské čtverce Z.íádu. Jediné latinské
čtverce 2. íádujsou totiž čtverce

a ty nejsou ortogonální, neboť ve čtverci

1z 21

21 12

nejsou všechny prvky součinu {1,2} x {1,2}.

Problematiku existence ortogonálních latinsk ch čtverc 6. ádu zpopula-
rizoval Euler, když v roce 1782 zformuloval slavnou lohu o 36 d stojnících:

Sestavte 36 d stojník 6 r znych hodností ze 6 r znych pluk do čtverce tak,
aby v ŽÓdné adě ani žódném zóstupu nestáli dva d stojníci stejné hodnosti ani
dva d stojníci ze stejného pluku.

Je zÍejmé, Že tato Eulerova loha vede na konstrukci dvou ortogonálních
latinskych čtverc 6. ádu. Protože se konstrukce těchto čtverc Eulerovi ne-
da ila, vyslovil hypotézu, že neexistují dva ortogonálnť latinské čtverce ádu
n = 4k +2, k - 0, 1,2,... . (Podrobnosti viz ve cvičení 3 na konci této
kapitoly.)

Pravdivost této hypotézy pro k = 0 jsme ukázati vyše. Samotny Euler se
nedoŽil vy eŠení tohoto problému pro k > 0. Teprve v roce 1900 dokazalfran-
couzskY matematik G. Tany, že neexistují dva ortogonální latinské čtverce
6. ádu.

Vzhledem k tomu, Že latinsk ch čtverc 6. ádu je témě 25 000 000 a
Tarry své tvrzení odvodil jistym systematickym 1 čtem, je jeho vykon opravdu
Pozoruhodn . (O poČtu latinskych čtvercri íádu n viz kapitolu 2, poznámku
8.16).
Eulerova hypotéza byla dlouho považována za správnou. Vyvrácenaby|a až
V roce 1959, kdy R. C. Bose a S. Shrikhande sestrojili dva ortogonální latinské
čtverce 22. íádu.

Později Bose, Srikhande a E. T. Parker dokázali dokonce následujíc í tvr-
zení:

latinské čtverce n-tého ádu.

85

12 21
2l a 12
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Drikaz. Drikaz nebudeme provádět, neboťp esatruje rátmec tohoto textu. Kjeho
provedení je t eba ady tvrzení o blokovych schématech.

10.16. P íklad. Ukažme dva ortogonální latinské čtverce 10. ádu.

00 49 17 96 28 83 75 61 52 34

76 11 59 27 90 38 84 02 63 45

85 70 22 69 31 91 48 13 04 56

58 86 71 33 09 47 92 24 15 60

93 68 80 72 44 19 57 35 26 01

67 94 08 81 73 55 29 46 30 12

39 07 95 18 82 74 66 50 41 23

21 32 43 54 65 06 10 77 88 99

42 53 64 05 16 20 31 89 97 78

14 25 36 40 51 62 03 98 79 87

Ztoltoto p íkladu tedy plyne nesprávnost Eulerovy hypotézy již pro k = 2.

Driležitou částí kombinatoriky, těsně propojenou s teorií blokovych sché-
mat, jsou tzv. konečné geometrie. Ukažme souvislost někteq ch pojmri koneč-
n ch geometrií s teorií latinsk}ch čtvercri.

10.17. Definice. Buď A / a konečná množina, R" C 3(A). Nechťplatí:

(1) Pro každé x,! Q A, x / y, existuje právě jedna množina P e R"tak,
že{x,yI c P.

(2) Prokaždou množinu P e R" aprokaždy prvek x e A,x / P,existuje
právějedna množina Q e Rtaková, že x e Q a P A Q = a.

(3) ExistujítíinavzájemŇzné prvky x,!,z e A takové, že {x,y,z} není
podmnožinou žádné množiny P e R".

Pak se dvojice (A, R) nazyvá konečnó afinní rovina. Prvky množiny Á se
nazyvají body a prvky množiny R. p ímlq této roviny.

Ve shodě s obvyklou geometrickou terminologií zavedeme následující de-
f,nici.

10.18. Definice. Dvě disjunktní p írrrky nazveme rovnoběžkami. Směrem
v afinní rovině nazveme systém všech rovnoběžek s danou p ímkou.
Skutečnost, že p ímky P, Q jsou rovnoběžné, budeme značit symbolem
PllQ.
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10"19. 
'Věta" Necht'P, Q, R jsou p ímlcy v konečné afinní rovině. Necht'P ll Q,

Q ll R, P / R.Pak R || P.

Drikaz. P ipust'me, že existuje a e P n R. Pak by bodem a procházely dvě
rovnoběžky s p ímkou Q, což není možná .

10.20.Věta. Všechny p íml<y v konečné afinní rovině mají stejny počet bodt).

Drikaz. I. Nejprve dokážeme, že stejny počet bod mají všechny p ímky téhož
směru.

Nechť tedy v konečné afinní rovině (A,, R) existuje pffmka P tvoíená n
body al,...,att. Buď b e A libovolnlí bodneležícínapímce P (existence
takového bodu plyne z vlastnosti (3)). Podle (2) prochází tímto bodem právě
jedna rovnoběžka Q s p ímkou P. Nyní dokážeme, že lQl = n.

Pro každ bod ai . P existuje podle (1) právě jedna p ímka Ri taková, že
lat,bl C R;. Pro ai / a1 jezíejmé Rr / R;. (Kdvby totlž R; = Ri,|eželyby
body ai,aj,bnatéžepYímce, avšak ai,aj určujíp ímku P ab / P.)

Zvolme ai P libovolně. Podle (2) prochází každym bodem a; P,
ai / ai, právé jedna pffmka disjunktní s R;. Označme tuto p ímku S7. Kdyby
byly p ímky Si a Q rovnoběžné, musela by se pffmka S; rovnat p ímce P,
protoŽe bodem a1 prochází jediná rovnoběžka s Q. To by však znamenalo, že
a; , R; O Sj, což je spor s p edpokladem.

P Ímka ,S; proto protne p ímku Q v jednom bodě s; rrizném od b (neboť
S; o Rj = {aiD. Pro j / k píitom z ejmě platí s i / sp. Na p ímce Q tak leží
body b,si, j / i. Pitom jezíejmé,žena Q nemttželežetžádn další bod.
(P edpokládejme totlž, že existuj e na Q další bod c. Podle (2) existuje p ímka
Ctak, žec e C,C ORi -a,tj.C / Q,neboťb e QoR;.Je-li c /s1, je
C / Si. Pak ale C protne p ímku P vbodě různémoda; pro všechnai,což je
spor.)

Dokázalijsme tak, že lQl = n.
II. Nechť nyní A, B jsou dvě r&zné p ímky, které nejsou rovnoběžné.

Pipust'me,že Á jetvo enanbody al,,...,andnaBležínavzájem r znébody
bt, ...,bn+t.Zvolme označenítak,že pr sečft p ímek A, B je q = bt. Podle
definice bodem b,al procházírovnoběžka C s pffmkou A. Tato rovnoběžka má
podle první části d kazu n bodťr; označme je ,t cn = btt+1.

Označme .S1 pffmku procházející body bt, cl a zvolme na B libovolny
bodbi / h. Tímto bodem procházíjediná rovnoběžka ^; s p ímkou St.Tato
rovnoběžka nutně protne p ímky A, B. Kdyby totiž byly nap íklad p ímky Á
a ,S; rovnobéžné, procházely by bodem a1 dvě rovnoběžky s p ímkou ,S;, a to
p ímky Á a,S1.
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Označme S; oÁ = a|,S; ftB _ bi.Pro í / j všakpodle tvrzení 10,19 platí

ai / o;,b: / bj.To však není možné, neboťna p ímce B je víc bodri nežna

p ímkách AaC.
P ímky A, B tedy musí obsahovat stejn počet bodri, ,

Snadno lze dokázat následující wrzení,

10.22.Věta. Konečná afinní rovina á^du n má n2 bod a n2 + n p ímek. Na

každé p ímce leží n bod, a kažď m bodem prochází n +"!, p ímek, Všechny

p ímlq lze rozdělit do n + I směrťl a kažď směr obsahuje n rovnoběžek,

Nyní je ovšem píirozená otár:ka, zda nějaká afinní koneČná rovina vribec

existuje.

První
směr

I
II
m
IV

I234
5768
1011 912
15 í4 16 13

Druh
směr

V
VI
Vu
vIII

13 159
14 10 2 6

11 15 7 3

4 8 t2 16

T etí
směr

IX
X
XI
XII

6 16 1 11

t2 515 2

8 9 314
13 4 10 7

Čtvrt
směr

Xm
XIV
Xv
XVI

7 L2 1,4 1

2 13 8 11

16 3 10 5

9 6 4 15

Pát
směr

XVII
xVIII
xIx
Xx

1 81015
2 7 916
3 612 13

4 5 11 14

Tab. 10.4: Konečn á afinní rovina 4. íádu

1

v
p

p

Il
V,

dl

pr

vš

bc
t*,

u\

Zn

slo
da1

na
(Tj
pír
pro

Yzh
nem

Io.2t.Definice. Řádemkonečné afinní roviny rozumíme počet bod ležících

na p ímkách v této rovině.
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10.23. P Íklad. V tabulce 10.4 jepopsána konečná afinní rovina 4.íádu. Podle
véty 10.22 musí obsahovat 16 bodri (sou označeny arabskymi čísliceml) a20
p ímek (jsou označeny ímsk; mi číslicemi).Každ zpétisměru obsahuje čty i
p ímky.

10.24. Poznámka. Sportovné založen; čtená m že post ehnout, že afinní ro-
vina 4. ádu uvedená v tabulce 10.4 je rozpisem rozjíždék p i klasické ploché
dráze, kdy 16 jezdc absolvuje 20 rozjížděk tak, žekaždy jezdecjede s každym
právě v jedné rozjížďce.

Tabulka 10.4 je d kazem, že konečné afinní roviny vskutku existují. Tím
vŠak vtibec není zodpovězena otázka, zda existuje konečná afinní rovina li-
bovolného ádu n e N. Alespoň částečnou odpověď na tuto otázku nám dává
teorie latins ch čtverc .

Jak latinské čtverce souvisejí s afinními rovinami si ukážeme na rovině
uvedené v tabulce I0.4. (Porovnej následující konstrukci s definicí 3_sítě v po-
známce 10.12.)

se adme nejprve 16 bodri dané roviny do následující tabulky:

1

5

9

13

234
678

10 11 12

14 15 16

Na první pohled je vidět, že íádky v této tabulce jsou pffmky 1. směru a
slouPce p ímky 2. směru v dané rovině. Nyní si ukážeme, jak lze zapsat pffmky
dalších tff směru.

UvaŽujme 3. směr, d. p ímky IX - XII. V uvedené čtvercové tabulce pak
na místa bod první z těchto pffmek, d. p ímky číslo IX, vepišme číslo 1.
(Tj. nahradíme jedničkou čísla 1,6,71,16.) Podobně cifrou 2 nabradíme body
P ÍmkY ČÍslo X (tj.vepíšeme dvojku místo čísel 2,5,12,15). Když tuto pravu
provedeme analogicky i pro p ímky číslo XI a XII, obdržíme čtverec

12
2i
34
43

34
43
l2
21

NYní si uvědomme, Že jsme zákonité obdrželi latinsk; čtverec 4. íáda.
Vzhledem k tomu, že p ímky 3. směru se neprotínají (isou to rovnoběžky),
nem Že se stát, aby jedno a totéž místo mělo b t obsazeno nizn mi ciframi.
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Protože každá p ímka 3. směru protne každou p ímku 1. směru (zapsanou

v některém ádku čtvercové tabulky) právéjednou a rovněŽ kaŽdou P Ímku 2.

směru (zapsanou v některém sloupci) protne právě v jednom bodě, je v kaŽdém

ádku akaždém sloupci vzniklého čtverce opravdu permutace ČÍsel L,2,3,4,

takže vznikl; čtverec je nutně latins .

když nyní provedeme analogickou rivatru i pro pffmky 4. a 5. směru,

obdržíme latinské čtverce

t2.34 12

!

3412
4321
2I43

43
z1
34

34
21
43
I2

V\

,,tr

vl

n

y,

o]

n(

1(

jei

10
711

tz'r

10,

vp

popsan m zprisobem jsme pomocí roviny 4. ádu sestrojili t i latinské

čtverce 4. íádu.Jak se čtená mriže snadno p esvědčit, jsou každé dva z těchto

čtverc vzájemné ortogonální. Současně je snadné si uvědomit,Že ortogonalita

těchto čtvercri je zákonitá.
popsanou konstrukci však nyní mrižeme snadno obrátit. Budou-li dánY

libovolné tíi vzájemně ortogonální latinské čtverce 4. Íádu, sestrojíme z nich

zpětně snadno afinní rovinu 4.íádu.
Uvedenou rivahu m žeme zcelaanalogicky provést prokaždépÍfuozené n

a tak dokázat následující tvrzení.

existuje n_l latinslqlchčtverc n-tého ádu, znichžkaždé dvajsou ortogondlnÍ.

Jak jsme již uvedli, neexistují anidva ortogonální latinské čtverce 6. ádu.

Proto z véty 10.25 okamžitě plyne

í0.26. Drisledek. Neexistuje konečná afinní rovina 6. ádu.

(Kdyby sportovní činovníci zna|i tento v sledek, pravděpodobně by nikdy
nevznikla tzv. ,,dlouhá plochá dtá :ra", píi níž jezdí v jedné rozjížďce 6 jezdc .

Pro tuto soutěž podle d sledku 10.26 nelze sestrojit analogick ,,spravedliq "
rozpis jako pro klasickou plochou driáhu.)

10,n. Poznámka. Dodnes není obecně známo, pro která n konečná afinní ro-

vinan-tého ádu existuje. Jsou známy jen některé díléí vysledky. Tak nap ftlad
metodami analytické geometňe |ze odvodit tvrzení:

Je-li n = pk, kde p je prvočíslo a k p irozené číslo, pak existuje konečná afinní
rovina ódu n.

Podstatně komplikovaněj ší j e drikaz následuj ícího tvrzení:

je
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Necht' číslo n není součtem čWerc dvou p irozenych čísel a necht' n =: 1(mod 4) nebo n - Z(mod 4). Pak neexistuje afinní rovina ódu n.

Podle uvedeného ívrzení neexistuje nap íklad afinní rovina 14. ádu. Je
však ada p ípad , kdy pro dané n neumíme rozhodnout, zda afinní rovina ádu
n existuje. Nejmenším takov m číslem je n = 10.

Ke konstrukci afinní roviny 10. ádu bychom pot ebovali mít k dispozici 9
vzájemné ortogonálních latinsk}ch čtverc 10. ádu. Podle p ftladu 10.16 dva
ortogonální latinské čtverce 10. ádu existují. Ani pomocí počítačri však dodnes
nebyla nalezena ani jedna trojice vzájemné ortogonálních latinskych čtverc
10. ádu. Existence afinní roviny 10. ádu tak dodnes nebyla ani dokázána ani
vyvrácena. Pro velkou obtížnost tohoto problému se mu často ftá matematicky
,,problém století", i když mnohé jiné problémy jsou známější a populárnější.

Kromě konečn; ch afinních rovin jsou intenzivné studovány i konečné pro-
jektivní roviny, jejichž definice je v někten_ ch rysech obdobná.

10.28. Definice. Buď A / a konečná množina (ejí prvky budeme opět na-
zyvat body), a množina J7 C P(A) (ejí body budeme opétnazyvat p ímlcy).
Nechť platí:

(1) Pro každé x, y A, x / y, existuje právě jedna množina P e R" tak,
že{x,yI c P.

(Z) Každé dvě ruzné p ímky se protínají v jediném bodě.

(3) Existují čty i navzájem různé prvky, z nicl,tž žádné tíi neleží na téže
pffmce.

Pak se dvojice (A, R) nazyvá konečná projektivní rovina.

Základní vlastnosti projektivních rovin se odvíjejí od následujícího tvrzení,
jehož d kaz je elementamí a proto jej p enecháme čtená i.

10.29. \Čta. V konečné projektivní rovině existují čty i navzójem r zné p ímt<y,

z nichž žádné t i se neprotínají v témže bodě.

Zdefrnice 10.28 azvéty 10.29 plyne základní vlastnost projektivních rovin,
tzv. princip duality:

10.30.'Věta. Každé tvrzení v teorii konečnych projektivních rovin z stane
v platnosti, když v něm vzdjemně zaměníme pojmy bod a p ímka.

Snadné je odvodit i následující tvrzení.

9l

m
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10.31. Věta. V každé projektivní rovině platí:

(I) všechny p ímlq mají stejny počet bodťl;

(2) každ m bodem prochózí stejny počet p ímek;

(3) počet bod na p ímkách je stejny jako počet p ímek prochózejících jed-
notlivymi body.

Má tedy smysl následující definice.

Ia32. Definice. Nechť každá p ímka konečné projektivní roviny obsatruje
n + I bod . Pak se číslo n nazyvá ád dané roviny.

Z véty 10.31 a z definice 10.32 je zíejmé následujíci tvrzení.

10.33. Věta. Konečnóprojektivnť rovina ádun món2 +n+I bod an2 +n+l
p ímek.

10.34. Poznámka. Konečná projektivní rovina 2. íádu by měla, pokud exis-
tuje, obsahovat7 bod a7 plímek. Čtená snadno ově í, že takovou rovinou je
nap íklad Steineruv systém trojic pro n = 7 v pffkladu 10.8.

Odpověď na otázku, pro která n existuje konečná projektivní rovina tohoto
ádu je stejná jako u afinních rovin: konečnó projektivní rovina n-tého ádu

existuje právě tehdy, když existuje n -'l, navzdjem ortogonálních latinsl ch
čnerc ádu n.

POZNÁUKY A CVIČENÍ

1. Zkonstruujte dva latinské čtverce pátého ádu, které mají shodn právě
jeden ádek.

2. DokaŽte, že mezi latins mi čtverci Yádu n jich m že existovat nejvyše
n - 1navzájem ortogonálních.

3. Existuje zajímavá souvislost latinsk}ch čtverc se čtverci magiclqmi,
o nichž jsme se již několikrát zmíni|i.

P ipomeňme, že magiclqm čtvercem ádu n tozumíme tabulku o n íád-
cích a n sloupcích, do níž jsou zapsána čísla 1, 2, . . . , ft2 tak, že součet
ČÍsel ve všech íádcích, sloupcích a obou diagonálách je stejn . Snadno

10,
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]0. Blokovó schémata, Iatinské čruerce a konečné roviny

Obr. 10.6: Dúreruv obraz Melancolia

seukáže,žeuvedensoučetvtomtopffpaděmusía9t@-
vynecháme-li požadavek, aby dan;i součet byl v diagonálách, dosáneme
definici tzv. polomagického čtverce.

Není divu, Že magické čtverce p itahovaly sv mi fascinuj ícími vlast-
nostmi lidi již p ed mnoha staletími. Iiž v tívodním paragrafu jsme se
zmtnlli o magickém čtvercinaz, vaném saturn, ktery vznikne p epsáním
konfigurace Lo-šu (viz obrázek 1.1).

Magické čtverce se objevovaly nap ftlad i ve v tvarném umění. uvedme
za mnohé obraz Albrechta Dúrera Melancotia (viz obráaek 10.6; na
obrázku I0.7 je detail magického čtverce).

11ž ve 13. století popsal čínsklí matematik Jang-Hui adu konstrukcí
magickych čtvercri 3. až 10. ádu. Řada těchto konstrukcí byla velmi
d mYslná. Uvedme naukázku nap ftlad konstrukci magického čtverce
9. ádu, naz, vaného Velilcy Lo-šu.

očíslujme ádky a sloupce čtverce Lo-šu čísly 1,1,,2. Dostaneme tak

,-, L

'--.
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Obr. 10.7: Detail Dúrerova obrazu Melancolia

Označme číslo v i -tém ádku a j -tém sloupci tohoto čtverce symbolem
L(i, j), (takže nap ftlad L(1,2) = 7).ČNerec ,,Veliky Lo-šu" dosta-
neme tak, že p i analogickém očíslování jeho ádk a sloupcri čísly
0,1,2,... , 8 jsou jeho prvky G(i, j) vytvo eny podle pravidla:

G(3a + b,3c + d) = L(a, c) +9 . íL(b, d) - |l, a, b, c, d = 0, 1,2.

Nap .:

G(7,2) = L(2,0) +9 . |L(1,2) _ 1] = 8 +9 . (7 _ 1) = 62

Dostaneme tak

0
1

2
3

4
5

6
7
8

3t 76 13 36 81 18 29 74 11

22 40 58 27 45 63 20 38 56
67 4 4972 9 5465 2 47
30 75 12 32 77 14 34 79 16
21 39 57 23 41 59 25 43 61
66 3 48 68 5 50 70 7 52
35 80 17 28 73 10 33 78 15
26 44 62 19 37 55 24 42 60
71 8 53 64 1 4669 6 51

-

012345678



]0. Bloková schémata, latinské čnerce a konečné roviny

Iiny zajímav magic čtverec zkonstruoval znám, vědec a politik Be-
njamin Franklin, Je to čtverec 8. ádu

5261 4 1320293645
143625146353019
5360 5 1221283744
11 6 595443 382722
5558 7 1023263942
9 8 57 5641402524
506321518313447
16 1 644948333217

Tento čtverec je tzv. superma?iclq: když ho rozdělíme na 4 bloky o 4
íádcích a 4 sloupcích, je každ z těchto blok pseudomagiclql: součet
kaŽdého ádku akaždého sloupce v těchto blocích je 130, avšak jednot-
livé bloky nejsou složeny z čísel 1,2, . . ., 16.

Intenzívně se magick mi čtverci zabyval v 18. století Euler. Slavnl se
stal jeho magick; čtverec 8. ádu

I48315033166318
3051 46 3 62191435
47 2 4932 15 3417 64
5229 4 4520613613
5 4425 56 9 4021 60
285384124571237
436552639105922
542742758233811

Tento čtverec totiž,kromě toho, že jemagick}, ukazuje postup šachového
koně, ktery p eskáče celou šachovnici (když zpolen skáčenapole n+I).
(Srovnej s p ftladem 6.10 ve2. kapitole.)

Euler také odvodil mimo ádně zajímavou souvislost mezi magick mi a
latins imi čtverci.

Často je mu p ipisována následující konstrukce magic ch čtvercri li_
chého ádu, kterou však již v 17. století popsal francouzsky velvyslanec
v tehdejŠÍm Siamu S. de la Loubére. Tato konstrukce čtverce n-tého ádu
pro liché n je následující.

Vepíšeme číslo 1 doprost ed prvního ádku. Máme-li již vepsáno číslo n,
napíšeme číslo n+1o jeden ádek vyš ajeden sloupec doprava, p ičemž
,,nad" prvním ádkem je poslední ádek a,,vpravo" od posledního sloupce
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je první sloupec. Pokud je číslo n + ljiž obsazeno, napíšeme n + 1 pod
číslo n.

Ilustrujme to na p ftladu čtverce 5. ádu. P edepsan m posfupem dostá-
váme

17241815
23 5 7 1416
4 6 132022
10 121921 3

11 18 25 2 9

Euler ukázal, že když v takto vzniklém magickém čtverci n-tého ádu
odečteme od každého čísla jedničku a v sledek vyjád íme nikoliv deka-
dicky, ale v soustavě o základu n (p ičemž číslo 1 napíšeme jako 01,2
jako 02 atd.), dostaneme popis ortogonálních latinsk ch čtvercri n-tého
ádu.

Tak nap ftlad z v še uvedeného magického čtverce dostaneme (neboť
16 dekadicky je 31 v pětkové soustavě apod.)

31 43 00 12 24
42 04 11 23 30
03 10 22 34 41

14 21 33 40 02
20 32 44 01 13

Uveden;. m postupem lze tedy sestrojit ortogonální latinské čtverce pro
každé liché n. Tyto va}ry Eulera pravděpodobně p ivedly k formulaci
rilohy o 36 dristojnících.



DonarEK 1: BIoGRAFIE

V tomto dodatku uvádíme zák|adní biografické ridaje osobností, které jsou
v textu zmínény. Podrobnější životopisy včetně obrazov ch materiál lzenalézt
nap . na CD-ROM [3].

d'ALEMBERT Jean Baptiste Le Rond (l7l7-17S3)
Francouzsk; matematik afyzik, osvícensk , frlozof,jeden z encyklopedistti.

BELL Eric Temple (1883-1960)
Americk; matematik skotského p vodu.

BERNOULLI Jacob I. (165+-1705)
Švycarsk matematik a fyzik, první z plejády slavnych Bernoulliri.

BETTI Enrico (1823-1392)
Italsk matematik.

BoRŮvKA otakar (1 899 _1gg5)
V; znamny česk matematik, profesor univerzity v Brně.

CATALAN Eugěne Charles (1 8 14-1 894)
Belgicky matematik.

CAYLEY Arthur ( 1 821-1 895)
Anglicky matematik.

DBSCARTBS René (latinsky Renatus CARTESIUS) (1596-1650)
Francouzsk} filozof, matematik, fyzik a p írodovědec, jeden ze zak7adatel
novověké filozofie a vědy.

DIRICHLET Peter Gustav Lejeune (1805-1859)
Německy matematik.
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Dodatek l: Biografie

nŮnnn Albrecht (147 I_I528)
Německy malí a grafik.

ERDÓS Paul (1913-1996)
Mad'arsky matematik,

EUKLEIOÉS z Alexandrie (asi 340-270 p . Kr.)
Staro ecky matematik, autor nejvyznamnější matematické knihy dosavadní
historie.

EULER Leonhar d (l7 01 -1 783)
Šv carsky matematik, fyzik afyziolog, jeden znejvyznamnějších matematik
všech dob.

FERMAT Pierre ( 1601-1 665)
Francouzsky matematik a právník.

F'ERRERS Norman Macleod (1 829-1903)
Anglicky matematik.

FIBONACCI (vl. jménem Leonardo Pisánsk ) (asi 1170-po 1240)
První velky matematik evropského st edověku.

FRANKLIN Benjamin ( 1 706- 17 90)
Americ státník, p írodovědec a filozof, Yzdé|áním samouk se vlastní pílí
vypracoval na jednoho z píedních osvícensk}ch myslitelri.

FULKERSON Delbert Ray (1924-1976)
Americ matematik.

GALILEI Galileo (1564-1642)
Italsky fyzIk, astronorn, rnatematik a filozof, zakladatel experimentálních me-
tod zkoumání p írody, kritik scholastiky, p edstavitel renesančního mechanis-
tického pojetí p írody.

HALL Phillip (1904-L982)
Anglick matematik.
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HAMILTON Wiltiam Rowan, sir (1805-1865)
Irsk matematik a astronom.

HARDY Godfrey Harold (1877-1947)
Anglick matematik, největší světovy odborník v teorii čísel první poloviny
20. století.

HASSE Helmut ( 1 898-1979)
Němec matematik.

HEAWOOD Percy John (1861-1955)
Anglick matematik.

HUYGENS Christian (1629-,1695)
Nizozemsky matematik a fy zik.

JANG Hui (asi 1238-asi 1298)
čínsk matematik.

KEMPE Alfred Bray (1849-1922)
Anglic . matematik.

KIRCHHOFF Gustave-Robert (1824-1887 )
Německ fyzik a mechanik.

KIRKMAN Thomas Penyngton (1 806-1 895)
Anglick kněz. Ve voln ch chvílích se zab; val matematikou.

KÓNIG Dénes (1 884_1944)
Madarsk matematik.

KURATOWSKI Kazimierz (1896-1 980)
Polsk} matematik.

LAPLACE Pierre Simon (1749-1827)
Francouzsk matematik, fyzik a astronom.
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Dodatek I: Biografie

LEIBNIZ Gottfried Withelm von (1646-1716)
Německy matematik, filozof, právník, historik, jazykovědec, diplomat, vyná-
Iezce a polyhistor, zakladatel moderní matematické analyzy.

LUCAS Francois Edouard Anatole (1842-1891)
Francouzsk matematik.

MacMAHON Percy Alexander (1 854-1929)
Anglick matematik.

MENGER Karl ( 1 902-1 985)
Rakou sko-americk} matematik.

lVIÓnrUS August Ferdinand (1790-1 869)
Německ} matematik a astronom.

de MORGAN Augustus (1806-1909)
Skotsky matematik a logik.

NETTO Eugen Otto Erwin (1848-1919)
Německ; matematik.

ORE Oystein (1899-1968)
Americkl matematik norského p vodu.

OZANAM Jacques ( 1640- 17 17)
Francouzskl matematik, chemik a teolog.

PARKER Ernest Titden (1926-1991)
Americk matematik.

PAS CAL Blaise (1623-1662)
Francouzsky matematik, fyzik a filozof.

PETERSEN Julius Peter Christian (1839-1910)
Dánsky matematik.

4
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PLATÓN g27_347 p. Kr.)
Staro eck filozof, jeden z největších antick ch myslitelri.

pór.Ya Gyergy ( 1 887-1 985)
Madarsk matematik.

RADEMACHER Hans (1892-1969)
Německ matematik.

RAMANUJAN Srinivasa Aaiangar ( 1 887-1,920)
Indick matematik.

ROTA Gian-Carlo (L932-1999)
Americky matematik italského privodu.

SCHLÁFLI Ludwig ( 1 8 14-1 895)
šv carsk matematik.

STEINER Jacob (1 796-1 863)
Německ matematik.

STIFEL Michael (1,487 -1567)
Německ} matematik.

STIRLING James (1692-17 7 0)
skotsk matematik.

TAIT Peter Guthrie (1831-1901)
Skotsk} matematik a filozof.

TARRY Gaston ( 1 843-1 9 1 3)
Francouzsky matematik-amatér.

TARSKI Alfred (l901-I97 7)
Americk matematik a logik polského ptivodu.

YOUNG John Wesley (1879-1932)
Americk matematik.
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I
2
6

24
120
720

5 040
40 320

362 880
3 628 800

39 916 800
479 001 600

6 2n 020 800
87 l78 29l 20o

1 307 674 368 000

2 432 9o2 008 176 640 000

15 511 2l0 043 330 985 984 000 000

Tab. 1.1: Tabulka hodnot n !

1

2
3

4
5

6
7
8

9
10
11

12

13

14

15
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3 910
n=O

1

2
3

4
5

6
7
8

9
10

000000000
100000000
210000000
331000000
464100000

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
1

5101051
6 15 20 15 6

0000
1000

72| 35 35 21 7 1 0 0
828 56 70 56 28 8 1 0
936 84126126 84 36 9 0

10 45 120 2I0 252 210 120 45 10

Tab. 1.2: Pascal v trojrihelník

p(n, k) n=| 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k_|
2
3

4
5

6
7

8

9
10

Tab. 1.3: Počet p(n, k) rozkladri čísla n na k sčítanc

1 11111111 1

0 11223 3 4 4 5

0 01123 4 5 7 8

0 0 01123 5 6 9

0 0001123 5 7

0 0 0 0 01123 5

0 00000112 3

0 00000011 2
0 00000001 1

0 00000000 1

k _0 1
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1

2
3

5

7
11

15

22
30
42
56
77

101

135

176
231,

297
385
490
627

2I
22
23

24
25
26
27
28
29
30
31

32
33

34
35
36
37
38
39
40

2 436
3 010
3 71,8

4 565
5 604
6 842
8349

l01,43
12310
14 833
17 9,I7

21 637
26 0l5
31 185

37 338

41

42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

52
53
34
55

56
57
58

59
60

44 583
53 I74
63 261,

75 I75
89 134

105 558
l24754
147 273
l73 525
204226
239 943
281 589
329 931,

386 155

451,276
526 823
6t4 l54
7I5 220
831 820
966 467

io

80

;ó

100

iió

l20

i;;

2oo

4 087 968

15 796 416

56 634 L73

I90 569 292

607 163746

1 844 349 560

3 163 ln 352

3 972999 029 388

Tab. I.4: Počet p(n) rozkladri čísla n

s(n, k)

n=1
2
3

4
5

6

10
_1 1

2_3
_6 11

24 _50
_lz0 274

0
0
0
0
0
0

56
0 0 00
0 0 00
1 0 00

-6 1 00
35_1010

_225 85 _i5 1

Tab. 1.5: Tabulka hodnot Stirlingov}ch čísel prvního druhu

-

k _o

1

2
3

4
5

6
7
8

9

10

11

12

13

1,4

15

16

I7
18

19

20
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S(n, k)

=|
2
3

4
5

6
7
8

9

10

00000
10000
31000

8 910
0000
0000
0000
0000
0000
0000
1000

761
15 25 10
31 90 65

00
10

15 1

63 301 350 l40 21,

I27 966 nu 1050 266 28 1 0 0
255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0
511 9330 341,05 42525 228n 5580 750 45 1

Tab. 1.6: Tabulka hodnot Stirlingov ch čísel druhého druhu

Tab. 1.7: Bernoulliova čísla

k bp

2 l 0,16667
4 | 0,03333
6 | 0,02381
8 | 0,033 33
10 l 0,07576
12 l 0,25311
14 l 7,166 67
16 | 7 ,09216
18 l 54,97118
20 l 529,12424
22 l 6192,123 19
24 l 86580,25311
26 l 1 425 517 ,766 67
28 l 27 298231,067 82
30 | 601580873,90064

17l

k ='],

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

2
3

4
5

6
7
8

9
10
11

12
13

1

1

1

2
3

6
12
23
47

106
235
551

1 301

l4
15

I6
17

18

19

20
2I
22
23
24
25
26

3 I59
7 741

19 320
48 629

123 867
3L7 955
823 065

2 I44 505
5 623 756

14 828 074
39 299 897

104 636 890
279 793 450

Tab. 1.8: Poěet tn neizomoďních strom nan uzlech

n t (n) n t (n)
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(3n + l)-funkce, 69
3-sít', 84
t-pravideln graf, 105

t-uniformní hypergraf , 16I

acyklick graf, 161
adjungov any rozk<|ad, 5 1

anagram,23
artikulace, I25

Bellova čísla,32
Bernoulliova čísla, 69
Bettiho číslo, 127
binomicky koeficient, í2
bipartitní graf, 151

blokové schéma, 81

blokové schéma typu (u, b , k , r, X) ,

81

bloky blokového schématu, 81

bod konečné afinní roviny, 86
bod v projektivní rovině, 91

cesta, 108

charakteristická rovnice formuie, 63

cyklomatické číslo, I27
cyklus, 161

člen grafu, 176

design, 81

Dirichlet v princip, 55
disjunktní grafy,702
délka kružnice, 111

délka sledu, 108
dělení íetézce,74

ekvivalentní latinské čtverce, 84
Eulerova funkce, 45

Eulerova funkce gama,'l,"l,

Eulerova identita,79
Eulerova véta,l4L
Eulerova čísla, 70
Eulerova loha o 36 dristojnících,

85

eulerovsky graf, 13L

faktor grafu, l02
Ferrersov v diagram, 51

Fibonacciova posloupnost, 65

Fibonacciova čísla, 65

fluktuační permutace, 7 0
funkcioná|,37

graf, 101

graf ,,t i domy a t i studné", I4l
grafová posloupnost, 105
grafy druhé t ídy, 153

grafy první t ídy, 153

had, I14
Hallova věta, 151

hamiltonovská cesta, 138

hamiltonovská kružnice, 134

hamiltonovsk graf , l34
Hanojská véž,67
homeomoďní grafy, l45
homomorfismus graf , 133

hrana, 99, I59
hrana grafu, 101

173
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hranové chromatické číslo, 153
hranově k-chromatick graf, 153
hranově t-souvisly graf, I30
hranově ohodnocen graf, 12l
hranovy stupeň souvislosti, 128
hranov íez,I28
hvézda,1l4
hvězdovitá množina, 145
hvězdovit mnohostěn, 146
hypergraf, 99,16I

incidenční zobrazení, 1,59, 16l
izolovan; uzel, 103
izomorfismus graf ,120
izomorfní grafy, L20

Kirkmann v problém 15 dívek, 83
koeficientíady,7t
kombinace k-té tíídy, 2I
kombinace s opakováním, 25
kombinatorická identita, 16

kombinační číslo, 13

komplementární grafy, l02
komponenta grafu, 110
kompozice, 48
koncové uzly hrany, 101

konečná afinní rovina, 86
konečná geometrie, 86
konečná projektivn rovina, 91
konečny graf, t01
konfigurace, 7, 81

konvergence ady funkcí na mno-
žiné, 7 7

konvergence ady v bodě, 71
kostra grafu, 114
kružnice v grafu, 111

Kuratowského grafy, 1 43
kvadratick faktor, 1,34, t55
kvaternion, 133

Laplaceova matice sousednosti, 1 16
latinsk čtverec íádu n,83

les, 112
lineární faktor, 155
lineární funkcionáL,37
lineární rekurentní formule ft-tého

ádu s konstantními koefi-
cienty,60

Lo-šu, 9
Lucasova posloupnost, 67

magick čtverec,9Z
mapa,l4l
matice sousednosti grafu, 107
matroid, 123

madarsk algoritmus, 152
minimální kostra, 122
množina hran, 161

množina uzl , 160, 161

mocninná íada,71
most, 125
multigraf, 159

nakreslení grafu, 139
neizomoďní stromy, 120
nekonečná íada funkcí, 7 1

neorientovaná hrana, 1 59
neorientovan graf, 159
nesouhlasně rovnobéžné hrany, 1 5 9
násobnost hrany, 159

obarvení hran, 153
obarvení uzl , 150
obecn graf,159
obyčejn graf,100,160
obyčejn orientovan graf, 160
ohodnocení hrany (uzlu), I2t
ohodnocen graf,100
orientovaná hrana, 159
orientovaná smyčka, I59
orientovan, graf, 1 59, 160
ortogonální latinské čtverce, 84
otev en tah, 108

-
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Pascal v trojrihelnft, 15
pennanent matice, 158
permutace,20
permutace s opakov áním, 23
Petersen v graf,I54
planární graf, l40
Platónova tělesa, 145
podgraf grafu, 102
polohamiltonovsky graf, 138
polomagicky čtverec, 93
poloměr konvergence, 7 I
polostupeň uzlu, 161
pravidelny faktor, 134
pravideln graf, 105
pravidelnl mnohostěn, 146
pravidlo součinu, 19
princip duality, 91
princip inkluze a exkluze, 40
princip vylučování azapojováníprvk,

40
problém o svatbách, 151
problém obchodního cestujícího, 1 00
problém čty barev,99, 156
prosty graf ,759
prosty hypergraf, 161
pseudograf,159
pseudomagicky čtverec, 95
pátrování, 15I
p ímka v afinní rovině, 86
p ímka v projektivní rovině, 91
p lení hrany, 143

rovinny graf, 100, 140
rovnoběžky u afinnírovině, 86
rovnoběžné hrany, 159
rozklad daného typu, 33
rozklad množiny,32
rozklad čísla,49
Řrenr mapa,9
íez, -I4

ešení rekurentní formule, 59

ád konečné afinní roviny, 88
ád konečné projektivní roviny,92
ád rekurentní formule, 59

samoadjungovan rozklad, 51
Saturn, 9
Schláfli v symbol, 146
sled, 108
smyčka, 99, l59
směr v afinní rovině, 86
smíšenl graf, 159
souhlasně rovnoběžné hrany, 159
souvisly graf, 109
součet konečné ady, 11

součet íady,71,
společnost, 161

Steineruv systém trojic, 81
stereografická projekce, 147
Stirlingova formule, 12
Stirlingova čísla 1. druhu, 14
Stirlingova čísla 2. druhu, 34
Stirling v troj helnk,3s
strom, 112
stupeň uzlu, 103
supeímagick} čtverec, 95
svaz k-tic,24
systém trojic, 81

šipka, 99,160

tatr v grafu, 108
troj helnft, 111
ťurnaj, 161

tffdy rozkladu,32
t m,1,61

uniformní hypergr af , 16I
uzavíeny tah, 108
uzel, l59
uzel grafu,99, 101
uzel konečného stupně, 103
uzel nekonečného stupně, 103
uzlové chromatické číslo, 150
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uzlově /c-chromatick} graf, 150
uzlově /c-souvisl graf, trO
uzlově ohodnocen graf, l21
uzloq stupeň souvislostl, 128
uzlov íez, l28
riloha o hostech, 43
loha o sedmi mostech města krá-

lovce, 97
plné párování, 152
pln bipartitní graf, 151
pln graf, 102

variace k-té tíídy, 1,9

variace s opakov áním, 22
vari ace, permutace a kombi nace bez

opakování,22
Velik Lo-šu, 93
vlastní podgraf grafu, 102
vnit ní uzel, 108
vrchol grafu, 99,10l
vytvo ující funkce, 73
věta o pěti barvách, 158

Young v svaz,52

zjemnění rozkladu,32
znaménková matic e,'1,07
žeb ft, 116

I
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