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Inspirace je stav, v némz duse Zivéji vnimd dojmy, chdpe a tridi predstavy,
a tedy je i lépe objasnuje. Je stejné nutnd v geometrii jako v poezii.
Alexander Sergejevi¢ Puskin (1799 - 1837)[11]



Uvod

Sbirka tloh vznikla jako podpora k vyuce geometrie pro studium ucitelstvi
prvniho stupné zakladni skoly.

Tato sbirka nabizi studentum soubor resenych ptikladu i mnozstvi dalsich
cviceni specificky vybranych pro téma Shodnd zobrazeni, kde v podobném
rozsahu studijni materidly chybi a studenti jsou nuceni vybirat si ulohy
z nékolika ruznych zdroju. V ramci iloh je ptfedlozeno i mnozstvi didak-
tickych napadu vedoucich k podpore geometrické predstavivosti, mimo jiné
je zapojena stavebnice Geomag.

Soucasné tento text poukazuje v nékterych predlozenych prikladech a
cvicenich na propojeni geometrie s ostatnimi predméty a predevsim se svétem
kolem nas, ¢imz je zahrnut nejnovéjsi trend mezipredmeétovosti. Nechybi ani

K tvorbé vétsiny obrazku byl pouzit vyukovy software GeoGebra, ve
kterém lze tlohy fesit i dynamicky. Je tedy snadné pouzit vyukovy soft-
ware GeoGebra také piimo ve vyuce nebo pfi samostatném feSeni tloh. Na
vybrané dynamické aplety a krokované konstrukce jsou u konkrétnich kon-
strukei uvedeny piimé odkazy.

Tento text vznikl s podporou projektu MUNI/FR/1193/2018, Inovace ¢tyrt
predméti Geometrie pro ucitelstvi 1. stupné zakladni skoly se stavebnici Ge-
omag a vyukovym softwarem Geogebra na Pedagogické fakulté MU v Brné.



1 Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni

Zobrazeni v roviné je ptredpis, ktery kazdému bodu X roviny pripisuje praveée
jeden bod X’ roviny. Bod X se nazyva vzor, bod X’ se nazyva obraz.
Shodné zobrazeni je v geometrii takové zobrazeni mezi Euklidovskymi
prostory, které zachovava vzdalenost. Shodné zobrazeni prostoru do sebe se
nazyva shodnost.

e Shodné zobrazeni zachovava vzdalenost, tj. pro libovolné dva body X,
Y a jejich obrazy X', Y’ plati XY = X'Y".

e Slozenim shodnych zobrazeni vznikne opét shodné zobrazeni.
e Shodné zobrazeni je prosté (injekce).

e Pro kazdé shodné zobrazeni je inverzni zobrazeni opét shodné.
e Identita je shodné zobrazeni.

e Vsechny shodnosti euklidovského prostoru tvoii s operaci skladani zo-
brazeni grupu shodnosti, tzv. euklidovskou grupu.

e Jsou-li A, B, C a A, B', C' dvé trojice bodu nelezicich v piimce a
plati-i AB = A'B’, BC = B'C' a AC = A'C’, pak existuje jediné
hodné zobrazeni v roviné, v némz je obrazem bodu A bod A’, bodu B
bod B’ a bodu C' bod C’ (tzv. véta o urcenosti shodného zobrazeni

Vv roving).

V tomto textu se budeme zabyvat pouze shodnostmi v rovineé.



2 Zakladni druhy shodnosti v roviné

Pro ujasnéni pojmu, které pouzivame v 1lohéch, uvadime prehled zakladnich
shodnosti v roviné a jejich vlastnosti.

posunuti (translace)

Vsechny body roviny jsou posunuty stejnym smérem o stejnou vzdalenost
smér a vzdalenost jsou dany orientovanou useckou, resp. vektorem posunuti.
Dané posunuti je vektorem posunuti uréeno jednoznacné.

T(DE) : AABC v AA'B'C

osova soumérnost (zrcadleni, osova symetrie)

Zobrazeni dané osou soumeérnosti, kterd déli rovinu na dvé poloroviny. Odpovidajici
si body lezi na kolmici k ose soumérnosti v opa¢nych polorovinach a ve stejné
vzdalenosti od osy.

O(+ DE): AABC — NA'B'C’




otoceni (rotace)

Vsechny body roviny jsou otoéeny kolem pevné daného bodu (sttedu otoceni)
stejnym smérem o stejny thel (tihel otoceni).

R(O,a) : AABC — NA'B'C’

stfedova soumeérnost (stfedova symetrie)

Stredova soumeérnost v roviné je zvlastni pripad otoceni - otoceni kolem
stfedu soumeérnosti o 180 stupnu.

S(S): AABC s AA'B'C’




totoznost (identita)

Zobrazeni, které kazdy bod zobrazuje na sebe sama. Lze ji povazovat za
posunuti o usecku nulové délky nebo za otoceni o nulovy thel.

I[: AABC — AA'B'C

C=C'

A=A

posunuti (osova) soumérnost

Slozeni osové soumeérnosti a posunuti ve sméru osy.

T(DE)O(0) : AABC v AA"B"C”




Priklad 2.1. Uvedené zékladni shodnosti v roviné rozdélte na shodnosti
piimé, tj. shodnosti zachovavajici orientaci, a shodnosti neptimé, tj. shod-
nosti nezachovavajici orientaci.

Reseni: Piimé shodnosti - posunuti, otoceni stfedova soumérnost, totoznost.
Nepfimé shodnosti - osova soumeérnost, posunuta osova soumeérnost.

Priiklad 2.2. Ktera z velkych tiskacich pismen abecedy A, B, C, D, E, F,
G H ILJ K, L, M| N, O, P, Q R,S, T, U, V,; W, X, Y, Z lze zakreslit
tak, ze jsou osové soumérna? Rozdélte pismena do skupin podle poctu os
soumernosti.

Reseni- 1osa-A,B,C,D,E, K, M, T, UV, W, Y:2o0sy-H,I X, O.
Piiklad 2.3. Na obrazku je nakresleno sest rovinnych utvaru:
a) Které z utvaru na obrazku nize jsou osové soumérné?

b

U osové soumérnych ttvaru urcete vsechny jejich osy soumeérnosti.

)
)
¢) Nacrtnéte rovinny utvar, ktery ma pravé ¢tyfi osy soumérnosti.
c)

Nacértnéte rovinny utvar, ktery ma nekoneéné mnoho os soumérnosti.

A) B) Q)

D) E) F)

Reseni: A) 2 osy soumérnost, B) 2 osy soumérnosti, D) jedna osa soumérnosti.
Ctyti osy soumeérnosti ma napi. ¢tverec. nekonecné mnoho os soumeérnosti
ma napt. kruh.



Cviceni 2.4. Dokresli obrazek tak, aby byl stfedoveé soumérny podle stiedu S.
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Cviceni 2.5. Ve ¢tvercové siti prerysuj utvar 1™
a) v osové soumeérnosti podle osy 07 a pojmenuj ho 77,
b) v osové soumérnosti podle osy 0, a pojmenuj ho T,

¢) ve stiedové soumérnosti podle sttedu S a pojmenuj ho T3,
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Cviceni 2.6. Diskutujte nad danymi obrazky. Jaka zobrazeni a modely
demonstruji? Jaké jsou urcujici prvky a samodruzné body téchto zobrazeni?
Vytvorte podobné modely.

Cviceni 2.7. Sestrojte obraz usecky AB v osové soumérnosti s osou o, ktera:

a) protind usecku AB v jednom bodé, ktery neni totozny s jejim krajnim
bodem,

b) protind tsecku AB ve stfedu a je na ni kolma,
¢) je rovnobézna s tseckou AB,
d) protind tusecku AB v bodé B a neni kolmé k tdsecce AB.

Cviceni 2.8. Kolik os soumérnosti mé kazda : a) tsecka b) polopiimka c)
piimka

Cviceni 2.9. Sestrojte obraz kruznice k v osové soumérnosti s osou o, ktera:
a) prochézi stfedem S kruhu K,
b) prochézi mimo kruh K,

¢) prochdzi kruhem K, ale neprochézi jeho stfedem.
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Cviceni 2.10. Je dan libovolny ¢tytihelnik ABC'D. Sestrojte ctyfiuhelnik
k nému osové soumeérny tak, aby v této soumeérnosti byl vrcholu A ptitazen
bod A’, ktery je totozny se sttedem strany BC.

Cviceni 2.11. Které z nasledujicich utvaru jsou sttedové soumeérné:

a) usecka,

o

) polopiimka,
¢) obdélnik,

o,

) kruznice,

) Ctverec,

@D

—

) kosoctverec,

) obdélnik,

o

h) rovnobéznik,

i) trojuhelnik, jehoz strany maji riuznou velikost,

j) rovnostranny trojihelnik,

k) rovnoramenny trojihelnik.

Nacrtnéte obrazky a v kladném piipadé urcete stted soumérnosti.

Cviceni 2.12. Ve stiedové soumérnosti urcené bodem S sestrojte obraz
usecky AB, kde stred soumérnosti

a) nelezi na piimece AB,
b) je totozny s bodem A,
c¢) lezi na tsecce AB, S # A # B.

Cviceni 2.13. Narysujte ihel AV B o velikosti 45° . Sestrojte jeho obraz ve
stfedové soumeérnosti se sttedem a) V', b) A, ¢) S ¢ < AV B.

Cviceni 2.14. V otoceni ur¢eném bodem S a tthlem § = 45° sestrojte obraz
usecky AB, ktera prochéazi bodem S.

Cviceni 2.15. V otoceni urceném bodem M a thlem v = 60° sestrojte obraz
primky p, ktera neprochazi stredem otaceni.
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Cviceni 2.16. V otoceni urceném bodem R a thlem o = —60° sestrojte
obraz kruznice k.

Cviceni 2.17. Narysujte libovolny trojihelnik ABC'. Sestrojte trojuhelnik
A’B'C’, ktery je obrazem trojuhelniku ABC ve stredové soumérnosti:

a) se sttedem v bodé S, ktery je stied strany AC,
b) ve které je obrazem bodu A bod B.

Cviceni 2.18. Jsou dédny dvé kolmé piimky k a [. Sestrojte jejich obrazy ve
stfedové soumeérnosti se stredem 9, jestlize:

a) S lezi na pruseciku piimek k a [,
b) S lezi na piimce k a neni totozny s prusecikem piimek k a [.

Cviceni 2.19. Jsou dany dvé kolmé primky a a b. Urcete posunuti 7, které
zobrazi piimky a a b na primky piimky a’ a b’ tak, aby pruseciky piimek a,
b, a’ a b tvorily

a) Ctverec,
b) obdélnik.

Cviceni 2.20. Jsou dany tii ruzné body A, B, C, které nelezi v piimce.
V osunuti ur¢eném orientovanou useckou AB sestrojte obraz:

a) usecky AC,
b) piimky BC,
¢) piimky AB.

Cviceni 2.21. Je dan ¢tverec ABC'D, a = 5cm. Bod S je prusecik uhlopticek
¢tverce. Sestrojte kruznici k, kterd je uréena bodem S a polomérem 2 cm.
Bod X lezi na polopiimce AS, |AX| = 8cm. Obrazec otocte podle bodu A
o uhel 45°.

Cviceni 2.22. Sestrojte pravidelny Sestitithelnik ABCDEF a jeho obraz
A'B'C'D'E'F’ v posunuti uréeném orientovanou useckou SD, kde S je stred
soumeérnosti Sestiithelniku ABCDEF'.

Jaky ttvar vznikne sjednocenim Sestithelniku ABCDEF a Sestithelniku
A'B'C'D'E'F'? Ulohu modelujte s vyuzitim stavebnice Geomag.
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Resent:
Sjednocenim Sestitthelniku ABC' DEF' a Sestitthelniku A’ B'C' D' E' F”" vznikne
Sestitthelnik, ale nejedna se o pravidelny Sestithelnik. V modelu je c¢ervenou
komponentou vyznacena orientovana usecka SD.

Cviceni 2.23. Urcete vSechna shodna zobrazeni, kterd prevedou zluty ¢tverec
na cerveny. Nakreslete obrazky i s odpovidajicim popisem vrcholu ¢tvercu
ke kazdému zobrazeni.
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Piiklad 2.24. Je ddn rovnoramenny lichobéznik ABCD, |AB| = 2|CD|,

AB || CD, S je stied tisecky AB. Urcete shodné zobrazeni, které zobrazi:
a) AASD — ABSC,

C

)

b) AASD +— ASBC,
) ASBC + AASD,
)

d) ADCS — ADCS,

Resent:

a) osova soumérnost O(«» AB) : ANASD — ABSC,
b) posunuti T(ﬁ) : NASD — ASBC,

d

)
)
¢) posunuti T(SA) :ASBC — AASD,
) identita Zd : ADCS > ADCS,

Cviceni 2.25. Je dan pravidelny osmithelnik ABCDEFGH. Urcete shodné
zobrazeni, které zobrazi:

a) AADE s ABGF,

b) AACD — AEGH,

)
)
¢) AACD — ADEG,
d)

AACD — AGED,
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Priklad 2.26. Pravidelny pétithelnik ABC'DFE zobrazte:
a) ve sttedové soumeérnosti se stredem D,
b) v osové soumeérnosti s osou AC,
¢) v posunuti uré¢eném vektorem C'E,
d) v otoceni o tihel 60° kolem bodu C.
Resent:
a) Pravidelny pétithelnik ABCDE ve stiedové soumérnosti se stiedem D.

Zapis konstrukce:

, 1) pétithelnik ABCDE
2) - ED
3)ky; ky (D, [ED])
4)E;E'ek N ED
obdobnym zpiisobem sestrojime zbylé body
5)ATA €k, N> AD
6)B';B'€k3ﬂ>—>BD
7)C;Cek,N~CD

D'=D ... D je samodruzny bod
8) pétiihelnik AB'C'D'E'

A B8

4 <« 8/8 »m w 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxej6ud#tmaterial /kzb9kwdm

b) Pravidelny pétithelnik ABCDE v osové soumérnosti s osou AC.

Zapis konstrukce:

1) pétidhelnik ABCDE

2) > 0; 0=« AC
3)p,>pL—0ABE-D

4)kqi kq (84, 1BS4])

5)B;B €k;Nep

obdobnym zplsobem sestrojime zbylé body
6)D;D ek,Nerg

TE'E €EkzNer

8)A'=AAC' =C ... A Cjsou samodruzné body
9) pétiihelnik AB'C'D'E'

“« « 9/9 »m ) 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxejbud#tmaterial /xmygytx8
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c¢) Pravidelny pétiihelnik ABC'DE v posunuti ur¢eném vektorem CE.

0

Zapis konstrukce:

1
2

pétitihelnik ABCDE

u ... vektor posunuti
3)—p,~>plICEADE—p
4) ky; ky (D, ICE])
5)D';D'ek, Nep
obdobnym zpusobem sestrojime zbylé body
6)E:E€Ek Neg
7)C;CekyNeq
8)AAEk, NeT

9B ;B EK N

10) pétidhelnik AB'CDE'

e« <« 10/10 »p »m () 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxej6ud#material /p59bhmen

d) Pravidelny pétithelnik ABC'DE v otoceni o tihel 60° kolem bodu C.

!

Zapis konstrukce:

1) pétitihelnik ABCDE

2) ki k, (C, |BC])

3) « BCX; |«BCX| = 60°

4)B':B' ek, N~CX

obdobnym zpusobem sestrojime zbylé body
S5)A A EK, N CY
6)E;Eek,NCZ
7)D';D'ek; N CW

8)C'; C'=C ... C je samodruzny bod

9) pétitihelnik AB'C'D'E’

et <4 9/9 » m 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxej6ud#tmaterial/tpjxeurj
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Piiklad 2.27. Urcete vsechny shodnosti, které reprodukuji

a)
b)

c)

rovnostranny trojihelnik,
pravidelny pétithelnik,

pravidelny Sestithelnik.

Resent: V kazdé shodnosti, kterd reprodukuje néktery z pravidelnych n-
uhelniku, je zfejmé stied kruznice tomuto n-ihelniku opsané samodruznym
bodem. Uzitim vlastnosti pravidelnych n-thelniki a shodnosti v roviné
dostaneme nasledujici vysledky:

a)

Pro rovnostranny trojuhelnik existuje 6 shodnosti, které ho reprodukuji:
Id, 01(01), 02(02), O3<O3), Rl(S, 1200), RQ(S, 2400), tJ identita, tTi
osové soumérnosti s osami v osach jeho stran, dvé rotace se sttedem ve
sttedu kruznice jemu opsané a odpovidajicimi thly.

Pro pravidelny pétithelnik existuje 10 shodnosti, které ho reprodukuji:
Id, 01(01), 02(02), 03(03), 04(04), 05(05), R1(S, 720), RQ(S, 1440),
R3(S,216°), R4(S,288°), tj. identita, pét osovych soumérnosti s osami
v osach jeho stran, ¢tyfi rotace se stfedem ve stfedu kruznice jemu
opsané a odpovidajicimi uhly.

Pro pravidelny Sestitihelnik existuje 12 shodnosti, které ho reprodukuji:
Id, S(S), 01(01>, 02(02), 03(03), 04(04), O5<05), O6<06)7 Rl(S, 600),
Ro(S,120°), R3(S,240°), R4(S,300°), tj. identita, stredova soumérnost,
Sest osovych soumeérnosti — tfi s osami v osach jeho stran a tii s osami
prochazejicimi dvojicemi protéjsich vrcholu, ¢tyti rotace se stiedem ve
stfedu kruznice jemu opsané a odpovidajicimi thly.
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Cviceni 2.28. Na obrazku jsou zobrazeny ve ¢tvercové siti ¢tyfi ttvary.
a) Rozhodnéte, mezi kterymi titvary na obrézcich existuje shodé zobrazeni.

b) U nalezenych shodnosti urcete, zda se jednd o shodnost ptimou nebo
nepiimou.

c¢) Urcete typ shodnosti a jeji uréujici prvky.

a)

b)

d)
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Piiklad 2.29. Urcete zobrazeni, které prevadi c¢tverec ABCD na ¢tverec
A'B'C'D’. U kazdého zobrazeni zapiSte i jeho urciujici prvky.

A) B)
D & D &
@ @ @ Q
A:A'. .B=B' A=C" ? B=B'
@ ©® (o7 o]
D oy D' A
C) D)
D C D &
@ Q [&] @
A=DT s-C A=B'? ® B=A'
@ O [ N
A B' c' D

Reseni: A) osova soumérnost s osou AB, B) otoceni se stfedem v bodé

B 0 90°, C) posunuti o vektor Ei, D) stiedovd soumérnost se stiedem ve
sttedu usecky AB.
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Cviceni 2.30. Sestrojte kosoc¢tverec ABCD tak, aby |AB| = |BD]|. Urcete
vSechna shodna zobrazeni v rovine, ve kterych je obrazem rovnostranného
trojuhelnika ABD druhy trojihelnik tvorici spolu s trojuhelnikem ABD
kosoctverec ABCD.

Priklad 2.31. Na obrazku je pudorys romanského kostela Sainte Foy v Con-
ques ve Francii. Najdi na obrazku shodné zobrazeni a zakresli je, tj. napft.
zvyrazni ¢asti zobrazené a) v posunuti, b) v otoceni, ¢) ve stfedové soumérnosti
a d) v osové soumeérnosti.

Reseni: 'V priloze na konci textu.

Piiklad 2.32. Na obrazku je hvézdova klenba renesanéniho zdmku NAmést
na Hané. Na obou obrazcich klenby najdéte vSechny osy soumérnosti a
vyznacte stfed soumérnosti. Zkuste navrhnout vybarveni obrazku tak, aby
v obrazku byly: a) 1 osa soumérnosti, b) 2 osy, ¢) 3 osy a d) 4 osy soumérnosti.

Resent: Priklad vybarveni prond klenby v priloze na konci textu.
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Cviceni 2.33. Na obrazku je pudorys kostela sv. Jana Nepomuckého na

Zelené hote ve tvaru péticipé hvézdy:

a) Najdéte vSechny osy soumérnosti.

b) Urcete rotaci, kterou je tfeba pouzit, aby se jeden cip hvézdy presunul

na misto vedlejsiho cipu?

¢) Zvolte si jednu osu a podle ni, pudorys vybarvéte tak, aby byl osové

soumerny.

Cviceni 2.34. Na obrazku je rozeta Katedraly La Seu na Mallorce.

v ni posunuti, otoceni, stredovou a osovou soumeérnost.

g ne o
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Cviceni 2.35. Na obrazku je mandala znama jako Kvét Zivota.

a) Najdéte vSechny osy soumérnosti.
b) Vybarvéte mandalu tak, aby se pocet os soumérnosti zménil na 2.

¢) Lze vybarvit mandalu tak, aby byla stfedové soumérnd, ale nebyla
osové soumeérna? Zduvodnéte.

NN
YN

/AN
AR

Priklad 2.36. Pojmenujte dopravni znacky na obrazku a urcete u nich pocet
os soumérnosti. Za domdci tikol nafofte na cestdch dalsi znacky a rozdélte je
do skupin podle poctu os soumérnosti.

OV®
=2

Reseni: Z4kaz viezdu viech vozidel (v obou smérech) - nekoneéné mnoho os,
Dej prednost v jizdé - 3 osy, Stop, dej prednost v jizdeé - 0 os, Zakaz vjezdu
v jednom sméru - 2 osy, Hlavni silnice - 4 osy.
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3 Skladani shodnosti

Priklad 3.1. Doplite korektné nasledujici tvrzeni:
1. Slozenim (dvou) posunutije......................

2. Slozenim dvou stiedovych soumérnosti je ............... .

w

. Slozenim dvou otoceni se stejnym stfedem je ...................

W

. Slozenim dvou osovych soumérnosti se stejnou osou je................
5. Slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi osamije ..........
6. Slozenim dvou osovych soumérnosti s ruznobéznymi osami je ..........
Ke kazdému tvrzeni nacrtnéte vhodny obréazek.

Reseni: 1) Slozenim (dvou) posunuti je posunuti. 2) Slozenim dvou
stfedovych soumeérnosti je posunuti. 3) Slozenim dvou otoceni se stejnym
stfedem je otocend se stejnym stredem. 4) Slozenim dvou osovych soumeérnosti
se stejnou osou je identita. 5) Slozenim dvou osovych soumérnosti s ruznymi
rovnobéznymi osami je posunuti. 6) Slozenim dvou osovych soumérnosti
s ruznobéznymi osami je otoceni kolem pruseciku os.

Cviceni 3.2. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC' a body Si, Sa, S3 jsou
po tadé stiedy jeho stran AB, BC, C'D. Urcete obraz trojihelnika ABC
v zobrazeni F' = &1 0 55 0 83, kde S, Sy, S3 jsou stredové soumérnosti se
sttedy po fadé v bodech Si, Ss, S3. Urcete vysledné zobrazeni F'.

Cviceni 3.3. Ctverec ABC'D zobrazte nejdifve v posunuti T(C'-D)) a vysledny
obraz A'B'C’D’ potom v otoc¢eni R se stiedem otéaceni D o tihel 90°. Urcete
vysledné slozené zobrazeni f = R o T.

Cviceni 3.4. Kosoctverec ABC' D zobrazte nejdiive v osové soumérnosti O
s osou DC' a vysledny obraz A’B’'C'D’ potom v otoceni R se stiedem otaceni
C o thel a = |« DCB|. Urcete vysledné slozené zobrazeni f = R o O.

Piiklad 3.5. Ctverec ABC'D zobrazte nejdifve v osové soumérnosti O
s osou BC' a vysledny obraz A’B'C’D’ potom v osové soumérnosti Oy s osou
BD. Urcete vysledné slozené zobrazeni f = Oy 0 O;.

Reseni: Bod B mé vysledny obraz B” na stejném misté. Z ¢ehoz plyne,
7e vysledné zobrazeni muze byt bud stiedovéd soumérnost nebo otocen.

Néhledem na polohu vzoru a obrazu vidime, ze o stfedovou soumérnost
se nejedna. Musi tedy jit o rotaci a zbyva vyftesit o kolik stupnu a v jakém
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sméru. Po spojeni vzort a obrazu (barevné ¢asti kruznic) snadno nahlédneme,
ze doslo k rotaci o 90° proti sméru hodinovych rucicek.
Vysledné zobrazeni je tedy R(B, +90°).

7
/

0

Zapis konstrukce:

1) étverec ABCD
2)<—»01;<—»01 =« BC
3)D';0(0,):D—D'

s

/

e o« 1/

[ ]

4A ;00 A A

5)B';B'=B
C'; C'=C .. B, C jsou samodruzné body

6) étverec A'B'C'D'

7)~»oz;<—>02=<—>BD

8)C"; 0 (0y):C' —C"

9)A"; O(0,): A — A"

10) B"; B" = B' ... B' je samodruzny bod
pomoci kolmic dorysujeme bod D"

11) étverec A"B"C"D"

m 2 s e

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxej6ud#material /p59bhmen

D C
i 5
o B
D" A"
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Cviceni 3.6. Je déana dvojice shodnych trojihelniki ABC a K LM. Sestro-
jte dvojici osovych soumérnosti tak, aby vzniklé slozené zobrazeni zobrazilo
trojuhelnik K LM do trojihelniku ABC.

Ndpovéda: Pouzijte dvojici osovych soumérnosti. Prvni soumérnost zvolte
tak, aby se jeden zvoleny bod trojihelniku KLM zobrazil do odpovidajiciho
bodu trojuhelniku ABC, (vyuzijte toho, ze dvojice vzor - obraz jednoznacéné
definuje osovou soumérnost).

Druhou soumérnost zvolte tak, aby se trojihelnik zobrazeny prvni osovou
soumeérnosti zobrazil do trojuhelniku ABC.
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4 Dukazové ulohy

Piiklad 4.1. Necht ve shodném zobrazeni v roviné je obrazem bodu A bod
A’, bodu B bod B’ a bodu C bod C’. Dokazte, ze plati: lezi-li bod C' mezi
body A, B, lezi bod C’" mezi body A’, B'.

Resent: 7 definice shodného zobrazeni v roviné plyne pro body A, B, C
a jejich obrazy A’, B’, C' platnost nasledujicich vztahu:

AC'= AC, B'C'=BC, A'B' ~AB (1)

B
c A
A c .

Figure 1

Lezi-li bod C mezi body A, B, plati AC + CB = AB. Vhledem k
plati téz A'C' + C'B' = A’B’, tj. bod C’ lezé mezi body A’'B’.

Dokazované tvrzeni plyne téz z véty, ktera tika, ze ve shodném zobrazeni
v roviné je obrazem usecky AB tusecka A’B’ shodna s tseckou AB.

Uvedeny dukaz je ¢asti dukazu této véty.

Priklad 4.2. Z je shodné zobrazeni v roving, které ma dva ruzné samodruzné
body. M4 toto zobrazeni jesté samodruzné body?

Reseni: Oznaéme uvazované samodruzné body A, B a jejich obrazy
v daném zobrazeni A’, B’. Podle zadéni je A = A, B = B’. Obrazem
usecky AB je tedy usecka AB. Lezi-li bod X mezi body A, B, lezi bod
X’ mezi body A’, B, tj. rovnéz mezi body A, B a plati AX = AX' (téz
BX = BX'), tj. X = X’. Odpovéd na otdzku tlohy je tedy kladnd. Navic
je ziejmé, ze v zobrazeni Z je zamodruzny kazdy bod tsecky AB.

Analogickym postupem snadno ukézeme, ze samodruzné jsou nejen body
usecky AB, ale vSechny body piimky AB: Je-li bod Y bodem piimky AB
a plati napft., ze bod B lezi mezi body A, Y, pak bnod B lezi mezi body A,
Y’. Vzhledem k tomu, ze BY' =2 BY' jeY =Y'.

Podobneé postupujeme v piipadé, ze uvazovany bod primky AB je bodem
poloptimky opacné k polopzimce AB. Shodné zobrazeni Z, které ma alespon
dva ruzné samodruzné body, mé tedy nekoneé¢né mnoho samodruznych bodu
- samodruzné jsou vSechny body piimky uréené danymi dvéma samodruznymi

body.
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Priklad 4.3. Dokazte, ze ve shodném zobrazeni v roviné, které ma tii
samodruzné body nelezici v piimce, je kazdy bod roviny samodruzny, tj.
uvazované zobrazeni je identitou.

Resent: Vzhledem k vysledkim piikladu je samodruznym bodem
kazdy bod primek AB, BC, AC. Je-li X libovolny bod roviny, ktery nelezi
na zadné z téchto piimek, lze vzdy sestrojit primku, ktera prochazi bo-
dem X, je ruznobéznd alespon se dvéma z téchto piimek a protind je ve
dvou ruznych bodech (zduvodnéte). Tyto body (v obr. ?? oznaceny Y, Z)
jsou samodruzné, a tedy téz bod X je vzhledem k vysledkum prikladu
samodruzny. je tedy kazdy bod roviny samodruzny a uvazované zobrzeni je
identitou.

Pozndmka: 7 feseni piikladu a je ziejmé, Ze pokud m4 shodné
zobrazeni v roviné dva rtzné samodruzné body, je toto zobrazeni bud osové
soumérnost s osou ur¢enou témito body, nebo identita (v piipadé, ma-li

VVVVV

urcené danymi dvéma samodruznymi body).

Ptiklad 4.4. Jsou dany dva ruzné body P, P’. Urcete alespon jedno shodné
zobrazeni, ve kterém je obrazem bodu P bod P'.

Resent: Vyjdeme-li z vlastnost{ jednotlivych typt shodnych zobrazeni v
roviné, je ziejmé, ze bod P’ je obrazem bodu P:

a) v osové soumérnosti s osou v ose tsecky PP’ (Obr. [2a)),
b) ve stiedové soumérnosti se stiedem ve stiedu O tsecky PP,

c) v otoceni se stfedem S na ose usecky PP’ a orientovanym thledm
< PSP’ (S je lib. bod osy tusecky PP’; je-li S € PP, tj. S =0, je
piislusné otoceni stiedovou soumeérnosti - viz b) (Obr. [2al),

d) v posunuti uréeném usporadanou dvojici P, P,

e) v posunuté soumérnosti, slozené z osové soumeérnosti, jejiz osa o prochézi
stredem usecky PP’ pricemz o #+> PP', o L PP’, a z posunuti ve
sméru této osy, pricemz velikost posunuti je rovna velikosti pravoihlého

prumétu tsecky PP’ do pifmky o (Obr. [2b).

Pozndmka: Uvédomte si souvislosti vysledku piikladu s vétou o urcenosti
shodného zobrazeni v roviné.

Piiklad 4.5. Jsou ddny dvé shodné kruznice ky(S1,7), k2(S2,7), které se
protinaji v bodech X, Y. Urcete alespon jedno shodné zobrazeni, ve kterém
je obrazem kruznice k; kruznice k.

28



Figure 2

Resent: Ve shodném zobrazenf je obrazem kruznice k(S,r) opét kruznice
s tymz polomérem r, jejimz stiedem je obraz bodu S. Obrazem dané kruznice
k1 bude tedy kruznice ko v kazdém shodném zobrazeni, v némz je obrazem
bodu S; bod S,. K fesen{ tlohy tedy lze vyuzit vysledku pifkladu [4.4]

Priklad 4.6. Ukazte, ze slozenim dvou osovych soumérnosti s kolmymi osami
vznikne stfedova soumeérnost se stiedem v pruseciku téchto os.

Resend: Uvazované osové soumeérnosti oznaéme O1, Oa, jejich osy o1, 09,
pruseciky téchto os S, Z zobrazeni slozené z téchto soumérnosti, tj. Z =
01 00,. Obraz bodu X v O; ozna¢me X, obraz bodu X; v Oy oznacme X',
tj. obrazem bodu X v Z je bod X'.

Zobrazeni Z bude se stfedovou soumérnosti se stiedem S pravé tehdy,
kdyz pro kazdy bod X roviny a jeho obraz X’ v tomto zobrazeni bude bod
S stredem tusecky X X'.

a) Je-li X = S, je X = X' = S, nebot S je samodruznym bodem zobrazen{
Z.

b) Necht X € 0 a X # S. Pak je X = X; a bod S je sttedem XX’
(Obr.

c) Necht X € 0, a X # S. Pak X € 0y, S je stfedem XX; a X; = X'.
Plati tedy, ze S je stted X X'. (Obr.

d) Necht X ¢ 0, a X ¢ 0,. Pak X; ¢ 0,. Oznacme X prusecik primky
XX s 0. Body X, S, X; nelezi v piimce. Pro thojuhelnik X SX;
plati XS = SX; a 07 je jeho osa soumérnosti, tj. < XSXy =1 X(5X;.
Oznacéme déle X" prusecik piimky X;X’ s osou 0. Body Xi, S, X’
také nelezi v pifmce. Pro trojihelnik X;SX’ plati X;5 = X'S a o0,
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S 1
Figure 3
> X
0y
[
s °1
> Xl =X
Figure 4

je jeho osa soumérnosti, tj. < X;SX” 24 X”SX’. Uhel $XSX' je
grafickym souc¢tem thlu <« X SX;, 4« X15X', tj.

AXSX =2 XSX,+4X15X" = 2(4 XoSX,+4 X, SX") = 2R.

Uhel XSX' je tedy piimy, coz znamena, ze body X, S, X' lez{ v pifmce.
Dale plati XS = X159 = X'S, tj. XS = X'S. Je tedy bod S stredem
usecky X X'.

Ve vsech pripadech, které mohou pro polohu libovolného bodu X roviny
vzhledem k pfimkam o7, oo mohou nastat, tedy dostavame, ze bod S je
stredem usecky X X'. Uvazované zobrazeni Z = O; o Oy je tedy stiedovou
soumeérnosti se sttedem S.
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5 Konstrukéni dlohy

Priklad 5.1. Je dan bod S lezici uvnitt daného trojihelniku ABC'. Sestrojte
pricku XY trojuhelnika ABC', ktera je bodem S pulena.

Resent: Krajni body hledané tsecky XY lezi na hranici daného trojihelniku
a odpovidaji si ve stiedové soumeérnosti se stredem S. Tedy:

S(S): X = X' =Y.

Nezname jejich polohu, ale zname objekt, na kterém lezi vzor i obraz. Zo-
brazime tedy ve stfedové soumérnosti se sttedem S trojihelnik ABC' a tak,
kde se protnou hranice vzoru ABC a obrazu A’B’C’, budou lezet hledané
krajni body pricky.

Zdver: Podle polohy bodu S v trojuhelniku muze tiloha mit 1, 2 nebo 3
feseni. (Nacrtnéte si vechny piipady.)

Piiklad 5.2. Je déna kruznice k(S;7), r = 3cm, a bod A tak, ze |SA| =
1,5cm. Sestrojte vSechny tétivy XY kruznice k, které maji délku 5,5 cm a
které prochazeji bodem A.

Reseni:
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Cviceni 5.3. Je dana tsecka AA; délky 5 cm. Sestrojte vsechny trojihelniky
ABC, pro které je AA; téznici a pritom plati, ze velikost strany b je 6cm a
téznice t, ma velikost 6 cm.

Cviceni 5.4. Je ddna tisecka AA;, |AA;| = t,. Sestrojte vsechny trojihelniky
ABC, v nichz AA; je téznici t, a jejichz dalsi dvé téznice maji délky ¢, a t..

Cviceni 5.5. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky obou jeho
zakladen a, ¢ a obou jeho thlopricek e, f.

Priiklad 5.6. Do ctverce ABC'D vepiste rovnostranny trojihelnik AY Z tak,
aby Y € BC, Z € CD.

S
Zapis konstrukce:

1
2)C'B';R (A, +60°):. CB — C'B'

) Etverec ABCD
)
3)Z;,ZeCB'NnCD
)
)

4)Y;R(A -60°).Z—Z =Y
5) trojuhelnik AYZ

« 5/'5 m mw m 2 s

we il
s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxejbud#tmaterial /p59bhmen

Cviceni 5.7. Jsou dany dveé soustiedné kruznice k(S; 2cm), 1(S; 3em) a bod
A tak, ze |[SA| = 2,3 cm. Sestrojte vSechny rovnostranné trojihelniky ABC)
pro které plati B € k, C € [.

Cviceni 5.8. Je dana piimka a a bod A € a, déle je ddna piimka s, S # a.
Sestrojte pravidelny Sestithelnik ABCDFEF se stiedem S € s a stranou
AB € a.

Piiklad 5.9. Je ddna kruznice k(S;7) a bod A, ktery na této kruznici nelezi.
Urcete mnozinu vsech bodu X takovych, ze bod A je sttedem tsecky XY |
pritom Y lezi na kruznici k.
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Zapis konstrukce:

1) k; k (S, r) ; libovolny bod A (A € k) K
2)Y; Y €K 3
NXiSAY, =Y,/ =X,
4) Y2; Y,€k
5) X, S(A)Y, =Y, =X,
6) Y;, Yy, Yy ... libovolné body na kruznici k
T) X5 Xy Xgi S (A Y5 — Y, =X,
Y, =Y,/ =X,
Ye =Y =X,
8) mnoZina bodl X tvofi kruznici |
e <4 8/8 pp nm 2 s l';‘,-_—;

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/saxej6ud#material /p59bhmen

Cviceni 5.10. Je déan ¢tverec ABCD, primka p a bod S, ktery na piimce p
nelezi. Sestrojte usecku XY tak, aby bod S byl jejim stfedem, bod X lezel
na pirimce p a bod Y nalezel obvodu ¢tverce ABC'D.

Cviceni 5.11. Jsou dany dvé ruznobézné primky a, b a tsecka M N. Se-
strojte ¢tverec ABCD o strané AB tak, aby strana AB byla rovnobézna s
useckou M N, aby |AB| = |M N| a bod A lezel na piimce a, bod B lezel na
primce b.

Cviceni 5.12. Je dana piimka p a dvé kruznice k, [ v ruznych polorovinach
urcenych piimkou p. Sestrojte tsecku XY kolmou k piimce p tak, aby bod
X lezel na kruznici k, bod Y na kruznici [ a piimka p prochazela stredem
usecky XVY.
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Cviceni 5.13. Jsou déany dvé ruznobézné piimky a, b a bod A, ktery nelezi
na zadné z nich. Sestrojte ¢tverec ABC D tak, aby bod B lezel na ptimce a,
bod D lezel na ptimce b.

Cviceni 5.14. Je dana piimka p a body A, B ve stejné poloroviné urc¢ené
piimkou p. Urcete na piimce p bod X tak, aby vzdélenost |AX |+ | X B| byla
minimalni.

Cviceni 5.15. Jsou dény dvé kruznice k, [, které se protinaji v bodech X,
Y. Vedte bodem X takovou piimku, kterd vytina na obou kruznicich shodné
tétivy (uvazujte kruznice s ruznymi polomeéry)

Cviceni 5.16. Je ddna piimka p a kruznice k(S;7), 1(O;p), S # O, r > p,
|S, <> p| = dy, |O, <> p| = dy. Sestrojte vsechny piimky rovnobézné s primkou
p, na nichz kruznice k, [ vytinaji stejné dlouhé tétivy.

Cviceni 5.17. Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, znéte-li: a + b+ ¢ = o,
kde 0o = 12cm, a = 45°, f = 75°.

Piiklad 5.18. Je dana piimka p, kruznice k a trojihelnik ABC. Sestrojte
vSechny tsecky XY tak, ze X lezi na kruznici k, Y na obvodu trojuhelnika
ABC, tsecka XY je kolma na p a stied usecky XY lezi na ptimce p.

0

“« <4 28/28 p»p m m 2 s

wiin

Konstrukce "krok po kroku”: https://www.geogebra.org/m/HxhzBUjd
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Priloha 1

Reseni k piikladu

Piiklady shodnych zobrazeni v pudorysu: osova soumérnost s osou o pudorysu

celé katedraly, otoceni se stredem O a thlem 90°, otoceni se stfedem P a

7 o ~ v ~ ,
thlem L;‘O , stredovou soumeérnost se sttedem O, posunuti o vektor AB apod.

Reseni k piikladu m

Piiklad vybarveni a) s 1 osou soumérnosti, b) se 2 osami soumeérnosti a d)
se 4 osami soumérnosti. Piipad c) se 3 osami soumérnosti vybarvid nelze.
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Reseni k piikladu m

Zakaz vjezdu vsech vozidel (v obou smérech) - nekoneéné mnoho os, Dej
prednost v jizdé - 3 osy, Stop, dej prednost v jizdé - 0 os, Zakaz vjezdu v
jednom sméru - 2 osy, Hlavni silnice - 4 osy.

OV @
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Priloha 2

Vyzkousejte se (skupinova aktivita)

Néasledujici materidl prezentuje listeckovou metodu, kterou lze s tispéchem
pouzit napf. pro opakovani pojmu. Zkopirujte pripravené pojmy - vytvoite
tolik kopii celé predlozené sady, kolik bude skupin. Rozttihejte je na listecky
a kazdou sadu pojmu dejte jedné skupiné.

Soutézi se, ktera skupina pritadi nejdiive spravné ke vSsem podtrzenym
pojmum ostatni pojmy z celé sady. (Pro zpestfeni muzeme napt. pozadat,
aby studenti jesté kazdy podtrzeny pojem doplnili vhodnym obrézkem.)

posunutd (osova) soumérnost

osova soumeérnost (zrcadleni, osova symetrie)

totoznost (identita)

stredova soumeérnost (sttedova symetrie)
otoceni (rotace)

posunuti (translace)

vzdalenost a smér (vektor)

pevné dany bod, orientovany thel

vzor i obraz lezi na primce prochazejici samodruznym b.
kazdy bod se zobrazuje na sebe sama

vzor a obraz lezi na kolmici k ose soumérnosti
slozeni osové soumérnosti a posunuti ve sméru osy
priméa shodnost

prima shodnost

prima shodnost

priméa shodnost

nepiima shodnost

nepiima shodnost

primka samodruznych bodu
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jeden samodruzny bod
jeden samodruzny bod
zadny samodruzny bod
zadny samodruzny bod
kazdy bod je samodruzny

Nésledujici obrazek ukazuje piiklad vysledku takovéto skupinové aktivity:
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