
Domáćı úkol 1

Upozorněńı: př́ıklady byly náhodně vygenerovány odpovědńıkem
”
Domáćı

úkol 1“. Nab́ızené řešeńı bylo zpracováno Lukášem Másilkem.

Př́ıklad 1: Vypoč́ıtejte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

5 · (n+ 1)!

3 · (n+ 1)! + 2 · (n− 1)!

Řešeńı:

lim
n→∞

5 · (n+ 1)!

3 · (n + 1)! + 2 · (n− 1)!
=1 lim

n→∞

5 · (n + 1) · n · (n− 1)!

3 · (n+ 1) · n · (n− 1)! + 2 · (n− 1)!

=2 lim
n→∞

5 · (n+ 1) · n · (n− 1)!

(n− 1)! · [3 · (n+ 1) · n+ 2]

=3 lim
n→∞

5 · (n+ 1) · n

3 · (n+ 1) · n+ 2

=4 lim
n→∞

5n2 + 5n

3n2 + 3n+ 2
=

5

3

Poznámky k výpočtu: 1. krok (=1): úprava obou faktoriál̊u (n + 1)! tak,
aby vyjádřeny se stejným podvýrazem (n− 1)! jako sč́ıtanec ve jmenovateli
vpravo; 2. krok (=2): vytknut́ı podvýrazu (n − 1)! v čitateli i jmenovateli
zlomku; 3. krok (=3): kráceńı výrazu (n − 1)!; 4. krok (=4): Roznásobeńı
závorek a následný výpočet limity (nahoře i dole jsou polynomy stejného
stupně, tud́ıž výsledkem je pod́ıl vedoućıch koeficient̊u).

Př́ıklad 2: Vypoč́ıtejte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

n

2

)

3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n+ 1)

Řešeńı:

lim
n→∞

(

n

2

)

3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n+ 1)
=1 lim

n→∞

n·(n−1)
2

n

2
· (3 + 2n+ 1)

=2
n · (n− 1)

2 · n

2
· (4 + 2n)

=3
n · (n− 1)

n · (2n+ 4)

=4
n2

− n

2n2 + 4n
=

1

2

Poznámky k výpočtu: 1. krok (=1): vyjádřeńı kombinačńıho č́ısla
(

n

2

)

v čitateli
a použit́ı vzorce pro součet prvńıch n člen̊u aritmetické posloupnosti ve jme-
novateli; 2. krok (=2): přeneseńı č́ısla 2 z čitatele do jmenovatele; 3. krok
(=3): kráceńı výrazu ve jmenovateli; 4. krok (=4): roznásobeńı závorek a



následný výpočet limity (nahoře i dole jsou polynomy stejného stupně, tud́ıž
výsledkem je pod́ıl vedoućıch koeficient̊u).

Př́ıklad 3: Vypoč́ıtejte limitu posloupnosti:

lim
n→∞

(

n− 3

n

)n

Nápověda: limn→∞

(

1 + 1
n

)n

= e.

Řešeńı:

limn→∞

(

n−3
n

)n
=1 limn→∞

(

1− 3
n

)n
=(∗)

Substituce: − 3
n
= 1

k
, z čehož n = −3k, tedy

=(∗) limk→∞

(

1 + 1
k

)

−3k
=2

(

limk→∞

(

1 + 1
k

)k
)

−3

=3 e
−3

Poznámky k výpočtu: 1. krok (=1): vyděleńı polynomů v čitateli a jmeno-
vateli; 2. krok (=2): úprava zápisu exponentu a limitńı přechod k vnitřńı

funkci
(

1 + 1
k

)k

; 3. krok (=3): využit́ı nápovědy a stanoveńı výsledku limity.

Př́ıklad 4: Určete všechny hromadné body, limitu superior a limitu inferior
posloupnosti

an = (−1)n · cos
(nπ

3

)

Řešeńı: Nejprve si spoč́ıtáme několik prvńıch člen̊u, abychom si udělali představu
o možných podposloupnostech.

a1 = (−1)1 · cos
(

π

3

)

= −
1
2
(kosinus z úhlu π

3
v 1. kvadrantu je kladný)

a2 = (−1)2 · cos
(

2π
3

)

= −
1
2
(kosinus z úhlu 2π

3
v 2. kvadrantu je záporný)

a3 = (−1)3 · cos
(

3π
3

)

= 1 (kosinus z úhlu π je −1)

a4 = (−1)4 · cos
(

4π
3

)

= −
1
2
(kosinus z úhlu 4π

3
v 3. kvadrantu je záporný)

a5 = (−1)5 · cos
(

5π
3

)

= −
1
2
(kosinus z úhlu 5π

3
ve 4. kvadrantu je kladný)

a6 = (−1)6 · cos
(

6π
3

)

= 1 (kosinus z úhlu 2π je 1)

a7 = a1, a8 = a2, . . .

Podposloupnosti:

1. n = 6k + 1, k ∈ N0: limn→∞ an = limk→∞(−1)6k+1
· cos

(

(6k+1)·π
3

)

=

− limk→∞ cos
(

π

3
+ 2kπ

)

= − cos
(

π

3

)

= −
1
2
, tedy −

1
2
∈ H(an).

2. n = 6k + 2, k ∈ N0: limn→∞ an = limk→∞(−1)6k+2
· cos

(

(6k+2)·π
3

)

=

limk→∞ cos
(

2π
3
+ 2kπ

)

= cos
(

2π
3

)

= −
1
2
.

3. n = 6k + 3, k ∈ N0: limn→∞ an = limk→∞(−1)6k+3
· cos

(

(6k+3)·π
3

)

=

− limk→∞ cos
(

3π
3
+ 2kπ

)

= − cos (π) = 1, tedy 1 ∈ H(an).
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4. n = 6k + 4, k ∈ N0: limn→∞ an = limk→∞(−1)6k+4
· cos

(

(6k+4)·π
3

)

=

limk→∞ cos
(

4π
3
+ 2kπ

)

= cos
(

4π
3

)

= −
1
2
.

5. n = 6k + 5, k ∈ N0: limn→∞ an = limk→∞(−1)6k+5
· cos

(

(6k+5)·π
3

)

=

− limk→∞ cos
(

5π
3
+ 2kπ

)

= − cos
(

5π
3

)

= −
1
2
.

6. n = 6k + 6, k ∈ N0: limn→∞ an = limk→∞(−1)6k+6
· cos

(

(6k+6)·π
3

)

=

− limk→∞ cos
(

6π
3
+ 2kπ

)

= − cos (2π) = 1.

Závěr: H(an) =
{

−
1
2
, 1
}

, lim inf an = −
1
2
, lim sup an = 1.

Př́ıklad 5:Vypoč́ıtejte limitu funkce pomoćı běžných úprav, nikoliv L’Hospitalovým
pravidlem.

lim
x→−3

x2 + 7x+ 12

x2 + 2x− 3

Řešeńı: Po dosazeńı −3 do limitńıho výrazu vyjde neurčitý výraz
[

0
0

]

. Oba
polynomy v čitateli a jmenovateli však lze rozložit na součin kořenových
činitel̊u (pomoćı Vietových vztah̊u či diskriminantu):

lim
x→−3

x2 + 7x+ 12

x2 + 2x− 3
= lim

x→−3

(x+ 3) · (x+ 4)

(x− 1) · (x+ 3)
= lim

x→−3

x+ 4

x− 1
= −

1

4

Př́ıklad 6:U zadané funkce určete jednostranné limity v bodech nespojitosti:

f(x) =
(x− 2)2

x2 · (x+ 3)5

Řešeńı: Výrazy v čitateli i jmenovateli jsou již ve tvaru kořenových činitel̊u,
nelze je tedy nijak zkrátit. Body x1 = −3 a x2 = 0 jsou body nespojitosti 2.
typu a jejich jednostranné limity budou vycházet ±∞. Spoč́ıtejme znaménka
funkce naneseńım nulových bod̊u a bod̊u nespojitosti na reálnou č́ıselnou osu:

x
–3 0 2

– + + +

• V levém okoĺı bodu nespojitosti x1 = −3 je funkce záporná, je tedy
limx→−3− f(x) = −∞.

• V pravém okoĺı bodu nespojitosti x1 = −3 je funkce kladná, je tedy
limx→−3+ f(x) = ∞.

• V levém i pravém okoĺı bodu nespojitosti x2 = 0 je funkce kladná, je
tedy limx→0− f(x) = limx→0+ f(x) = ∞.

3


