Domaci ukol 3

Upozornéni: priklady byly ndhodné vygenerovany odpovédnikem ,,Domaci
ukol 3. Nabizené feSeni bylo zpracovano Lukasem Masilkem.

Piiklad 1 (definiéni obor): Znazornéte graficky definiéni obor zadané
funkce dvou proménnych:

x?—4

y?—1

Reseni: nejdiive stanovime podminky. Vyraz pod odmocninou musi byt vétsi
nebo roven 0 a zaroven nelze délit nulou:

2 _
;_j‘zo = (40N —120)V (> —4<0Ay —1<0)

' —140 = y#=+l

Obé podminky lze upravit do jedné takto:

(2 =4>0Ay*—1>0) V (2*—4<0Ay*—1<0)
(m224/\y2>1) vV (x2§4/\y2<1)
Iz = 2A0yl > 1) v (2] <2Afy[ < 1)

7 posledni upravy uz lze symbolicky zapsat definiéni obor funkce:
D(z) = {[z,y] € R*, (Jz| = 2A |yl > 1)V (Jz| < 2A [yl < D)}
Co se tyce grafického znazornéni, tak si nejprve narysujeme piimky x =

2,x = —2 (plnou ¢arou) ay = 1,y = —1 (¢arkované). Poté uz ,vysrafujeme“
oblasti prislusejici obéma podminkam.
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Piiklad 2 (vypocet limity): Vypocitejte nasledujici limitu:

Y+ 2 +y+2
1m
[zy]—[-1.0] 2?2 + 2 + o + 1




Resent: tuto limitu lze spocitat tpravami, a to ¢asteénym vytykanim:

, xy+2r+y+2 , - (y+2)+ (y+2)
1m = 11m
[ey]—>[-1.0) zy? + y? + 2 + 1 [eyl=-100 Y2 - (x + 1)+ (x + 1)
(y+2) - (z+1)
1m
[eyl—-10 (x + 1) - (> + 1)
y+2

lim
[z,y]—[-1,0 y2 + 1

Piiklad 3 (metoda postupnych limit): Zjistéte, zda
2
x
lim —
[z,y]—[0,0] Y
existuje, pricemz pouzijte metodu postupnych limit. Potvrzuji vysledky Vasich
vypocti neexistenci limity? Zduvodnéte Vasi odpoved.

Resent: spocitame obé postupné limity:

2
L, = lim {limx—}zlimgz()

y—=0 |z—0 y y—=0y
[ a? -

Lo, = lim [lim —| neexistuje,
z—0 |y—=0 Yy

protoze ptiblizovanim se y — 0 zleva a zprava dostavame jiné vysledky limity.
Protoze tedy Ly # Lo, plyne z metody postupnych limit neexistence limity.

Piiklad 4 (pfiblizovani po pifimkach): Zjistéte, zda

2>+

im
[z,y]—[0,0] TY + Y

existuje, pricemz pouzijte metodu priblizovani se k limitnimu bodu po primkach.
Potvrzuji vysledky Vasich vypoctu neexistenci limity? Zduvodnéte Vasi od-
poved.

Reseni: nejprve si limitni vyraz zjednodusime pomoci vytykani v citateli i
jmenovateli:

_ >+ , x-(r+1) _ x
lim = lim —~= lim -
y=00 2y +Y  fey=00 Y- (T +1)  lwyl-00 Yy
Vzhledem k limitnimu bodu [z, yo] = [0, 0] volime substituci
y==Fk-(xr—x0)+ yo = kz, tedy:
. x . x 1 1
lim —=Ilm-—=Iim-=—
[z,y]—1[0,0] Y z—0 kx z—0 k k
Protoze vysledek limity zcela zavisi pouze na parametru k, je tim potvrzena
neexistence limity.



Piiklad 5 (pfiblizovani po parabolich): Zjistéte, zda

x? =1

im
[:E,y]—>[1,4] y - 4

existuje, pficemz pouzijte metodu priblizovani se k limitnimu bodu po pa-
rabolach. Potvrzuji vysledky Vasich vypoctu neexistenci limity? Zduvodnéte
Vasi odpovéd'.

Resend: vzhledem k limitnimu bodu [z, yo] = [1,4] volime substituci
y=k-(xr—x0)+yo=Fk-(x—1)*+4, tedy:

, | , r? -1 . (x=1)-(z+1) ’ x+1
im = lim = lim = lim ———
yl—14] y—4 =l k(x—1)244—-4 251 k-(z—1)2 a1 k- (z—1)

Dosadit limitni bod x = 1 nelze (déleni nulou). Protoze vysledek limity je
zavisly na parametru k i proménné x, nelze o neexistenci limity rozhodnout.

Piiklad 6 (transformace do polarnich soufadnic): Zjistéte, zda

. y—8
hm _—
[z.y]—[6,8] © + 1y — 14

existuje a pifpadné uved'te vysledek limity, pfi¢emz pouZijte metodu trans-
formace do polarnich souradnic. Potvrzuji vysledky Vasich vypoctu existenci
¢i neexistenci limity? Zdtvodnéte Vagi odpovéd.

Reseni: vzhledem k limitnimu bodu [zg, yo] = [6, 8] volime substituci

r = Tog+o0-cosp=06+4p-cosp,
= Yo+ o0-cosp =84 p-sinp.

Polarni souradnice nyni pouzijeme pii vypoctu limity:

y—38 , 84 0-sinp —8

lim ——— = lim -
[zy]—[68] T +y— 14 00 6+ 0-cosp+8+p-sinp — 14
- Q- sing : 0-singp
= lim — = lim .
=0 p-cosp+p-singp =0 - (cose + sinp)
B sin ¢
~ cosp+sing

Protoze vysledek limity zcela zavisi pouze na thlu ¢, je tim potvrzena nee-
xistence limity.

Piiklad 7 (bonusovy): Zjistéte, zda

2’ +y-(y—1)7
1m
eyl 22+ (y — 1)2

existuje a pifpadné uved'te vysledek limity, pficemZ pouZijte metodu trans-
formace do polarnich souradnic. Potvrzuji vysledky Vasich vypoctu existenci



¢i neexistenci limity? Zdtvodnéte Vasi odpoved.
Reseni: vzhledem k limitnfmu bodu [z, yo] = [1,4] volime substituci

I = ZTo+ 0-COS®P = Q- COoS Y,

= Y+ o-cosp=14p-sinp.

Polarni soutadnice nyni pouzijeme pii vypoctu limity:

ry-(y-1° _ . 0f-costo+ (1+o-sing)-(1+0-sing—1)*

im
[eyl—01] 224 (y — 1)2 00 0% cos2p+ (14 o-sing —1)2

R 0?-cos? o+ (14 g -singp) - g% - sin® p

= lim
0—0 02 - cos? p + g% - sin ¢

2 2 : .2

_ iy © - [cos® o+ (1 + o - sing) - sin® ¢]
e—0 02 - (cos? p + sin® @)

= lim [cos® o + (1 + o - sin ) - sin” ¢)]
0—0

= lim [cos® p + sin® ¢ + o - sin® )
0—0
= lim [l +o-sin’¢] = 1 +1lim[g(o) - h(e,¢)] = 1,
0—0 0—0
jelikoz
L. lim, o g(p) =lim, .o o =0 a

2. h(o, ) = sin® ¢ je funkce ohrani¢end zdola —1 a shora 1.



