
Domáćı úkol 3

Upozorněńı: př́ıklady byly náhodně vygenerovány odpovědńıkem
”
Domáćı

úkol 3“. Nab́ızené řešeńı bylo zpracováno Lukášem Másilkem.

Př́ıklad 1 (definičńı obor): Znázorněte graficky definičńı obor zadané
funkce dvou proměnných:

z =

√
x2 − 4

y2 − 1

Řešeńı: nejdř́ıve stanov́ıme podmı́nky. Výraz pod odmocninou muśı být větš́ı
nebo roven 0 a zároveň nelze dělit nulou:

x2 − 4

y2 − 1
≥ 0 ⇒

(
x2 − 4 ≥ 0 ∧ y2 − 1 ≥ 0

)
∨
(
x2 − 4 ≤ 0 ∧ y2 − 1 ≤ 0

)
y2 − 1 6= 0 ⇒ y 6= ±1

Obě podmı́nky lze upravit do jedné takto:(
x2 − 4 ≥ 0 ∧ y2 − 1 > 0

)
∨
(
x2 − 4 ≤ 0 ∧ y2 − 1 < 0

)(
x2 ≥ 4 ∧ y2 > 1

)
∨
(
x2 ≤ 4 ∧ y2 < 1

)
(|x| ≥ 2 ∧ |y| > 1) ∨ (|x| ≤ 2 ∧ |y| < 1)

Z posledńı úpravy už lze symbolicky zapsat definičńı obor funkce:

D(z) = {[x, y] ∈ R2, (|x| ≥ 2 ∧ |y| > 1) ∨ (|x| ≤ 2 ∧ |y| < 1)}.

Co se týče grafického znázorněńı, tak si nejprve narýsujeme př́ımky x =
2, x = −2 (plnou čarou) a y = 1, y = −1 (čárkovaně). Poté už

”
vyšrafujeme“

oblasti př́ıslušej́ıćı oběma podmı́nkám.

Př́ıklad 2 (výpočet limity): Vypoč́ıtejte následuj́ıćı limitu:

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x + y + 2

xy2 + y2 + x + 1



Řešeńı: tuto limitu lze spoč́ıtat úpravami, a to částečným vytýkáńım:

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x + y + 2

xy2 + y2 + x + 1
= lim

[x,y]→[−1,0]

x · (y + 2) + (y + 2)

y2 · (x + 1) + (x + 1)

= lim
[x,y]→[−1,0]

(y + 2) · (x + 1)

(x + 1) · (y2 + 1)

= lim
[x,y]→[−1,0]

y + 2

y2 + 1
= 2

Př́ıklad 3 (metoda postupných limit): Zjistěte, zda

lim
[x,y]→[0,0]

x2

y

existuje, přičemž použijte metodu postupných limit. Potvrzuj́ı výsledky Vašich
výpočt̊u neexistenci limity? Zd̊uvodněte Vaši odpověd’.

Řešeńı: spoč́ıtáme obě postupné limity:

L1 = lim
y→0

[
lim
x→0

x2

y

]
= lim

y→0

0

y
= 0

L2 = lim
x→0

[
lim
y→0

x2

y

]
neexistuje,

protože přibližováńım se y → 0 zleva a zprava dostáváme jiné výsledky limity.
Protože tedy L1 6= L2, plyne z metody postupných limit neexistence limity.

Př́ıklad 4 (přibližováńı po př́ımkách): Zjistěte, zda

lim
[x,y]→[0,0]

x2 + x

xy + y

existuje, přičemž použijte metodu přibližováńı se k limitńımu bodu po př́ımkách.
Potvrzuj́ı výsledky Vašich výpočt̊u neexistenci limity? Zd̊uvodněte Vaši od-
pověd’.

Řešeńı: nejprve si limitńı výraz zjednoduš́ıme pomoćı vytýkáńı v čitateli i
jmenovateli:

lim
[x,y]→[0,0]

x2 + x

xy + y
= lim

[x,y]→[0,0]

x · (x + 1)

y · (x + 1)
= lim

[x,y]→[0,0]

x

y

Vzhledem k limitńımu bodu [x0, y0] = [0, 0] voĺıme substituci
y = k · (x− x0) + y0 = kx, tedy:

lim
[x,y]→[0,0]

x

y
= lim

x→0

x

kx
= lim

x→0

1

k
=

1

k

Protože výsledek limity zcela záviśı pouze na parametru k, je t́ım potvrzena
neexistence limity.
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Př́ıklad 5 (přibližováńı po parabolách): Zjistěte, zda

lim
[x,y]→[1,4]

x2 − 1

y − 4

existuje, přičemž použijte metodu přibližováńı se k limitńımu bodu po pa-
rabolách. Potvrzuj́ı výsledky Vašich výpočt̊u neexistenci limity? Zd̊uvodněte
Vaši odpověd’.

Řešeńı: vzhledem k limitńımu bodu [x0, y0] = [1, 4] voĺıme substituci
y = k · (x− x0) + y0 = k · (x− 1)2 + 4, tedy:

lim
[x,y]→[1,4]

x2 − 1

y − 4
= lim

x→1

x2 − 1

k(x− 1)2 + 4− 4
= lim

x→1

(x− 1) · (x + 1)

k · (x− 1)2
= lim

x→1

x + 1

k · (x− 1)

Dosadit limitńı bod x = 1 nelze (děleńı nulou). Protože výsledek limity je
závislý na parametru k i proměnné x, nelze o neexistenci limity rozhodnout.

Př́ıklad 6 (transformace do polárńıch souřadnic): Zjistěte, zda

lim
[x,y]→[6,8]

y − 8

x + y − 14

existuje a př́ıpadně uved’te výsledek limity, přičemž použijte metodu trans-
formace do polárńıch souřadnic. Potvrzuj́ı výsledky Vašich výpočt̊u existenci
či neexistenci limity? Zd̊uvodněte Vaši odpověd’.

Řešeńı: vzhledem k limitńımu bodu [x0, y0] = [6, 8] voĺıme substituci

x = x0 + % · cosϕ = 6 + % · cosϕ,

y = y0 + % · cosϕ = 8 + % · sinϕ.

Polarńı souřadnice nyńı použijeme při výpočtu limity:

lim
[x,y]→[6,8]

y − 8

x + y − 14
= lim

%→0

8 + % · sinϕ− 8

6 + % · cosϕ + 8 + % · sinϕ− 14

= lim
%→0

% · sinϕ

% · cosϕ + % · sinϕ
= lim

%→0

% · sinϕ

% · (cosϕ + sinϕ)

=
sinϕ

cosϕ + sinϕ

Protože výsledek limity zcela záviśı pouze na úhlu ϕ, je t́ım potvrzena nee-
xistence limity.

Př́ıklad 7 (bonusový): Zjistěte, zda

lim
[x,y]→[0,1]

x2 + y · (y − 1)2

x2 + (y − 1)2

existuje a př́ıpadně uved’te výsledek limity, přičemž použijte metodu trans-
formace do polárńıch souřadnic. Potvrzuj́ı výsledky Vašich výpočt̊u existenci
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či neexistenci limity? Zd̊uvodněte Vaši odpověd’.

Řešeńı: vzhledem k limitńımu bodu [x0, y0] = [1, 4] voĺıme substituci

x = x0 + % · cosϕ = % · cosϕ,

y = y0 + % · cosϕ = 1 + % · sinϕ.

Polarńı souřadnice nyńı použijeme při výpočtu limity:

lim
[x,y]→[0,1]

x2 + y · (y − 1)2

x2 + (y − 1)2
= lim

%→0

%2 · cos2 ϕ + (1 + % · sinϕ) · (1 + % · sinϕ− 1)2

%2 · cos2 ϕ + (1 + % · sinϕ− 1)2

= lim
%→0

%2 · cos2 ϕ + (1 + % · sinϕ) · %2 · sin2 ϕ

%2 · cos2 ϕ + %2 · sin2 ϕ

= lim
%→0

%2 · [cos2 ϕ + (1 + % · sinϕ) · sin2 ϕ]

%2 · (cos2 ϕ + sin2 ϕ)

= lim
%→0

[cos2 ϕ + (1 + % · sinϕ) · sin2 ϕ]

= lim
%→0

[cos2 ϕ + sin2 ϕ + % · sin3 ϕ]

= lim
%→0

[1 + % · sin3 ϕ] = 1 + lim
%→0

[g(%) · h(%, ϕ)] = 1,

jelikož
1. lim%→0 g(%) = lim%→0 % = 0 a

2. h(%, ϕ) = sin3 ϕ je funkce ohraničená zdola −1 a shora 1.
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