PREDNASKA 3

Derivace funkce jedné proménné

3.1. Pojem derivace: intuitivni predstava

Bud f : R — R reilna funkce jedné redlné proménné, jeZz popisuje vyvoj urcité
proménné veliciny.

INTUITIVN] ,,DEFINICE“. Derivace funkce v bodé uddva okamzitou rychlost ristu ¢i
poklesu jeji hodnoty v daném bodé.

Poznamky:

(1) V§poétem hodnoty funkce v bodé zodpovime otéazku ,Cemu se rovné hodnota
uvazované proménné veli¢iny v daném bodé?*

(2) Vypoctem hodnoty derivace funkce v bodé zodpovime otdzku ,Jaka je okamzité
rychlost zmény uvazované proménné veli¢iny v daném bodé?“

Okamzitou rychlost zmény hodnoty funkce v bodé intuitivné chapeme jako miru
zmény funkce v poméru k nekonecné malému prirtstku nezavisle proménné v okoli tohoto
bodu.

3.2. Fyzikalni interpretace derivace

3.2.1. Pohyb hmotného bodu: rovnomérny pohyb
Pojem derivace pfirozené vzniké pii feSeni fyzikalni ilohy o pohybu hmotného bodu.
Uvazujme pfimocary pohyb hmotného bodu; proménné veli¢iny jsou ¢as, draha, rychlost:
e ¢ je Cas (t > tp)
e s(t) je dréha, kterou bod urazi za t jednotek ¢asu
o v(t) ?
Pro rovnomérny pohyb je rychlost v(t) = v je konstantni:
s(t) = s(to) + v(t — to),
to jest v kazdém casovém okamziku ¢ plati
Y s(t) — s(to)
t—ty

3.2.2.  Pohyb hmotného bodu: zrychleny pohyb

Pro zrychleny pohyb rychlost v(t) neni konstantni. Jak v(t) uréit?
Casovy interval (ty,t); primérnd rychlost bude



s(t) 4

OBRAZEK 3.1. Pfiklady veli¢in, jeZ se méni s konstantni rychlosti (v =

av=1i)

1
2

Okamzitd rychlost v(t) v ase t7 Je-li ¢ blizko k ¢, pak v(t) je pfibliZzné rovna primérné
rychlosti na intervalu mezi %, a t:

s(t) — sfta)

vlt) ~ =

Pro stanoveni okamzité rychlosti v(t) se nabizi limitni pfechod pro t — .
Zvolme libovolné ty. Okamzita rychlost v ¢y, pak bude:

5() = s(to)

t=to  t—t
3.2.83. Definice derivace
Budte f funkce a zy bod z Dy.
DEFINICE 3.1. Existuje-li limita

(@) = fw) _

T T — X f/(xo), (31)

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé zy a zna¢ime f'(zo).

Je-li limita v (3.1) nevlastni, fikdme, Ze funkce f v bodé zy mé derivaci nevlastni. V
pripadé, kdyz limita neexistuje, v daném bodé funkce derivaci nema.
Postup nalezeni derivace nazyvame derivovanim.

POZNAMKA 3.1. Substituci x — zo = h lze (3.1) pfepsat na tvar

lim f(xO + h) - f(fl'o) _ f/(-’I;O)-

h—0 h
POzNAMKA 3.2. f' je funkce z — f'(z), pfifemz Dy C Dy (je mozné, ze Dy # Dy!)

3.2.4. Alternativni zpisoby zdpisu derivace

jsou f'(z) = L f(z) = %ix). Je-li y = y(x) funkce proménné z, pak lze psat
y-u
dx

a formélné chapat tento vyraz jako podil priristku hodnoty zdvisle proménné v poméru
k nekonecné malému priristku nezdvislé proménné.
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OBRAZEK 3.2. Funkce y = |z| v bod& z = 0 derivaci nem4 (neni tecna).

Zapis g—z preferujeme, chceme-li zdiraznit, Ze se derivuje podle x, nikoliv podle jiné
proménné, jiz vyraz y, mozna, obsahuje. Napi. I (az® + 22y/a) = 3az? + 2//az.

3.2.5. FEuistence derivace

TVRZENT 3.1. (1) Existuje-li pro funkci v néjakém bodé derivace, pak je jeji hod-
nota urcena jednoznacné.
(2) Existence derivace je lokdlni vlastnost (hodnota derivace v bodé popisuje rychlost
rustu nebo poklesu funkce v okoli daného bodu a neni ovlivnéna chovanim funkce
v jinych ¢astech defini¢niho oboru).

VETA 3.1. M4-li funkce v bodé vlastni derivaci, pak je v tomto bodé spojit4.

Opacné tvrzeni neplati (tj. jsou spojité funkce, jez v néjakych bodech derivaci nemaji).

PozZNAMKA 3.3. Derivace funkce v nékterém bodé neexistuje, jestlize v tomto bodé
nelze sestrojit tecnu. Existence derivace tedy znamené urcéitou hladkost ktivky.

PRIKLAD 3.1. Pro f(z) = |z| hodnota f’(0) neexistuje.

0 w neexistuje, nebot

Regend. Limita lim;_,
lim f0+h) — £(0) = lim m =1, lim f0+h) — £(0) = lim m =—1.
h—0+ h h—0+ h h—0— h h—0— h
Proto funkce f(z) = |z| v bodé 0 derivaci nemé. V bodé (0,0) kfivka nemd teénu.
Pozorujeme nehladky charakter zmény hodnot funkce v okoli bodu 0 (viz obrézek 3.2).

3.2.6. Jednostranné derivace

Jednostranné derivace f’ (zo) a f’ (zo) se definuji podobnym zpiisobem, kdyz v (3.1)
vezmeme jednostranné limity:
. flx) = f(zo) . flx) = f(zo)
wlgﬂ%‘i‘ r—1x9 f+ (@), wlgc%— r—1x9 J=(@0)-
TVRZENI 3.2. Derivace f'(zo) existuje pravé tehdy, kdyz existuji f’ (o) a f’(zo) a
navic je
fi(@o) = fL (o).
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PRIKLAD 3.2. Pro f(z) = |z| je f.(0) =1, f.(0) = —1 (viz pfiklad 3.1).

Jednostranné derivace uvazujeme zejména v blizkosti koncovych bodi intervalu, na
némz je funkce definovana.

3.3. Derivace nékterych elementarnich funkci
Uvedme priklady dikazu vzorcii pro derivace nékterych elementarnich funkci. Tyto a

dalsi bézné vyuzivané vzorce nalezneme v tabulkach.

3.3.1. Derivace linedrni funkce
Bud f(z) = ax + b. Pak plati

iy f@+h)—fl@) . alz+h)+b—az—b . ah _
o=~ =% h RN
Takto odvodime vzorce:
(az +b) =a
(b)' =0
3.3.2.  Derivace exponencidlni funkce
Je-li f(x) =e**, bude
. e f(x+h) _ f(.’E) e ea(z-{-h) — e e eam—i—ah — e
o=~ % = % T
' ah __ 1 ) ah 1 ) ea,h -1
= lim e** = lim ae®” = lim ae®® - lim
h—0 h—0 a h—0 h—0  ah
=qglim e* - 1 = ae®.
h—0
(eaz)l _ aea:z:
(ex)/ _ ea:
3.8.8.  Derivace druhé mocniny
Pro f(x) = z2 bude
oy e J@HR) = fl@) (x4 h)?—a?
N -
2 2 2 _ .2 2 2
— Tt thth”—o =limM=lim(2x+h)=2x.
h—0 h h—0 h—0
Derivace druhé mocniny:
(z%) = 2z.



3.8.4. Derivace druhé odmocniny

Je-li f(z) = +/z pro z > 0, bude

) = iy YIER =Ty VTR 5 VTR /2
h—0 h—)O h \/F'F\/_
w-l—h—:c ) h 1

TR (Ve thtva) MRh(VETh+VE) | 2V

pro z > 0. V bodé 0 se jedna o limitu zprava

vh o1

A T T T 0

a proto bude f’, (0) = +oo.

Derivace druhé odmocniny:

3.8.5. Derivace %
Pro f(z) =1 (z #0) bude

f'(x)—liml( ! —1)—lim1 ad _ _zth
w0 h\z+h z/) hBS0h (a:—i—h)x I(x-l-h)

—hml—_h ——lim—l —_l
0hz(z+h)  hox(z4+h) a2
1y 1 -1 —2
(5) = @V =—s

3.4. Geometricky vyznam derivace
3.4.1. Smérnice primky
DEFINICE 3.2. Smérnici primky s rovnici
y=kx+b (3.2)
nazyvame tangens uhlu ¢, ktery pfimka svira s kladnou ¢asti osy z.

Znéazornime-li pfimku (3.2) na obrazku pro rizné hodnoty k, snadno obdrzime, Ze je
smérnice tga rovna k, pfiCemZ pro k > 0 (resp. £ < 0) pfimka uddvéa rostouci (resp.
klesajici) linedrni funkeci. Je-li £ = 0, jedn4 se o pfimku vodorovnou.

Velikost ¢isla k vyjadiuje rychlost ristu nebo klesani linearni funkce. Napt., je-li £ > 0
malé, bude pfimka otocena ve sméru ristu pfi zvetSeni x a thel «a, jenz svird s osou z,
bude maly.



f(z1) 4

f(zo) .

(231

OBRAZEK 3.3. Sefna a tetna

3.4.2. Secna a tecna krivky

Secna a tecna kfivky jsou znazornény na obrazku 3.3.

DEFINICE 3.3. Secna je spojnice bodi (zo, f(z0)) a (z, f(z)). Tecna ke grafu v bodé
(zo, f(zo)) vznikd jako limitni poloha této seény pro x — x.

Sestrojme se¢nu v bodech (zo, f(2o)) a (z1, f(z1)). Rovnici této secny je

y — f(xo) _ X" %
f(x1) = f(wo) @1 — o

to jest
f(wl) B f(xO)(

T — xo)
1 — Xo

y = f(xo) +
Smeérnici této seény dle odst. 3.4.1 je

tg oy = f(z1) — f(xo).
1 — X
Dle definice derivace je
i { (&) = f(@0)
T1—T0 T — xo

= f' (o).
Limitni hodnotou smérnice seény tedy je tga = f'(zo) (viz obrézek 3.3).
TVvRZEN{ 3.3. Hodnota f'(zo) udévid smérnici teény ke grafu funkce f v bodé

(zo, f(x0)). Je-li f'(zo) nevlastni (tj. hodnota f'(zg) je +00 nebo —o0), bude tecna v
tomto bodé svisla.

Priklad svislé tecny nalezneme v odst. 3.3.4.
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tecna |

— /=

OBRAZEK 3.4. Te¢na pro f(z) = /z v bodé (2,v/2).

3.4.3.  Rovnice tecny

Necht mé funkce f derivaci v bodé zy. Rovnici tecny ke grafu této funkce v bodé

($09 f($0)) je
y=ax+b,

kde a = f'(xp). Hodnotu b pak snadno uréime z podminky, Ze bod (¢, f(z¢)) je spoleénym
pro kfivku i tecnu:

f(xo) = f'(mo)zo + b
a tudiz b = f(zo) — f'(x0)zo.

TVRZENT 3.4. Rovnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé (zg, f(zo)) je
y = f(zo) + f'(z0)(z — o).

PRIKLAD 3.3. Najdéme rovnici teény pro funkei f(z) = /= v bodé (2,/2).

Resend. Dle odst. 3.3.4 je f'(z) = (V&) = 5., f(2) = V2= 141, f'(2) = ;5 ~ 0.35.
Proto rovnice teény v bodé (2,1/2) je (viz obrazek 3.4)

y=v2+ %(m —2).
3.4.4. Rovnice normdly
Z geometrie vime, Ze smérnice k; a ks navzajem kolmych piimek spliuji vztah
kiky = —1.
Proto dle tvrzeni 3.4 plati
TvRzENT 3.5. Je-li f'(z9) # 0, pak rovnice normaly ke grafu funkce f v bodé

(2o, f(z0)) je X
= f(zo) — =—(z — x0).
Yy f( 0) f'(xo)( 0)
V pfipadé, kdyz f'(zo) = 0, je v bodé (zo, f(xo)) norméla svisld a mé rovnici x = x.
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3.5. Vypocet derivace

Derivace zakladnich elementarnich funkci nalezneme v tabulkach. Derivaci funkce, jez
je kombinaci zakladnich elementarnich funkci pomoci souctu, soucinu, podilu a slozeni,
odvodime s uzitim odpovidajicich vlastnosti derivace.

3.5.1. Derivace souctu

TVRZEN{ 3.6. Maji-li funkce f a g v bodé z derivaci, plati

(f(z) +9(x))" = () + ¢'(x).

Piiklad:
(32® — 222 + 70)' = (32%)' — (22%)' + (70)' = 92* — 4x.

3.5.2. Derivace soucinu

TVRZENT 3.7. Maji-li funkce f a g v bodé z derivaci, plati

(f()g(2)) = f'(z)g(z) + f(2)g'(2).

Diikaz. Vzorec pro derivaci soucinu lze odvodit priblizné takto: pfidanim a odec¢tenim
vyrazu f(z + h)g(z) obdrzime
fl@+h)g(x+h)— flz)g(z) _ flz+h)glz+h)—g(@)]+[f(z+h) - fz)lg(z)
h h
x4+ h)—g(z x+h)— f(z
nasledné prejdeme k limité pro h — 0. O

Priklad:

1
(zlnz) =2 -lnz+z-(lnz) =hnz+z- — Inz + 1.
Disledkem je pravidlo vytknuti konstantniho cinitele: pro libovolnou konstantu & plati
(kf(z)) = kf'(2).

3.5.8. Derivace sloZené funkce

R, kde D, C Hy (obor hodnot f). Pak je definovand slozend funkce z — f(g(z)).

VETA 3.2 (,Retézové pravidlo“). Necht funkce g mé vlastni derivaci v bodé z, a
necht funkce f m4 vlastni derivaci v bodé g(xp). Pak m4 slozend funkce z — f(g(x)) v
bodé z( vlastni derivaci a plati:

(f(g(x0)))" = £'(g9(x0)) g (o)

Jinymi slovy, existuji-li ¢'(z) a f'(g(x)), plati

(f(9(=))) = f'(9(=)) g ().
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Diikaz. Diikaz je zaloZen na tpravach

(f(g(z)) = lim flg(z+h)) — f(g(z))

h—0 h
o He@ k)~ o) ale+h) — g(a)
M g+ ) — gl) h
a rovnosti f'(g(x)) = limy_,g(z) %&9)@)' -

3.5.4. Derivace vijrazu ﬁ
TVRZENI 3.8. Existuje-li ¢'(z) a je-li g(z) # 0, plati
1) _  d@&
(@) (@)

Diikaz. Plati q(z) = —m) = f(g9(z)), kde f(t) = 1. Jiz vime, Ze (3)’ = —3, proto

muzeme q zderivovat jako slozenou funkci:
1
d(z) = (f(9(=))) = f(9(x)) g'(x) = “@)E g'(2),

coz je kyzeny vysledek. O

3.5.5. Derivace podilu

TVRZENI 3.9. Existuji-li f'(z), ¢'(z) a je-li g(z) # 0, plati

(f(w))' _ [(@)g(x) -~ @) (@)
9() @2

Diikaz. Staci napsat ((mg = f(z) - ﬁ a vyuzit tvrzeni 3.7, 3.8. O

3.5.6. Derivace inverzni funkce

VETA 3.3. Necht funkce f je spojitd a ryze monotonni na intervalu I. Necht z, je
vnitini bod intervalu I a necht mé f v bodé zy konec¢nou derivaci f'(zo) # 0. Pak ma
inverzni funkce g = f~! v bod& f(z,) derivaci a plati

, 1
g (f(l'o)) - f/(xo)'
Jinymi slovy, . .
& W= )

v bodech y, kde pro z = f~!(y) existuje kone¢n4 derivace f'(x) # 0.
Dikaz. Pro pohodli zépisu bud g = f~! funkce inverzni k f. Pro kazdé z z I plati

9(f(z)) = =.

Zderivovanim tohoto vztahu obdrZime
d d
1= d—yf‘l(f(y)) =4 (fW) =d(fW) - ()

K pozadovanému vzorci pfijdeme, vezmeme-li y = f~!(zo); potom o = f(y). O
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Vztahu z véty 3.3 se uziva, mimo jiné, pfi diikazu vzorci pro derivace logaritmickych
a cyklometrickych funkci. Ukazme priklady odvozeni nékterych tabulkovych vzorci.

PRIKLAD 3.4. Pro derivaci funkce x — arcsin z plati

(arcsinz)’ = lz| < 1.

1
V1—2?

Diikaz. Pro |z| <1 je arcsinz = f~1(z), kde f(z) = sinz. Dle véty 3.3

d 1
_f_l y = . 3.3
o VW) &
JelikoZ f'(z) = (sinz)’ = cosz a cos?z = 1 — sin? z, plati
(arcsiny) = ! = L = !
f'(f~*(y))  cos(arcsiny)) \/ 1 — (sin(arcsiny))? ,
a staci si v§imnout, Ze v poslednim vzorci sin(arcsiny) = y. U

PRIKLAD 3.5. Pro derivaci funkci z — arctgz plati

(arctgz)' = ﬁ
Diikaz. Pouzijme (3.3), kde arctgx = f~1(z), f(z) = tgz. Jelikoz (tgz)' = (2‘022)/ =
cosscosssel-sne) _ 1 eosiin’s _ 1 4 g2z, plati
(arctgy) = 5y = —1— = . -
FUTY)  aomamy L Htei(arctgy) 1432
coz je kyzeny vysledek. O

3.5.7.  Logaritmické derivace

Derivace nékterych funkci 1ze snadno vypocitat, prejdeme-li k vypoctu derivace loga-
ritmu daného vyrazu.

TVRZENT 3.10. Plati

iu:t:”(””)zua:”(“”) V(z)Inu(z) +v(z u(z)
@) =) (Vo) u(a) +o(0) 7). (3.4)
Diikaz. Pro f(x) = u(x)"® zapisme a zderivujme In f(r) = Inu(z)"® = v(z) Inu(z):
(0 f@) = S In (u(@)"®) = < (@) nu(e)) = /() nu(z) + v(x)%. (3.5)
Dle vzorce pro derivaci sloZené funkce vsak plati
(n f@)) = £ (36)

f(=)

a tudiZ z (3.5) obdrzime f'(z) = f(x)(In f(z))' = u(z)*®@ (v’(x) Inu(z) + v(x) Tf:((f))) .

Mohli bychom postupovat i takto:

(u(z)v(z))l _ (eu(m) lnu(m))l = '@ @) (y(z) Inu(z)) (3.7)

atd. 0

Neni nutné si vzorec (3.4) pamatovat, staci védét o upravé (3.7).

PRIKLAD 3.6. Zderivujme f(z) = ¢/z, z > 0.
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Reseni. Dle (3.6) je f'(z) = f(x)(In f(z))". Jelikoz
_d (lnz) l.z-Inz _1-Inz
C dx

8|~

(In f(z)) = % Inz

Y

T z2 z2

obdrZime

PRIKLAD 3.7. Zderivujme f(z) = ¢ 2.
Resend. JelikoZ

d d

—1 =_-_—1
dzx n f(z) 8dzx o
12
-8

14+2x
11—z

1d

= -— (In(1 —In(1 -

g (1 +2) —In(1 - 2))
_L 1

1—22 41—z

obdrZime

dz\V1—-2z 4

d Jl1+z 1,1+z 1
1—z1—22
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