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Úvod

Tento text́ık je zčásti seznamem otázek k opakováńı algebraických předmět̊u na peda-
gogické fakultě MUNI, zčásti by mohl být textem krátce uváděj́ıćım do pojmu Booleho
algebra, a také možná někdy (aspoň v mı́rné formě prezentované v knize Pinter: The
Book of Abstract Algebra) pokusem o prezentaci d̊ukazu, že existuj́ı polynomické rovnice
stupně pátého a vyšš́ıho, které nelze řešit přesným vzorcem.

Břetislav Fajmon,
verze textu únor 2024
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1 Otázka 01: Logika a teorie množin

• Co je to výrok? Co je to kvantifikátor? U výroku

∀n ∈ N : 6|n ⇒ 2|n

napǐste a) obráceńı, b) obměnu, c) negaci, a to včetně kvantifikátor̊u.

• Uved’te negaci výroku:

∀n ∈ N : (6|n ⇔ (2|n ∧ 3|n))

(pozor, kvantifikátor patř́ı k celé ekvivalenci, neńı součást́ı jen levé části ekvivalence,
ale nálež́ı celému výroku a neguje se nejprve ... pak až pokračujeme a negujeme
danou ekvivalenci).

• Napǐste vlastnost neutrálńıho prvku algebraické operace (vlastnost 3) a vlastnost
existence inverźı u algebraické operace (vlastnost 4) ... pečlivě i s kvantifikátory; a
ve druhé fázi proved’te negaci těchto výrok̊u.

• Proved’te negace výrokových forem (elementárně, tak aby nez̊ustal znak negace před
žádnou závorkou):

a) A⇒ (B ∨ C);

b) (A⇔ B) ∧ C;

c) (A ∧B) ∨ C.

Pojd’me dále na témata a označeńı teorie množin:

• Ze symbol̊u A ∪ B, A ∩ B, A, A \ B, A÷ B, A× B jen čtyři jsou binárńı operace,
protože A je unárńı operace doplňku a A×B je kartézský součin, jehož výsledkem je
množina uspořádaných dvojic, tj. struktura zcela jiného typu než vstupńı množiny.

• Pod pojmem vztahy mezi množinami si představte relaci ⊆, nebo rovnost výraz̊u
s množinami a množinovými operacemi (binárńımi a unárńımi). Typický množinový
vztah je distributivńı zákon:

∀X, Y, Z ∈ 2A : X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z),

který dokazujeme Vennovými diagramy nebo pomoćı univerzálńıho prvku x.

K množinám se vrát́ıme ještě u tématu Booleho algebry.
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2 Otázka 02: Relace, ekvivalence, uspořádáńı, zobra-

zeńı

• Co je to binárńı relace? Uved’te nějaké jej́ı vlastnosti a př́ıklad relace, která má
danou vlastnost.

• Jak binárńı relace reprezentujeme? a) výčtem jej́ıch prvk̊u jako množinu
uspořádaných dvojic; b) pomoćı orientovaného diskrétńıho grafu; c) pomoćı matice;
d) pomoćı kartézského grafu.

• Co je to relace ekvivalence? Jak relaci ekvivalence reprezentujeme (pomoćı určitého
rozkladu množiny na podmnožiny, který vždy existuje: v jedné podmnožině rozkladu
jsou právě ty prvky, které jsou navzájem v relačńım vztahu.

• Co je to relace uspořádáńı? Jak relaci uspořádáńı reprezentujeme? (speciálně pooćı
Hasseho diagramu – vysvětlete, jak v Hasseho diagramu znač́ıme reflexivitu, anti-
symetrii a tranzitivitu). Uved’te dvě nebo tři velmi typické relace uspořádáńı.

• Co je to zobrazeńı? Jaké typy zobrazeńı známe?1 U každého typu uved’te nějaký
př́ıklad nejlépe reálné funkce, tj. zobrazeńı R→ R s danou vlastnost́ı.

1Opakováńı typ̊u zobrazeńı, viz Základy matematiky, zaktualizovaný text, str. 69-71 včetně obrázku
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3 Otázka 03: Struktury s jednou a se dvěma opera-

cemi

• A = {1; 2; 3} je tř́ıprvková množina. Co za vlastnosti splňuje algebraická struktura
s jednou operaćı, a sice a) (2A,∪); b) (2A,∩); c) (2A, \); d) (2A,÷). Nazvěte tyto
struktury z hlediska algebry. Uved’te u každé z nich, jaký konkrétně je neutrálńı
prvek. Jestliže neexistuj́ı některé inverzńı prvky, najděte př́ıklad prvku, který nemá
inverzi.

• Daľśımi zaj́ımavými vlastnostmi jsou zákon kráceńı v grupě (vlastnost 7), zákon
idempotence (vlastnost 8) a zákon absorbce (vlastnost 9) ... zejména vlastnosti 8 a
9 jsou pak d̊uležitými při studiu Booleho algebry.

• Co je to okruh (M,5, ?)? Uved’te typický př́ıklad (tedy př́ıklad okruhu, který neńı
oborem integrity).

• Co je to obor integrity (M,5, ?)? Uved’te typický př́ıklad (tj. př́ıklad oboru integrity,
který neńı tělesem). Jaký vztah splňuj́ı netriviálńı (či: nenulov́ı) dělitelé nuly?

• Co je to těleso (M,5, ?)? Uved’te typický př́ıklad.

• Jakými strukturami jsou z algebraického hlediska následuj́ıćı množiny se dvěma
operacemi?

a) (N0,+, ·);
b) (Z,+, ·);
c) (Q,+, ·);
d) (R,+, ·);
e) (C,+, ·);
f) (Z6,+, ·);
g) (Z7,+, ·);
h) (Z8,+, ·);
i) (2A,∪,∩) pro A = {1; 2; 3};
j) (2A,÷,∩) pro A = {1; 2; 3}.

• Co je to homomorfismus grup? Co je to homomorfismus okruh̊u? Uved’te př́ıklady
tohoto homomorfismu?

• K čemu je ten homomorfismus dobrý? a) surjektivńı homomorfismus nám umožňuje
studovat jen určitou vlastnost prvk̊u ze vstupńı množiny ve výstupńı množině,
ostatńı vlastnosti prvk̊u ze vstupńı množiny jsou homomorfismem

”
ztraceny“. b)

injektivńı homomorfismus umožňuje rozš́ı̌rit množinu č́ısel, se kterými pracujeme,
na větš́ı množinu a t́ım, že vlastnosti sč́ıtáńı a násobeńı prvk̊u z dř́ıvěǰśı (menš́ı)
množiny z̊ustanou zachovány ... tento injektivńı homomorfismus bude ještě zmı́něn
v otázce 7.
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4 Otázka 06: Polynomy

• Co je to polynom? Jakou algebraickou strukturu tvoř́ı množina všech polynomů s
reálnými koeficienty (R[x],+, ·)?

• Co je to kořen polynomu? Co ř́ıká základńı věta algebry?2 Co je to násobnost kořene?

• Formulujte pomoćı rovnic Eukleid̊uv algoritmus hledáńı NSD dvou polynomů.

• Uved’te význam Hornerova schématu na př́ıkladu: a) najde kořen polynomu, a
současně provede děleńı (čeho č́ım? jaký je výsledek?); b) provede i děleńı poly-
nomu se zbytkem ... napǐste přesně rovnici, ve které jsou obsaženy oba polynomy,
jejich pod́ıl i zbytek.3

• Co ř́ıká věta o racionálńıch kořenech polynomu z (Q[x],+, ·)?

• Co ř́ıká věta o komplexně sdružených kořenech polynomu z (R[x],+, ·)?

• Jak se odstrańı z polynomu p(x) v́ıcenásobné kořeny? (nemuśıte př́ıklad, jen
vysvětleńı při dobrém označeńı)

• Co je to algebraický a goniometrický tvar komplexńıho č́ısla? Vysvětlete včetně
označeńı a obrázku.

• Co ř́ıká Moivreho věta?

• Jakým zp̊usobem vypočteme n−tou odmocninu z komplexńıho č́ısla c ∈ C? Uved’te
vzorec, vyřešte binomickou rovnici z6 = 64 a binomickou rovnici z3 = −1 a vyznačte
vždy všechna řešeńı dané rovnice v Gaussově rovině.

• Uved’te, jakým zp̊usobem řeš́ıme reciprokou rovnici

x5 − 2x4 + 3x3 + 3x2 − 2x + 1 = 0

(nemuśıte vyřešit úplně, jen popǐste metodu řešeńı až do chv́ıle, kdy nám zbývá
vyřešit rovnici kvadratickou ... tu už řešit nemuśıte).

• Metodou p̊uleńı intervalu najděte řešeńı rovnice x3 − x− 2 = 0 na intervalu 〈1; 2〉.
Nemuśıte řešit moc podrobně, protože nemáte kalkulačku – proved’te jen dva kroky,
z nichž bude jasné, jak se postupuje.

• Metodou Newtonovou (tečen) najděte řešeńı rovnice x3−x−2 = 0 na intervalu 〈1; 2〉.
Nemuśıte řešit moc podrobně, protože nemáte kalkulačku – jeden krok vypočtěte a
do druhého dosad’te, aby bylo jasné, jak se postupuje.

2Základńı věta algebry je jakousi obdobou rozkladu přirozeného nebo celého č́ısla na součin prvoč́ısel.
3V otázkách a) i b) nestač́ı jen projet Hornerovo schéma – muśıte ještě v rovnici ukázat, co je

d̊usledkem-výstupem Hornerova schématu.
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5 Otázka 04: Vektorové prostory a lineárńı zobrazeńı

Jde převážně o zopakováńı pojmů, př́ıklady těchto pojmů a jejich význam. Otázka sestává
ze dvou celk̊u. Prvńım celkem je pojem vektorového prostoru a podprostoru.

• Co je to vektorový prostor V nad tělesem T?

• Uved’te př́ıklad vektorového prostoru (prostor aritmetický, prostor polynomů stupně
nejvýše 4, prostor polynomů jakéhokoli stupně, prostor spojitých reálných funkćı):
jak se na daném VP definuje sč́ıtáńı vektor̊u a jak se definuje násobeńı vektor̊u
skalárem?

• Co je to vektorový podprostor vektorového prostoru?

• Uved’te př́ıklad vektorového podprostoru nějakého vektorového prostoru.

• Co je to lineárńı kombinace vektor̊u?

• Co je to lineárńı závislá množina vektor̊u?

• Co je to báze (dimenze) vektorového prostoru?

• Co jsou to souřadnice vektoru vzhledem k zadané bázi vektorového prostoru?

• Co je to součet vektorových podprostor̊u a jak se definuje?

• Co ř́ıká věta o dimenzi součtu a pr̊uniku vektorových podprostor̊u?

Právě uvedená část otázky směřuje na zkoumáńı vlastnost́ı afinńıch podprostor̊u a
studiu jejich vzájemné polohy (vlastnosti a vztahy afinńıch podprostor̊u jsou už ovšem
jinou státnicovou otázkou z geometrie).

Druhá polovina otázky se věnuje technické podpoře pojmu lineárńı zobrazeńı mezi vek-
torovými prostory a podpoře pojmů vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńı transformace:

• Co je to lineárńı zobrazeńı ϕ mezi vektorovými prostory?

• Jak lze lineárńı zobrazeńı zadat (vysvětlete tři zp̊usoby zadáńı na př́ıkladu)?

• Uved’te př́ıklad lineárńıho zobrazeńı geometricky, tj. nalezněte jeho matici, jestliže
se jedná o osovou souměrnost v rovině nebo o rotaci v rovině se středem v počátku
(např́ıklad pro osovou souměrnost v rovině vzhledem k ose y = x

3
).

• Co je to lineárńı transformace?

• Co jsou to vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńı transformace?

• Uved’te př́ıklad vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u geometricky, např́ıklad u osové
souměrnosti vzhledem k ose y = x

3
.
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• Jak nalezneme vlastńı č́ısla a vektory lineárńı transformace zadané matićı A?
Vysvětlete algebraickou metodu (stač́ı postup bez př́ıklad̊u, ale v postupu muśı vše
být dobře označeno).

• Př́ıklad osové souměrnosti v rovině vzhledem k ose y = x
3

... nalezněte matici této
lineárńı transformace a) vzhledem ke standardńı bázi, b) vzhledem k ortonormálńı
bázi vlastńıch vektor̊u.

• Jak se nazývaj́ı matice téže lineárńı transformace (viz a,b v předchoźı odrážce)
zadané pouze v r̊uzných báźıch?

Tolik druhá část otázky – ta se tedy věnuje práci s lineárńımi zobrazeńımi (s využit́ım
vlastńıch č́ısel, jestliže jsou vlastńı č́ısla reálná r̊uzná, pak totiž je zaručeno, že př́ıslušné
vlastńı vektory jsou navzájem ortogonálńı).
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6 Otázka 05: Soustavy lineárńıch rovnic, matice a de-

terminanty

Jde převážně o otázku, která se věnuje r̊uzným metodám řešeńı systému lineárńıch rovnic
(dále zkratka: SLR), a pojmům které s t́ım souvisej́ı, tj. zejména maticovým operaćım a
výpočtu determinantu. Metody A,B,C lze vysvětlit na př́ıkladu

x − z = 0,

3x + y = 1,

−x + y + z = 4.

Metodu D vysvětlete na př́ıkladu

x + y + 2z − 5w = 1,

2x + 5y − z − 9w = 4.

A) Gaussova eliminačńı metoda: • Slovně stručně vysvětlete, v čem spoč́ıvá
Gaussova metoda (popř́ıpadě Gaussova-Jordanova metoda) ... můžete i bez
př́ıkladu.

• Co jsou to elementárńı řádkové úpravy?

• Co je to schodový tvar matice?

• Jak se lǐśı Gaussova a Gaussova-Jordanova metoda?

• Co ř́ıká Frobeniova věta o řešitelnosti a počtu řešeńı SLR? (jaké jsou r̊uzné
př́ıpady počtu řešeńı a ve kterých situaćıch nastanou?)

B) Maticová metoda: • Kdy lze matice sč́ıtat a jaké algebraické vlastnosti má ope-
race sč́ıtáńı matic? (neutrálńı prvek a inverzńı prvky vysvětlete podrobně, na
př́ıkladu)

• Kdy lze matice násobit a jaké algebraické vlastnosti má operace násobeńı ma-
tic? (neutrálńı prvek a inverzńı prvky vysvětlete podrobně, na př́ıkladu)

• Otázka nenulových dělitel̊u nuly v okruhu čtvercových matic: vysvětlete po-
drobně na př́ıkladu.

• Co je to hodnost matice? Definujte a) pomoćı schodového tvaru źıskaného
z matice A pomoćı EŘÚ; b) pomoćı vektorového podprostoru generovaného
řádky matice.

• Vysvětlete maticovou metodu řešeńı SLR – jen vysvětlete postup, nemuśıte
řešit konkrétńı př́ıklad.
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C) Cramerovo pravidlo: • Uved’te definici determinantu, vysvětlete označeńı,
které s t́ım souviśı.

• Vypočtěte determinant ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 2
2 4 1 0
0 0 −1 3
3 −1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
a) z definice (aspoň naznačte, vyč́ıslete jeden až dva členy součtu); b) Laplaceho
rozvojem pomoćı řádku-sloupce (uvedený rozvoj proved’te, ale nemuśıte ho dále
vyč́ıslovat).

• Jaké jsou vlastnosti singulárńı-regulárńı matice vzhledem k pojmům a) deter-

minant; b) hodnost matice; c) počet řešeńı SLR A · ~x = ~b; d) inverzńı matice?

• Vysvětlete využit́ı determinat̊u v matodě Cramerovo pravidlo na př́ıkladu z
úvodu této otázky.

• Jaké jsou vlastnosti determinantu? Zejména se soustřed’te na rozd́ıl mezi
řádkovými úpravami matice a úpravami determinantu – které úpravy jsou
stejné a které se lǐśı a jak?

• Lze chápat determinant jako zobrazeńı? Jestliže ano, tak mezi kterými
množinami (

”
odkud kam“)?

• Jestliže determinant lze chápat jako lineárńı zobrazeńı (což lze), tak z linea-
rity zobrazeńı plyne i vlastnost linearity determinantu – vysvětlete vlastnost
linearity determinantu na matici rozměru 2× 2.

D) Pripcip superpozice: • Ad nehomogenńı SLR: Co ř́ıká Frobeniova věta o
řešitelnosti a počtu řešeńı SLR? (jaké jsou r̊uzné př́ıpady počtu řešeńı a ve
kterých situaćıch nastanou?)

• Ad homogenńı SLR: Jaké jsou r̊uzné př́ıpady počtu řešeńı a ve kterých situaćıch
nastanou?

• Vysvětlete na konkrétńım př́ıkladu metodu principu superpozice (nejlépe na
př́ıkladu z úvodu této otázky doporučeném k metodě D).
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7 Některé části otázky č́ıslo 4 z geometrie

Měli byste znát definici a př́ıklad skalárńıho součinu vektor̊u:

• Skalárńı součin na vektorovém prostoru V nad tělesem T je symetrická pozitivně
definitńı bilineárńı forma ... vysvětlete každý z těchto čtyř termı́n̊u přesně matema-
ticky.

• Jak se definuje skalárńı součin na aritmetickém vektorovém prostoru (Rn,+)?

• Jak se definuje skalárńı součin na vektorovém prostoru spojitých funkćı na intervalu
〈0; 1〉?

Také muśıte znát definici velikosti vektoru a některé vlastnosti velikosti:

• Jak se definuje velikost vektoru pomoćı skalárńıho součinu vektor̊u? (obecně pomoćı
vektorového součinu)

• Uved’te vlastnost pozitivńı definitnosti velikosti.

• Uved’te vlastnost homogenity velikosti.

• Uved’te trojúhelńıkovou nerovnost.

• Každý nenulový vektor lze normovat ... co to znamená?

• Jak se definuje velikost na vektorovém prostoru spojitých funkćı na intervalu 〈0; 1〉?

Otázku vektorového součinu budu zkoušet pouze na středoškolské úrovni:

• Vektorovým součinem vektor̊u ~u, ~v je vektor – jaký má tento vektor směr (nakreslete
obrázek) a jakou má velikost (nezaj́ımá mne odpověd’, že velikost se vypočte podle
vzorce pro velikost vektoru, ale jaký je geometrický význam velikosti ve vztahu k
vektor̊um ~u, ~v)?
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8 Otázka 07: Č́ıselné obory a jejich konstrukce

Tato otázka vysvětluje vlastnosti jednotlivých množin č́ısel ve školské matematice, ale
také uvád́ı algebraické konstrukce každé následné množiny v posloupnosti množin N , Z,
Q, R, C pomoćı množiny předchoźı.

Vlastnosti množiny přirozených č́ısel:

• uved’te čtyři Peanovy axiomy, které souviśı s Peanovou množinou a relaćı rovnosti.

• uved’te daľśı čtyři (až pět) zbývaj́ıćıch (tzv. hlavńıch) Peanových axiomů a
vysvětlete, jak souviśı s množinou přirozených č́ısel.

• Měli byste si pamatovat výrok: Množina přirozených č́ısel je jediným modelem Pe-
anovy množiny až na izomorfismus (tj. až na přeznačeńı prvk̊u).

• Dodáńım nuly do množiny přirozených č́ısel dostaneme strukturu (N0),+, ·), která
je ...

Konstrukce Z pomoćı N :

• Jednoduše řečeno, z (N,+, ·) dostaneme (Z,+, ·) dodáńım ...

• Ale přesněji řečeno, nemůžeme do N jen tak dodávat nějaké prvky, jde tady o
mnohem v́ıce ... jde tady o dodáńı prvk̊u a současně zaručeńı, že dř́ıve definované
operace sč́ıtáńı a násobeńı na N budou fungovat stejně, a nav́ıc bude množina
obohacená o nové prvky ucelenou algebraickou strukturou. To vše zaručuje náročněji
popsaná konstrukce. Popǐste jej́ı jednotlivé kroky:

– Jakou množinu vytvoř́ıme z N nejprve?

– Na N ×N definujeme relaci ekvivalence – jak?

– Utvoř́ıme rozkladovou množinu (faktormnožinu) na základě dané ekvivalence
– popǐste, jaké prvky se nacházej́ı ve stejné podmnožině.

– Na faktormnožině definujeme operaci sč́ıtáńı mezi podmnožinami – jak?

– Jaké vlastnosti daná operace na faktormnožině splňuje?

– Definujeme zobrazeńı N → N×N/∼, které je injektivńı homomorfismus – jak?

– V množině N ×N/∼ se vyskytuj́ı i podmnožiny, které nejsou obrazem žádného
přirozeného č́ısla – které to jsou?
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9 K Otázce 01 (logika a teorie množin): Booleho al-

gebra

• Co je to svaz? Nakreslete svaz všech dělitel̊u přirozeného č́ısla 60, uspořádaný relaćı
dělitelnosti.

• Nakreslete svaz všech dělitel̊u přirozeného č́ısla 72, uspořádaný relaćı dělitelnosti.

• Nakreslete svaz všech podmnožin pětiprvkové množiny (uspořádaný podle relace
⊆).

• Uved’te vlastnosti operaćı ∨, ∧ ve svazu (nově: vlastnost idempotence, vlastnost
absorbce).

• Poznámka: vlastnost neutrálńıho prvku nemuśı u daných operaćı platit, protože v
nekonečných svazech nemuśı největš́ı (nejmenš́ı) prvek existovat.

• Muśı operace ∨, ∧ splňovat distributivńı zákon? Operace pr̊uniku a sjednoceńı dis-
tributivńı zákon splňuj́ı, ale obecně ve svazu nemuśı platit – př́ıkladem jsou svazy
M5 a N5.

• Naštěst́ı plat́ı krásná matematická věta: Svaz je distributivńı, právě když neobsahuje
podsvaz M5 nebo N5.

• Definice komplementu, definice komplementárńıho svazu. Měli byste být schopni
naj́ıt komplement prvku ve svazu, nebo ř́ıct, že neexistuje.

• Věta: Jestliže je komplementárńı svaz současně distributivńı, tak všechny komple-
menty jsou určeny jednoznačně.

• Př́ıklad: Komplement v množinovém svazu (2A,∪,∩) je doplněk množiny, jak jsme
zvykĺı na unárńı operaci doplňku.

• Definice: Booleho algebra je každý komplementárńı distributivńı svaz.

• Př́ıklad: (2A,∪,∩) je Booleho algebra.

• Využit́ı Booleho algebry: Zákonitosti v Booleho algebře dovoluj́ı modelovat a zjed-
nodušovat logické výrazy nebo množinové výrazy.

• Co jsou to de Morganova pravidla a) v teorii množin, b) v logice, c) v Booleho
algebře?
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