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4.1 Kapitola 4: Vektorový podprostor a jeho generátory, pr̊unik a součet vek-
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4.2 Cvičeńı 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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10.1.1 Ortogonalizačńı Grammův-Schmidt̊uv proces . . . . . . . . . . . . . 107
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matice zobrazeńı pomoćı vlastńıch vektor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114



Algebra 2 (MA 0005) 5
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názor (hlavně viz př́ıklad 43) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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13.8 Homogenńı SLR, princip superpozice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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Úvod

Tento text je psán jako doplněk přednášky a návrh koordinace výuky v předmětu Alge-
bra 2 na Pedagogické fakultě MU Brno, Katedra matematiky. Otázky k ústńı zkoušce v
závěrečné kapitole budou vždy upraveny před začátkem aktuálńıho zkouškového obdob́ı.

Předmět Algebra 2 (MA0005) je jakýmsi předběžným, algebraickým pohledem na ge-
ometrii. Dobrým předpokladem je absolvováńı předmětu Repetitorium středoškolské ma-
tematiky 2 (tj. MA0015), návazným předmětem na Algebru 2 bude Geometrie 2 (tj.
MA0009).

Rád bych zde poděkoval studentce Janě Vyvialové, která pečlivě přepsala podstatnou
část mého rukopisu v sázećım prostřed́ı TEX. V roce 2023 je text opět přepracováván d́ıky
projektu źıskanému na jeho dokončeńı. Proběhla revize textu, ale budu rád za informaci
o chybách, které unikly mé pozornosti.

Podkapitoly cvičeńı nejsou př́ılǐs propracovány, protože jak k prvńı prověrce předmětu
(analytická geometrie), tak k samotnému textu byly napsány v pr̊uběhu roku 2023-24
vlastńı materiály, které najdete v interaktivńı osnově k předmětu (v adrese změňte

”
pod-

zim2023“ na podzim aktuálńıho roku).

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/index.qwarp

Břetislav Fajmon, verze květen 2024
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1 Týden 1

1.1 Přednáška 1: Determinant a jeho vlastnosti, Cramerovo pra-
vidlo

1.1.1 Odvozeńı vzorc̊u Cramerova pravidla pro n = 2 a n = 3

Algebra je věda o řešeńı rovnic a speciálně Algebra 2 neboli lineárńı algebra se zabývá
řešeńım systému lineárńıch rovnic. Prvńı z metod, kterou se budeme zabývat , je tzv.
Cramerovo pravidlo – jedná se o vzorec, do kterého jen dosad́ıme č́ısla aij a bi a dostaneme
vyjádřeńı neznámé xi. Při hledáńı-odvozeńı vzorce začněme dvěma rovnicemi o dvou
neznámých:

a11 · x1 + a12 · x2 = b1/ · a22,
a21 · x1 + a22 · x2 = b2/ · (−a12).

Vynásobme prvńı rovnici č́ıslem a22, druhou č́ıslem (−a12) a obě rovnice sečtěme. Ve
výsledné rovnici se vyruš́ı neznámá x2, a pak z ńı vyjádř́ıme x1:

x1 · (a11 · a22 − a12 · a21) = b1 · a22 − b2 · a12

⇒ x1 =
b1 · a22 − b2 · a12
a11 · a22 − a21 · a12

,

kde čitatel b1 ·a22− b2 ·a12 označ́ıme jako |A1| a jmenovatel a11 ·a22−a21 ·a12 označ́ıme
|A|. Všimněte si také, že b1, b2 se v čitateli zlomku vyskytuj́ı přesně v té situaci, ve které
se ve jmenovateli zlomku vyskytuj́ı hodnoty a11, a21 z prvńıho sloupce.

Podobně najdeme analogický vzorec i pro x2: provedeme násobeńı takovými konstan-
tami, aby při sečteńı obou rovnic vypadla neznámá x1, a z výsledné rovnice pak vyjádř́ıme
x2:

a11 · x1 + a12 · x2 = b1/ · (−a21),
a21 · x1 + a22 · x2 = b2/ · a11.

x2 · (a11 · a22 − a12 · a21) = b2 · a11 − b1 · a21

⇒ x2 =
b2 · a11 − b1 · a21
a11 · a22 − a12 · a21

,
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kde čitatel b2 · a11 − b1 · a21 označ́ıme jako |A2| a jmenovatel a11 · a22 − a12 · a21 je opět
|A|. Všimněte si také, že b1, b2 se v čitateli zlomku vyskytuj́ı přesně v té situaci, ve které
se ve jmenovateli zlomku vyskytuj́ı hodnoty a21, a22 z druhého sloupce.

Podobné totálńı vzorce lze naj́ıt i pro systém tř́ı lineárńıch rovnic o třech neznámých
(viz 1.1):

a11 · x1 + a12 · x2 + a13 · x3 = b1,

a21 · x1 + a22 · x2 + a23 · x3 = b2,

a31 · x1 + a32 · x3 + a33 · x3 = b3.

Zase násob́ıme rovnice č́ısly a sč́ıtáme, proces je trochu složitěǰśı (viz obrázek na
následuj́ıćı straně): jedná se v podstatě o eliminaci proměnné x3 z prvńıch dvou rov-
nic a ze druhé a třet́ı rovnice, dostaneme dvě rovnice – z nich eliminujeme daľśı neznámou
x2, a výslednou rovnici pro neznámou x1 ještě vyděĺıme a23, protože jsme si všimli, že
se vyskytuje ve všech sč́ıtanćıch na obou stranách rovnice. Všimněte si, že ve výsledném
zlomku se vyskytuje v čitateli bi přesně na tom mı́stě, kde ve jmenovateli se vyskytuje
ai1 – to je přesně rozd́ıl mezi výpočtem |A1| a |A|. Kdybychom podobné odvozeńı celé
provedli tak, že jako posledńı neznámá by nám z̊ustala x2, respektive x3, dostaneme tři
vzorce:

x1 =
|A1|
|A|

, x2 =
|A2|
|A|

, x3 =
|A3|
|A|

,

kde

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11·a22·a33+a12·a23·a31+a13·a21·a32−a11·a23·a32−a22·a13·a31−a33·a12·a21 =

= výsledkem je č́ıslo!!!

|A1| =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , |A2| =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ , |A3| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣ .
(Determinanty |A1|, |A2|, |A3| se spoč́ıtaj́ı obdobným zp̊usobem jako |A|, pouze j-tý

sloupec ~aj matice A je nahrazen sloupcem pravých stran ~b)

Př́ıklad 1 Vyřešte Cramerovým pravidlem (metodou determinant̊u) systém lineárńıch
rovnic:

x1 + 2x2 + 3x3 = 9,

2x1 − x2 + x3 = 8,

3x1 − x3 = 3.
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Obrázek 1.1: Odvozeńı Cramerova pravidla pro m = n = 3.

Řešeńı: Vypočteme jednotlivé determinanty, a na jejich základě hodnoty neznámých:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 −1 1
3 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 6 + 0− 0− (−9)− (−4) = 20

|A1| =

∣∣∣∣∣∣
9 2 3
8 −1 1
3 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 9 + 6 + 0− 0− (−16)− (−9) = 40⇒ x1 =
|A1|
|A|

=
40

20
= 2
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|A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 9 3
2 8 1
3 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = −8 + 27 + 18− 3− (−18)− 72 = −20⇒ x2 =
|A2|
|A|

=
−20

20
= −1

|A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 9
2 −1 8
3 0 3

∣∣∣∣∣∣ = −3 + 48 + 0− 0− 12− (−27) = 60⇒ x3 =
|A3|
|A|

=
60

20
= 3

U prvńı metody řešeńı SLR lze tedy ř́ıci:

Věta 1 Cramerovo pravidlo: Pokud plat́ı, že |A| 6= 0 a m = n, tak existuje jediné

řešeńı SLR s matićı koeficient̊u A na levé straně rovnic a vektorem pravých stran ~b na
pravé straně rovnic:

x1 =
|A1|
|A|

, x2 =
|A2|
|A|

, ..., xn =
|An|
|A|

.

Poznámka. Jak bylo předvedeno na přednášce nebo bude ve cvičeńı, pro |A| = 0 lze
také Cramerovo pravidlo už́ıt i pro nekonečný počet řešeńı – zvoĺıme parametry a členy s
nimi převedeme na pravé strany rovnic tak, aby determinant matice, která na levé straně
z̊ustane (třebaže nižš́ıho řádu než p̊uvodńı systém), byl nenulový (a dále aplikujeme
Cramerovo pravidlo i na tento systém, kde na pravé straně se vyskytuj́ı parametry – viz
BP Danešová, str. 64-65).

1.1.2 Obecná definice determinantu, výpočet determinantu z definice

Všimněte si na výpočtech determinant̊u řádu tři v předchoźım odd́ılku, že při výpočtu |A|
vytvářej́ı permutace sloupcových index̊u všechny prvky grupy (S3, ◦) permutaćı tř́ıprvkové
množiny.

Definice 1 Čtvercové nebo obdélńıkové schéma č́ısel se nazývá matice typu m/n, kde
m znač́ı počet řádk̊u a n počet sloupc̊u matice. Speciálně čtvercová matice typu n/n se
nazývá matice řádu n.

Pozor na označeńı matice: matice z předchoźıho odd́ılku muśıme správně psát do

kulatých závorek!! V př́ıkladu 1 je matice A =

1 2 3
2 −1 1
3 0 −1

, až při výpočtu determi-

nantu lze psát |A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 −1 1
3 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = · · · = 20. Tedy svislé závorky vždy u tabulky č́ısel

znamenaj́ı determinant z dané matice, který lze poč́ıtat a jeho výsledkem je č́ıslo. Tento
determinant lze poč́ıtat jen z matice čtvercové. Na druhé straně matice reprezentovaná v
kulatých závorkách nemuśı být čtvercová, ale může být jakéhokoli obdélńıkového rozměru,
a nerová se žádnému jednomu č́ıslu, je to prostě tabulka č́ısel.
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Definice 2 Determinant čtvercové matice A typu n/n (tj. řádu n) je č́ıslo, které
PŘIŘADÍME ČTVERCOVÉ MATICI podle vzorce

|A| =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)π(j1,j2,...,jn) · a1,j1 · a2,j2 · ... · an,jn

(tj. suma přes všechny možné permutace (j1, j2, ..., jn) sloupcových index̊u z množiny
1, 2, ..., n, v každém členu je (−1) umocněno na počet inverźı v dané permutaci sloup-
cových index̊u1.

Součin n prvk̊u a1j1 · a2j2 · ... · anjn je součin prvk̊u vybraných ze čtvercové matice tak,
aby z každého řádku a každého sloupce byl vybrán právě jeden činitel.

Počet všech permutaćı = součin̊u = člen̊u v dané sumě je právě n!)

Př́ıklad 2 Pomoćı Cramerovy metody determinant̊u vyřešte systém lineárńıch rovnic:

x1 + x2 + x3 + x4 = 2,

x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 1,

x1 − x2 + 2x3 + x4 = −1,

x1 + 3x2 + 3x3 + x4 = 3.

Řešeńı: Napǐsme si nejdř́ıve vzorec pro determinant čtvercové matice řádu 4:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11 ·a22 ·a33 ·a44−a11 ·a22 ·a34 ·a43+a11 ·a23 ·a34 ·a42−a11 ·a23 ·a32 ·a44+

+a11 · a24 · a32 · a43 − a11 · a24 · a33 · a42 − a12 · a23 · a34 · a41 + a12 · a23 · a31 · a44−
−a12 · a24 · a31 · a43 + a12 · a24 · a33 · a41 − a12 · a21 · a33 · a44 + a12 · a21 · a34 · a43+
+a13 · a24 · a31 · a42 − a13 · a24 · a32 · a41 + a13 · a21 · a32 · a44 − a13 · a21 · a34 · a42+
+a13 · a22 · a34 · a41 − a13 · a22 · a31 · a44 − a14 · a21 · a32 · a43 + a14 · a21 · a33 · a42−
−a14 · a22 · a33 · a41 + a14 · a22 · a31 · a43 − a14 · a23 · a31 · a42 + a14 · a23 · a32 · a41.

Je vidět, že v rozvoji determinantu řádu n se vyskytuje n! sč́ıtanc̊u, protože ve čtvercové
matici A existuje právě n! možných výběr̊u n-tic prvk̊u, kdy je v dané n-tici vybrán prvek
v každém řádku i v každém sloupci (viz obrázek 1.2).

Vezměme si např́ıklad součin a13 ·a24 ·a32 ·a41. Znaménko před t́ımto součinem urč́ıme:

a) Podle počtu inverźı v permutaci sloupc̊u (3, 4, 2, 1)...inverze je vztah mezi dvěma prvky
v daném pořad́ı, kdy větš́ı prvek se vyskytuje před menš́ım prvkem.

Muśıme proj́ıt všech

(
n
2

)
vztah̊u mezi dvojicemi prvk̊u a zjǐst’ujeme, že počet inverźı

je 5, tj. znaménko je MINUS.

1Poznámka: Permutace řádkových index̊u neuvažujeme, protože ty bereme neustále ve vzestupném
pořad́ı (1, 2, . . . , n).
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Obrázek 1.2: Znázorněńı všech člen̊u determinantu pro m = n = 4.
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b) Z grafického nákresu:

Spoj́ıme všechny dvojice dané zvolené n-tice, dostaneme

(
n
2

)
spoj̊u:

Větš́ı sloupcový index stoj́ı před menš́ım v takové dvojici, kdy v reprezentaci grafu daná
hrana má sklon př́ıbuzný vedleǰśı diagonále – takových sklon̊u je 5, tj. znaménko je

MÍNUS.

Definice 3 Hlavńı diagonála čtvercové matice A je diagonála spojuj́ıćı prvky a11 až ann.
Vedleǰśı diagonála čtvercové matice A je diagonála spojuj́ıćı prvky a1n až an1.

Definice 4 Inverzi ve vztahu mezi dvěma prvky jk, jl v permutaci sloupcových index̊u
určujeme:

a) Algebraicky: věťśı ze sloupcových index̊u jk, jl daných pozic v matici se vyskytuje před
menš́ım;

b) Graficky: hrana spojuj́ıćı dané prvky ak,jk a al,jl v matici A má sklon př́ıbuzný/bĺızký
vedleǰśı diagonále.

1.1.3 Některé vlastnosti determinantu

Ve větě 2 se pod́ıváme na některé daľśı vlastnosti determinantu, které usnadňuj́ı jeho
výpočet. V pr̊uběhu uváděńı vlastnost́ı a jejich d̊ukaz̊u bude rozprostřeno několik definic
pojmů, které budou d̊uležité i v daľśım výkladu.

Věta 2 Vlastnosti D1 až D6 determinantu čtvercové matice:

D1. |A| = |AT |...determinant se nezměńı transponováńım matice.

Definice 5 Matice AT transponovaná k matici A je matice vzniklá z A záměnou
řádk̊u za sloupce: |A| = |AT |, neboli2.

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
an1 an2 ... ann

 =


a11 a21 ... an1
a12 a22 ... an2
...
a1n a2n ... ann


2Na pravé straně následuj́ıćı rovnosti mimořádně neznamená prvńı index č́ıslo řádku a druhý index

č́ıslo sloupce, protože označeńı prvk̊u na pravé straně je voleno vzhledem k jejich označeńı na levé straně
rovnosti – řádky v matici na levé straně jsou zapsány do sloupc̊u matice na pravé straně.
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Důkaz vlastnosti D1: Transponováńım matice ji
”
překloṕıme“ symetricky vzhledem k

hlavńı diagonále, n-tice prvk̊u vybraná pro |A| z̊ustane n-tićı, která se vyskytuje i v |AT |.
Počet inverźı v permutaci sloupcových index̊u určené danou n-tićı prvk̊u matice A

se transponováńım nezměńı (směr př́ıbuzný vedleǰśı diagonále se překlopeńım vzhledem
k hlavńı diagonále neměńı, tj. stále je př́ıbuzný vedleǰśı diagonále), tj. neměńı se ani
znaménko před t́ımto součinem při výpočtu determinantu matice AT .

Z vlastnosti D1 plyne, že všechny daľśı vlastnosti, které vyslov́ıme pro řádky čtvercové
matice, plat́ı (lze je přeformulovat) i pro sloupce.

Definice 6 Pokud se d́ıváme na řádky matice A jako na vektory, tedy:

~a1 = (a11, a12, ..., a1n), ~a2 = (a21, a22, ..., a2n), ..., ~an = (an1, an2, ..., ann)

lze determinant |A| = det(~a1, ~a2, ..., ~an) chápat jako zobrazeńı Rn × Rn × ... × Rn → R,
které přiřad́ı n vektor̊um v daném pořad́ı č́ıslo

det(~a1, ~a2, ..., ~an) :=
∑

j1,j2,...,jn

(−1)π(j1,j2,...,jn) · a1,j1 · a2,j2 · ... · an,jn .

Každému zobrazeńı, které přǐrad́ı jednomu nebo v́ıce reálným vektor̊um reálné
č́ıslo, ř́ıkáme reálná forma.

D2. Při předchoźım označeńı je forma det(~a1, ~a2, ..., ~an) antisymetrická, tj. záměnou
2 r̊uzných řádk̊u v matici se změńı znaménko determinantu:
det(~a1, ..., ~ak, ..., ~al, ..., ~an) = −det(~a1, ..., ~al, ..., ~ak, ..., ~an).

Důkaz: Záměnou dvou index̊u se jedna inverze v permutaci přidá nebo ubere, tj.
před každým součinem n prvk̊u bude v sumě opačné znaménko. Tedy i před celým
determinantem bude opačné znaménko.

Důsledek vlastnosti D2: Determinant matice A se dvěma stejnými řádky je roven
0.

Důkaz: Když zaměńıme tyto stejné řádky, s matićı se nic nestane, ale z vlastnosti
D2 se muśı i při záměně těchto řádk̊u změnit znaménko determinantu, čili plat́ı
|A| = −|A| ⇒ 2 · |A| = 0, a tedy |A| = 0.
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Definice 7 Pokud ~a1, ~a2, ..., ~ak jsou vektory, tak vektor

~v := α1 · ~a1 + α2 · ~a2 + ...+ αk · ~ak

je lineárńı kombinaćı vektor̊u ~a1, ~a2, ..., ~ak.
(Lineárńı kombinace vektor̊u ~a1, ~a2, ..., ~ak je jakýkoli součet skalárńıch násobk̊u

těchto vektor̊u.)

D3. det(~a1, ~a2, ..., ~an) je zobrazeńı lineárńı v každé složce, tj. pokud na k-tém řádku
se vyskytuje lineárńı kombinace dvou vektor̊u α·~u+β ·~v, tak determinant lze upravit
na lineárńı kombinaci dvou determinant̊u:

det(~a1, ..., α · ~u+ β · ~v, ..., ~an) = α · det(~a1, ..., ~u, ..., ~an) + β · det(~a1, ..., ~v, ... ~an)

Důkaz: ∑
(−1)π(j1,...,jn) · a1,j1 · ... · (α · ujk + β · vjk) · ... · an,jn
= vytkneme α, β a rozděĺıme na dva součty =

α ·
∑

(−1)π(j1,...,jn) · a1,j1 · ... · ujk · ... · an,jn + β ·
∑

(−1)π(j1,...,jn) · a1,j1 · ... · vjk · ... · an,jn =

= α · det(~a1, ..., ~u, ..., ~an) + β · det(~a1, ..., ~v, ..., ~an)

Poznámka: Vlastnost D3 lze přirozeně rozš́ı̌rit tak, že k-tý vektor neńı lineárńı
kombinaćı pouze dvou vektor̊u, ale l vektor̊u (l > 2).

Důsledek vlastnosti D3: Vynásobeńım k-tého řádku matice A se stejným č́ıslem
vynásob́ı i celý determinant této matice.

(Plyne z D3: det(~a1, ..., α · ~k, ..., ~an) = α · det(~a1, ..., ~k, ..., ~an).)

Daľśı d̊usledek vlastnosti D3: Je-li některý řádek matice A řádek samých nul, pak
plat́ı |A| = 0.

(Z D3: det(~a1, ..., 0 · ~ak, ..., ~an) = 0 · det(~a1, ..., ~k, ..., ~an) = 0. Nebo jiný d̊ukaz př́ımo
z definice determinantu: v každém součinu v determinantu je vybrána jedna 0⇒ |A| = 0.)

Vlastnosti D4 až D6 determinantu budou uvedeny ve 2. přednášce.



16 Katedra matematiky PedF MUNI v Brně

1.2 Cvičeńı 1

• Cramerovo pravidlo pro n = 2 nebo n = 3.

• Cramerovo pravidlo v př́ıpadě nekonečně mnoha řešeńı nebo žádného řešeńı.

• Přehled čtyř metod řešeńı SLR na ZŠ (viz DP Danešová, kapitola 4).

• Metoda řešeńı SLR na SŠ – Gaussova eliminace jako vylepšená sč́ıtaćı metoda (viz
BP Danešová, kap. 5)

Úloha 1.1 Je dán následuj́ıćı systém tř́ı rovnic o třech neznámých:

2x − 3y + z = 0
x + 2y − z = 3
2x + y + z = 12

a) Ověřte, že zadaný systém lze řešit Cramerovým pravidlem.

b) Vyřešte systém v oboru reálných č́ısel pomoćı Cramerova pravidla.

Úloha 1.2 Je dán následuj́ıćı systém tř́ı rovnic o třech neznámých:

x + 2y − z = 3
−2x + y − 2z = −1
−3x + 4y − 5z = 1

a) Uved’te d̊uvod, proč zadaný systém nelze řešit Cramerovým pravidlem (při standardńı
matici A).

b) Vyřešte systém Cramerovou metodou nestandardńım zp̊usobem (otázka 1, př́ıklad
třet́ı v pořad́ı ze čtyř v dané otázce), když si uvědomı́te, že třet́ı rovnice je rovna
součtu prvńı rovnice se dvojnásobkem druhé rovnice (viz BP Danešová, str. 64-65).

Úloha 1.3 Zd̊uvodněte, jaké znaménko je při výpočtu determinantu řádu šest z definice
pro matici matic A u součinu

a14 · a23 · a31 · a42 · a56 · a65.

Úloha 1.4 Zd̊uvodněte, jaké znaménko je při výpočtu determinantu řádu šest z definice
pro matici A u součinu

a14 · a25 · a32 · a43 · a51 · a66.

POZOR, PŘÍŠTÍ CVIČENÍ SI NAPÍŠEME PROVĚRKU NA TÉMA: ANALYTICKÁ
GEOMETRIE – VIZ ODPOVĚDNÍKY V IS PRO PŘÍPRAVU.
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2 Týden 2

2.1 Přednáška 2: Daľśı metody výpočtu determinantu

D4. Determinant matice A se nezměńı, pokud k řádku ~ak přičteme nenulový násobek
jiného řádku, např́ıklad řádku ~al:

det(~a1, ..., ~ak, ..., ~al, ..., ~an) = det(~a1, ..., ~ak + α · ~al, ..., ~al, ..., ~an)

Důkaz: Rozepǐsme si pravou stranu této rovnosti a využijem přitom nejd̊uležitěǰśı vlast-
nost tohoto předmětu, vlastnost linearity determinantu (D3):

det(~a1, ..., ~ak + α · ~al, ..., ~al, ..., ~an)
D3
= det(~a1, ..., ~ak, ..., ~al, ..., ~an) + α · det(~a1, ..., ~al, ..., ~al, ..., ~an) =
D2
= det(~a1, ..., ~ak, ..., ~al, ..., ~an) + 0 = det(~a1, ..., ~ak, ..., ~al, ..., ~an)

(sṕı̌se než D2 použ́ıváme d̊usledek D2: v́ıme, že det(~a1, ..., ~al, ..., ~al, ..., ~an) = 0, jelikož
se jedná o determinant matice se dvěma stejnými řádky) – d̊ukaz je hotov.

Vlastnost D4 nám poskytuje dobrý nástroj pro výpočet determinantu: snaž́ıme se k
nějakému řádku přič́ıst násobek jiného řádku, abychom v matici t́ımto zp̊usobem vytvářeli
nuly – č́ım v́ıce nul, t́ım méně součin̊u je nenulových.

Definice 8 Schodový tvar matice A = takové obsazeńı matice A č́ısly, že v každém
daľśım řádku matice je zleva v́ıce nul než v tom předchoźım, nebo se už jedná o řádek
samých nul.

Ad př́ıklad 2. Nyńı se můžeme vrátit k př́ıkladu 2 a pokusit se vypoč́ıtat determinanty
|A|, |A1|, |A2||A3|, |A4|:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 −1 2
1 −1 2 1
1 3 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1
−r1
−r1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 −2 1
0 −2 1 0
0 2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ −2 · r2
+r3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 −2 1
0 0 −3 2
0 0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ +r3

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 −2 1
0 0 −3 2
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · (−3) · 2 = −6.

Důsledek vlastnosti D4. Pokud se nám pomoćı D1 až D4 podař́ı upravit matici
na schodový tvar, jej́ı determinant je roven pouze součinu prvk̊u na hlavńı diagonále (ve
všech daľśıch součinech muśıme vybrat alespoň jednu nulu pod diagonálou, tj. zbývaj́ıćıch
23 součin̊u je rovno 0).

|A1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1
1 2 −1 2
−1 −1 2 1
3 3 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
2 1 1 1
−1 −1 2 1
3 3 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 · r1

+r1
+3 · r3

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
0 −3 3 −3
0 1 1 3
0 0 9 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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= −(−3)·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
0 1 −1 1
0 1 1 3
0 0 9 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ −r2 = 3·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
0 1 −1 1
0 0 2 2
0 0 9 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3·2·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
0 1 −1 1
0 0 1 1
0 0 9 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ −9 · r3

=

= 6 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
0 1 −1 1
0 0 1 1
0 0 0 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −30.

D5. Laplace̊uv rozvoj determinantu podle k-tého řádku nebo l-tého sloupce.
Tento rozvoj převád́ı výpočet jednoho determinantu řádu n na výpočet n
determinant̊u řádu n− 1:

Rozvoj podle i-tého řádku (i se neměńı, měńı se pouze index j):

|A| =
n∑
j=1

(−1)i+j · aij · |Aij|

kde Aij jsou matice vzniklé z A vypuštěńım i-tého řádku a j-tého sloupce.

Rozvoj podle j-tého sloupce (j se neměńı, měńı se pouze index i):

|A| =
n∑
i=1

(−1)i+j · aij · |Aij|

kde Aij jsou matice vzniklé z A vypuštěńım i-tého řádku a j-tého sloupce.

Důkaz: Plyne z definice determinantu pouhým rozepsáńım:
Např. pro řádkový rozvoj: aij se vyskytuje v (n − 1)! součinech; když (−1)i+j · aij z

těchto součin̊u vytkneme, v závorce se objev́ı |Aij| jako součet součin̊u n − 1 prvk̊u, tj.
determinant řádu o 1 menš́ıho.

Ad př́ıklad 2. Vypočtěme |A2|, |A3|, |A4| kombinaćı vlastnost́ı D1 až D5:

|A2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
1 1 −1 2
1 −1 2 1
1 3 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1
−r1
−r1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
0 −1 −2 1
0 −3 1 0
0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Rozvineme např. podle řádku 3 (přitom |Akj| je determinant matice, která vznikne z
A vynecháńım i- tého řádku a j-tého sloupce matice A, tj. vynecháńım právě toho řádku
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a sloupce, kde se vyskytuje3 prvek aij):

= (−1)3+1 ·0·|A31|+(−1)3+2 ·(−3)·

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 −2 1
0 2 0

∣∣∣∣∣∣+(−1)3+3 ·1·

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 −1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣+(−1)3+4 ·0·|A34| =

= 3 · (0 + 0 + 0− 2− 0− 0) + (0 + 0 + 0− 1− 0− 0) = −7

Tedy Laplace̊uv rozvoj je výhodné použ́ıt pro ten řádek či sloupec, který obsahuje větš́ı
počet nul.

|A3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1
1 2 1 2
1 −1 −1 1
1 3 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1
−r1
−r1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1
0 1 −1 1
0 −2 −3 0
0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Rozvoj podle 1. sloupce:

= 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
−2 −3 0
2 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0− 2 + 6− 0− 0 = 4.

|A4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 2
1 2 −1 1
1 −1 2 −1
1 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1
−r1
−r1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 2
0 1 −2 −1
0 −2 1 −3
0 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ +2 · r2
−2 · r2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 2
0 1 −2 −1
0 0 −3 −5
0 0 6 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Rozvoj podle 2. sloupce:

= (−1)1+2·1·

∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
0 −3 −5
0 6 3

∣∣∣∣∣∣+(−1)2+2·1·

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 −3 −5
0 6 3

∣∣∣∣∣∣+0+0 = −0−9+0+0−(−30)−0−0 = 21

Můžeme psát odpověd’:

x1 =
|A1|
|A|

=
−30

−6
= 5;x2 =

|A2|
|A|

=
−7

−6
=

7

6
;x3 =

|A3|
|A|

=
−4

−6
=

2

3
;x4 =

|A4|
|A|

=
21

−6
=
−7

2
.

Řešeńı je jediné, vektorovým zápisem jej lze vyjádřit nejlépe:
x1
x2
x3
x4

 =


5
7
6
2
3
−7
2

 .

3Např́ıklad a32 = −3 se vyskytuje ve třet́ım řádku a v druhém sloupci naš́ı matice řádu 4, tj. |A32|
je determinant matice z ńı vzniklé vynecháńım třet́ıho řádku a druhého sloupce. Č́ıslo (−1) je umocněno
na (3 + 2), což je součet index̊u (pozic v řádku a sloupci) prvku a32.
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D6. Pokud některý řádek, např. l-tý je lineárńı kombinaćı jiných řádk̊u, např.
~a1, ~a2, ..., ~ak, tak |A| = 0.

Důkaz: Velmi podobný d̊ukazu D4: Jestliže:

~al = α1 · ~a1 + α2 · ~a2 + ...+ αk · ~ak

pak:

det(~a1, ~a2, ..., ~ak, ..., α1 · ~a1 + α2 · ~a2 + ...+ αk · ~ak, ..., ~an)
D3
=

D3
= α1 · det(~a1, ~a2, ..., ~ak, ..., ~a1, ..., ~an) + α2 · det(~a1, ~a2, ..., ~ak, ..., ~a2, ..., ~an) +

...+ αk · det(~a1, ~a2, ..., ~ak, ..., ~ak, ..., ~an)
D2
= 0,

protože každý z těchto d́ılč́ıch determinant̊u se rovná 0 d́ıky dvěma stejným řádk̊um
(d̊usledek vlastnosti D2).

(jiný zp̊usob d̊ukazu: pokud nějaký řádek je lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u,
odečteńım této lineárńı kombinace provád́ıme úpravu D4, která determinant nezměńı
– a dostaneme řádek samých nul, tj. podle definice determinantu do každého součinu
vybereme z tohoto nulového řádku určitě vždy jedno č́ıslo 0, čili determinant je roven nule)

Pokud vyjde čas: Poznámka o vektorovém součinu vektor̊u v dimenzi 3 –
výpočet pomoćı determinantu.

Pokud vyjde čas nebo na začátku třet́ı přednášky: Využit́ı Laplaceova
rozvoje a linearity determinantu při výpočtu determinant̊u velkého řádu
(otázka k ústńı zkoušce č́ıslo 4).

Silně doporučuji: několikrát (pro r̊uzné otázky) si projděte odpovědńık opakuj́ıćı
obsah přednášek 1 a 2:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/odp/pred01_02_otazky_ano_ne.qref

2.2 Cvičeńı 2: Analytická geometrie v rovině – prověrka

Napǐste prověrku z tématu analytická geometrie. Typové př́ıklady najdete v IS v interak-
tivńı osnově předmětu.
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3 Týden 3

3.1 Přednáška 3: Vektorový prostor, souřadnice vektoru v dané
bázi, Gaussova eliminačńı metoda

3.1.1 Definice vektorového prostoru

Základńı pojmem, kterým se v tomto předmětu budeme zabývat, je pojem vektoru. Vektor
je zobecněńım pojmu reálné č́ıslo – reálné č́ıslo je určené svou velikost́ı, vektor je určený
velikost́ı a směrem4.

Začněme dnes u této představy vektoru jako
”
orientované úsečky“, u které je d̊uležitý

jej́ı směr5 a jej́ı délka6, a pokuśıme se tuto představu vektoru nějak matematicky popsat,
čili zpřesnit. Vod́ıtkem budou vlastnosti, které plat́ı pro vektory v rovině, viz následuj́ıćı
př́ıklad.

Př́ıklad 3 Uvažujme množinu V všech orientovaných úseček v rovině. Dvě orientované
úsečky o stejné velikosti a směru budeme považovat za tentýž vektor (v analytické geometrii
takovému pojet́ı vektoru v rovině ř́ıkáme

”
volný vektor“ ... m̊užeme vektorem v rovině

rovnoběžně posouvat – pokud z̊ustává zachován jeho směr a velikost, jedná se pořád o
tentýž vektor).

Na této množině V definujme operaci sč́ıtáńı vektor̊u následovně: vektor ~a +~b urč́ıme
tak, že ke koncovému bodu vektoru ~a rovnoběžně posuneme počátečńı bod vektoru ~b, pak
vektor ~c := ~a + ~b je takový, že jeho počátečńı bod je stejný jako počátečńı bod ~a a jeho
koncový bod je roven koncovému bodu ~b.

Podobně definujme násobeńı vektoru reálným č́ıslem r ∈ R takto: Pokud r = 0, je r ·~a
roven nulovému vektoru., tj. úsečce nulové délky a jakéhokoli směru. Pokud r > 0, tak
směr vektoru r ·~a je stejný jako směr ~a a jeho velikost je r-násobkem velikosti vektoru ~a.
Pokud r < 0, tak směr vektoru r · ~a je opačný ke směru ~a (při zachováńı rovnoběžnosti)
a jeho velikost je |r|-násobkem velikosti vektoru ~a.

Takto definovaná množina vektor̊u společně s takto definovanými operacemi sč́ıtáńı
vektor̊u a násobeńı vektoru reálným č́ıslem (jehož výsledkem je vektor) tvoř́ı strukturu,
kterou budeme nazývat vektorovým prostorem. Vlastnosti vektorového prostoru odvod́ıme
z vlastnost́ı uvedených dvou operaćı na množině vektor̊u v rovině z př́ıkladu 3:

4Vektor jako
”
šipka“ charakteristická velikost́ı a směrem slouž́ı k popisu např́ıklad a) posunut́ı v rovině,

b) śıly p̊usob́ıćı na těleso, c) rychlosti a směru pohybu objektu v prostoru – zkrátka řady veličin známých
z r̊uzných obor̊u; tyto veličiny označujeme jako vektorové veličiny.

5Pojem směru vektoru souviśı s pojmem rovnoběžnosti dvou vektor̊u, které lze vzhledem k následuj́ıćı
definici vektorového prostoru definovat velmi jednoduše: Vektory ~u, ~v jsou rovnoběžné, jestliže existuje
skalár s takový, že ~v = k · ~u. Pojem směru je tedy v následuj́ıćı definici

”
schovaný“, kdekoli násob́ıme

nenulový vektor nenulovým skalárem – výsledkem je vektor rovnoběžný, tedy ve stejném směru.
6Pojem velikosti (délky) vektoru se zat́ım v následuj́ıćı definici vektorového prostoru nevyskytuje –

souviśı totiž až se skalárńım součinem, o kterém bude řeč v kapitole 9.
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Definice 9 Množina (V,+) se nazývá vektorový prostor nad tělesem7 skalár̊u
(T,+, ·) (jej́ı prvky ~v ∈ V se nazývaj́ı vektory, prvky tělesa T se nazývaj́ı skaláry),
jestlǐze

a) Struktura (V,+) je komutativńı grupa, tj.

1. ∀~u,~v ∈ V : ~u+ ~v ∈ V (uzavřenost operace + na V ),

2. ∀~u,~v, ~w ∈ V : (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w) (asociativita operace +),

3. ∃~o ∈ V : ~u+ ~o = ~o+ ~u ∀~u ∈ V (existence neutrálńıho prvku),

4. ∀~u ∈ V ∃ (−~u ∈ V : ~u+ (−~u) = ~o (existence inverźı vzhledem k operaci +),

5. ∀~u,~v ∈ V : ~u+ ~v = ~v + ~u (komutativita operace + na V ).

b) Zobrazeńı · množiny T × V do V (= násobeńı SKALÁR KRÁT VEKTOR) splňuje
vlastnosti

”
př́ıbuzné“8 vlastnostem operace na monoidu:

”1” ∀ t ∈ T, ~v ∈ V : t · ~v ∈ V (uzavřenost součinu skalár krát vektor),

”2” ∀ s, t ∈ T, ~v ∈ V : s · (t · ~v) = (s · t) · ~v (pro jednoduchost označujeme součin
mezi skaláry a součin skalár krát vektor stejným symbolem),

”3” ∃ 1 ∈ T : 1 · ~v = ~v ∀ v ∈ V (existence jednotkového skaláru vzhledem k
násobeńı skalár krát vektor).

c) Souhra operace + a operace skalár krát vektor splňuje vlastnosti9:

”6a” ∀ s, t ∈ T, ~v ∈ V : (s+ t) · ~v = s · ~v + t · ~v,

”6b” ∀ t ∈ T, ~u,~v ∈ V : t · (~u+ ~v) = t · ~u+ t · ~v.

Poznámka. Jak si dobře zapamatovat druhých pět z deseti vlastnost́ı definice: v
žádné z těchto vlastnost́ı se nevyskytuje součin dvou vektor̊u (skalárńı součin ~u · ~v se v
definici vektorového prostoru nevyskytuje), pouze součin dvou skalár̊u nebo součin skalár
krát vektor. Definici skalárńıho součinu vektor̊u (násob́ıme dva vektory, výsledkem je
skalár) uvedeme v některé z následuj́ıćıch kapitol.

Ad př́ıklad 3. V je množina volných vektor̊u v rovině nad tělesem R. Uvedených deset
vlastnost́ı vektor̊u jsme vlastně z př́ıkladu volných vektor̊u v rovině odvodili, tj. všechny
vlastnosti lze dokázat-reprezentovat obrázky:

1. Vlastnosti 1 až 5 jsme už zkoumali v algebře 1 – tyto vlastnosti plat́ı i pro operaci
sč́ıtáńı vektor̊u. Součtem dvou volných vektor̊u v rovině je také vektor (viz obr.).

7Těleso T je zde d̊uležité proto, že pomoćı něj za chv́ıli budeme vyjadřovat souřadnice vektor̊u. Např.
Pokud T = R, souřadnicemi budou reálná č́ısla; pro T = Q budou souřadnicemi racionálńı č́ısla.

8S t́ım rozd́ılem, že se nejedná o operaci na jedné množině, ale o součin prvk̊u ze dvou r̊uzných množin
– součin skaláru s vektorem.

9S trochou fantazie bychom je mohli nazvat ”distributivńı zákony” okruhu, ale uvozovky jsou d̊uležité,
protože se nejedná o dvě operace na stejné množině, ale o jednu operaci na množině a o zobrazeńı
T × V → V (což by bylo možné algebraicky nazvat jako akci tělesa na grupě: prvky z tělesa násob́ıme
prvky grupy, a dostáváme jiné prvky grupy); a distributivńı zákony v okruhu jsou sice dva, ale lǐśı se
jen d́ıky nekomutativńımu násobeńı – zde u vektorového prostoru jsou ”distributivńı zákony” z jiných
d̊uvod̊u (v jednom zákonu sč́ıtáme skaláry, ve druhém sč́ıtáme vektory).



Algebra 2 (MA 0005) 23

a{('

oa@

{ _Sp

,b

ď+T
-§

'e,

\t
fr

-ř
{" §

2. (viz obrázek) d̊ukaz asociativity sč́ıtáńı volných vektor̊u je proveden graficky.

3. Nulový vektor má nulovou velikost (a jeho směr je libovolný), proto jej na obrázku
na následuj́ıćı straně nevid́ıte.

4. Opačný vektor (= inverzńı vektor vzhledem k operaci sč́ıtáńı) má stejnou velikost,
ale opačný směr.

5. Sč́ıtáńı volných vektor̊u splňuje komutativńı zákon.

Právě uvedené vlastnosti 1 až 5 lze popsat (viz Algebra 1) t́ım, že V je vzhledem ke
sč́ıtáńı komutativńı grupa. Ovšem Následuj́ıćıch pět vlastnost́ı je pro vektory specifických
a ještě jsme se jimi v algebře nezabývali.

”1” Vlastnost ”1” tvrd́ı, že s každým vektorem ~u obsahuje prostor volných vektor̊u i
nekonečně10 mnoho daľśıch vektor̊u, které vzniknou jako reálné násobky vektoru ~u.

”2” Nezálež́ı na tom, zda nejdř́ıve vynásob́ıme dva skaláry, a pak jimi vynásob́ıme vektor,
nebo zda násobeńı vektoru provedeme postupně dvěma skaláry – výsledek je stejný.

”3” Existuje jednotkový skalár – vynásobeńım volného vektoru ~u konstantou 1 se nezměńı
jeho velikost ani směr.

”6a” Nezálež́ı na tom, zda nejprve sečteme skaláry, a výsledkem vynásob́ıme vektor,
nebo zda nejprve provedeme dvoj́ı násobeńı skalár krát vektor, a výsledné vektory
sečteme.

”6b” To, že nejprve sečteme vektory, a pak až vynásob́ıme skalárem je totéž, jako bychom
oba vektory nejdř́ıve vynásobili skalárem, a pak je sečetli.

Př́ıklad 4 Daľśım př́ıkladem prostoru vektorového je (R3[x],+, ·) ... množina všech po-
lynom̊u stupně nejvýše 3 nad tělesem R. Přesný d̊ukaz bychom mohli provést pro obecně

10To bude hrát roli u množiny generátor̊u vektorového prostoru, kterou budeme studovat podobně jako
množiny generátor̊u grupy. Vzhledem k povaze (nekonečnosti) tělesa R jeden nenulový vektor generátor
svými násobky skalárem vygeneruje nekonečně mnoho daľśıch vektor̊u.
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označené skaláry s, t a obecně značené polynomy

~u = u3 · x3 + u2 · x2 + u1 · x+ u0,

~v = v3 · x3 + v2 · x2 + v1 · x+ v0,

~w = w3 · x3 + w2 · x2 + w1 · x+ w0.

Ale zkusme mı́sto d̊ukazu tyto vlastnosti raději jen ilustrovat na třech konkrétńıch po-
lynomech

~u = 2x3 + x2 − 5x+ 1,

~v = 3x3 + 5x2 + x− 2,

~w = 2x3 + x2 − 3x+ 3.

1. ~u+ ~v = 5x3 + 6x2 − 4x− 1 je opět polynomem stupně nejvýše 3.11

11Zde je d̊uležité, že do množiny R3[x] patř́ı i polynomy stupně nižš́ıho, např́ıklad i stupně 2, protože
např. pro ~u = x3 − 2x2 + 5 a ~v = −x3 + 2x− 1 je ~u+ ~v = −2x2 + 2x+ 4 ... kdyby v množině R3[x] byly
jen polynomy třet́ıho stupně, nebyla by uzavřená na operaci součtu!!
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2. (~u+ ~v) + ~w = 7x3 + 7x2 − 7x+ 1 = ~u+ (~v + ~w).

3. Neutrálńım polynomem je ~o = 0, jeho přičteńım k libovolnému polynomu se ten
nezměńı.

4. Opačným vektorem je −~u = −2x3 − x2 + 5x− 1, −~v = −3x3 − 5x2 − x+ 2, atd.

5. Evidentně plat́ı ~u + ~v = ~v + ~u, at’ už pro naše dva zvolené vektory, nebo jakékoliv
dva vektory.

”1” Násobeńı polynomu reálným skalárem se realizuje vynásobeńım každého koeficientu
zvlášt’, jak jsme zvykĺı násobit polynom reálným č́ıslem. Např́ıklad

2 · ~u = 4x3 + 2x2 − 10x+ 2.

D̊uležité je, že násobeńım polynomu jakýmkoli reálným č́ıslem se nezměńı fakt, že
výsledek je (kromě násobeńı nulou) polynom třet́ıho stupně, tj. množina (R3[x],+)
je uzavřená na násobky reálnými č́ısly.

”2” Např́ıklad (2 · 3) · ~u = 2 · (3 · ~u) = 12x3 + 6x2 − 30x+ 6.

”3” 1 · ~u = ~u pro jakýkoli prvek ~u dané množiny.

”6a” Např́ıklad (2 + 3) · ~u = 2 · ~u + 3 · ~u = 10x3 + 5x2 − 25x + 5, a je vidět, že rovnost
plat́ı pro libovolné prvky daných typ̊u.

”6b” Např́ıklad
2 · (~u+ ~v) = 2 · ~u+ 2 · ~v = 10x3 + 12x2 − 8x− 2,

a je snad vidět, že rovnost plat́ı pro libovolné prvky daných typ̊u.

Př́ıklad 5 Množina (C〈a; b〉,+, ·) spojitých reálných funkćı na intervalu 〈a; b〉, s
přirozeně definovanými operacemi součtu funkćı a vynásobeńı funkce reálný skalárem,
je vektorovým prostorem!! Tento př́ıklad je d̊uležitý, nebot’ vid́ıme, že pojem vektoru je
jak zobecněńım pojmu č́ıslo, tak zobecněńım pojmu spojitá funkce. Opět se zde objevuj́ı
ambice algebry hledat společné či stejné vlastnosti mezi r̊uznými strukturami – řada
vlastnost́ı, které známe hlavně u prvk̊u aritmetického vektorového prostoru (což je vlastně
př́ıklad 1, ale ještě na prostoru volných vektor̊u v př́ıkladu 1 muśıme zavést souřadnice),
je stejných jako vlastnosti funkćı spojitých na intervalu.

1. Definujeme součet funkćı ∀f(x), g(x) ∈ C〈a; b〉: f(x) + g(x) je opět spojitou funkćı
na 〈a; b〉.

2. ∀f(x), g(x), h(x) ∈ C〈a; b〉 : (f(x)+g(x))+h(x) = f(x)+(g(x)+h(x)) ∀x ∈ 〈a; b〉,
což plyne z asociativity sč́ıtáńı reálných č́ısel.

3. Neutrálńım prvkem je funkce e(x) = 0 ∀x ∈ 〈a; b〉, protože f(x)+e(x) = f(x) ∀x ∈
〈a; b〉.

4. ∀f(x) ∈ C〈a; b〉 ∃(−f(x)) ∈ C〈a; b〉: f(x) + (−f(x)) = e(x) = 0.
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5. ∀f(x), g(x) ∈ C〈a; b〉 : f(x) + g(x) = g(x) + f(x).

”1” ∀s ∈ R, f(x) ∈ C〈a; b〉 : s · f(x) ∈ C〈a; b〉.

”2” ∀r, s ∈ R, f(x) ∈ C〈a; b〉 : (r · s) · f(x) = r · (s · f(x)).

”3” ∃ 1 ∈ R : 1 · f(x) = f(x) ∀f(x) ∈ C〈a; b〉.

”6a” ∀r, s ∈ R, f(x) ∈ C〈a; b〉 : (r + s) · f(x) = r · f(x) + s · f(x).

”6b” ∀r ∈ R, f(x), g(x) ∈ C〈a; b〉 : r · (f(x) + g(x)) = r · f(x) + r · g(x).

Př́ıklad 6 V = {~o} ... nejmenš́ı možný vektorový prostor je prostor, který obsahuje pouze
nulový vektor.

3.1.2 Báze a dimenze vektorového prostoru, souřadnice vektoru v zadané
bázi

Kĺıčovou konstrukćı či výpočtem bude při naš́ı práci s vektory zjǐst’ováńı, zda je určitý
vektor lineárńı kombinaćı (= součtem násobk̊u) jiných vektor̊u.

Definice 10 a) Definice lineárńı kombinace viz (definice7).

b) Posloupnost vektor̊u ~a1, ~a2, . . . , ~ak je lineárně závislá, když některý z vektor̊u je
lineárńı kombinaćı těch ostatńıch vektor̊u.12 V opačném př́ıpadě je posloupnost
vektor̊u ~a1, ~a2, . . . , ~ak lineárně nezávislá.

Poznámka. U rovnosti a) v předchoźı definici také ř́ıkáme, že vektor ~ak je lineárně
závislý na vektorech ~a1, ~a2, . . . , ~ak−1.

Podobně jako při studiu grup a okruh̊u, i u vektorových prostor̊u se budeme zabývat
množinou vektor̊u, která generuje (= vytvář́ı jistým přesně popsaným zp̊usobem) celý
vektorový prostor. Pokud uváž́ıme, že vynásobeńı vektoru skalárem vygeneruje nekonečně
mnoho daľśıch vektor̊u r̊uzných délek, asi se často budeme setkávat se situaćı, kdy i
pro nekonečnou množinu V bude množina generátor̊u (co do počtu prvk̊u) celkem málo
početná. Z těchto množin generátor̊u budeme ještě vyb́ırat co nejmenš́ı počet lineárně
nezávislých vektor̊u, které vygeneruj́ı celý vektorový prostor – posloupnost těchto vektor̊u
nazveme báźı.

Definice 11 Uvažujme vektorový prostor (V,+) nad tělesem (T,+, ·). Posloupnost vek-
tor̊u ( ~u1, ~u2, . . . , ~uk) nazveme báźı vektorového prostoru (V,+), pokud plat́ı obě z
podmı́nek

12Alternativńı definice lineárńı závislosti, kterou zkoušej́ı někteř́ı kolegové: rovnice

α1 · ~a1 + α2 · ~a2 + · · ·+ αk · ~ak = ~o

má i jiné než nulové řešeńı, tj. ∃αi 6= 0 takové, že rovnice plat́ı. T́ımto αi bychom rovnici vydělili a vyjádřili
z ńı ~ai jako lineárńı kombinaci vektor̊u ostatńıch, takže je vidět, že obě definice lineárńı závislosti vektor̊u
jsou logicky ekvivalentńı.
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a) tato posloupnost vektor̊u je lineárně nezávislá (žádný z vektor̊u nelze vyjádřit jako
lineárńı kombinaci ostatńıch);

b) každý vektor ~v ∈ V lze vyjádřit jako jejich lineárńı kombinaci,

~v = α1 · ~u1 + α2 · ~u2 + ·+ αk · ~uk,

tj. vektory ~u1, ~u2, . . . , ~uk generuj́ı celý prostor13.

Dále dimenze vektorového prostoru (V,+) znamená počet vektor̊u nějaké jeho báze. A
nav́ıc, č́ısla (α1, α2, . . . , αk) z vyjádřeńı vektoru ~v pomoćı bázických vektor̊u ~u1, ~u2, . . . , ~uk
nazveme souřadnicemi vektoru ~v vzhledem k bázi ( ~u1, ~u2, . . . , ~uk).

Př́ıklad 7 Tři otázky pro vektory z aritmetického vektorového prostoru R3 uspořádaných
trojic reálných č́ısel.

a) Jsou vektory ~u1 =

 0
0
0

, ~u2 =

 1
2
3

 lineárně závislé?

b) Jsou vektory ~u1 =

 1
1
0

, ~u2 =

 1
2
0

 lineárně závislé?

c) Jsou vektory ~u1 =

 1
1
0

, ~u2 =

 1
2
0

, ~u3 =

 1
0
−1

 lineárně závislé?

Řešeńı:

ad a) Ano, nulový vektor je vždy lineárně závislý na ostatńıch vektorech, protože je

jejich 0-násobek:

 0
0
0

 = 0 ·

 1
2
3

.

ad b) Nejsou, protože neexistuje reálné č́ıslo α, že

 1
1
0

 = α ·

 1
2
0

.

ad c) Nejsou, protože (postupujeme krok za krokem) je lze seřadit do takové posloup-
nosti, že

• ~u1 je nenulový,

• ~u2 neńı reálným násobkem vektoru ~u1,

13Alternativńı vyjádřeńı obou podmı́nek: ad b) dané vektory generuj́ı celý prostor, ad a) a žádný z
nich neńı nadbytečný v tom smyslu, že by byl lineárńı kombinaćı těch ostatńıch.
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• a ~u3 neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u ~u1, ~u2 – protože neexistuj́ı reálná č́ısla α1,
α2 tak, aby  1

0
1

 = α1 ·

 1
1
0

+ α2 ·

 1
2
0


(v rovnici 1 = α1 · 0 +α2 · 0 sestavené ze třet́ıch souřadnic předchoźı vektorové
rovnice žádná vhodná reálná č́ısla α1, α2 jako jej́ı řešeńı nenajdeme).

Z řešeńı př́ıkladu (7-c) plyne obecný postup při sestavováńı báze nějakého vektorového
prostoru:

• ~u1 ... zvoĺıme jakýkoliv nenulový vektor z V ;

• ~u2 ... zvoĺıme takový vektor z V , který neńı násobkem vektoru ~u1;

• ~u3 ... zvoĺıme takový vektor z V , který neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, u2.

• atd.

Př́ıklad 8 a) Báźı prostoru R3 je např́ıklad posloupnost vektor̊u

~e1 =

 1
0
0

 , ~e2 =

 0
1
0

 , ~e3 =

 0
0
1


(ř́ıkáme j́ı standardńı báze – jedná se o bázi, kterou běžně voĺıme v Kartézské
souřadné soustavě ve tř́ıdimenzionálńım aritmetickém vektorovém prostoru R3).

b) Báźı prostoru Rn je nějaká (jakákoli) posloupnost n nezávislých vektor̊u, dimenze Rn

je rovna n.

c) Báźı prostoru (Rn[x],+, ·) všech polynom̊u stupně nejvýše n je např́ıklad posloupnost
polynom̊u (1, x, x2, x3, . . . , xn), tj. dimenze Rn[x] je rovna (n+ 1).

d) Báźı prostoru (C〈a; b〉,+, · všech spojitých reálných funkćı na intervalu 〈a; b〉
je např́ıklad nekonečná posloupnost funkćı (1, x, x2, x3, . . . ), nebo nekonečná
posloupnost (1 sinx, sin 2x, sin 3x, . . . ). Jinými slovy, dimenze C〈a; b〉 =∞.

Př́ıklad 9 Je posloupnost vektor̊u ~u1 =

 1
1
0

, ~u2 =

 1
2
0

, ~u3 =

 1
0
−1

 báźı pro-

storu R3?

Ano, každý prostor má řadu r̊uzných báźı, které maj́ı stejný počet prvk̊u – tato báze
je báźı stejného prostoru jako báze v př́ıkladu (8-a).

Př́ıklad 10 Vyjádřete souřadnice vektoru ~v =

 1
2
3

 v bázi
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a) ~e1 =

 1
0
0

 , ~e2 =

 0
1
0

 , ~e3 =

 0
0
1

.

b) ~u1 =

 1
1
0

, ~u2 =

 1
2
0

, ~u3 =

 1
0
−1

.

Řešeńı: ad a) ve standardńı bázi jsou už hodnoty 1,2,3 př́ımo souřadnicemi. ad b)

řešeńı: ~v =

 6
−2
−3


u

.

V úlohách typu př́ıkladu (10-b) při hledáńı souřadnic vektoru v nějaké bázi daného
vektorového prostoru, zejména pokud je to aritmetický vektorový prostor (tedy prostor
n-tic reálných č́ısel, s operacemi

”
sč́ıtáńı po složkách“ a násobeńı každé složky skalárem),

řeš́ıme vlastně systém lineárńıch rovnic.

3.1.3 Druhá metoda řešeńı SLR – Gaussova eliminace

Po Cramerově pravidlu druhá metoda řešeńı SLR, kterou se budeme zabývat, je Gaus-
sova eliminačńı metoda. Je to vlastně vylepšená (upravená) sč́ıtaćı metoda ze ZŠ –
pouze si ve sč́ıtáńı rovnic vytvoř́ıme určitý systém. Nejprve si ovšem řekněme, co to jsou
elementárńı řádkové úpravy systému lineárńıch rovnic a jak souviśı s množinou řešeńı
tohoto systému:

Definice 12 Při řešeńı systému lineárńıch rovnic (SLR)

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1,

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2,

...

am1 · x1 + am2 · x2 + ...+ amn · xn = bm,

kde aij ∈ R, bi ∈ R jsou konstanty a xi ∈ R jsou neznámé,
jsou následuj́ıćı úpravy označovány za elementárńı řádkové úpravy:

a) vynásobeńı některé rovnice nenulovým reálným č́ıslem,

b) záměna pořad́ı dvou rovnic,

c) k dané rovnici přičteme lineárńı kombinaci jiných rovnic.

Věta 3 Elementárńı řádkové úpravy SLR neměńı množinu řešeńı tohoto systému.

Důkaz:
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a) Jasné - rovnici lze vynásobit nenulovým reálným č́ıslem, aniž se změńı jej́ı řešeńı,

b) Jasné - na pořad́ı rovnic v systému nezálež́ı,

c) Jestliže v systému (který může mı́t i daľśı rovnice, ty se ale nyńı neměńı)

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk;

al1 · x1 + al2 · x2 + ...+ aln · xn = bl/+ αk · rk

k-tou rovnici vynásob́ıme αk a přičteme k l-té rovnici, dostaneme systém

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk;

(al1 · x1 + al2 · x2 + ...+ aln · xn) + αk · (ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn) = bl + αk · bk,

u které je snad jasné, že jeho množina řešeńı je stejná jako množina řešeńı systému
předchoźıho. Nyńı jen pomoćı přehozeńı pořad́ı člen̊u a vytknut́ı xi pro všechna i
ve druhé uvedené rovnici (což můžeme provést d́ıky distributivitě operaćı sč́ıtáńı a
násobeńı v tělese reálných č́ısel) upravme na systém

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk;

(al1 + αk · ak1) · x1 + ...+ (aln + αk · akn) · xn = bl + αk · bk,

jehož množina řešeńı je tatáž. Zd̊uvodněńı je hotovo. �

Nyńı vysvětĺıme Gaussovu eliminaci (vylepšenou sč́ıtaćı metodu) na př́ıkladu, ve
kterém budeme dělat právě jen tři popsané elementárńı řádkové úpravy, jejichž použit́ı
neměńı množinu řešeńı daného SLR:

Př́ıklad 11 Na množině reálných č́ısel řešte systém lineárńıch rovnic

x+ 2y + 3z = 9

2x− y + z = 8

3x − z = 3.

Řešeńı: Tento systém lineárńıch rovnic si přeṕı̌seme do naš́ı staré známé matice (viz
definice 1). Tuto matici pomoćı tzv. řádkových elementárńıch úprav převedeme na
tzv. schodový tvar (definice 8 – sice jsme se seznámili se schodovým tvarem už u deter-
minantu, ale tento pojem nevyžaduje, aby matice A byla čtvercová; A je obecně typu
m× n).

Tento zp̊usob řešeńı neńı až zas tak docela student̊um neznámý, pravděpodobně j́ım
řešili systém dvou rovnic tzv. sč́ıtaćı metodou. Jediná novinka spoč́ıvá nyńı v tom, že celý
momentálńı stav sč́ıtaćı metody máme neustále před očima v našem maticovém schématu.

Naš́ı prvńı úpravou schématu tř́ı rovnic bude: a) prvńı rovnici necháme beze změny;
b) od druhé rovnice odečteme dvojnásobek prvńı rovnice; c) od třet́ı rovnice odečteme
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trojnásobek prvńı rovnice. T́ımto zp̊usobem eliminujeme z prvńı i druhé rovnice neznámou
x.

 1 2 3 9
2 −1 1 8
3 0 −1 3

 −2 · r1
−3 · r1

∼

 1 2 3 9
0 −5 −5 −10
0 −6 −10 −24

 ·
(−1

5

)
·
(−1

2

) ∼

Druhou úpravou schématu bude jen jisté kosmetické zjednodušeńı: druhou rovnici
vyděĺıme minus pěti (tj. vynásob́ıme č́ıslem −1

5
), druhou vyděĺıme minus dvěma (tj.

vynásob́ıme č́ıslem −1
2

). Znak ∼ tedy představuje takovou úpravu systému rovnic, která
neměńı jeho množinu řešeńı.

Následuj́ıćı úprava systému rovnic bude spoč́ıvat v tom, že prvńı dvě rovnice necháme
beze změny a od třet́ı rovnice odečteme trojnásobek druhé rovnice – t́ım pádem se na
druhé pozici třet́ıho řádku objev́ı nula, neboli ze třet́ı rovnice eliminujeme proměnnou y:

∼

 1 2 3 9
0 1 1 2
0 3 5 12


−3 · r2

∼

 1 2 3 9
0 1 1 2
0 0 2 6

 .

Dospěli jsme ke tvaru označovanému jako schodový tvar – v každém daľśım řádku je v́ıce
nul zleva než v tom předchoźım. Nyńı se opět vrát́ıme k významům řádk̊u jako rovnic,
tj. prvńı sloupec odpov́ıdá koeficient̊um u proměnné x, druhý sloupec koeficient̊um u
proměnné y, třet́ı sloupec koeficient̊um u proměnné z.

Nasad’me při hledáńı řešeńı něco jako
”
zpětný chod“, tj. při výpočtu řešeńı začneme s

posledńım řádkem matice, který představuje nejjednodušš́ı rovnici: 2z = 6, odtud z = 3.
Jdeme

”
o patro výš“, do rovnice y+ z = 2 dosad́ıme právě vypočtené z = 3 a dostaneme

y = −1. A nakonec obě dosud vypočtené proměnné dosad’me do prvńı rovnice x+2y+3z =
9 a dostaneme x = 2. Řešeńı našeho systému lineárńıch rovnic (SLR) je jediné – x = 2,
y = −1, z = 3.

Př́ıklad 12 Pod́ıvejme se na daľśı př́ıklad, ve kterém dojde k tomu, že možných řešeńı
bude nekonečně mnoho. I tak se je budeme snažit matematicky popsat, tj. vypsat množinu
všech možných řešeńı. Na množině reálných č́ısel řešte systém lineárńıch rovnic

x+ y + 2z − 5w = 3,

2x+ 5y − z − 9w = −3,

2x+ y − z + 3w = −11,

x− 3y + 2z + 7w = −5

.

Použijme opět na předchoźım př́ıkladu vyloženou Gaussovu eliminaci, tj. přepǐsme si
koeficienty i pravé strany rovnic do matice a upravme ji, jako i v předchoźım př́ıkladu, na
schodový tvar:
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
1 1 2 −5 3
2 5 −1 −9 −3
2 1 −1 3 −11
1 −3 2 7 −5

 −2 · r1
−2 · r1
−r1

∼


1 1 2 −5 3
0 3 −5 1 −9
0 −1 −5 13 −17
0 −4 0 12 −8

 ·(−1) a výměna se 2. řádkem
∼

(vyměńıme druhý a třet́ı řádek, protože na pozici 22, tj. na pr̊useč́ıku druhého řádku a
druhého sloupce, bude č́ıslo 1, pomoćı něhož lépe odečteme hodnoty 3 a −4 ve druhém
sloupci, které se v daľśım kroku snaž́ıme vhodným přičteńım násobku druhého řádku
vynulovat)


1 1 2 −5 3
0 1 5 −13 17
0 3 −5 1 −9
0 −4 0 12 −8

 −3 · r2
+4 · r2

∼


1 1 2 −5 3
0 1 5 −13 17
0 0 −20 40 −60
0 0 20 −40 60

 · (−1)
20

+r3

∼

a je vidět, že přičteńım třet́ıho řádku ke čtvrtému dostaneme ve schodovém tvaru řádek
samých nul:

∼


1 1 2 −5 3
0 1 5 −13 17
0 0 1 −2 3
0 0 0 0 0

 .

Nenulových řádk̊u ve schodovém tvaru je méně než počet neznámých, řešeńı našeho
systému lineárńıch rovnic (SLR) bude nekonečně mnoho. Výsledek bude obsahovat
tzv. parametr nebo parametry (= proměnné, za které můžeme dosadit libovolné reálné
č́ıslo), jejich počet je roven

počet parametr̊u = počet neznámých MINUS počet nenul. řádk̊u ve schodovém tvaru,

1 = 4− 3,

řešeńı v našem př́ıkladu bude obsahovat jeden parametr p ∈ R. Nasad́ıme nyńı
”
zpětný

chod“ dosazováńı do rovnic a pro posledńı řádek schodového tvaru máme rovnici

z − 2w = 3.

Jednu z neznámých v této rovnici, např́ıklad w, polož́ıme rovnu parametru p, tj. w = p.
Druhou vyjádř́ıme: z = 3 + 2p. Obě takto vyjádřené neznámé w, z dosad́ıme do rovnice

”
o patro výš“ a dostaneme vyjádřeńı pro y:

y + 5 · (3 + 2p)− 13p = 17 ⇒ y = 2 + 3p.

A konečně všechny dosud vyjádřené neznámé y, z, w dosad́ıme do rovnice v prvńım
řádku schodového tvaru a dostaneme vyjádřeńı neznámé x:

x+ (2 + 3p) + 2 · (3 + 20)− 5p = 3 ⇒ x = −5− 2p.
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Zbývá přehledně zapsat odpověd’: daný systém lineárńıch rovnic (SLR) má nekonečně
mnoho řešeńı tvaru

x = −5− 2p,

y = 2 + 3p,

z = 3 + 2p,

w = p, kde p ∈ R je parametr.

Pokud bychom se už s předstihem pokusili o vektorový zápis, vid́ıme, že množinou
řešeńı je př́ımka ve čtyřrozměrném prostoru

x
y
z
w

 =


−5

2
3
0

+ p ·


−2

3
2
1

 , pro p ∈ R.

(tato př́ımka procháźı bodem


−5

2
3
0

 a má směrový vektor


−2

3
2
1

).

Př́ıklad 13 V daľśım našem př́ıkladu se při zápisu řešeńı SLR bude vyskytovat v́ıce než
jeden parametr14: Řešte v oboru reálných č́ısel systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x4 + x5 = 2,

x1 + 2x2 + x3 − 3x4 + x5 + 2x6 = 3,

x1 + 2x2 − 3x4 + 2x5 + x6 = 4,

3x1 + 6x2 + x3 − 9x4 + 4x5 + 3x6 = 9.

Upravme náš systém čtyř rovnic o šesti neznámých na schodový tvar a dostaneme:


1 2 0 −3 1 0 2
1 2 1 −3 1 2 3
1 2 0 −3 2 1 4
3 6 1 −9 4 3 9

 −r1
−r1

−3 · r1

∼


1 2 0 −3 1 0 2
0 0 1 0 0 2 1
0 0 0 0 1 1 2
0 0 1 0 1 3 3


−r2 − r3

∼

(po odečteńı druhého a třet́ıho řádku najednou od řádku čtvrtého se čtvrtý řádek
vynuluje)

∼


1 2 0 −3 1 0 2
0 0 1 0 0 2 1
0 0 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0 0

 .

14Velmi d̊uležitý př́ıklad, ze kterého je vidět, kterým proměnným hodnoty parametr̊u vlastně
přǐrazujeme. Vděč́ım za něj svému bývalému kolegovi doc. Marinu Kovárovi (Kovár: Maticový a ten-
zorový počet, skriptum VUT Brno).
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Podle stejného pohledu jako v předchoźım př́ıkladě vid́ıme, že

počet parametr̊u = počet neznámých MINUS počet nenul. řádk̊u ve schodovém tvaru,

3 = 6− 3,

budeme tedy potřebovat tři reálné proměnné r, s, t jako parametry. Nyńı při zpětném
chodu si ovšem muśıme dát pozor, které neznámé zvolit jako proměnné. Např́ıklad když
začneme posledńı nenulovou rovnićı zdola

x5 + x6 = 2,

nelze jako neznámý parametr volit obě tyto proměnné, ale pouze jednu (x6 = t), protože
druhou proměnnou x5 právě v závislosti na proměnné x6 z rovnice vyjádř́ıme: x5 = 2− t.

”
O patro výše“ máme rovnici

x3 + 2x6 = 1,

do které dosad́ıme vyjádřeńı x6 = t a dostaneme vyjádřeńı proměnné x3. Vid́ıme, že
x3 = 1− 2t.

A v nejvyšš́ım patře, na prvńım řádku matice, máme rovnici, do které dosad́ıme už
vyjádřené neznámé x3, x5, x6, a protože rovnice obsahuje ještě tři daľśı proměnné, dvě
z nich polož́ıve rovny našim připraveným parametr̊um r, s (věděli jsme ze schodového
tvaru, že ještě dva parametry využijeme)

x1 + 2x2 + 0 · (1− 2t)− 3x4 + (2− t) + 0 · t = 2.

Voĺıme např́ıklad x2 = r, x4 = s a dostaneme x1 = t − 2r + 3s. Sestav́ıme přehledně
odpověd’ našeho př́ıkladu:

x1 = t− 2r + 3s,

x2 = r,

x3 = 1− 2t,

x4 = s,

x5 = 2− t,
x6 = t, kde r, s, t ∈ R jsou parametry.

Při vektorovém zápisu


x1
x2
x3
x4
x5
x6

 =


0
0
1
0
2
0

+ r ·


−2

1
0
0
0
0

+ s ·


3
0
0
1
0
0

+ t ·


1
0
−2

0
−1

1

 , pro r, s, t ∈ R.

vid́ıme, že množina řešeńı SLR je určena bodem a lineárńı kombinaćı tř́ı vektor̊u, kterou
přič́ıtáme k danému bodu.
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Př́ıklad 14 Ne vždy existuje řešeńı systému lineárńıch rovnic: Při řešeńı SLR

x+ 2y + 3z + 4w = 5,

x+ 3y + 5z + 7w = 11,

x − z − 2w = −6

dostaneme úpravou na schodový tvar:

 1 2 3 4 5
1 3 5 7 11
1 0 −1 −2 −6

 −r1
−r1

∼

 1 2 3 4 5
0 1 2 3 6
0 0 0 0 1


+2r2

∼

∼

 1 2 3 4 5
0 1 2 3 6
0 0 0 0 1

 .

Posledńı rovnice schodového tvaru je tedy

0 · x+ 0 · y + 0 · z + 0 · w = 1,

a tato rovnice, a t́ım ani celý SLR nemá řešeńı.

Poznámka k časté chybě u Gaussovy eliminace. Uvedené úpravy rovnic muśı
mı́t nějaká pravidla: snaž́ıme se o takové úpravy řádk̊u neboli rovnic, které jsou povoleny
v tom smyslu, že neměńı množinu řešeńı daného systému. Muśıme si dát pozor, abychom
neprovedli takovou úpravu, ve které by se ztratila informace uchovávaná v některé z
rovnic. Např́ıklad následuj́ıćı úprava systému rovnic neńı povolena: 1 1 1 1

2 1 1 0
2 0 1 1

 −r3
−r2

Právě uvedený systém dvou úprav je nesprávný v tom smyslu, že vlastně tutéž úpravu
děláme dvakrát (až na znaménko) a naṕı̌seme ji do dvou r̊uzných řádk̊u. To vede na
nesprávný schodový tvar a nesprávný výpočet řešeńı 1 1 1 1

0 1 0 −1
0 −1 0 1


+r2

∼

 1 1 1 1
0 1 0 −1
0 0 0 0

 x1 = 2− p;
x2 = −1;
x3 = p.

Nejedná se o ekvivalentńı úpravu, protože jsme ztratili informace obsažené v p̊uvodńı
třet́ı rovnici, která neńı lineárně závislá na druhé rovnici. Ke správnému řešeńı vede
kaskáda úprav

 1 1 1 1
2 1 1 0
2 0 1 1

 −2 · r1
−r2

∼

 1 1 1 1
0 −1 −1 −2
0 −1 0 1

 ·(−1)
−r2

∼

 1 1 1 1
0 1 1 2
0 0 1 3

 x1 = −1
x2 = −1
x3 = 3



36 Katedra matematiky PedF MUNI v Brně

nebo tzv. série úprav pomoćı jednoho řádku, tzv. pivotového řádku (pivotový řádek je
jediným řádkem, jehož násobky odeč́ıtáme od ostatńıch řádk̊u v jednom kroku)

 1 1 1 1
2 1 1 0
2 0 1 1

 −2 · r1
−2 · r1

∼

 1 1 1 1
0 −1 −1 −2
0 −2 −1 −1

 ·(−1)
−2 · r2

∼

 1 1 1 1
0 1 1 2
0 0 1 3

 x1 = −1
x2 = −1
x3 = 3

Pozor tedy na
”
zacyklenou“ úpravu v úvodu této poznámky, kterou neńı povoleno

provést v jednom kroku úprav dané matice.

3.1.4 Co lze ř́ıćı o řešitelnosti systému lineárńıch rovnic

Definice 13 Hodnost matice A (typu m/n) = počet nenulových řádk̊u ve schodovém
tvaru, který vznikne z matice A elementárńımi řádkovými úpravami.

Poznámka:

1) Na základě věty 7 (elementárńı řádkové úpravy neměńı lineárńı závislost/nezávislost
řádk̊u) můžeme definici hodnosti matice A vyslovit i jinak: hodnost matice A =
dimenze vektorového prostoru generovaného jej́ımi řádky.

2) Protože z řádk̊u matice A lze vybrat bázi podprostoru těmito řádky generovaného (tak,
že vyřad́ıme řádky lineárně závislé na těch bázických), v př́ıslušném schodovém tvaru
budou nebázické řádky právě řádky samých nul.

Definice 14 Uvažujme obecný SLR. Pak:

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
am1 am2 ... amn

 se nazývá matice systému,

(A|b) =


a11 a12 ... a1n b1
a21 a22 ... a2n b2
...

am1 am2 ... amn bm

 se nazývá rozš́ı̌rená matice SLR.

Věta 4 h(A) = h(AT )...hodnost matice A je stejná jako hodnost matice transponované
AT .

Důkaz: Důkaz nebudeme provádět, ale věta je tak zaj́ımavá, že je dobré ji na tomto
mı́stě zmı́nit.

Poznámka. Věta 4 vlastně ř́ıká, že maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u matice
A (tj. dimenze podprostoru generovaného řádky) je stejné č́ıslo, jako maximálńı počet
lineárně nezávislých sloupc̊u matice A (tj. dimenze podprostoru generovaného sloupci), a
to bez ohledu na typ matice.
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Např. pokud je A typu 3/7 a h(A) = 2, znamená to, že dimenze podprostoru genero-
vaného sloupci je také 2, a při hledáńı báze podprostoru generovaného sloupci muśıme 5
sloupc̊u vyloučit.

Věta 5 Frobenius-Kronecker-Capelli: SLR má nějaké (alespoň jedno) řešeńı
⇔ h(A) = h(A|b). Přitom

a) Nemá žádné řešeńı, pokud h(A) < h(A|b),

b) Má právě jedno řešeńı, pokud h(A) = h(A|b) = n,

c) Má nekonečně mnoho řešeńı, pokud h(A) = h(A|b) < n. kde n je počet neznámých
SLR.

Důkaz: SLR má řešeńı [t1, t2, ..., tn] (ta n-tice je jen jedno řešeńı, nikoli n řešeńı). Pak:

a11 · t1 + a12 · t2 + ...+ a1n · tn = b1
a21 · t1 + a22 · t2 + ...+ a2n · tn = b2

...
am1 · t1 + am2 · t2 + ...+ amn · tn = bm

⇔


a11
a21
...
am1

·t1+

a12
a22
...
am2

·t2+...+

a1n
a2n
...
amn

·tn =


b1
b2
...
bm


tj.

”
sloupec béček“ je lineárńı kombinaćı

”
sloupc̊u áček“ (je tedy na nich lineárně

závislý), tj. přidáńım vektoru béček ke sloupc̊um áček se nezměńı dimenze prostoru gene-
rovaného sloupci áček. A protože h(A) = h(AT ) (věta 4), je sloupcová hodnost totéž co
řádková hodnost. Tedy řešeńı [t1, t2, ..., tn] existuje právě tehdy, když vektor béček neměńı
sloupcovou-̌rádkovou hodnost matice A.

Zbytek d̊ukazu viz př́ıklady 11, 12, 13, 14. �
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3.2 Cvičeńı 3

• Výpočet determinantu pomoćı Laplaceova rozvoje.

• Výpočet determinantu úpravou na schodový tvar.

• Využit́ı linearity při Laplaceově rozvoji pro pátý a vyšš́ı řád – viz ústńı otázka 04 v
kapitole 13.

• Vypočtěte determinant čtvercové matice, jakou metodou nebo kombinaćı metod
považujete za vhodné.

Úloha 3.1 Je dána matice

A =


1 2 1 −2
0 2 1 2
−1 3 1 3
3 4 3 2

 .

a) Vypoč́ıtejte determinant matice A úpravami D1 až D4 na schodový tvar.

b) Jaké znaménko by měl při výpočtu determinantu z definice pro matici A součin
a14 · a23 · a31 · a42, pokud byste použili vzorec z definice determinantu?

Úloha 3.2 Vypočtěte hodnotu determinantu úpravami D1 až D4 na schodový tvar.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 0 −1
2 3 1 2
3 4 2 −1
1 −2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Úloha 3.3 a) Pomoćı Laplaceova rozvoje 5.řádku zjednodušte výpočet determinantu řádu

5 pomoćı několika determinant̊u řádu 4.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0 0
−1 0 3 1 2

1 −1 3 2 4
7 4 3 5 10
0 5 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

b) Dopoč́ıtejte část (a) Pomoćı vlastnosti D3 (linearity) podobně jako v otázce 04, abyste
několik determinant̊u řádu 4 sloučili dohromady (v každém krku proved’te jen jednu
úpravu daného typu: vezměte prvńı dva sč́ıtané determinanty a využijte toho, že
dané matice se lǐśı pouze v jednom řádku).

Úloha 3.4 a) Pomoćı Laplaceova rozvoje 2.sloupce zjednodušte výpočet determinantu
řádu 5 pomoćı několika determinant̊u řádu 4.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0 0
−1 0 3 1 2

1 −1 3 2 4
7 4 3 5 10
0 5 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

b) Dopoč́ıtejte část (a) Pomoćı vlastnosti D3 (linearity) podobně jako v otázce 4 týdne 2,
abyste několik determinant̊u řádu 4 sloučili dohromady (v každém krku proved’te jen
jednu úpravu daného typu: vezměte prvńı dva sč́ıtané determinanty a využijte toho,
že dané matice se lǐśı pouze v jednom řádku).

Úloha 3.5 Vypočtěte hodnotu následuj́ıćıch determinant̊u, jakým zp̊usobem se Vám ĺıb́ı
(nápověda v př́ıpadě |B|: přičteńım všech řádk̊u matice k prvńımu řádku (D4) vznikne
řádek (6, 6, 6, 6)):

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 1 2

0 1 2 1
1 2 1 0
2 1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ , |B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , |C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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4 Týden 4

4.1 Kapitola 4: Vektorový podprostor a jeho generátory, pr̊unik
a součet vektorových podprostor̊u

4.1.1 Definice vektorového podprostoru

Zabývejme se nyńı chv́ıli otázkou př́ıbuznou otázce z teorie grup (viz Algebra 1): Co
muśı splňovat podmnožina S vektorového prostoru (V,+, ·) nad tělesem (T,+, ·), aby
už (S,+, ·) byl vektorový prostor? Dá se jednoduše uvážit, že vlastně stač́ı kontrolovat
uzavřenost na operaci sč́ıtáńı a uzavřenost na součin skalár krát vektor – a nebo ještě
jednodušeji, obě podmı́nky lze spojit do jedné:

Definice 15 Vektorový podprostor prostoru (V,+, ·) nad tělesem (T,+, ·) je taková
podmnožina S tohoto prostoru, která je uzavřená vzhledem k operaćım + (sč́ıtáńı vektor̊u)
a · (násobeńı vektor̊u skalárem), tj. je uzavřená na lineárńı kombinace vektor̊u z S:

∀~u,~v ∈ S,∀α, β ∈ T : α · ~u+ β · ~v ∈ S (1 + ”1”)

Poznámka: Zbylé vlastnosti z definice vektorového prostoru plynou automaticky z
toho, že S ⊆ V .

Zbývá ověřit, že S obsahuje neutrálńı prvek a obsahuje inverze vzhledem ke sč́ıtáńı
vektor̊u:

3. pro libovolné ~u ∈ S: podle vlastnosti (1 + ”1”):

0 · ~u ∈ S

~o ∈ S

...plat́ı vlastnost 3;

4. pro libovolné ~u ∈ S: podle vlastnosti (1 + ”1”):

(−1) · ~u+ 0 · ~u ∈ S

−~u ∈ S

...plat́ı vlastnost 4.

Př́ıklad 15 Pod́ıvejme se na některé př́ıklady vektorových podprostor̊u v aritmetickém
vektorovém prostoru V = (Rn,+, ·):

a) Každý vektorový prostor (V,+, ·) má dva triviálńı podprostory,

- prostor {~o}...nejmenš́ı možný podprostor,

- celý prostor V je podprostorem.

b) Body na př́ımce p procházej́ıćı počátkem tvoř́ı vektorový podprostor prostoru V =
(R2,+, ·),
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- body na př́ımce q neprocházej́ıćı počátkem netvoř́ı vektorový podprostor prostoru V =
(R2,+, ·) např́ıklad proto, že neobsahuj́ı nulový vektor, resp. bod [0; 0].

c) Body v rovině α procházej́ıćı počátkem tvoř́ı vektorový podprostor prostoru R3.

- body v rovině α neprocházej́ıćı počátkem netvoř́ı vektorový podprostor prostoru R3,
protože neobsahuj́ı nulový vektor, resp. bod [0; 0; 0].

4.1.2 Pr̊unik a součet vektorových podprostor̊u

Věta 6 a) Pr̊unik dvou podprostor̊u S1, S2 prostoru (V,+, ·) je vektorovým podprostorem.

Důkaz:

~u,~v ∈ S1 ∩ S2 ⇒
~u,~v ∈ S1 ⇒ α · ~u+ β · ~v ∈ S1

~u,~v ∈ S2 ⇒ α · ~u+ β · ~v ∈ S2
⇒ α · ~u+ β · ~v ∈ S1 ∩ S2

Př́ıklad 16 Pr̊unikem dvou rovin α, β, r̊uznoběžných a procházej́ıćıch počátkem, je
př́ımka p, která lež́ı v jejich pr̊uniku (tato př́ımka tedy také procháźı počátkem). Tato
př́ımka je také vektorovým podprostorem prostoru R3.

Věta 4 b) Sjednoceńı dvou podprostor̊u S1, S2 nemuśı být vektorovým podprostorem.

Důkaz protipř́ıkladem: viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 17 sč́ıtáńı vektor̊u věťsinou neńı na sjednoceńı obou př́ımek uzavřenou operaćı:
Např bod 1 · [1; 2] + 1 · [3; 1] = [4; 3] 6∈ p ∪ q, tedy P +Q 6∈ p ∪ q – viz obrázek:

Protože sjednoceńı vektorových podprostor̊u nemuśı být vektorovým podprostorem,
přidáme ke sjednoceńı nějaké daľśı vektory, abychom vektorový podprostor

”
vyrobili“:
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Definice 16 {~v1, ..., ~vk} je množina vektor̊u, ne nutně nezávislých, ve vektorovém pro-
storu (V,+, ·).

Lineárńı obal množiny {~v1, ..., ~vk} (znač́ıme L(~v1, ..., ~vk)) definujeme jako:

L(~v1, ..., ~vk) := {~u ∈ V : ~u = α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + ...+ αk · ~vk; α1, α2, ..., αk ∈ R}

(L(~v1, ..., ~vk) je tedy množina všech lineárńıch kombinaćı vektor̊u ~v1, ..., ~vk). Alterna-
tivně mluv́ıme o vektorovém podprostoru generovaném vektory ~v1, ..., ~vk a znač́ıme
pomoćı množiny v ostrých závorkách, tj. 〈{~v1, ..., ~vk}〉.

Lze snadno vidět, že dva pojmy v předchoźı definici jsou jedno a totéž, neboli lineárńı
obal množiny vektor̊u je stejný vektorový podprostor, jako podprostor generovaný stejnou
množinou vektor̊u:

L(~v1, ..., ~vk) = 〈{~v1, ..., ~vk}〉.

Definice 17 Součet podprostor̊u S1, S2 prostoru (V,+, ·) je podprostor, který vznikne
jako lineárńı obal jejich sjednoceńı. Znač́ıme S1 + S2 a definujeme:

S1 + S2 := L(S1 ∪ S2) = {α · ~u+ β · ~v; ~u ∈ S1, ~v ∈ S2}

Ad př́ıklad 17. L(S1 ∪S2) = R2...lineárńı obal bod̊u na obou př́ımkách je celá rovina.
(Alternativńı zápis: 〈S1 ∪ S2〉 = R2.)

Jak souviśı pojem lineárńı nezávislosti vektor̊u s pojmem lineárńıho obalu či množiny
generátor̊u, uvedeme v následuj́ıćı větě (část (b) je pouze zobecněńım části (a) na větš́ı
počet vektor̊u než dva).

Věta 7 a) Vektory ~u,~v jsou lineárně nezávislé ⇔ vektory ~u, α · ~u + β · ~v, β 6= 0 jsou
lineárně nezávislé.

Důkaz: ~u,~v jsou nezávislé ⇔ oba jsou nenulové a ~v neńı násobkem vektoru ~u:

~u 6= ~o,~v 6= ~o ∧ ~v 6= k · ~u;∀k ∈ R

m

~u 6= ~o,~v 6= ~o ∧ α · ~u+ β · ~v 6= α · ~u+ β · k · ~u = (α + β · k) · ~u

m

~u, α · ~u+ β · ~v jsou lineárně nezávislé vektory, protože vektor α · ~u+ β · ~v neńı násobkem
vektoru ~u.

Věta 5 b) ~u1, ~u2, . . . , ~uk jsou lineárně nezávislé ⇔
⇔ ~u1, ~u2, . . . , ~uk−1, ~uk + α1 · ~u1 + α2 · ~u2 + ...+ αk−1 · ~uk−1 jsou lineárně nezávislé.

Důkaz: ~u1, ~u2, . . . , ~uk jsou lin. nezávislé ⇔
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⇔ ~u1, ~u2, . . . , ~uk−1 jsou nezávislé a současně ~o 6= ~uk 6= l1 · ~u1 + l2 · ~u2 + ...+ lk−1 · ~uk−1
(pro žádnou kombinaci l1, ..., lk−1).

To nastane právě tehdy, když ~u1, ~u2, . . . , ~uk−1 jsou nezávislé a současně

~uk+α1 · ~u1+α2 · ~u2+...+αk−1 ·~uk−1 6= l1 · ~u1+...+lk−1 ·~uk−1+α1 · ~u1+α2 · ~u2+...+αk−1 ·~uk−1 =

= (l1 + α1) · ~u1 + · · ·+ (ik−1 + αk−1) · ~uk−1
m

vektory ~u1, ..., ~uk−1, ~uk + α1 · ~u1 + α2 · ~u2 + ...+ αk−1 · ~uk−1 jsou lin. nezávislé.

Poznámka:

1) Nezávislost vektor̊u se neměńı, podobně jako výsledek determinantu (vlastnost D4),
když k jednomu vektoru přičteme lineárńı kombinaci vektor̊u ostatńıch.

Z toho plyne i postup, jak zjǐst’ujeme, zda posloupnost vektor̊u je lineárně nezávislá:
vlož́ıme vektory jako řádky do matice a tu převedeme na schodový tvar pomoćı
úpravy D4.

T́ım se neměńı závislost/nezávislost těchto vektor̊u.

Když v pr̊uběhu úprav dostaneme z řádku ~al řádek samých nul (~al + α1 · ~a1 + ...+
αk · ~ak = ~o), znamená to, že ~al = −α1 · ~a1 − ...− αk · ~ak, tj. ~al je lineárńı kombinaćı
některých jiných řádk̊u ⇔ p̊uvodńı řádky matice byly lineárně závislé.

b) Vı́me dokonce v́ıc: ten řádek, ze kterého pomoćı úpravy D4 vyjde řádek samých nul,
je lineárně závislý na ostatńıch řádćıch, tj. když hledáme minimálńı množinu ge-
nerátor̊u (=bázi) daného podprostoru, můžeme tento vektor vypustit.

4.1.3 Báze vektorového podprostoru; lež́ı daný vektor v daném podprostoru?

Pod́ıvejme se nyńı na několik př́ıklad̊u, které souviśı s problematikou vektorových pro-
stor̊u, hledáńı báze těchto podprostor̊u, zjǐst’ováńı, zda určitý vektor je prvkem daného
podprostoru vektor̊u, apod.

Př́ıklad 18 (Zlatoš 104, př. 45a)

a) Vyberte ze zadaných vektor̊u lineárně nezávislé vektory, které generuj́ı tentýž vektorový
podprostor jako p̊uvodńı vektory:

~x =

1
1
2

 , ~y =

−2
1
−1

 , ~z =

0
1
1



b) Zjistěte, zda vektor ~u =

 1
2
−1

 patř́ı do L(~x, ~y, ~z).
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Řešeńı:

ad a) Dejme vektory do řádk̊u matice a upravme ji na schodový tvar pomoćı úpravy D4: 1 1 2
−2 1 −1
0 1 1

 +2 · r1 ∼

1 1 2
0 3 3
0 1 1


−1

3
· r2

∼

1 1 2
0 3 3
0 0 0


Třet́ı vektor lze vypustit, protože je závislý na prvńıch dvou vektorech:

→ posloupnost

1
1
2

 ,

0
3
3

 je báźı vektorového podprostoru L(~x, ~y, ~z).

ad b) L(~x, ~y, ~z) = L

(1
1
2

 ;

0
3
3

):

Hledejme α1, α2 :

 1
2
−1

 = α1 ·

1
1
2

+α2 ·

0
3
3

, tj. rozepsáńım do souřadnic řeš́ıme

systém lineárńıch rovnic:

1 = α1

2 = α1 + 3α2 ⇒ α2 =
1

3
−1 = 2α1 + 3α2 ⇒ α2 = −1

Nemůže nastat, že α2 se současně rovná dvěma r̊uzným reálným č́ısl̊um – systém

rovnic nemá řešeńı, tedy

 1
2
−1

 6∈ L(~x, ~y, ~z).

Př́ıklad 19 (Zlatoš 119, 5.3a) Doplňte vektory g(x) = 1 + 2x+ 7x2, h(x) = 1 +x na bázi
prostoru všech polynom̊u stupně nejvýš 2 s reálnými koeficienty (nad tělesem (R,+, ·)).

Řešeńı: Polynom stupně 2 má tři koeficienty, tj. dim(R2[x],+, ·) = 3. Zbývá doplnit
bázi jedńım vektorem:

g(x) ∼

7
2
1

 , h(x) ∼

0
1
1

 ,...např. i(x) ∼

0
0
1

, tj. i(x) = 1.

7 2 1
0 1 1
0 0 1


...př́ıslušný schodový tvar neobsahuje nulový řádek, tedy žádný vektor neńı závislý na

těch ostatńıch. Jedná se o množinu tř́ı lineárně nezávislých polynomů, která generuje celý
prostor polynomů stupně rovného nebo menš́ıho dvěma – tedy o bázi.
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Př́ıklad 20 (Zlatoš 099, př. 4.5.1) Zjistěte, zda patř́ı vektory

~y =


3
5
−2

1

 , ~z =


1
1
1
1


do lineárńıho obalu vektor̊u

~x1 =


1
1
−1
−1

 , ~x2 =


0
1
0
1

 , ~x3 =


3
1
−3
−5

 , ~x4 =


0
0
1
2


Řešeńı: A) Patř́ı vektor ~y do množiny 〈 ~x1, ~x2, ~x3, ~x4〉?

1. zp̊usob řešeńı: Abychom to zjistili, řeš́ıme systém lineárńıch rovnic:


3
5
−2
1

 = α1 ·


1
1
−1
−1

+ α2 ·


0
1
0
1

+ α3 ·


3
1
−3
−5

+ α4 ·


0
0
1
2


Rozeṕı̌seme do souřadnic:

3 = α1 + 3α3,

5 = α1 − α2 + α3,

−2 = −α1 − 3α3 + α4,

1 = −α1 + α2 − 5α3 + 2α4.

Systém lineárńıch rovnic má alespoň jedno řešeńı, tedy ~y ∈ 〈 ~x1, ~x2, ~x3, ~x4〉.

2. zp̊usob řešeńı: Vektory jen polož́ıme do řádk̊u matice a upravujeme na schodový

tvar, na posledńı řádek vektor


3
5
−2
1

 ... pokud se ve schodovém tvaru posledńı řádek

vynuluje, znamená to, že je vektor


3
5
−2
1

 lineárně závislý na těch ostatńıch.
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B) Patř́ı vektor ~z do množiny 〈 ~x1, ~x2, ~x3, ~x4〉?

1. zp̊usob řešeńı: Abychom to zjistili, řeš́ıme systém lineárńıch rovnic:


1
1
1
1

 = α1 ·


1
1
−1
−1

+ α2 ·


0
1
0
1

+ α3 ·


3
1
−3
−5

+ α4 ·


0
0
1
2


Rozeṕı̌seme do souřadnic:

1 = α1 + 3α3,

1 = α1 − α2 + α3,

1 = −α1 − 3α3 + α4,

1 = −α1 + α2 − 5α3 + 2α4.

Systém lineárńıch rovnic nemá řešeńı, tedy ~z 6∈ 〈 ~x1, ~x2, ~x3, ~x4〉.

2. zp̊usob řešeńı: Vektory jen polož́ıme jako řádky matice a upravujeme na schodový

tvar, na posledńı řádek vektor


1
1
1
1

 ... pokud se ve schodovém tvaru posledńı řádek

NEvynuluje, znamená to, že je vektor


1
1
1
1

 lineárně NEzávislý na těch ostatńıch a neńı

možné ho vyjádřit jako jejich lineárńı kombinaci.

4.1.4 Báze a dimenze součtu a pr̊uniku podprostor̊u

Budeme se v daľśım věnovat nalezeńı báze a dimenze součtu podprostor̊u a pr̊uniku vek-
torových podprostor̊u. Určitou orientaci v dimenźıch těchto podprostor̊u nám poskytuje
následuj́ıćı věta.

Věta 8 (Zlatoš 111) Pokud S, T jsou konečněrozměrné podprostory (= s konečnou di-
menźı) vektorového prostoru (V,+, ·), tak plat́ı:

dim(S + T ) = dimS + dimT − dim(S ∩ T )

Důkaz: Označme

- ~u1, ~u2, ..., ~uk...nějaká báze prostoru S ∩ T , pak označme (dim(S ∩ T ) = k),
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- ~u1, ~u2, ..., ~uk, ~v1, ~v2, ..., ~vm−k...doplněńı báze S ∩ T na bázi S (dimS = m),

- ~u1, ~u2, ..., ~uk, ~w1, ~w2, ..., ~wn−k...doplněńı báze S ∩ T na bázi T (dimT = n).

Nedá moc práce si uvědomit, že:

( ~u1, ~u2, ..., ~uk, ~v1, ~v2, ..., ~vm−k, ~w1, ~w2, ..., ~wn−k)

je báźı (S + T ), a dále:

- ~vi jsou nezávislé na ~ui...plyne z konstrukce báze S,

- ~wi jsou nezávislé na ~ui...plyne z konstrukce báze T ,

- ~vi jsou nezávislé na ~wi (pokud by některý vektor ~vi byl lineárńı kombinaćı některých
vektor̊u ~wi, ležel by v S ∩ T , což je ve sporu s označeńım ~vi ... jedná se o vektory,
které totiž v pr̊uniku S ∩ T nelež́ı).

Pak rovnost ve větě plyne z definice dimenze jako počtu vektor̊u báze daného prostoru.
Důkaz je hotov.

Př́ıklad 21 Jsou zadány vektorové podprostory:

U1 = 〈 ~u1 =


1
1
0
1
2

 , ~u2 =


0
1
3
2
0

 , ~u3 =


0
0
1
2
0

〉;U2 = 〈~v1 =


1
2
3
3
2

 , ~v2 =


1
0
−3
−1
2

 , ~v3 =


0
1
3
0
−1

〉.
Určete bázi a dimenzi prostoru:

a) U1,

b) U2,

c) U1 + U2,

d) U1 ∩ U2.

Řešeńı: můžeme řešit prakticky všechny úkoly v jednom – napǐsme do řádk̊u matice po
řadě vektory ~u1, ~u2, ~u3, ~v1, ~v2, ~v3.

V daľśım budeme upravovat tuto matici na schodový tvar elementárńımi řádkovými
úpravami – z toho bude zřejmé, který řádek je závislý na těch ostatńıch a který ne.

u1
u2
u3
v1
v2
v3


1 1 0 1 2
0 1 3 2 0
0 0 1 2 0
1 2 3 3 2
1 0 −3 −1 2
0 1 3 0 −1

 −v1

∼

u1
u2
u3
v1
v2
v3


1 1 0 1 2
0 1 3 2 0
0 0 1 2 0
1 2 3 3 2
0 −2 −6 −4 0
0 1 3 0 −1

 +2 · v3

∼
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V prvńı fázi vid́ıme z d́ılč́ıho schodového tvaru prvńıch tř́ı řádk̊u, že vektory ~u1, ~u2, ~u3 tvoř́ı
bázi podprostoru U1 (tedy a) dim(U1) = 3). Ještě pro jistotu upravme na d́ılč́ı schodový
tvar i řádky ~v1, ~v2, ~v3, abychom zjistili, zda některý z nich neńı v množině generátor̊u
podprostoru U2 zbytečně, když by byl závislý na těch ostatńıch.

u1
u2
u3
v1
v2
v3


1 1 0 1 2
0 1 3 2 0
0 0 1 2 0
1 2 3 3 2
0 0 0 −4 −2
0 1 3 0 −1

 −u1
∼

u1
u2
u3
v1
v2
v3


1 1 0 1 2
0 1 3 2 0
0 0 1 2 0
0 1 3 2 0
0 0 0 −4 −2
0 1 3 0 −1

 −u2

−u2

∼

Z matice na levé straně posledńıho řádku úprav je vidět, že řádky odpov́ıdaj́ıćı ~v1,
~v2, ~v3 také vytvářej́ı d́ılč́ı schodový tvar, kdybychom přehodili řádky ~v2 a ~v3 (tedy ad b)
dim(U2) = 3). Nebudeme to ovšem dělat, protože naš́ım ćılem je po ověřeńı nezávislosti
~v1, ~v2, ~v3 pokračovat v úpravě všech šesti řádk̊u na jeden společný schodový tvar.

u1
u2
u3
v1
v2
v3


1 1 0 1 2
0 1 3 2 0
0 0 1 2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −4 −2
0 0 0 −2 −1

 −2 · v3

∼

u1
u2
u3
v1
v2
v3


1 1 0 1 2
0 1 3 2 0
0 0 1 2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −2 −1


Z výsledného tvaru je vidět, že dim(U1 + U2) = 4. Zbývá do báze vektorového
podprostoru U1 + U2 vložit vektory ~u1, ~u2, ~u3, ~v3, nebo ovšem i jinak: do báze U1 + U2

lze vložit právě i vektory, které z̊ustaly ve výsledném schodovém tvaru jako nenulové.

d) řeš́ıme jinak: dimenzi U1 ∩ U2 lze určit pomoćı a), b), c) a věty 6. Protože
dim(U1) = 3, dim(U2) = 3, dim(U1 + U2) = 4, tak podle věty 6 dostáváme, že dimenze
U1 ∩ U2 je rovna dvěma.

Bázi pr̊uniku U1∩U2 hledáme následuj́ıćım zp̊usobem: Uvažujme obecně vektor ~v ∈ U1∩
U2. Pak je ~v lineárńı kombinaćı generátor̊u U1 a současně lineárńı kombinaćı generátor̊u
U2:

~v = α1 ·


1
1
0
1
2

+ α2 ·


0
1
3
2
0

+ α3 ·


0
0
1
2
0

 = β1 ·


1
2
3
3
2

+ β2 ·


1
0
−3
−1
2

+ β3 ·


0
1
3
0
−1


Napǐsme tento systém lineárńıch rovnic do matice, jen s tou úpravou, že vše převedeme
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na levou stranu rovnic a napravo z̊ustanou nuly:
1 0 0 −1 −1 0 0
1 1 0 −2 0 −1 0
0 3 1 −3 3 −3 0
1 2 2 −3 1 0 0
2 0 0 −2 −2 1 0


−r1

−r1
−2 · r1

∼


1 0 0 −1 −1 0 0
0 1 0 −1 1 −1 0
0 3 1 −3 3 −3 0
0 2 2 −2 2 0 0
0 0 0 0 0 1 0

 −3 · r2
−2 · r2

∼

∼


1 0 0 −1 −1 0 0
0 1 0 −1 1 −1 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 2 0
0 0 0 0 0 1 0

 −2 · r3
∼


1 0 0 −1 −1 0 0
0 1 0 −1 1 −1 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 1 0


−1

2
· r4

∼

∼


1 0 0 −1 −1 0 0
0 1 0 −1 1 −1 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0


Nyńı si zjednodušené rovnice přeṕı̌seme:

α1 − β1 − β2 = 0⇒ α1 = β1 + β2

α2 − β1 + β2 − β3 = 0⇒ α2 = β1 − β2
α3 = 0⇒ α3 = 0

2β3 = 0⇒ β3 = 0

Nyńı si obecný vektor ~v z pr̊uniku přeṕı̌seme jen pomoćı prvńı části, tj. pomoćı αi:

~v = (β1+β2)·


1
1
0
1
2

+(β1−β2)·


0
1
3
2
0

 = β1·

(
1
1
0
1
2

+


0
1
3
2
0


)

+β2·

(
1
1
0
1
2

−


0
1
3
2
0


)

= β1·


1
2
3
3
2

+β2·


1
0
−3
−1
2



⇒ dimenze U1 ∩ U2 = 2, báze U1 ∩ U2 je např.

(
1
2
3
3
2

 ,


1
0
−3
−1
2


)

. Jedná se vlastně o

vektory ~v1, ~v2 a mylně bychom se mohli domńıvat, že řešeńı lze odeč́ıst také z výsledné
matice na str. 47 uprostřed. Ovšem to, že v bázi pr̊uniku U1 ∩U2 jsou zrovna vektory ~v1,
~v2, je shoda okolnost́ı zaviněná zadáńım př́ıkladu – někdo by mohl ř́ıci, že ve výsledném
schodovém tvaru na str. 47 by stejně dobře mohly být nulové řádky ~v1, ~v3 (stačilo
od řádku vecv3 v předchoźım kroku odeč́ıst p̊ulnásobek řádku ~v2), ovšem rozhodnut́ı
vytvořit bázi z vektor̊u ~v1, ~v3 by nebylo správné. Je potřeba provádět právě popsaný
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postup (d).

Silně doporučuji: několikrát (pro r̊uzné otázky) si projděte odpovědńık opakuj́ıćı
obsah přednášek 3 a 4:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/odp/pred03_04_otazky_ano_ne.qref
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4.2 Cvičeńı 4

• Definice vektorového prostoru (jen stručně – odkažte na přednášku č́ıslo 1). Dimenze
a báze vektorového prostoru; souřadnice vektoru vzhledem k zadané bázi.

• Př́ıklady vektorových prostor̊u: aritmetický vektorový prostor Rn, prostor polynomů
Rn[x] stupně nejvýše n, prostor spojitých reálných funkćı.

• Př́ıklady na Gaussovu eliminaci. Motivace: vyjádřete souřadnice vektoru ~v v bázi
určené vektory ~u1, ~u2, ~u3. Nebo: vyjádřete vektor ~v jako lineárńı kombinaci vektor̊u
~u1, ~u2, ~u3.

Úloha 4.1 a) Gaussovou eliminačńı metodou vyřešte následuj́ıćı systém lineárńıch rov-
nic:

2x+ 3y − 5z = 1;

y + 2z = 3;

4x+ 2y − 12z = −1.

b) Interpretujte zadáńı i výsledek z části (a) geometricky.

Úloha 4.2 a) Gaussovou eliminačńı metodou vyřešte následuj́ıćı systém lineárńıch rov-
nic:

x+ 4y + 2z = −3;

3x+ 2y + 5z = 0;

10y + z = −6.

b) Interpretujte zadáńı i výsledek z části (a) geometricky.

Úloha 4.3 Je dán následuj́ıćı systém tř́ı rovnic o třech neznámých:

x + 2y + 3z = 0
x + y − 2z = 0
2x + 3y + z = 0

a) Vyřešte systém v oboru reálných č́ısel,

b) interpretujte zadáńı i výsledek z a) geometricky.

Úloha 4.4 Je dán následuj́ıćı systém tř́ı rovnic o čtyřech neznámých:

x1 − 2x2 + x3 + x4 = 2
x1 − 2x2 − x3 + x4 = −2
x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = 6

Vyřešte systém v oboru reálných č́ısel pomoćı Gaussovy eliminačńı metody.
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5 Týden 5

5.1 Kapitola 5: Inverzńı matice, maticová metoda a Gauss-
Jordanova metoda řešeńı SLR, sč́ıtáńı matic

Protože v páté přednášce zpravidla doháńıme resty z předchoźı přednášky, daľśı výklad
obsahuje jen maticovou metodu řešeńı SLR (po Cramerovy pravidlu a Gaussově metodě
třet́ı metodu v pořad́ı) a Gauss-Jordanovu metodu (vlastně čtvrtá metoda řešeńı SLR
– pouze viz cvičeńı, na přednášce na ni nebude čas), a v šesté přednášce pak celé téma
představeńı maticových operaćı dokonč́ıme, a dodáme problematiku homogenńıch SLR.

5.1.1 Třet́ı metoda řešeńı SLR – maticová metoda

Kdybychom dokázali nějak definovat násobeńı matic či násobeńı matice krát vektor, lze
SLR psát v maticovém zápisu: m = n...VRAŤME SE K SITUACI ČTVERCOVÉ MA-
TICE: 

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
an1 an2 ... ann

 ·

x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bn


A · ~x = ~b/ · A−1(zleva)

A−1 · A · ~x = A−1 ·~b
E · ~x = A−1 ·~b

~x = A−1 ·~b

Jak v́ıme z algebry 1, pokud by existovalo něco jako inverzńı matice vzhledem k
násobeńı, mohli bychom řešeńı ~x spoč́ıtat právě pomoćı A−1. Pak by se součin matice
A a matice k ńı inverzńı A−1 rovnal jednotkové matici E, kterou bychom d́ıky vlastnosti
jednotkového (= neutrálńıho prvku) mohli z výpočtu zcela vypustit.

Popǐsme nejprve na př́ıkladu tzv. Gaussovu-Jordanovu metodu výpočtu inverzńı matice,
a potom ve větách 11, 12 ukážeme, že tento postup je oprávněný a vede k ćıli vždy, když
A−1 existuje.

Př́ıklad 22 Pro A =

1 2 3
2 1 2
0 1 2

 nalezněte inverzńı matici A−1 tak, aby:

A · A−1 = E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;A−1 · A = E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Řešeńı: Začneme tak, že naṕı̌seme matici A, a za ńı doprava matici E, tj (A|E): 1 2 3 1 0 0
2 1 2 0 1 0
0 1 2 0 0 1


Dále elementárńımi řádkovými úpravami uprav́ıme tuto matici typu 3/6 na schodový tvar
Gaussovou metodou: 1 2 3 1 0 0

2 1 2 0 1 0
0 1 2 0 0 1

 −2 · r1 ∼

 1 2 3 1 0 0
0 −3 −4 −2 1 0
0 1 2 0 0 1

 ∼
∼

 1 2 3 1 0 0
0 1 2 0 0 1
0 −3 −4 −2 1 0


+3 · r2

∼

 1 2 3 1 0 0
0 1 2 0 0 1
0 0 2 −2 1 3


·1
2

∼

Vynásobeńım řádk̊u zajist́ıme, aby na hlavńı diagonále byly hodnoty 1.
Zde by končila Gaussova metoda u systému rovnic.

My ovšem pokračujeme dále (tzv. Jordanovou metodou) a ”vyráb́ıme”nuly také nad
hlavńı diagonálou tak, abychom neporušili nuly pod diagonálou – budeme pokračovat tak
dlouho, až na levé straně vytvoř́ıme (pomoćı EŘÚ) jednotkovou matici.

Při úpravách r2 použijeme násobek řádku r3, který neporuš́ı hodnoty a21 = 0, a22 = 1:

∼

 1 2 3 1 0 0
0 1 2 0 0 1
0 0 1 −1 1

2
3
2

 −2 · r3 ∼

∼

 1 2 3 1 0 0
0 1 0 2 −1 −2
0 0 1 −1 1

2
3
2

 −2 · r2 − 3 · r3
∼

 1 0 0 0 1
2
−1

2

0 1 0 2 −1 −2
0 0 1 −1 1

2
3
2



a v pravé části schématu jsme dostali matici

 0 1
2
−1

2

2 −1 −2
−1 1

2
3
2

 = A−1.

Lze provést zkoušku:

A · A−1 = E

A−1 · A = E

Ad př́ıklad 20. Vyřešme metodou A−1 systém lineárńıch rovnic:

α1 + 3α3 = 3

α1 − α2 + α3 = 5

−α1 − 3α3 + α4 = −2

−α1 + α2 − 5α3 + 2α4 = 1
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Řešeńı: Přepǐsme si systém maticově:
1 0 3 0
1 −1 1 0
−1 0 −3 1
−1 1 −5 2

 ·

α1

α2

α3

α4

 =


3
5
−2
1

 / · A−1(zleva)

Najdeme matici A−1:
1 0 3 0 1 0 0 0
1 −1 1 0 0 1 0 0
−1 0 −3 1 0 0 1 0
−1 1 −5 2 0 0 0 1

 −r1
+r1
+r1

∼


1 0 3 0 1 0 0 0
0 −1 −2 0 −1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 −2 2 1 0 0 1

 ∼
Nyńı vlož́ıme čtvrtý řádek namı́sto druhého a druhý a třet́ı řádek posuneme ńıže. Dosta-
neme

∼


1 0 3 0 1 0 0 0
0 1 −2 2 1 0 0 1
0 −1 −2 0 −1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0

 +r2
∼


1 0 3 0 1 0 0 0
0 1 −2 2 1 0 0 1
0 0 −4 2 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0

 ·(−1
4
)
∼

∼


1 0 3 0 1 0 0 0
0 1 −2 2 1 0 0 1
0 0 1 −1

2
0 −1

4
0 −1

4

0 0 0 1 1 0 1 0

 +1
2
· r4

∼

∼


1 0 3 0 1 0 0 0
0 1 −2 2 1 0 0 1
0 0 1 0 1

2
−1

4
1
2
−1

4

0 0 0 1 1 0 1 0


−3 · r3

+2 · r3 − 2 · r4 ∼


1 0 0 0 −1

2
3
4
−3

2
3
4

0 1 0 0 0 −1
2
−1 1

2

0 0 1 0 1
2
−1

4
1
2
−1

4

0 0 0 1 1 0 1 0

 .

Našli jsme inverzńı matici, která má tvar

A−1 =


−1

2
3
4
−3

2
3
4

0 −1
2
−1 1

2
1
2
−1

4
1
2
−1

4

1 0 1 0

 .

Nyńı zbývá vyřešit maticovou rovnici maticové metody:

~α = A−1 ·~b⇒ ~α =


α1

α2

α3

α4

 =


−1

2
3
4
−3

2
3
4

0 −1
2
−1 1

2
1
2
−1

4
1
2
−1

4

1 0 1 0

 ·


3
5
−2
1

 =


6
0
−1
1

 .

A jsme hotovi, maticovou metodou jsme našli řešeńı SLR z př́ıkladu 20. Přitom jsme
násobeńı matice zprava vektorem ~b provedli tak, že prvńı řádek matice jsme t́ımto
vektorem vynásobili skalárně, a napsali výsledek jako prvńı souřadnici 6; druhý řádek
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matice vynásobili vektorem b a napsali výsledek jako druhou souřadnici 0; třet́ı řádek
matice vynásobili vektorem b a napsali výsledek jako třet́ı souřadnici −1; a konečně
čtvrtý řádek matice vynásobili vektorem b a napsali výsledek jako čtvrtou souřadnici 0.

Daľśı podrobnosti k násobeńı matic si řekneme př́ı̌st́ı týden.

5.1.2 Čtvrtá metoda řešeńı SLR – Gaussova-Jordanova

Namı́sto abychom Gauss-Jordanovou metodou hledali inverzńı matici (v právě
předvedené 3. metodě řešeńı SLR), lze touto metodou vlastně vyřešit i p̊uvodńı
systém rovnic; bývá někde proto prezentována jako samostatná metoda. tzv. metoda
Gaussova-Jordanova:

Ad př́ıklad 20: Prvńı část algoritmu je zcela stejná jako Gaussova eliminace:
1 0 3 0 3
1 −1 1 0 5
−1 0 −3 1 −2
−1 1 −5 2 1

 −r1
+r1
+r1

∼


1 0 3 0 3
0 −1 −2 0 2
0 0 0 1 1
0 1 −2 2 4

 ∼
Nyńı vlož́ıme čtvrtý řádek namı́sto druhého a druhý a třet́ı řádek posuneme ńıže.

Dostaneme
1 0 3 0 3
0 1 −2 2 4
0 −1 −2 0 2
0 0 0 1 1

 +r2
∼


1 0 3 0 3
0 1 −2 2 4
0 0 −4 2 6
0 0 0 1 1

 ·(−1
4
)
∼


1 0 3 0 3
0 1 −2 2 4
0 0 1 −1

2
−3

2

0 0 0 1 1

 +1
2
· r4

V této chv́ıli bychom u Gaussovy metody nasadili tzv. zpětný chod a dopoč́ıtávali neznámé
z rovnic – namı́sto toho budeme pokračovat metodou Jordanovou a rovnice ještě v́ıce
zjednodušujeme, abychom v matici výsledného tvaru úprav dostali nuly i nad hlavńı
diagonálou:

∼


1 0 3 0 3
0 1 −2 2 4
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 1


−3 · r3

+2 · r3 − 2 · r4 ∼


1 0 0 0 6
0 1 0 0 0
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 1


Tedy namı́sto 3. metody a násobeńı vektoru pravých stran inverzńı matićı ve 4.

metodě, Gauss-Jordanově, nepoč́ıtáme inverzńı matici, ale řeš́ıme celý p̊uvodńı SLR
včetně pravých stran stejným souborem úprav jako při výpočtu matice inverzńı – až
dostaneme tvar α1 = 6, α2 = 0, α3 = −1, α4 = 1, kde každá rovnice tohoto tvaru je
vlastně už př́ımo zápisem řešeńı.

Poznámka. Gauss-Jordanovou metodou (4. metodou) se nemá ř́ıci, že metoda
inverzńı matice (3. metoda) neńı k ničemu – jen že pro řešeńı SLR pomoćı úprav matice
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na jednotkovou je rychleǰśı metoda Gauss-Jordanova (4. metoda) než metoda inverzńı
matice (3. metoda).

Na druhé straně, inverzńı matice A−1, pokud existuje, je z algebraického hlediska už
zaj́ımavá sama o sobě. Metoda inverzńı matice je také dobrá pro poč́ıtač – tomu nevad́ı,
že muśı provést v́ıce úprav než při metodě Gauss-Jordanově. V daľśım ovšem budeme
inverzńı matici potřebovat ještě z daľśıch d̊uvod̊u – jedńım z nich je ten, že pokud
matice A představuje lineárńı zobrazeńı mezi vektorovými prostory (viz kapitola 7), tak
zobrazeńı k němu inverzńı (pokud existuje) lze vyjádřit matićı A−1, kterou studenti muśı
být schopni naj́ıt.

5.1.3 Operace sč́ıtáńı matic

Definice 18 Necht’ jsou A,B matice typu m/n stejného typu. Pak součet matic A + B
definujeme jako matici, která vznikne sč́ıtáńım po složkách:

A+B =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
am1 am2 ... amn

+


b11 b12 ... b1n
b21 b22 ... b2n
...
bm1 bm2 ... bmn

 =


a11 + b11 a12 + b12 ... a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 ... a2n + b2n

...
am1 + bm1 am2 + bm2 ... amn + bmn


Jaké vlastnosti bychom mohli u takto definovaného sč́ıtáńı matic očekávat?

Věta 9 (Mm×n,+) je komutativńı grupa.

Důkaz:

(1) Uzavřenost operace: výsledkem součtu je opět matice stejného typu m/n,

(2) Asociativita: (A+B) +C = A+ (B+C)...plyne z asociativity sč́ıtáńı reálných č́ısel,

(3) Neutrálńı prvek vzhledem ke sč́ıtáńı je matice samých nul typu m/n,

(4) Inverzńı k A vzhledem ke sč́ıtáńı je matice −A =


−a11 −a12 ... −a1n
−a21 −a22 ... −a2n
...
−am1 −am2 ... −amn

. Této

matici budeme ř́ıkat matice opačná, aby slovo
”
inverzńı matice“ mohlo být rezer-

vováno pro inverzi vzhledem k operaci násobeńı matic.

(5) Komutativita plyne z komutativity sč́ıtáńı reálných č́ısel.

Na operaci násobeńı matic a jej́ı vlastnosti se pod́ıváme asi až př́ı̌st́ı týden.
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5.2 Cvičeńı 5

• Vektorový podprostor, součet a pr̊unik vektorových podprostor̊u, vzájemná poloha
vektorových podprostor̊u (úloha určeńı dimenze a báze součtu a pr̊uniku podpro-
stor̊u).

Úloha 5.1 Určete, zda W je vektorový podprostor aritmetického vektorového prostoru
R3: rovina W je zadaná rovnićı

2x+ y − 3z + 6 = 0.

Úloha 5.2 Určete, zda W je vektorový podprostor aritmetického vektorového prostoru
R3: rovina W je zadaná rovnićı

2x+ y − z = 0.

Úloha 5.3 Ve vektorovém prostoru R4 je podprostor W zadán následuj́ıćı množinou ge-
nerátor̊u. Určete dimenzi a bázi αW podprostoru W .

~u1 =


2
1
1
4

 ; ~u2 =


0
1
0
7

 ; ~u3 =


1
2
2
3

 ; ~u4 =


4
1
2
1

 .

Úloha 5.4 Jsou dány vektory ~u =

 1
−1
3

 , ~v =

−2
4
−1

 , ~w =

−1
3
2

. Rozhodněte, zda

generuj́ı vektorový prostor R3. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte výpočtem.

Úloha 5.5 Ve vektorovém prostoru R3 jsou zadány vektorové prostory U = L(~u1, ~u2) a
V = L(~v1, ~v2), přičemž

~u1 =

3
4
2

 , ~u2 =

0
1
3

 , ~v1 =

1
0
1

 , ~v2 =

3
2
2

 .

Určete dimenzi a bázi

a) součtu U + V a

b) pr̊uniku U ∩ V .

Úloha 5.6 Ve vektorovém prostoru R3 jsou zadány vektorové prostory U = L(~u1, ~u2) a
V = L(~v1, ~v2), přičemž

~u1 =

1
0
3

 , ~u2 =

−2
1
0

 , ~v1 =

−1
1
3

 , ~v2 =

 3
−1
3

 .

Určete dimenzi a bázi

a) součtu U + V a

b) pr̊uniku U ∩ V .
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6 Týden 6

6.1 Kapitola 6: násobeńı matic, SLR nehomogenńı a homogenńı,
princip superpozice

Minulý týden jsme se začali zaob́ırat vlastnostmi operace sč́ıtáńı matic z algebraického
hlediska (věta 9). Pokračujme dále definićı a vlastnostmi operace násobeńı matic – toto
násobeńı jsme sice už využili v maticové metodě v minulé přednášce, ale tam jsme
násobili jen v jednom speciálńım př́ıpadě, a sice násobili jsme matici vektorem. Nyńı se
pod́ıváme na vlastnosti násobeńı dvou matic obecně.

6.1.1 Operace násobeńı matic

Definice 19 Necht’ A je matice typu m/k a B je matice typu k/n. Pak lze definovat
součin matic C = A ·B jako matici typu m/n, kterou źıskáme pomoćı vzorce:

cij =
k∑
l=1

ail · blj = ai1 · b1j + ai2 · b2j + ...+ aik · bkj


a11 a12 ... a1k
a21 a22 ... a2k
...
ai1 ai2 ... aik
...
am1 am2 ... amk

 ·

b11 b12 ... b1j b1n
b21 b22 ... b2j b2n
...
bk1 bk2 ... bkj bkn

 =

=


a11 · b11 + a12 · b21 + ...+ a1k · bk1 ... a11 · b1n + a12 · b2n + ...+ a1k · bkn
a21 · b11 + a22 · b21 + ...+ a2k · bk1 ... a21 · b1n + a22 · b2n + ...+ a2k · bkn

...
...

am1 · b11 + am2 · b21 + ...+ amk · bk1 ... am1 · b1n + am2 · b2n + ...+ amk · bkn


Poznámka: Pokud trochu předběhneme pojem skalárńıho součinu, na pozici (i, j)

výsledné matice se vyskytuje skalárńı součin i-tého řádku matice A a j-tého sloupce
matice B, jak jej známe možná z analytické geometrie SŠ:

cij = (ai1, ai2, ..., aik) ·


b1j
b2j
...
bkj

 = ai1 · b1j + ai2 · b2j + ...+ aik · bkj

(Složky obou vektor̊u na odpov́ıdaj́ıćıch pozićıch vynásob́ıme, všechny tyto součiny
sečteme). Z toho také plyne, že násobeńı matic lze provést jen tehdy, když počet sloupc̊u
matice prvńı je roven počtu řádk̊u matice druhé v daném pořad́ı (skalárńı součin aritme-
tických vektor̊u o r̊uzném počtu souřadnic totiž nemá smysl).
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Př́ıklad 23 Pro matice A =

 1 2 −1 0
0 1 −1 −7
−8 0 0 −5

 typu 3/4, B =


3 2
−4 1
1 0
−2 −3

 typu 4/2 je

součinem C = A ·B matice typu 3/2, kde:

C =

 1 · 3 + 2 · (−4) + (−1) · 1 + 0 · (−2) 1 · 2 + 2 · 1 + (−1) · 0 + 0 · (−3)
0 · 3 + 1 · (−4) + (−1) · 1 + (−7) · (−2) 0 · 2 + 1 · 1 + (−1) · 0 + (−7) · (−3)
−8 · 3 + 0 · (−4) + 0 · 1 + (−5) · (−2) −8 · 2 + 0 · 1 + 0 · 0 + (−5) · (−3)

 =

=



(1; 2;−1; 0) ·


3
−4
1
−2

 (1; 2;−1; 0) ·


2
1
0
−3


(0; 1;−1;−7) ·


3
−4
1
−2

 (0; 1;−1;−7) ·


2
1
0
−3


(−8; 0; 0;−5) ·


3
−4
1
−2

 (−8; 0; 0;−5) ·


2
1
0
−3





=

 −6 4
9 22
−14 −1



Při násobeńı matic tedy podstatně zálež́ı na jejich pořad́ı – počet sloupc̊u prvńı matice
muśı být stejný jako počet řádk̊u druhé matice.

Věta 10 Množina (Mn×n,+, ·) čtvercových matic řádu n je nekomutativńı okruh, který
obsahuje netriviálńı dělitele nuly.

Důkaz: Už jsme dokázali ve větě 9, že (Mnn,+) je komutativńı grupa, zbývá tedy
dokázat (ukázat) vlastnosti, které se týkaj́ı operace násobeńı, a pak vlastnosti týkaj́ıćı se
souhry obou operaćı (viz definice okruhu z Algebry 1):

(1) Vynásobeńım dvou čtvercových matic řádu n vznikne čtvercová matice řádu n...to
plyne z definice násobeńı matic,

(2) Násobeńı matic je asociativńı: A · (B · C) = (A · B) · C...d̊ukaz rozepsáńım součinu
na každé pozici matic na obou stranách rovnosti,

(3) Vzhledem k násobeńı čtvercových matic ∃ neutrálńı prvek, tzv. jednotková matice:

E =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...
0 0 0 ... 1


...jedničky má pouze na hlavńı diagonále, jinak jsou všude nuly,
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(4a) Inverzńı matice A−1 k matici A – existuje jen někdy. Např́ıklad pro n = 3 k matici

C =

1 2 3
0 1 −2
0 0 0

 neexistuje inverze C−1 vzhledem k násobeńı, protože při násobeńı

C libovolnou matićı X stejného řádu dostaneme

C ·X =

1 2 3
0 1 −2
0 0 0

 ·X =


0 0 0

 ,

tj. d́ıky třet́ımu nulovému řádku matice C bude vždy nulový i třet́ı řádek matice
C ·X, a tedy výsledkem součinu C ·X nikdy nemůže být jednotková matice.

(4b) Množina obsahuje tzv. netriviálńı dělitele nuly, tj. nenulové matice, jejichž součinem
je nulová matice – např́ıklad pro n = 3:

A ·B =

1 1 5
1 1 −7
0 0 0

 ·
0 1 −2

0 −1 2
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


...matice A,B jsou netriviálńı dělitelé nuly (nula = neutrálńı prvek vzhledem ke
sč́ıtáńı, nikoli k násobeńı – viz Algebra 1!!!).

(5) Násobeńı matic neńı obecně komutativńı – bud’ v opačné pořad́ı matice v̊ubec nelze
násobit, nebo u čtvercových matic dostáváme často r̊uzné výsledky.

Vezmeme-li např́ıklad uvedené dělitele nuly pro n = 3 (tj. A ·B = O) a vynásob́ıme
je v opačném pořad́ı, dostaneme:

B · A =

0 1 −2
0 −1 2
0 0 0

 ·
1 1 5

1 1 −7
0 0 0

 =

 1 1 −7
−1 −1 7
0 0 0


tj. A · B 6= B · A. Co se týká operace násobeńı čtercových matic, (Mn×n, ·) je
tedy nekomutativńı monoid, protože (ještě bude na př́ıkladech potvrzeno) inverze
vzhledem k násobeńı existuj́ı jenom někdy.

(6) A zbývá ověřit vzájemnou souhru operaćı, tj. distributivńı pravidla:

A · (B + C) = A ·B + A · C
(B + C) · A = B · A+ C · A

...lze dokázat rozepsáńım výsledku pozice i, j v matici vzniklé na obou stranách
rovnosti.

Tedy celkem, podtrženo a sečteno, (Mn×n,+, ·) je nekomutativńı okruh (který neńı
oborem integrity jednak d́ıky nekomutativitě operace násobeńı, jednak d́ıky existenci
nenulových dělitel̊u nuly). Důkaz je hotov. �
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Definice 20 Čtvercová matice A řádu n je:

a) singulárńı, jestlǐze k ńı NEexistuje inverzńı matice A−1 vezhledem k operaci násobeńı
matic,

b) regulárńı, jestlǐze k ńı existuje inverzńı matice A−1 vzhledem k operaci násobeńı ma-
tic.

Řešit SLR maticovou metodou lze jen tehdy, když A je čtvercová (m = n) a regulárńı
(h(A) = n), tedy existuje pro ni inverzńı matice A−1 vzhledem k násobeńı.

Poznámka. Bylo by asi škoda nezmı́nit, jak souviśı pojem regulárńı čtvercové matice
s pojmy už použitými. Pojem regulárńı čtvercové matice lze pomoćı nich definovat čtyřmi
zp̊usoby:

Čtvercová matice A řádu n je:

a) singulárńı právě tehdy, když, jestliže k ńı NEExistuje inverzńı matice A−1 vzhledem
k operaci násobeńı matic;

to nastane právě tehdy, když h(A) < n (tedy když některý řádek matice A je
lineárně závislý na řádćıch ostatńıch);

to nastane právě tehdy, když |A| = 0;

to nastane právě tehdy, když pro jakýkoli reálný vektor ~b =


b1
b2
...
bn

 a vektor

neznámých ~x =


x1
x2
...
xn

 nemá systém rovnic A · ~x = ~b žádné řešeńı nebo jich má

nekonečně mnoho.

b) regulárńı, jestliže k ńı Existuje inverzńı matice A−1 vzhledem k operaci násobeńı
matic;

to nastane právě tehdy, když h(A) = n (tedy když řádky čtvercové matice A tvoř́ı
lineárně nezávislou množinu vektor̊u);

to nastane právě tehdy, když |A| 6= 0;
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to nastane právě tehdy, když pro jakýkoli reálný vektor ~b =


b1
b2
...
bn

 a vektor

neznámých ~x =


x1
x2
...
xn

 má systém rovnic A · ~x = ~b jediné řešeńı.

6.1.2 Řádkové úpravy lze realizovat pomoćı vynásobeńı matićı

Věta 11 Každou EŘÚ matice A (přičtěńı násobku jiného řádku, vynásobeńı řádku nenu-
lovým č́ıslem, výměna dvou řádk̊u) lze reprezentovat obnásobeńım matice A jistou regulárńı
matićı zleva.

Důkaz: Ukážeme na př́ıkladu, ve kterém použijeme všechny typy elementárńıch
řádkových úprav:

Ad př́ıklad 22:

A =

1 2 3
2 1 2
0 1 2

 −2 · r1 ... úprava P1
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 1 0 0
−2 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=P1

·

1 2 3
2 1 2
0 1 2

 =

1 2 3
0 −3 −4
0 1 2

 ... úprava P2 = výměna r2, r3

1 0 0
0 0 1
0 1 0


︸ ︷︷ ︸

=P2

·

1 2 3
0 −3 −4
0 1 2

 =

1 2 3
0 1 2
0 −3 −4


+3 · r2 ... úprava P3

1 0 0
0 1 0
0 3 1


︸ ︷︷ ︸

=P3

·

1 2 3
0 1 2
0 −3 −4

 =

1 2 3
0 1 2
0 0 2


·1
2

... úprava P4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2


︸ ︷︷ ︸

=P4

·

1 2 3
0 1 2
0 0 2

 =

1 2 3
0 1 2
0 0 1

 −2 · r3 ... úprava P5

1 0 0
0 1 −2
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=P5

·

1 2 3
0 1 2
0 0 1

 =

1 2 3
0 1 0
0 0 1

 −2 · r2 − 3 · r3 ... úprava P6

1 −2 −3
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=P6

·

1 2 3
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



Provedli jsme celkem výpočet P6 · P5 · P4 · P3 · P2 · P1 · A = E3. Každý z typ̊u EŘÚ
jsme realizovali vynásobeńım jistou matićı Pi. Všimněte si také, že všechny matice Pi jsou
regulárńı, tj. jejich hodnost je maximálńı možná (nebo alternativně: žádný jejich řádek
neńı lineárńı kombinaćı těch ostatńıch). �

Věta 12 Gaussova-Jordanova metoda: (A|E) ∼ EŘÚ ∼ (E|A−1) najde vždy inverzńı
matici A−1, pokud A−1 existuje.

Důkaz: Ad d̊ukaz věty 11 na př́ıkladu 22: Jak je možné, že pomoćı EŘÚ matice A lze
spoč́ıtat A−1, když tytéž EŘÚ použijeme na matici E3?

To plyne z faktu, že EŘÚ představuj́ı vynásobeńı maticemi, při kterém dostaneme
(P6 ·P5 ·P4 ·P3 ·P2 ·P1) ·A = E3 podle vlastnosti pro inverzńı prvky v každé grupě: pokud
součin dvou matic je roven neutrálńımu prvku, pak tyto matice jsou si navzájem inverzńı.
Tedy matice (P6 · P5 · P4 · P3 · P2 · P1) je inverźı vzhledem k násobeńı k matici A.

A nav́ıc lze psát:

P6 · P5 · P4 · P3 · P2 · P1· = P6 · P5 · P4 · P3 · P2 · P1 · E3,
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kde E3 je jednotková matice – neutrálńı prvek vzhledem k operaci násobeńı. Součin
na pravé straně rovnosti znamená, že na jednotkovou matici E3 (kterou při Jordanově
metodě ṕı̌seme za svislou čáru vpravo od matice A) použijeme stejné EŘÚ, kterými jsme
převáděli A na E3.

(K celému d̊ukazu věty 12 bychom potřebovali dokázat i vztah:

A ·Q1 ·Q2 ·Q3 ·Q4 ·Q5 ·Q6 = E

kde Q1 ·Q2 ·Q3 ·Q4 ·Q5 ·Q6 = A−1, protože násobeńı je obecně nekomutativńı.

Vynásobeńı matice A regulárńı matićı Qi zprava představuje sloupcové úpravy matice
A – a matici A−1 bychom źıskali tak, že bychom vytvořili matici typu 6/3, (A

E
) (jednot-

kovou matici bychom napsali pod matici A), a prováděli Gaussovu eliminaci pro sloupce,
nikoli pro řádky. Tento odstavec neńı povinnou část́ı d̊ukazu, doplňuje pouze celkový
obraz: řádkové úpravy matic lze reprezentovat vynásobeńım jistou regulárńı matićı
zleva, sloupcové úpravy matic lze reprezentovat vynásobeńım regulárńı matićı zprava.) �

Poznámka: Také je z postupu pro výpočet A−1 při úpravách schématu (A|E)
jasné, proč tato inverze existuje jen někdy: pokud ve schodovém tvaru vzniklém
z matice A pomoćı EŘÚ je některý řádek v levé části schématu nulový (některý
prvek na hlavńı diagonále schodového tvaru je roven nule), tj. to znamená, že
aspoň jeden řádek matice A je závislý na těch ostatńıch, tak potom žadnými EŘÚ
nelze regulérně

”
vyrobit“ z tohoto řádku řádek nezávislý na těch ostatńıch, protože

EŘÚ zachovávaj́ı závislost/nezávislost řádk̊u matice A. Tedy v takovém př́ıpadě
pomoćı EŘÚ nelze převést A na jednotkovou matici, ve které jsou všechny řádky
lineárně nezávislé (v takovém př́ıpadě A−1 neexistuje – ř́ıkáme, že matice A je singulárńı.)

6.1.3 Řešeńı a řešitelnost homogenńıho systému lineárńıch rovnic

Zabývejme se nyńı ještě chviličku tzv. homogenńım SLR, protože ten má zaj́ımavé vlast-
nosti z hlediska pojmu vektorový prostor:

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = 0

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = 0

...

am1 · x1 + am2 · x2 + ...+ amn · xn = 0

Za prvé, pod́ıváme-li se na charakter systému, vid́ıme, že n-tice [0; 0; ...; 0] je vždy
řešeńım SLR-hom., po dosazeńı je 0 na pravé i levé straně rovnic. Tedy nemůže nastat
situace, že by homogenńı SLR neměl žádné řešeńı!!! Existuj́ı tedy zde dva rozd́ıly
oproti nehomogenńımu systému: 1) SLR-hom má řešeńı vždy, čili nemůže
nastat situace, kdy řešeńı neexistuje; 2) jestliže SLR-hom má řešeńı jediné,
tak je to právě řešeńı nulové (protože o tom v́ıme, že je řešeńım SLR-hom
vždy).
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Věta 13 Množina řešeńı SLR-hom. tvoř́ı vektorový prostor dimenze n − h(A), kde n je
počet neznámých a h(A) hodnost př́ıslušné matice systému.

Důkaz: Proved’ na přednášce, učiteli! Důkaz se děje nejlépe pomoćı násobeńı matice
vektorem zprava. �

Př́ıklad 24 Najděte všechna řešeńı SLR-hom:

x1 + 2x2 −
1

3
x5 = 0

x3 +
1

2
x5 = 0

x4 − 2x5 = 0

Řešeńı: Matice systému už je ve schodovém tvaru, tj. jen sestav́ıme množinu řešeńı.
Protože h(A) < 5 = n, v́ıme, že řešeńı bude nekonečně mnoho. Dále v́ıme, že počet

parametr̊u, za které lze dosadit jakékoli reálné č́ıslo, je n−h(A) = 5−3 = 2...dvě neznámé
označ́ıme jako parametry, např́ıklad:

x5 = t

x4...nemůžeme volit jako parametr, protože ze třet́ı rovnice vyjádř́ıme v závislosti na x5:

x4 = 2x5 = 2t

x3...nemůžeme volit jako parametr, protože ze druhé rovnice vyjádř́ıme v závislosti na
x5:

x3 = −1

2
, x5 = −1

2
t

x2 = s

x1 vyjádř́ıme z prvńı rovnice:

x1 = −2x2 +
1

3
, x5 = −2s+

1

3
t

Celkem množina řešeńı:

K =

{
−2s+ 1

3
t

s
−1

2
t

2t
t

 ; s, t ∈ R

}
=

{
s ·


−2
1
0
0
0

+ t ·


1
3

0
−1

2

2
1

 ; s, t ∈ R

}
,

kde zápis (vyjadřuj́ıćı všechna řešeńı, s neurčenými parametry-koeficienty)

s ·


−2
1
0
0
0

+ t ·


1
3

0
−1

2

2
1

 je tzv. obecné řešeńı SLR-hom.
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Dále


−2
1
0
0
0

 je partikulárńı řešeńı SLR-hom, které dostaneme volbou parametr̊u

s = 1, t = 0,


1
3

0
−1

2

2
1

 je partikulárńı řešeńı SLR-hom, které dostaneme volbou parametr̊u

s = 0, t = 1.

Těmito dvěma volbami parametr̊u jsme dostali dva vektory řešeńı – pokud tyto
vektory tvoř́ı lineárńı nezávislou množinu vektor̊u (v našem př́ıpadě právě tvoř́ı), která
je báźı prostoru řešeńı SLR-hom, ř́ıkáme, že jsme źıskali tzv. fundamentálńı množinu
řešeńı či fundamentálńı systém řešeńı.

6.1.4 Pátá metoda řešeńı SLR – princip superpozice

Definice 21 Obecné řešeńı SLR, SLR-hom...řešeńı, ve kterém se vyskytuj́ı parame-
try.

Partikulárńı řešeńı SLR, SLR-hom...jedno řešeńı, které dostaneme konkrétńı vol-
bou parametr̊u.

Fundamentálńı systém řešeńı SLR-hom je taková množina řešeńı, která tvoř́ı bázi
vektorového podprostoru řešeńı SLR-hom.

Jaký je vztah mezi obecným řešeńım SLR a obecným řešeńım SLR-hom? Pod́ıvejme
se na konkrétńı př́ıklad, a souvislost pak zaṕı̌seme do věty 14.

Př́ıklad 25 Vyřeště SLR a SLR-hom pro stejnou matici A levých stran rovnic a prozkou-
mejte souvislosti mezi množinami řešeńı:

(SLR) :
x+ y + 2z + 3w = 13
x− 2y + z + w = 8
3x+ y + z − w = 1

(SLR− hom) :
x+ y + 2z + 3w = 0
x− 2y + z + w = 0
3x+ y + z − w = 0

Řešeńı: Nejprve SLR – zapǐsme systém do matice a řešme Gaussovou eliminaćı: 1 1 2 3 13
1 −2 1 1 8
3 1 1 −1 1

 −r1
−3 · r1

∼

 1 1 2 3 13
0 −3 −1 −2 −5
0 −2 −5 −10 −38

 ·2
·(−3)

∼
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∼

 1 1 2 3 13
0 −6 −2 −4 −10
0 6 15 30 114

 ·(−1
2
)

+r2

∼

 1 1 2 3 13
0 3 1 2 5
0 0 13 26 104


· 1
13

∼

 1 1 2 3 13
0 3 1 2 5
0 0 1 2 8


Počet parametr̊u: n− h(A) = 4− 3 = 1.
Zpětný chod:

x4 = t...parametr

x3 = 8− 2t

x2 = 1
3
· (5− x3 − 2x4) = 1

3
· (5− 8 + 2t− 2t) = −1

x1 = 13− x2 − 2x3 − 3x4 = 13 + 1− 16 + 4t− 3t = −2 + t

⇒ Obecné řešeńı SLR-nehom : K =

{
−2
−1
8
0

+ t ·


1
0
−2
1


}
.

(partikulárńı řešeńı SLR-nehom bychom dostali z obecného řešeńı SLR=nehom volbou
parametru t. Např́ıklad pro t = 5 dostaneme jedno partikulárńı řešeńı SLR-nehom jako:

~x1 =


−2
−1
8
0

+ 5 ·


1
0
−2
1

 =


3
−1
−2
5

 .

Řešeńı př́ıslušného SLR-hom: úpravy jsou stejné, jen sloupec pravých stran jsou
nuly:  1 1 2 3 0

1 −2 1 1 0
3 1 1 −1 0

 ∼ ... ∼

 1 1 2 3 0
0 3 1 2 0
0 0 1 2 0


Počet parametr̊u: n− h(A) = 4− 3 = 1.
Zpětný chod:

x4 = t...parametr

x3 = −2t

x2 = 1
3
· (−x3 − 2x4) = 1

3
· (2t− 2t) = 0

x1 = −x2 − 2x3 − 3x4 = 4t− 3t = t
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⇒ Obecné řešeńı SLR-hom: Kh =

{
t ·


1
0
−2
1


}

. Partikulárńı řešeńı SLR-hom bychom

dostali z obecného řešeńı SLR-hom konkrétńı volbou parametru t. Např́ıklad pro t = 5

dostaneme partikulárńı řešeńı SLR-hom jako ~x1 = 5 ·


1
0
−2
1

 =


5
0
−10

5

.

Věta 14 Princip superpozice: Obecné řešeńı SLR = jedno partikulárńı řešeńı SLR +
obecné řešeńı SLR-hom.

Poznámka: Princip superpozice lze chápat jako samostatnou metodu řešeńı
SLR v následuj́ıćım smyslu:

a) Nejprve vyřeš́ıme daný SLR-hom, najdeme jeho obecné řešeńı ~xobec,hom.

b) Potom najdeme nějaké jedno partikulárńı řešeńı SLR-nehom, např́ıklad uhodnut́ım
neznámých, nebo některé neznámé si zvoĺıme jako nulové a daľśı dopoč́ıtáme ...
označme toto řešeńı jako ~xpart,nehom.

c) A nyńı sečteńım obou řešeńı (každé pro jiný SLR) dostaneme obecné řešeńı SLR-
nehom:

~xobec,nehom = ~xpart,nehom + ~xobec,hom.

Př́ıklad 26 Pomoćı principu superpozice vyřešte systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 5,

x1 − x2 + 4x3 − 2x4 = −1.

Řešeńı: Následujme tři kroky navrženého postupu:

ad a) Najdeme obecné řešeńı SLR-hom:(
1 2 3 1 0
1 −1 4 −2 0

)
−r1

∼
(

1 2 3 1 0
0 −3 1 −3 0

)
,

odtud volbou x3 = s, x4 = t lze vyjádřit obecné řešeńı SLR-hom jako

~xobec,hom = s ·


−11
3
1
3

1
0

+ t ·


1
−1
0
1

 .
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ad b) Pokuśıme se uhodnout nějaké jedno řešeńı SLR-nehom: protože neznámé máme
čtyři a rovnice dvě, např́ıklad x1 a x2 položme rovno 0 a systém přecháźı do tvaru

3x3 + x4 = 5,

4x3 − 2x4 = −1.

Nyńı vynásobeńım prvńı rovnice dvěma a přičteńım ke druhé rovnici dostaneme
10x3 = 9, tedy x3 = 0,9, a dosazeńım do prvńı rovnice 3 · 0,9 + x4 = 5 máme
x4 = 2,3. Tedy naše jedno źıskané řešeńı má tvar x1 = 0 = x2, x3 = 0,9, x4 = 2,3,

neboli ~xpart,nehom =


0
0

0,9
2, 3

.

ad c) Dohromady sečteńım (a), (b) máme

~xobec,nehom = ~xpart,nehom + ~xobec,hom =


0
0

0,9
2, 3

+ s ·


−11
3
1
3

1
0

+ t ·


1
−1
0
1

 .

Poznámka k principu superpozice jako metodě: Asi by bylo dobré ř́ıci,
že princip superpozice je zaj́ımavý a užitečný jen v př́ıpadě, že řešeńı SLR existuje
nekonečně mnoho, tedy když h(A) = h(A|b) < n, kde n je počet neznámých. Když totiž
řešeńı SLR existuje jediné (h(A) = h(A|b) = n), tak je to jediné řešeńı, které můžeme
naj́ıt-uhodnout, a žádné jiné (a jediné řešeńı SLR-hom je nulový vektor, jehož přičteńım
k jedinému řešeńı SLR neźıskáme nic jiného než stále to jediné řešeńı SRL).

Silně doporučuji: několikrát (pro r̊uzné otázky) si projděte odpovědńık opakuj́ıćı
obsah přednášek 5 a 6:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/odp/pred05_06_otazky_ano_ne.qref

6.2 Cvičeńı 6

• SLR homogenńı a nehomogenńı, princip superpozice, sč́ıtáńı a násobeńı matic

•

•

Úloha 6.1 Sečtěte a vynásobte matice r̊uzných rozměr̊u – kdy jsou tyto operace v̊ubec
možné?

Úloha 6.2 Jaké vlastnosti splňuje operace sč́ıtáńı matic stejného rozměru? Doplňte od-
pověd’ př́ıklady.

Jaké vlastnosti splňuje operace násobeńı na množině čtvercových matic? Zd̊uvodněte je
a doplňte př́ıklady.
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Úloha 6.3 Vyřešte pomoćı inverzńı matice

• SLR: A · ~x = ~b;

• maticovou rovnici: A ·X = B, všechny matice jsou řádu 2, matice A, B jsou dány,
matici X máte nalézt.

Úloha 6.4 Pro zadanou matici A typu 3/3 najděte matici P typu 3/3, kterou když matici
A vynásob́ıte zleva, dostanete matici P · A, která se lǐśı od matice A jen t́ım, že

• druhý a třet́ı řádek jsou přehozeny;

• třet́ı řádek je vynásoben čtyřmi;

• ke druhému řádku je přičtený pětinásobek prvńıho řádku.

Úloha 6.5 Najděte dvě matice typu 2/2, které jsou nenulovými děliteli nuly.

Úloha 6.6 Je násobeńı matic operace komutativńı? Ukažte, že tomu tak neńı.

Úloha 6.7 Zkuste dokázat, že na množině matic typu 2/2 je operace násobeńı matic
asociativńı, tj. že plat́ı((

a11 a12
a21 a22

)
·
(
b11 b12
b21 b22

))
·
(
c11 c12
c21 c22

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)
·
((

b11 b12
b21 b22

)
·
(
c11 c12
c21 c22

))
.

Úloha 6.8 Nalezněte bázi a dimenzi vektorového prostoru řešeńı SLR-hom:

3x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0,

2x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 = 0

3x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 = 0

Úloha 6.9 Nalezněte bázi a dimenzi vektorového prostoru řešeńı SLR-hom:

3x1 + x2 − 2x3 + 6x4 = 0,

5x1 + 6x2 − 3x3 + 9x4 = 0

3x1 + 14x2 − 1x3 + 3x4 = 0

Úloha 6.10 Vyřešte tento SLR pomoćı principu superpozice:

x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 4,

x2 − x3 + x4 = −3.

Úloha 6.11 Vyřešte tento SLR pomoćı principu superpozice:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 7,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = −2.
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7 Týden 7

7.1 Kapitola 7: Lineárńı zobrazeńı mezi vektorovými prostory

7.1.1 Definice lineárńıho zobrazeńı a tři zp̊usoby jeho zadáńı

V předchoźıch kapitolách jsme pojem matice využ́ıvali hlavně k řešeńı systému lineárńıch
rovnic. V této kapitole se seznámı́me s daľśı d̊uležitou oblast́ı využit́ı matic – matici lze
chápat také jako objekt definuj́ıćı jisté zobrazeńı.

Definice 22 Necht’ jsou (V,+, ·), (V ′,+, ·) vektorové prostory nad stejný tělesem skalár̊u
(T,+, ·).

Lineárńı zobrazeńı f : V → V ′ je takové zobrazeńı, pro které plat́ı vlastnosti:

a) ∀~u,~v ∈ V : ϕ(~u+ ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v)...podmı́nky zachováńı grupové operace,

b) ∀~u ∈ V, α ∈ T : ϕ(α ·~u) = α ·ϕ(~u)...podmı́nka zachováńı výsledku součinu (skalár krát
vektor).

Obě podmı́nky lze současně vyjádřit v jedné: slovně – Obrazem lineárńı kombinace je
lineárńı kombinace obraz̊u d́ılč́ıch vektor̊u; rovnicově algebraickým zápisem

∀~u,~v ∈ V, α, β ∈ T : ϕ(α · ~u+ β · ~v) = α · ϕ(~u) + β · ϕ(~v).

Poznámka: Zadáńı lineárńıho zobrazeńı – bude vysvětleno na př́ıkladě (Horák, str.
85).

Budeme označovat dimV = n, báze V = (~e1, ~e2, ..., ~en) a dimV ′ = m, báze V ′ =

(~f1, ~f2, ..., ~fm). Vzhledem k těmto zvoleným báźım lze lineárńı zobrazeńı zadat třemi
zp̊usoby:

a) Pomoćı předpisu mezi souřadnicemi ~v ∈ V a ϕ(~v) ∈ V ′,

b) Pomoćı matice A typu m/n : ϕ(~v) = A · ~v...jedná se o daľśı využit́ı pojmu matice,

c) Pomoćı obraz̊u ϕ(~e1), ϕ(~e2), ..., ϕ(~en) bázových vektor̊u.

Př́ıklad 27 Uvažujme V = R3 s báźı ~e1 =

1
0
0

 , ~e2 =

0
1
1

 , ~e3 =

0
0
1

 a V ′ = R2 s

báźı ~f1 =

(
1
0

)
, ~f2 =

(
0
1

)
.

Lineárńı zobrazeńı ϕ : V → V ′ lze zadat:

ad a) Vzorcem = předpisem:

ϕ(~v) = ϕ

v1v2
v3

 =

(
2v1 + v3

v1 − v2 − v3

)
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ad b) Matićı A zobrazeńı ϕ v zadaných báźıch:

ϕ(~v) = A · ~v =

(
2 0 1
1 −1 −1

)
·

v1v2
v3


(Matici A vytvoř́ıme na základě koeficient̊u u souřadnic vi ze vzorce (a), naopak
ze zadané matice A lze snadno vytvořit vzorec (a) pro ϕ doplněńım neznámých, tj.
roznásobeńım součinu A · ~v).

Rozměr matice A si lze pamatovat či zkontrolovat také z faktu, že:

ϕ(~v) = A · ~v

...maticové násobeńı (v tomto př́ıpadě násobeńı matice krát vektor) muśı být pro-
veditelné! Právě zde je d̊uležité si pamatovat, že vektor ~v muśı být zadáván jako
sloupcový vektor!!!!

ad c) Pomoćı obraz̊u ϕ(~e1), ϕ(~e2), ϕ(~e3) báze ~e1, ~e2, ~e3 prostoru V : např́ıklad z maticového
zadáńı (b) lze psát:

ϕ(~e1) = ϕ

1
0
0

 =

(
2 0 1
1 −1 −1

)
·

1
0
0

 =

(
2
1

)

ϕ(~e2) = ϕ

0
1
0

 =

(
2 0 1
1 −1 −1

)
·

0
1
0

 =

(
0
−1

)

ϕ(~e3) = ϕ

0
0
1

 =

(
2 0 1
1 −1 −1

)
·

0
0
1

 =

(
1
−1

)

Vid́ıme, že sloupce matice A jsou vytvořeny obrazy naš́ı základńı báze v přirozeném
pořad́ı bázických vektor̊u a sloupc̊u. Tedy jestlǐze máme celé lineárńı zobrazeńı
zadáno pomoćı obraz̊u základńı báze1

0
0


e

→
(

2
1

)
f

;

0
1
0


e

→
(

0
−1

)
f

;

0
0
1


e

→
(

1
−1

)
f

,

m̊užeme uspořádáńım těchto obraz̊u do sloupc̊u jednoduše vytvořit matici A.

ad d) Co se týká významu zobrazeńı našeho př́ıkladu: Lineárńı zobrazeńı obecně zobra-
zuje lineárńı útvar na lineárńı útvar, tj. vektorový podprostor na vektorový podpro-
stor. V našem př́ıkladu (viz kterýkoli zp̊usob zadáńı výše) jsme zobrazovali R3 na
R2, tedy vektorový prostor dimenze tři (trojrozměrný prostor) na vektorový prostor
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dimenze dva (na rovinu). Kdyby se všechny tři bázické vektory ve zp̊usobu zadáńı

(c) zobrazily na stejný vektor (např́ıklad

(
1
−1

)
), celý prostor R3 by se takto defino-

vaným zobrazeńım zobrazil na př́ımku procházej́ıćı počátkem, jej́ı̌z směrový vektor je(
1
−1

)
; matice tohoto zobrazeńı by měla tvar

(
1 1 1
−1 −1 −1

)
. A konečně, kdyby se

všechny bázické vektory ve zp̊usobu zadáńı (c) zobrazily na nulový vektor

(
0
0

)
, celý

prostor R3 by se takto definovaným zobrazeńım zobrazil na nejmenš́ı možný podpro-
stor s dimenźı nula, tj. na jednoprvkový podprostor obsahuj́ıćı pouze nulový vektor;

matice tohoto zobrazeńı by měla tvar

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Př́ıklad 28 (Horák, str. 85)

a) Zobrazeńı ψ : R3 → R2 definované jako:

ψ

v1v2
v3

 =

(
2v1 + 1

v1 − v2 − v3

)

neńı lineárńı, protože např. pro ~u =

1
1
0

 , ~v =

 1
0
−1

:

ψ(2~u+ 3~v) = ψ

 5
2
−3

 =

(
11
6

)

2 · ψ(~u) + 3 · ψ(~v) = 2 ·
(

2 · 1 + 1
1− 1− 0

)
+ 3 ·

(
2 · 1 + 1
1− 0 + 1

)
=

(
15
6

)
Tedy neplat́ı rovnost, kterou má lineárńı zobrazeńı splňovat:(

11
6

)
= ψ(2~u+ 3~v) 6= 2 · ψ(~u) + 3 · ψ(~v) =

(
15
6

)
(mı́rným zkoumáńım vzorce zobrazeńı bychom zjistili, že problematické je přič́ıtáńı
jedničky v prvńı souřadnici – d́ıky tomu se poruš́ı podmı́nka linearity).

b) Zobrazeńı δ : R3 → R2 definované jako:

δ

v1v2
v3

 =

(
v1 · v2

v1 − v2 − v3

)
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neńı lineárńı, protože např. pro ~u =

1
1
0

 , ~v =

 1
0
−1

:

δ(2~u+ 3~v) = δ

 5
2
−3

 =

(
10
6

)
6=

2 · δ(~u) + 3 · δ(~v) = 2 ·
(

1 · 1 + 1
1− 1− 0

)
+ 3 ·

(
1 · 0

1− 0 + 1

)
=

(
2
6

)
(ve vzorci je problematickým součin v1 · v2 v prvńı souřadnici obrazu).

Poznámka:

1, Z př́ıkladu 28 plyne poučeńı, že ve vzorci lineárńıho zobrazeńı se nemůže vyskytovat
ani samostatně přič́ıtaná konstanta, ani nelinearita typu v1 · v2 nebo v21 apod.

Ve vzorci lineárńıho zobrazeńı se tedy mohou vyskytovat právě jen
lineárńı kombinace souřadnic zobrazovaného vektoru ~v, tj. lineárńı zobrazeńı
jsou právě ta zobrazeńı, která lze vyjádřit vynásobeńım matice č́ısel a vektoru
neznámých.

2, Všimněme si vztahu mezi rozměry matice A (m/n) a dimenzemi obou prostor̊u m =
dim(V ′), n = dim(V ): Matice A definuj́ıćı celé zobrazeńı je typu m/n, ale m je
dimenze prostoru obraz̊u V ′, kdežto n je dimenze prostoru vzor̊u V .

7.1.2 Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı R2 → R2

Věnujme se nyńı několika př́ıklad̊um lineárńıch zobrazeńı R2 → R2, tj. lineárńım zobra-
zeńım roviny do roviny:

Př́ıklad 29 a) Hezké zobrazeńı je identita, která nedělá nic: vektor ~v se zobraźı na sebe
sama. Matićı tohoto zobrazeńı je:

A =

(
1 0
0 1

)

Např. pro vzor ~v =

(
2
3

)
je obrazem vektor A · ~v =

(
1 0
0 1

)
·
(

2
3

)
=

(
2
3

)
.

b) Lineárńım zobrazeńım je i projekce vektoru ~v na osu x. Matićı zobrazeńı je:

B =

(
1 0
0 0

)

Např. pro vzor ~v =

(
2
3

)
je obrazem vektor B ·~v =

(
1 0
0 0

)
·
(

2
3

)
=

(
2
0

)
...vektor ve

směru osy x.
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c) A podobně projekce vektoru na osu y má matici

C =

(
0 0
0 1

)

Např. pro ~v =

(
2
3

)
→ C · ~v =

(
0 0
0 1

)
·
(

2
3

)
=

(
0
3

)
...vektor ve směru osy y.

Př́ıklad 30 O něco náročněǰśı je lineárńı zobrazeńı, které představuje otočeńı roviny o úhel ϕ0

se středem otáčeńı v počátku. Odvod́ıme matici tohoto lin. zobrazeńı:

a) Najděte matici otáčeńı roviny o úhel π
2
.

Řešeńı: Vektoru

(
x
y

)
je přiřazen vektor

(
−y
x

)
– viz obrázek:

Máme tedy vzorec ϕ

(
x
y

)
=

(
−y
x

)
, do něhož m̊užeme dosadit např́ıklad konkrétńı

bázické vektory a dostaneme ϕ

(
1
0

)
=

(
0
1

)
, pak ϕ

(
0
1

)
=

(
−1
0

)
. Odtud matice

hledaného zobrazeńı je sestavena z daných obraz̊u vektor̊u základńı báze napsaných
jako sloupce:

ϕ

(
x
y

)
:=

(
0 −1
1 0

)
·
(
x
y

)
.

b) Najděte matici otáčeńı roviny ú úhel α

Řešeńı: Vytvořme zobrazeńı pomoćı obraz̊u vektor̊u báze

(
1
0

)
a

(
0
1

)
:
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Vektor

(
1
0

)
se zobraźı na vektor

(
cosα
sinα

)
.

Vektor

(
0
1

)
se zobraźı15 na vektor

(
− sinα
cosα

)
. Když tyto dva obrazy naṕı̌seme jako

sloupce matice, źıskáme maticové vyjádřeńı našeho otočeńı o úhel α:

ϕ

(
v1
v2

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
v1
v2

)
.

c) Např́ıklad pro α = 60° = π
3

má matice z části (b) konkrétně tvar

(
1
2
−
√
3
2√

3
2

1
2

)
a v

tomto pootočeńı se vektor ~v =

(√
3
2
1
2

)
zobraźı na vektor:

ϕ(~v) =

(
1
2
−
√
3
2√

3
2

1
2

)
·
(√

3
2
1
2

)
=

(
0
1

)
(viz obrázek na násl. straně).

15Údaj − sinα odeč́ıtaný na vodorovné ose neńı chybný – nejedná se o klasické odeč́ıtáńı hodnoty
funkce sinus, které bychom v jednotkové kružnici dělali na svislé ose, ale o naneseńı stejné vzdálenosti z
předchoźıho obrázku na osu x v záporné části osy, tj. se záporným znaménkem.
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Př́ıklad 31 Pod́ıvejme se na osovou souměrnost vzhledem k např. k ose x:

- vektor ~u1 =

(
1
0

)
se zobraźı na sebe sama, protože lež́ı na ose souměrnosti: f( ~u1) =

(
1
0

)
,

- vektor ~u2 =

(
1
−2

)
se

”
překloṕı“ vzhledem k ose x a zobraźı se osovou souměrnost́ı na

vektor f( ~u2) =

(
1
2

)
.

Najděme nyńı matici tohoto zobrazeńı. Řešeńı: Pro vzor a obraz vybraných vektor̊u
tedy plat́ı: (

1
0

)
→
(

1
0

)
;

(
1
−2

)
→
(

1
2

)
Pomoćı zadáńı obraz̊u báze jsme schopni naj́ıt matici zobrazeńı – pokud oba ze vzor̊u

nejsou jednotkové vektory ve standardńı bázi, jako tomu bylo dosud, muśıme nav́ıc vyřešit
dvě maticové rovnice: (

a b
c d

)
·
(

1
0

)
=

(
1
0

)
⇒ a = 1, c = 0

Dvě z neznámých máme už určeny: proto do následuj́ıćı maticové rovnice můžeme už
hodnoty a = 1, c = 0 dosadit a určit zbylé dvě konstanty b, d:(

1 b
0 d

)
·
(

1
−2

)
=

(
1
2

)
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⇒ 1− 2b = 1

0− 2d = 2

⇒ b = 0, d = −1

a osová souměrnost je dána vztahem

f

(
v1
v2

)
:=

(
1 0
0 −1

)
·
(
v1
v2

)
.

7.1.3 Vlastnosti lineárńıho zobrazeńı, jádro a obor hodnot lineárńıho zobra-
zeńı

Věta 15 Základńı vlastnosti lineárńıho zobrazeńı mezi vektorovými prostory (označeńı
viz definice 22):

a) ϕ( ~oV ) = ~oV ′,

b) ϕ(−~v) = −ϕ(~v),

c) ϕ nemuśı zachovat lineárńı nezávislost vektor̊u z V ,

d) ϕ muśı zachovat lineárńı závislost vektor̊u z V .

Důkaz:

ad a), b) Protože ϕ je homomorfismus grup vzhledem k operaci + (na základě téže věty
z algebry 1), zobrazeńı ϕ muśı zobrazit nulový vektor na nulový vektor, a obraz
inverze (= obraz opačného vektoru) je inverze k obrazu (= opačný vektor k obrazu),

ad c) Viz př́ıklad 27: tři nezávislé vektory ~e1, ~e2, ~e3 jsou zobrazeny na vektory:(
2
1

)
,

(
0
−1

)
,

(
1
−1

)
které jsou lineárně závislé, tedy dimenze f(V ) se může lineárńım zobrazeńım zmenšit
(ze 3 na 2). Dále také projekce (př́ıklad 29 b,c) zmenšuje dimenzi 2 prostoru vzor̊u
na dimenzi 1 prostoru daných projekćı.

ad d) Pokud ~uk = α1 · ~u1+α2 · ~u2+...+αk−1 · ~uk−1, tak lineárńı zobrazeńı právě zachovává

”
výsledek lineárńı kombinace“, tj. pouze využit́ım vlastnosti linearity (z definice 22)

dostaneme:
ϕ( ~uk) = α1 · ϕ( ~u1) + ...+ αk−1 · ϕ( ~uk−1)

ϕ( ~uk) je závislý na vektorech ϕ( ~u1), ϕ( ~u2), ..., ϕ( ~uk−1).

Při studiu lineárńıho zobrazeńı jsou d̊uležité pojmy jádro a obor lineárńıho zobrazeńı:
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Definice 23 Necht’ ϕ : V → V ′ je lineárńı zobrazeńı mezi vektorovými prostory.
Jádro Kerϕ lineárńıho zobrazeńı je množina těch vektor̊u z V , které se zobraźı na

nulový vektor:
Kerϕ := {~v ∈ V : ϕ(~v) = ~oV ′}.

Obor hodnot Imϕ lineárńıho zobrazeńı je množina těch vektor̊u z V ′, pro které
existuje nějaký vzor:

Imϕ := {~w ∈ V ′ : ∃~v ∈ V : ϕ(~v) = ~w}.

Kerϕ a Imϕ celkem hodně vypov́ıdaj́ı o každém lineárńım zobrazeńı ϕ. Často bude
užitečné Kerϕ a Imϕ naj́ıt. V prvńı fázi se uvědomme, že se jedná o vektorové podpro-
story!

Věta 16 a) Kerϕ je vektorový podprostor prostoru V ,

b) Imϕ je vektorový podprostor prostoru V ′,

c) dim(Kerϕ) = n− h(A) = dim(V )− h(A), kde A je matice lineárńıho zobrazeńı ϕ,

d) dim(Imϕ) = h(A).
tedy n = dim(V ) = dim(Kerϕ) + dim(Imϕ).

Důkaz je konstruktivńı, tj. bude během něj vysvětlena konstrukce Kerϕ i konstrukce
(nalezeńı) Imϕ. Vysvětleme jej př́ımo na př́ıkladu.

Ad př. 27:

a) Ker(ϕ) je množina těch vektor̊u ~v, které se zobraźı na nulový vektor:

A · ~v = ~o,

kde A je matice zobrazeńı ϕ:

(
2 0 1
1 −1 −1

)
·

v1v2
v3

 =

(
0
0

)
.

...̌reš́ıme vlastně SLR-hom!
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Řešeńı bude závislé na n− h(A) parametrech = dim(V )− h(A) parametrech, tedy
3− 2 = 1 parametr. Pouze vyměňme pořad́ı rovnic:(

1 −1 −1 0
2 0 1 0

)
−2 · r1

∼
(

1 −1 −1 0
0 2 3 0

)

v3 = t

v2 = −3

2
t

v1 = −3

2
t+ t = −1

2
t

Kerϕ =

{
t ·

−1
2

−3
2

1

 ; t ∈ R

}
...vektorový prostor dimenze 1. Opravdu, dokažme ještě pořádně, že pro
~u,~v ∈ Ker(ϕ) také plat́ı α · ~u+ β · ~v ∈ Ker(ϕ):

Pokud ~u,~v ∈ Kerϕ, tak:

ϕ(~u) =

(
0
0

)
, ϕ(~v) =

(
0
0

)
⇒ ϕ(α·~u+β·~v)

linear
= α·ϕ(~u)+β·ϕ(~v) = α·

(
0
0

)
+β·

(
0
0

)
=

(
0
0

)
.

Tedy Ker(ϕ) je uzavřené na lineárńı kombinace ⇒ je to vektorový podprostor.

b) Imϕ je množina vektor̊u ϕ(~u) ∈ V ′ pro všechny možné vektory ~u ∈ V . Vezměme si
obrazy jednotkové báze:

ϕ

1
0
0

 =

(
2
1

)
, ϕ

0
1
0

 =

(
0
−1

)
, ϕ

0
0
1

 =

(
1
−1

)

Vyberme z těchto obraz̊u

(
2
1

)
,

(
0
−1

)
,

(
1
−1

)
bázi (do báze potřebujeme dva vek-

tory ze tř́ı, protože dimenze prostoru uspořádaných dvojic je rovna 2 – a nebo jen
jeden vektor, kdyby ostatńı dva vektory byly na tom prvńım lineárně závislé, ale
to snad neńı náš př́ıpad): Naṕı̌seme si vektory do řádk̊u matice a pomoćı EŘÚ
odstrańıme ty, které jsou lineárně závislé na ostatńıch. 1 −1

0 −1
2 1


−2 · r1

∼

 1 −1
0 −1
0 3

 ·(−1)
+3 · r2

∼

 1 −1
0 1
0 0


Např. ~w1 =

(
1
−1

)
, ~w2 =

(
0
1

)
je báze prostoru Imϕ.
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Tento postup lze vždy takto provést: Zobraźıme nějakou bázi V vzhledem k
zobrazeńı ϕ, dostaneme množinu obraz̊u, která generuje podprostor ϕ(V ) – ovšem
z těchto generátor̊u mohou některé být lineárně závislé na těch ostatńıch – ty
muśıme vyloučit a dostaneme bázi podprostoru ϕ(V ). Měli bychom ještě pořádně
dokázat, že ϕ je množina uzavřená na lineárńı kombinaci vektor̊u – dokažme to:

Pro ϕ(~u) ∈ ϕ(V ), ϕ(~v) ∈ ϕ(V ) – plat́ı také pro α, β ∈ T , že α·ϕ(~u)+β·ϕ(~v) ∈ ϕ(V )?

Plat́ı, opravdu, uvažujte se mnou – použijme v našem zd̊uvodněńı vlastnost
lineárńıho zobrazeńı směrem

”
nazpátek“, tedy zprava doleva:

α · ϕ(~u) + β · ϕ(~v)
linear

= ϕ(α · ~u+ β · ~v)...

právě jsme našli d́ıky vlastnosti linearity vzor α · ~u+ β · ~v ∈ V , který se zobraźı na
vektor α · ϕ(~u) + β · ϕ(~v). Tedy vektor α · ϕ(~u) + β · ϕ(~v) nálež́ı do ϕ(V ), protože
jsme pro něj našli vzor!!!

Bude občas užitečné vědět, kdy zobrazeńı ϕ (samozřejmě lineárńı, o jiných se ne-
bav́ıme)

”
zachovává dimenzi“, tj. dim(V ) = dim(ϕ(V )). Poznáme to právě podle jádra

Kerϕ. Následuj́ıćı věta byla dokázána na jedné z prvńıch přednášek předmětu Základy
matematiky!!! Jedná se o krásnou ukázku d̊ukazu logické ekvivalence.

Věta 17 Lineárńı zobrazeńı ϕ : V → V ′ je injektivńı ⇔ Kerϕ = { ~oV }.

Důkaz:

”
⇒“ ϕ je injektivńı ⇒ dva r̊uzné vektory se nemohou zobrazit na stejný obraz ~oV ′ , tj.

Kerϕ může obsahovat pouze jeden vektor, a sice ~oV .

”
⇐“ Kerϕ = { ~oV } ⇒ pokusme se dokázat injektivitu zobrazeńı ϕ:

ϕ(~u) = ϕ(~v) ⇒ ϕ(~u)− ϕ(~v) = ~oV ′

linear⇒ ϕ(~u− ~v) = ~oV ⇒ ~u− ~v ∈ Kerϕ

(úprava výrazu ϕ(~u) − ϕ(~v) na výraz ϕ(~u − ~v) plyne z linearity zobrazeńı ϕ), ale
v Kerϕ je pouze nulový vektor, tj ~u − ~v = ~oV , tedy ~u = ~v to znamená, že ϕ je
injektivńı (dokázali jsme př́ımým d̊ukazem implikaci

ϕ(~u) = ϕ(~v) ⇒ ~u = ~v,

což je jedna z možných definic injektivity zobrazeńı). �

Věta 17 nám může pomoci při zjǐstěńı, zda se zobrazeńım ϕ sńıž́ı dimenze podprostoru
zobrazovaných vektor̊u: při injekci se dimenze podprostoru vzor̊u a podprostoru obraz̊u
rovnaj́ı, tj. ϕ(V ) má stejnou dimenzi jako V .
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7.1.4 Vztah mezi systémem lineárńıch rovnic a lineárńım zobrazeńım

Ze zp̊usobu zadáńı lineárńıho zobrazeńı pomoćı matice plyne i vztah mezi lineárńım zobra-
zeńım a systémem lineárńıch rovnic. Tento vztah mezi vzorem a obrazem vektoru vzhle-
dem k lineárńım zobrazeńı lze zapsat maticovou rovnićı, na jej́ıž levé straně vystupuje
lineárńı zobrazeńı reprezentované matićı, jak uvid́ıme na následuj́ıćıch třech př́ıkladech.

Připomeňme si jen nejdř́ıve značeńı: na SLR lze nahĺıžet jako na m lineárńıch rovnic o
n neznámých

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1,

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2,

...

am1 · x1 + am2 · x2 + ...+ amn · xn = bm,

nebo jako na jednu maticovou rovnici
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
am1 am2 ... amn

 ·

x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bm


(přitom matice A má rozměr m/n, vektor neznámých ~x má rozměr n/1 a vektor ~b jako
výsledek jejich součinu má rozměr m/1).

Př́ıklad 32 Existuje tedy vztah mezi systémem lineárńıch rovnic s matićı A a lineárńım
zobrazeńım s matićı A:

Např. řešit systém lineárńıch rovnic (př́ıklad 11)1 2 3
2 −1 1
3 0 −1

 ·
xy
z

 =

9
8
3


znamená hledat vzor vektoru pravých stran ~b =

9
8
3

 vzhledem k lineárńımu zobrazeńı

ϕ zadanému matićı A. Otázka zńı: Jakému vzoru

xy
z

 přǐrazuje lineárńı zobrazeńı ϕ :

R3 → R3 obraz

9
8
3

? Odpověd’ zńı: takovými vzory

xy
z

 jsou všechna řešeńı daného

SLR.
Vyřešeńım SLR zjist́ıme (ad př́ıklad 11), že hledaný vzor je jediný:xy

z

 =

 2
−1
3

 .



Algebra 2 (MA 0005) 83

Dále např. řešit systém rovnic
1 1 2 −5
2 5 −1 −9
2 1 −1 3
1 −3 2 7

 ·

x
y
z
w

 =


3
−3
−11
−5



znamená hledat vzor


x
y
z
w

 pro obraz ~b =


3
−3
−11
−5

 vzhledem k lineárńımu zobrazeńı

ϕ : R4 → R4 zadanému matićı A.

V př́ıkladu 12 jsme zjistili, že těchto vzor̊u je nekonečně mnoho:
x
y
z
w

 =


−5− 2p
2 + 3p
3 + 2p
0 + p

 .

A nakonec (třet́ı možnost odpovědi na naši otázku), řešit systém rovnic (ad př. 14)
1 2 3 4
1 3 5 7
1 0 −1 −2
0 0 0 0

 ·

x
y
z
w

 =


5
11
−6
0



znamená hledat vzor


x
y
z
w

 k obrazu ~b =


5
11
−6
0

 vzhledem k zobrazeńı ϕ : R4 → R4

zadanému matićı A.

Z př. 14 lze vidět, že žádný takový vzor neexistuje – to znamená, že


5
11
−6
0

 6∈ Im(ϕ).

7.2 Cvičeńı 7

• cvičeńı na : ERU pomoćı násobeńı matićı regulárńı, inverzńı matice, maticová me-
toda řešeńı SLR, Gauss-Jordanova metoda řešeńı SLR.

•

•
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8 Týden 8

8.1 Kapitola 8: Matice přechodu mezi bázemi, změna matice
zobrazeńı při změně báze

8.1.1 Matice přechodu mezi bázemi téhož vektorového prostoru

Pod́ıvejme se v daľśım na jedno speciálńı zobrazeńı, a sice zobrazeńı V → V , které je
identitou – ovšem matićı tohoto zobrazeńı nebude jednotková matice, jak jsme si řekli
v předchoźı kapitole, že tomu je u identického zobrazeńı, nýbrž obecně určitá matice,
kterou budeme nazývat matićı přechodu. Důvodem toho, že matice této identity nebude
jednotková, je to, že sice zobraźıme vektor na sebe sama, ale přitom změńıme bázi, na
základě které souřadnice tohoto vektoru vyjadřujeme.

Definice 24 Označme e = (~e1, ~e2, ..., ~en), f = (~f1, ~f2, ..., ~fn) dvě r̊uzné báze téhož vekto-
rového prostoru V dimenze n.
Protože se jedná o báze, lze vektory ~ej jednoznačně vyjádřit souřadnicemi v bázi f :

~ej = ~f1 · p1j + ~f2 · p2j + ...+ ~fn · pnj

...kde p1j, p2j, ..., pnj jsou souřadnice vektoru ~ej v bázi f . Maticově pak:

e = f · Pf→e (8.1)

Matice P se nazývá matice přechodu od báze f k bázi e (někdy též matice transformace
báze f na bázi e).

Věta 18 a) Matice přechodu Pf→e je regulárńı.

b) Jakákoli regulárńı matice P vytvoř́ı z báze f
”

novou bázi“ e.

c) Vynásobeńım vztahu 8.1 matićı P−1 zprava dostáváme, že matice P−1 je také matićı
přechodu, a sice v opačném směru! (od báze e k bázi f):

e · P−1e→f = f (8.2)

Důkaz:

ad a) Pokud by řádky P byly lin. závislé, byly by závislé i řádky matice e, tj. (protože
hodnost matice se zachová transponováńım – věta 4) byly by závislé i sloupce matice
e, a to nejsou – tvoř́ı bázi.

ad b) Plyne ze vztahu 8.1 a z toho, že součin dvou regulárńıch matic je zase matice
regulárńı16.

16Cauchyho věta: det(A · B) = det(A) · det(B). Důkaz této věty viz BP Danešová, str. 25. Občas se
hod́ı použ́ıt d̊usledek této věty, a sice: ... pokud d́ılč́ı matice maj́ı nenulový determinant, ani determinant
jejich součinu se nemůže rovnat nule.
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ad c) Plyne z regulárnosti všech matic v rovnosti použitých a toho, že ve sloupćıch matic
e, f jsou vektory báźı.

Pod́ıvejme se nyńı, jak se přepoč́ıtaj́ı souřadnice vektoru ~x ∈ V při změně báze:

Vektor ~x lze jednoznačně vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u ~ej (a koeficienty této
kombinace jsou souřadnicemi ~x v bázi e) a současně lze ~x jednoznačně vyjádřit jako lin.

kombinaci vektor̊u ~fj (a koeficienty této kombinace jsou souřadnicemi ~x v bázi f):

~x = α1 · ~e1 + α2 · ~e2 + ...+ αn · ~en = β1 · ~f1 + β2 · ~f2 + ...+ βm · ~fm

Dosad́ıme-li do právě uvedeného vztahu ~ej pomoćı vztahu 8.1 po sloupćıch, dostaneme:

α1 ·
∑
k

~fk · pk1 + α2 ·
∑
k

~fk · pk2 + ...+ αn ·
∑
k

~fk · pkn = β1 · ~f1 + β2 · ~f2 + ...+ βm · ~fm

Porovnáńım koeficient̊u u ~fj na obou stranách dostaneme systém rovnic:

α1 · p11 + α2 · p12 + ...+ αn · p1n = β1,

α1 · p21 + α2 · p22 + ...+ αn · p2n = β2,

...

α1 · pn1 + α2 · pn2 + ...+ αn · pnn = βm;

tedy dostali jsme SLR s neznámými α1, ..., αn. Maticově:

Pf→e ·


α1

α2

...
αn


e

=


β1
β2
...
βm


f

/ · P−1zleva (8.3)


α1

α2

...
αn


e

= P−1e→f ·


β1
β2
...
βm


f

(8.4)

(označeńı v indexu matice P je pouze pomocné – jedná se o jednu matici P a jej́ı inverzi
P−1).

Věta 19 Převáděńı souřadnic vektor̊u při změně báze: a) Pro vztah 8.1 mezi
bázemi plat́ı, že souřadnice vektor̊u přepoč́ıtáváme pomoćı vztahu 8.3.
b) naopak pro vztah 8.2 mezi bázemi souřadnice vektor̊u přepoč́ıtáváme pomoćı vztahu 8.4.

Poznámka: Přepoč́ıtáváńı souřadnic vektoru lze chápat jako identické zobrazeńı téhož
vektoru na sebe sama. Všimněte si prośım následuj́ıćı korespondence plynoućı z právě
uvedené věty: Při vyjádřeńı souřadnic vektoru v jiné bázi potřebujeme matici
přechodu v opačném směru!!! Např́ıklad vztah 8.3 vyjádř́ı souřadnice vektoru v bázi
f , ale potřebuje k tomu matici přechodu f → e, což je v dosavadńım označeńı matice P
– čili matice přechodu f → e je potřeba k vyjádřeńı souřadnic vektoru v bázi f !!!
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Př́ıklad 33 (Horák, str. 54) Najděte matici přechodu od báze f k bázi e pro

e =

(1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

)f =

(2
3
2

 ,

3
1
2

 ,

4
3
3

),
protože potřebujete vyjádřit souřadnice vektoru

 1
4
−2


e

v bázi f .

Řešeńı: Hledáme matici P typu 3/3 tak, že pro přechod od báze f k bázi e plat́ı vztah
8.1:

e = f · Pf→e, tedy1 1 1
1 1 0
1 0 0

 =

2 3 4
3 1 3
2 2 3

 ·
p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

 .

Přehod’me pouze obě strany této maticové rovnice:2 3 4
3 1 3
2 2 3

 ·
p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

 =

1 1 1
1 1 0
1 0 0


S využit́ım významu násobeńı matic a rozepsáńım tohoto násobeńı po sloupćıch vlastně

současně řeš́ıme tři systémy lineárńıch rovnic:2 3 4
3 1 3
2 2 3

·
p11p21
p31

 =

1
1
1

 ,

2 3 4
3 1 3
2 2 3

·
p12p22
p32

 =

1
1
0

 ,

2 3 4
3 1 3
2 2 3

·
p13p23
p33

 =

1
0
0


Každý ze systémů najde jeden sloupec matice P . Protože OVŠEM všechny tři systémy

maj́ı stejnou matici A, lze je řešit současně (řešeńı provedeme Gauss-Jordanovou meto-
dou, tj. matici A uprav́ıme pomoćı EŘÚ na matici jednotkovou), vektory pravých stran
naṕı̌seme všechny tři za svislou čáru:

 2 3 4 1 1 1
3 1 3 1 1 0
2 2 3 1 0 0


−r1

∼

 6 9 12 3 3 3
3 1 3 1 1 0
0 −1 −1 0 −1 −1

 ·1
3

·2− r1
·(−1)

∼

∼

 2 3 4 1 1 1
0 −7 −6 −1 −1 −3
0 1 1 0 1 1

 ∼
 2 3 4 1 1 1

0 1 1 0 1 1
0 −7 −6 −1 −1 −3


+7 · r2

∼

∼

 2 3 4 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 −1 6 4

 −3 · r2 − r3
−r3 ∼

 2 0 0 2 −8 −6
0 1 0 1 −5 −3
0 0 1 −1 6 4

 ·1
2

∼
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∼

 1 0 0 1 −4 −3
0 1 0 1 −5 −3
0 0 1 −1 6 4

⇒ P =

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

 .

Ve sloupćıch matice P jsou souřadnice vektor̊u ~ej v bázi f . Dı́ky nalezeńı matice
přechodu Pf→e nyńı můžeme přepoč́ıtávat (jak plyne z věty 19) v opačném směru.

Např́ıklad vektor

 1
4
−2


e

pomoćı 8.3 přepočteme do báze f takto:

Pf→e ·

 1
4
−2


e

=

β1β2
β3


f 1 −4 −3

1 −5 −3
−1 6 4

 ·
 1

4
−2


e

=

β1β2
β3


f

=

 −9
−13
15


f

.

Př́ıklad 34 Variace na př́ıklad 33: Máte zadány tytéž báze e, f jako v př́ıkladu 33 a

vektor

 −9
−13
15


f

. Vypočtěte jeho souřadnice v bázi e, pokud je zadána matice přechodu

Pf→e =

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

.

1. zp̊usob řešeńı, asi rychleǰśı: Mohli bychom si napsat převodńı vztah 8.3 a doplnit
do něj, co známe:  1 −4 −3

1 −5 −3
−1 6 4

 ·
α1

α2

α3


e

=

 −9
−13
15


f

.

To je vlastně SLR, jehož vyřešeńım dostanemeα1

α2

α3


e

=

 1
4
−2


e

.

2. zp̊usob řešeńı: pomoćı inverzńı matice přechodu P−1e→f : 1 −4 −3 1 0 0
1 −5 −3 0 1 0
−1 6 4 0 0 1

 −r1
+r1

∼

 1 −4 −3 1 0 0
0 −1 0 −1 1 0
0 2 1 1 0 1

 ·(−1)
+2 · r2

∼

∼

 1 −4 −3 1 0 0
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 −1 2 1

 +4 · r2 + 3 · r3
∼

 1 0 0 2 2 3
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 −1 2 1


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⇒ P−1e→f =

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 , a proto

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 ·
 −9
−13
15


f

=

 1
4
−2


e

8.1.2 Složeńı lineárńıch zobrazeńı

Definice 25 Složeńım dvou lineárńıch zobrazeńı vznikne opět lineárńı zobrazeńı:
ϕ : V → V ′ (s matićı A), ψ : V ′ → V ′′ (s matićı B)⇒ složené zobrazeńı ψ◦ϕ : V → V ′′

(s matićı B · A) je zobrazeńı:

ψ ◦ ϕ(~v) := ψ(ϕ(~v)) ( čteme: zobrazeńı ψ po ϕ)

Nápověda: Násobeńı B · A matic d́ılč́ıch zobrazeńı provád́ıme ve stejném pořad́ı, jako je
napsáno pořad́ı zobrazeńı ψ ◦ ϕ.

Př́ıklad 35 Mějme lineárńı zobrazeńı ϕ : R5 → R3 zadané matićı:

A =

1 0 1 0 −1
0 1 2 1 2
2 0 3 −1 1


a zobrazeńı ψ : R3 → R2 zadané matićı:

B =

(
1 0 2
1 −3 1

)
.

⇒ Složené zobrazeńı ψ ◦ ϕ : R5 → R2 je zadané matićı:

B · A =

(
5 0 7 −2 1
3 −3 −2 −4 −6

)
.

Tedy složeńım přiřazeńı
x1
x2
x3
x4
x5

→
y1y2
y3

 =

1 0 1 0 −1
0 1 2 1 2
2 0 3 −1 1

 ·

x1
x2
x3
x4
x5


a y1y2

y3

→ (
z1
z2

)
=

(
1 0 2
1 −3 1

)
·

y1y2
y3


dostaneme přiřazeńı

x1
x2
x3
x4
x5

→
(
z1
z2

)
=

(
5 0 7 −2 1
3 −3 −2 −4 −6

)
·


x1
x2
x3
x4
x5

 .
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8.1.3 Změna matice lineárńıho zobrazeńı při změně báze

Př́ıklad 36 Pod́ıvejme se nyńı na obecný př́ıklad změny matice lineárńıho zobrazeńı při
změně báźı vstupńıho a ćılového prostoru:

Uvažujme lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R2 zadané v běžných báźıch:

e =

(1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

), f =

((
1
0

)
,

(
0
1

))

matićı A =

(
1 1 −2
1 −2 3

)
, tj.

ϕ

x1x2
x3

 :=

(
1 1 −2
1 −2 3

)
·

x1x2
x3

 =

(
y1
y2

)

Jak se změńı matice tohoto zobrazeńı, pokud báze e prostoru R3, f prostoru R2 změńıme
na báze e′, f ′:

e′ =

(1
0
1

 ,

1
1
1

 ,

1
2
0

), f ′ = ((1
1

)
,

(
−1
2

))

Řešeńı: Slož́ıme tři lineárńı zobrazeńı:

- přepočet báze v prostoru R3 (pomoćı matice přechodu),

- zobrazeńı ϕ,

- přepočet báze v prostoru R2 (pomoćı daľśı matice přechodu).

Shrnut́ı př́ıkladu: Obecně řečeno, při změně báze jednoho či obou prostor̊u dojde ke
změně matice lineárńıho zobrazeńı ϕ – slož́ı se s jedńım či dvěma lineárńımi transforma-
cemi vstupńıho či ćılového prostoru zp̊usobenými změnou báze:

- ϕ v báźıch e, f ...zadané matićı A, přepočet vektor̊u: ~yf = A · ~xe,

- ϕ v báźıch e′, f ...zadané matićı A · P , přepočet vektor̊u: ~yf = A · P · ~xe′ ′,

- ϕ v báźıch e, f ′...zadané matićı Q · A, přepočet vektor̊u: ~yf ′ = Q · A · ~xe,

- ϕ v báźıch e′, f ′...zadané matićı Q · A · P , přepočet vektor̊u: ~yf ′
′ = Q · A · P · ~xe′ ′
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Definice 26 Lineárńı zobrazeńı ψ : V → V se nazývá lineárńı transformace (vstupńı i
ćılový prostor je jeden a tentýž).

Lineárńı zobrazeńı ψ : V → V se nazývá automorfismus (vektorového prostoru na sebe
sama), je-li nav́ıc bijektivńı.

Př́ıkladem automorfismu je právě přepočet souřadnic vektor̊u zp̊usobený změnou báze
(automorfismus – A je regulárńı a čtvercová).

Př́ıklad 37 Určete, jak se změńı matice

A =

1 0 1
2 −1 1
0 1 3


lineárńı transformace ψ : R3 → R3 při změně báze

e =

(1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

)
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na bázi

e′ =

(1
0
1

 ,

1
1
1

 ,

1
2
0

)

Řešeńı: Podobné př́ıkladu 36 s t́ım rozd́ılem, že zpětný přepočet báze je zadán matićı
inverzńı ke vstupńımu přepočtu báze.

Definice 27 Čtvercové matice A,B jsou podobné, když pro nějakou regulárńı P plat́ı:

B = P−1 · A · P

Poznámka: Podobnost je relace ekvivalence na množině čtvercových matic. Právě
přepočtená matice B v př́ıkladu 37 je podobná k zadané matici A lin. transformace.
Tedy podobné matice A, B jsou matice téže lineárńı transformace – pouze se jedná o
vyjádřeńı této transformace v r̊uzných báźıch.

Silně doporučuji: několikrát (pro r̊uzné otázky) si projděte odpovědńık opakuj́ıćı
obsah přednášek 7 a 8:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/odp/pred07_08_otazky_ano_ne.qref
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8.2 Cvičeńı 8

• cvičeńı na lineárńı zobrazeńı a jeho jádro a obor hodnot

•

•

Úloha 8.1 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 je zadáno obrazy vektor̊u: 1
0
0

 →

 1
2
3

 ,

 0
1
0

 →

 0
1
−1

 ,

 1
2
−1

 →

 2
1
1

 .

a) Nalezněte vyjádřeńı zobrazeńı ϕ pomoćı matice A.

b) Nalezněte všechny vzory vektoru

 1
1
1

 vzhledem k zobrazeńı ϕ.

Úloha 8.2 Lineárńı zobrazeńı ψ : R3 → R4 je zadáno matićı

B =


1 0 0
−1 1 2

1 2 4
2 −1 1

 .

a) Nalezněte bázi a dimenzi jeho jádra Ker(ψ).

b) Nalezněte bázi a dimenzi jeho obrazu Im(ψ).

Úloha 8.3 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 je zadáno obrazy vektor̊u: 0
2
0

 →

 0
1
1

 ,

 1
0
0

 →

 1
0
1

 ,

 1
1
2

 →

 1
2
3

 .

a) Nalezněte vyjádřeńı zobrazeńı ϕ pomoćı matice A.

b) Nalezněte všechny vzory vektoru

 −1
2
2

 vzhledem k zobrazeńı ϕ.
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Úloha 8.4 Lineárńı zobrazeńı ψ : R4 → R3 je zadáno matićı

B =

 1 1 0 2
−1 0 1 −1

2 2 4 3

 .

a) Nalezněte bázi a dimenzi jeho jádra Ker(ψ).

b) Nalezněte bázi a dimenzi jeho obrazu Im(ψ).

Úloha 8.5 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 je zadáno matićı A =

 3 2 1
1 0 2
1 2 −3

.

a) Zjistěte, na jakou množinu bod̊u se při tomto zobrazeńı zobraźı př́ımka p = {[1 + t, 2−
t, 1− t], ]; t ∈ R}.

b) Vyjádřete zobrazeńı ϕ pomoćı obraz̊u tř́ı vektor̊u.

Úloha 8.6 Pro lineárńı zobrazeńı ψ : R3 → R4 je

Ker(ψ) =

 2
2
1

 ,

 1
0
1

 , Im(ψ) =




1
0
1
1


 .

Sestrojte matici zobrazeńı ψ. Pokud zjist́ıte, že takových zobrazeńı existuje v́ıce, stač́ı nalézt
jedno z nich.

Úloha 8.7 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 je zadáno matićı A =

 2 0 −1
0 1 1
2 2 1

.

a) Napǐste vyjádřeńı zobrazeńı ϕ pomoćı vzorce.

b) Nalezněte všechny vzory vektoru

 1
2
1

 vzhledem k zobrazeńı ϕ.



94 Katedra matematiky PedF MUNI v Brně

Úloha 8.8 Pro lineárńı zobrazeńı ψ : R4 → R3 je

Ker(ψ) =




2
0
2
1

 ,


0
1
−1

1


 , Im(ψ) =

 1
0
1

 ,

 1
1
0

 .

Sestrojte matici zobrazeńı ψ. Pokud zjist́ıte, že takových zobrazeńı existuje v́ıce, stač́ı nalézt
jedno z nich.

Úloha 8.9 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 je zadáno matićı A =

 2 1 0
0 1 1
1 1 −1

.

a) Zjistěte, na jakou množinu bod̊u se při tomto zobrazeńı zobraźı rovina α : 2x− 3y +
z + 1 = 0.

b) Vyjádřete zobrazeńı ϕ jednoznačně pomoćı obraz̊u tř́ı vektor̊u.

Úloha 8.10 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 je zadáno matićı

B =

 2 1 0
0 1 1
4 1 −1

 .

Zjistěte, zda je toto zobrazeńı

a) injektivńı (pomoćı báze a dimenze jeho jádra: ϕ je injektivńı ⇔ Ker(ϕ) = {~o}).

b) surjektivńı (pomoćı jeho obrazu Im(ψ)).

Úloha 8.11 Lineárńı zobrazeńı ϕ je zadáno matićı

B =

 1 2 0 1
2 0 1 −1
0 1 2 2

 .

Nalezněte všechny vzory vektoru ~v =

 1
1
1

 vzhledem k tomuto zobrazeńı.

Úloha 8.12 Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R2 má jádro

Ker(ϕ) = {p ·

 1
1
1

 ; p ∈ R}.

Napǐste jeho konkrétńı matici (stač́ı jednu z možnost́ı, pokud řešeńı existuje v́ıce) tak,
aby zobrazeńı ϕ bylo surjektivńı.
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9 Týden 9

9.1 Kapitola 9: skalárńı součin vektor̊u, velikost vektoru, kosi-
nová věta, odchylka vektor̊u, Schwarzova nerovnost

9.1.1 Jiný pohled na determinant

Nejd̊uležitěǰśım pojmem tohoto semestru je pojem zobrazeńı:

a) Už při definici vektorového prostoru se objevuje násobeńı (skalár krát vektor), což je
zobrazeńı T × V → V s jistými třemi daľśımi vlastnostmi (toto zobrazeńı bychom
mohli nazvat jako akce tělesa T na množině V ),

b) Každá reálná matice A typu m/n představuje lineárńı zobrazeńı ϕ : V → W , kde
dim(V ) = n, dim(W ) = m, toto zobrazeńı splňuje tzv. podmı́nky linearity:

ϕ(α · ~u+ β · ~v) = α · ϕ(~u) + β · ϕ(~v)

c) Na determinant det(A) se lze d́ıvat jako na zobrazeńı det : V n → R, které přǐrazuje n
řádk̊um matice A reálné č́ıslo det(~a1, ~a2, ..., ~an),

- zobrazeńı, které přǐrazuje n vektor̊um č́ıslo se nazývá forma,

- plat́ı D2:
det(~a1, ..., ~ak, ..., ~al, ..., ~an) = −det(~a1, ..., ~al, ..., ~ak, ..., ~an)

...záměna pořad́ı dvou vektor̊u změńı znaménko obrazu, této vlastnosti ř́ıkáme,
že forma je antisymetrická,

- plat́ı D3: každá souřadnice zobrazeńı det splňuje podmı́nku linearity:

det(~a1, ..., α · ~u+ β · ~v, ..., ~an) = α · det(~a1, ..., ~u, ... ~an) + β · det(~a1, ..., ~v, ... ~an)

...̌ŕıkáme, že forma det je multilineárńı = lineárńı v každé složce.

⇒ celkem můžeme uzavř́ıt, že determinant lze chápat jako antisymetrickou mul-
tilineárńı formu, která n vektor̊um dimenze n přǐrad́ı podle těchto pravidel reálné
č́ıslo.

d) V této kapitole se budeme zabývat zobrazeńım typu skalárńı součin – zobrazeńı V 2 →
R, které přǐrazuje dvěma vektor̊um skalár a splňuje jisté vlastnosti.

9.1.2 Definice skalárńıho součinu

Definice 28 Pozitivně definitńı symetrická bilineárńı forma V 2 → R se nazývá skalárńı
součin:

a. skal(~u, ~u) > 0,∀~u ∈ V kromě nulového vektoru (~u 6= 0)... pozitivně definitńı,
(poznámka: u této podmı́nky vstupuje do operátoru skal jen jeden, třebaže dvakrát!!!)
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b. skal(~u,~v) = skal(~v, ~u)...symetrická,

c. splňuje podmı́nky linearity v každé složce – je multilineárńı pro n = 2 čili je bilineárńı:

skal(α · ~u+ β · ~v, ~w) = α · skal(~u, ~w) + β · skal(~v, ~w)

skal(~u, α · ~v + β · ~w) = α · skal(~u,~v) + β · skal(~u, ~w)

...linearita vzhledem ke druhé složce (= druhá z rovnost́ı) už plyne ze symetrie a z
linearity v prvńı složce, takže by se nemusela v definici uvádět.

d. a pro formu ještě dodejme, že skalárńı součin je reálná forma, tj. přiřazuje dvěma
vstupńım vektor̊um reálné č́ıslo (výsledkem skalárńıho součinu vektor̊u je skalár).

Definice 29 Prostor (V ; +; ·), na kterém je definován skalárńı součin, se nazývá Eukli-
dovský vektorový prostor.

Př́ıklad 38 Některé př́ıklady vektorových prostor̊u a skalárńıho součinu vektor̊u:

a) V = C〈a; b〉...prostor reálných spojitých funkćı na intervalu 〈a; b〉.

Pro f(x), g(x) ∈ C〈a; b〉 lze definovat:

skal(f(x), g(x)) :=

∫ b

a

f(x) · g(x) dx.

Takto definovaný skalárńı součin opravdu splňuje všechny čtyři požadované vlast-
nosti: ad d) výsledkem určitého integrálu je reálné č́ıslo; ad c) linearita skalárńıho
součinu plyne z linearity integrálu:∫ b

a

(α · f1(x) + β · f2(x)) · g(x) dx = α ·
∫ b

a

f1(x) · g(x) dx+ β ·
∫ b

a

f2(x) · g(x) dx.

ad b) integrál ze součinu funkćı f , g nezálež́ı na jejich pořad́ı, čili plat́ı vlastnost
symetrie; ad a) a plat́ı též vlastnost pozitivńı definitnosti:

skal(f(x), f(x)) =

∫ b

a

f 2(x) dx > 0

pro f(x) 6= 0.

b) V R3 je skalárńı součin vektor̊u definován standardně:

skal(~u,~v) := u1 · v1 + u2 · v2 + u3 · v3

tato bilineárńı forma opět splňuje všechny čtyři vlastnosti (pozitivńı definitnost,
symetrii, linearitu v každé složce, vlastnost formy = výsledek je reálé č́ıslo).
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Tento běžně už́ıvaný skalárńı součin lze napsat i ve vektorovém/maticovém tvaru:

skal(~u,~v) :=
(
u1 u2 u3

)
·

v1v2
v3

 =
(
u1 u2 u3

)
·E·

v1v2
v3

 =
(
u1 u2 u3

)
·

1 0 0
0 1 0
0 0 1

·
v1v2
v3

 .

V předchoźım zápisu je d̊uležité, že vektor ~u je napsán jako řádkový vektor a ~v
jako sloupcový vektor, jinak by totǐz nebylo možné jejich maticový-vektorový součin
provést. Protože d̊usledně (aspoň od šesté přednášky d̊usledně, protože od té doby
provád́ıme maticové násobeńı), ~u vždy označuje vektor sloupcový, tj. v učebnici s

přesným značeńım vždy uvid́ıte součin skal(~u,~v) =
(
u1 u2 u3

)
·

v1v2
v3


vyjádřen jako skal(~u,~v) := ~uT ·~v (tj. vektor psaný do řádku označujeme jako vektor
transponovaný).

c) Matice E v př́ıkladu b) by mohla být nahrazena libovolnou symetrickou matićı A, jej́ı̌z
všechny hlavńı minory jsou kladné17, tj. plat́ı:

a11 > 0,

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0, ..., |A| > 0.

...tj. klasicky definovaný skalárńı součin (b) neńı jediná možnost, (c) naznačuje i
daľśı možnosti. Každá bilineárńı forma definovaná vztahem

skal(~u,~v) := (u1, u2, ..., un) · A ·


v1
v2
...
vn

 (9.1)

by mohla být vzata jako definice skalárńıho součinu, jestlǐze matice A je symetrická a
pozitivně definitńı matice. Úsporný vektorově-maticový zápis: skal(~u,~v) := ~uT ·A ·~v.

Definice 30 Čtvercová matice A řádu n je

a) symetrická, pokud aij = aji (prvky souměrné vzhledem k hlavńı diagonále jsou totožné,

tj. plat́ı A = AT ),

b) antisymetrická, pokud aij = −aji (prvky souměrné vzhledem k hlavńı diagonále se lǐśı
o znaménko).

17Matice, jej́ıž všechny hlavńı minory jsou kladné, představuje zobrazeńı, které je pozitivně definitńı.
Tato podmı́nka o hlavńıch minorech tedy zaručuje pozitivńı definitnost takto definovaného skalárńıho
součinu. Ještě to bude řečeno jednou ve větě 22.
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c) pozitivně (kladně) definitńı, když ∀~x ∈ Rn kromě nulového vektoru (~x 6= ~o) plat́ı:

(x1, x2, ..., xn) · A ·


x1
x2
...
xn

 > 0 (9.2)

(vektorově-maticově lze nerovnost psát ~xT · A · ~x > 0).

Věta 20 (Shilov, str. 209) Symetrická (čtvercová) matice A je pozitivně definitńı ⇔
všechny jej́ı hlavńı minory jsou kladné, tj. plat́ı:

a11 > 0,

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0, ..., |A| > 0.

Definice 31 Necht’ (V ; +; ·) je Euklidovský vektorový prostor (= vektorový prostor se
skalárńım součinem) a necht’ ( ~u1, ..., ~uk) je posloupnost vektor̊u.

Pak Grammova matice je matice všech možných skalárńıch součin̊u:

G( ~u1, ..., ~uk) =
(
skal(~ui, ~uj)

)
k×k

=


skal( ~u1, ~u1) skal( ~u1, ~u2) ... skal( ~u1, ~uk)
skal( ~u2, ~u1) skal( ~u2, ~u2) ... skal( ~u2, ~uk)

...
skal( ~uk, ~u1) skal( ~uk, ~u2) ... skal( ~uk, ~uk)


Grammův determinant detG( ~u1, ..., ~uk) je determinant z Grammovy matice.

Věta 21 (samozřejmá) Ze symetrie skalárńıho součinu a definice Grammovy matice hned
plyne, že Grammmova matice je symetrická matice.

K čemu je Grammova matice dobrá? Je to matice, pomoćı ńıž můžeme v mnoha
př́ıpadech definovat skalárńı součin vztahem 9.1, tj. v mnoha př́ıpadech pro ni plat́ı
všechny vztahy a vlastnosti, které plat́ı pro skalárńı součin. Ve kterých mnoha př́ıpadech?
V těch, kdy Grammova matice je matice pozitivně definitńı, protože to je jenom někdy:

Věta 22 (Zlatoš, str. 255) V Euklidovském vektorovém prostoru: Vektory ~u1, ..., ~uk jsou
lineárné nezávislé ⇔ jejich Grammova matice je pozitivně (kladně) definitńı.

Čili pro každou uspořádanou k-tici lineárně nezávislých vektor̊u je G( ~u1, ..., ~uk)
matićı, pomoćı ńıž lze definovat skalárńı součin na k-rozměrném podprostoru
L( ~u1, ..., ~uk) těmito vektory generovaném, vztahem skal(~x, ~y) := ~xT · G( ~u1, ..., ~uk) · ~y,
protože Grammova matice je symetrická a pozitivně definitńı, a tedy t́ımto vztahem
definuje pozitivně definitńı (a) symetrickou (b) bilineárńı (c) formu (d) skalárńıho součinu.
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9.1.3 Fyzikálńı a geometrický význam skalárńıho součinu

Fyzikálńı význam skalárńıho součinu v aritmetickém vektorovém prostoru:
pokud posunujeme skř́ıň do vzdálenosti a směru ~d a tlač́ıme na ni kolmo na směr posunut́ı,
nevykonáme žádnou práci, tj.:

W = ~F · ~d = 0

Tedy se zdá, že na práci vykonanou ve směru ~d bude mı́t vliv ta část śıly ~F , která bude
p̊usobit ve stejném směru jako ~d.

Když p̊usob́ıme na skř́ıň v šikmém směru, śılu ~F lze rozložit na součet sil ~F1, ~F2.
Śıla ~F1 nevykoná ve směru ~d žádnou práci (viz předchoźı obrázek).

Na práci ve směru ~d má vliv jen śıla ~F2. Z toho plyne poučeńı, že skalárńı součin
vyjadřuje mı́ru vlivu vektoru ~F ve směru ~d (mı́ra vlivu ~F je vyjádřena pr̊umětem kolmým
~F do směru ~d).

|| ~F2|| = ||~F || · cosϕ

W = ~F · ~d = ||~F || · ||~d|| · cosϕ = ||~d|| · ||~F || · cosϕ = ||~d|| · || ~F2||

Práce vykonána při posunut́ı ve směru a délce ~d p̊usobeńım śıly ~F je rovna skalárńımu
součinu ~d · ~F .

(Při skalárńım součinu sestrojujeme pr̊umět kolmý jednoho vektoru do směru druhého
vektoru.)

Geometrický význam skalárńıho součinu: obsah obdélńıku o stranách ||~d|| a

(||~F || · cosϕ).
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9.1.4 Velikost vektoru a jej́ı vlastnosti

Dı́ky vlastnosti pozitivńı definitnosti (a) ze skalárńıho součinu, aplikované na jediný vektor
s výsledkem nezáporného č́ısla právě můžeme dobře definovat velikost vektoru ~u.

Definice 32 Norma (= velikost) vektoru ~u na Euklidovském prostoru se definuje

||~u|| :=
√
skal(~u, ~u).

Poznámka 1: Na pojmech skalárńı součin dvou vektor̊u a velikost jednoho vektoru je
krásné to, že vypočtené reálné č́ıslo nezáviśı na bázi zvolené pro skalárńı součin (tj. pro
Grammovu matici).

Tj. tyto pojmy jsou př́ıkladem tzv. invariant̊u neboli veličin, které nezáviśı na volbě
báze v daném Euklidovském vektorovém prostoru.

Poznámka 2:Na prostoru R2 poč́ıtáme velikost vektoru vlastně na základě Pythago-
rovy věty, protože trojúhelńık vzniklý pr̊umětem na jednu z os souřadného systému

Poznámka 3: Nicméně předchoźı definice umožňuje definovat velikost na jakémkoli
vektorovém prostoru se skalárńım součinem (tedy zjednodušeně řečeno, vztah pro
velikost vektoru je zobecněńım Pythagorovy věty), a sice pomoćı vlastnosti (a) skalárńıho
součinu, která přǐrad́ı jakémukoli vektoru ~u ∈ V kladné č́ıslo pro ~u 6= ~o a nulu pro ~u = ~o.

Ad př́ıklad 5: I na prostoru spojitých funkćı na intervalu, jehož dimenze je nekonečná,
lze docela dobře definovat velikost vektoru (funkce) pomoćı skalárńıho součinu:

||f(x)|| :=
√
skal(f(x), f(x)) =

√∫ b

a

f 2(x) dx

(pozitivńı definitnost skalárńıho součinu zaručuje, že pod odmocninou bude nezáporné
č́ıslo, výsledkem odmocněńı je tedy vždy č́ıslo reálné).
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Věta 23 Vlastnosti normy (= velikosti) vektoru: pro ||~v|| na Euklidovském vektorovém
prostoru plat́ı:

a) ||~u|| ≥ 0, přičemž ||~u|| = 0⇔ ~u = ~o (pozitivńı definitnost),

b) ||α · ~u|| = |α| · ||~u|| (homogenita),

c) ||~u+ ~v|| ≤ ||~u||+ ||~v|| (trojúhelńıková nerovnost),

d) pro ~u 6= ~o lze vektor ~u tzv. normovat =
”

prodloužit či zkrátit“ na velikost 1 následovně:
Jestlǐze ~u je vektor obecné nenulové velikosti, tak vektor 1

||~u|| ·~u je vektorem s velikost́ı
rovnou 1.

Poznámka ad (c). Trojúhelńıková nerovnost je jakýmsi zobecněńım klasické
trojúhelńıkové nerovnosti v rovině, viz obrázek s označeńım stan trojúhelńıka pomoćı
vektor̊u, jejichž velikosti v nerovnosti vystupuj́ı:

9.1.5 Odchylka vektor̊u a Schwarzova nerovnost v Rn

Posledńım pojmem, který ještě má dobrý smysl zobecnit, je odchylka vektor̊u ~u, ~v; u
volných vektor̊u v rovině (ad př́ıklad 3) je to úhel, který vektory sv́ıraj́ı, jestliže jeden
rovnoběžně posuneme tak, aby počátečńı bod obou vektor̊u byl stejný:

V Rn lze odchylku vektor̊u vyjádřit pomoćı kosinové věty:

c2 = a2 + b2 − 2ab · cosα
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přecháźı v našem označeńı do tvaru

‖~v − ~u‖2 = ‖~v‖2 + ‖~u‖2 − 2‖~v‖ · ‖~u‖ · cosϕ.

Levou stranu této rovnosti lze psát

skal(~v − ~u,~v − ~u) = ‖~v‖2 + ‖~u‖2 − 2‖~v‖ · ‖~u‖ · cosϕ

a upravit na

‖~v‖2 + ‖~u‖2 − 2 · skal(~u,~v) = ‖~v‖2 + ‖~u‖2 − 2‖~v‖ · ‖~u‖ · cosϕ,

ještě zjednodušme na tvar

−2 · skal(~u,~v) = −2‖~u‖ · ‖~v‖ · cosϕ, respektive skal(~u,~v) = ‖~u‖ · ‖~v‖ · cosϕ.

Odtud plynou dvě věci: a) vyjádřeńım

cosϕ =
skal(~u,~v)

‖~u‖ · ‖~v‖
(9.3)

dostáváme vzorec pro odchylku dvou vektor̊u ve smyslu orientovaných úseček; ¨
b) protože 1 ≤ cosϕ ≤ 1, lze rovnost skal(~u,~v) = ‖~u‖ · ‖~v‖ · cosϕ zprava i zleva doplnit
nerovnostmi

−‖~u‖ · ‖~v‖ ≤ skal(~u,~v) ≤ ‖~u‖ · ‖~v‖,

což je známo jako Schwarzova nerovnost |skal(~u,~v)| ≤ ‖~u‖ · ‖~v‖ vektor̊u ve smyslu
orientovaných úseček (a dokonce v́ıme, že rovnost nastává pro ϕ = 0).

9.1.6 Odchylka vektor̊u a Schwarzova nerovnost v obecném euklidovském
prostoru

Lze nějak obecně definovat odchylku vektor̊u a dokázat Schwarzovu nerovnost i pro ty
vektorové prostory, kde je skalárńı součin definován jinak než v Rn? Ano, většinou tak,
že dokážeme Schwarzovu nerovnost pro vektory (z obecné definice našeho předmětu) a
odvod́ıme z ńı vzorec pro odchylku obecně chápaných vektor̊u:

Věta 24 (Schwarzova nerovnost) Na euklidovském vektorovém prostoru V plat́ı
∀~u,~v ∈ V :

|skal(~u,~v)| ≤ ||~u|| · ||~v|| (9.4)

(a rovnost nastává, když oba vektory jsou lineárně závislé, tj. ~u = k · ~v, neboli jejich
odchylka je rovna nule).
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Důkaz: Neńı složitý, ale vyžaduje pojem ortogonálńı projekce vektoru ~v do směru
vektoru ~u, takže ji dokážeme až v následuj́ıćı kapitole. �.

Poznámka. Stále v obecném př́ıpadě nemáme úhel ϕ – k němu dospějeme takto: 9.4
upravme vyděleńım18 na tvar

|skal(~u,~v)|
||~u|| · ||~v||

≤ 1.

Při odstraněńı absolutńı hodnoty v čitateli zlomku dostaneme

−1 ≤ skal(~u,~v)

||~u|| · ||~v||
≤ 1,

a nyńı si uvědomı́me, že hodnota zlomku skal(~u,~v)
||~u||·||~v|| lež́ı v intervalu 〈−1; 1〉, stejně jako

definičńı obor funkce arccos x, a tedy každé hodnotě zlomku skal(~u,~v)
||~u||·||~v|| lze přǐradit hodnotu

cosϕ a dostáváme stejný vzorec 9.3 nyńı v jakémkoli obecném vektorovém prostoru.

Definice 33 Pro nenulové vektory ~u,~v z Euklidovského prostoru lze definovat jedno-
značně odchylku ϕ vztahem:

cosϕ :=
skal(~u,~v)

||~u|| · ||~v||
,

tj. pro hodnotu zlomku z intervalu < −1; 1 > přiřad́ı funkce arccos(x) úhel ϕ interval
< 0;π > jednoznačně, tj. na < 0; π > existuje právě jedno ϕ splňuj́ıćı daný vztah.

Poznámka: Známe-li odchylku, můžeme vyjádřit hodnotu skalárńıho součinu obou
vektor̊u:

skal(~u,~v) = ||~u|| · ||~v|| · cosϕ.

Ad př́ıklad (38-a): V = C〈0; π
2
〉 je prostor reálných spojitých funkćı na intervalu 〈0; π

2
〉.

Když vezmeme f(x) = sinx, g(x) = cosx, jaká je odchylka těchto dvou vektor̊u v
obecném smyslu? Potřebujeme tři věci:

skal(f(x), g(x)) :=

∫ π
2

0

f(x) · g(x) dx =

∫ π
2

0

sinx · cosx dx = · · · = 1

2
,

‖f(x)‖ = ‖ sinx‖ =

√∫ π
2

0

f(x)2 dx =

√∫ π
2

0

sin2 x dx = · · · =
√
π

2
,

‖g(x)‖ = ‖ cosx‖ =

√∫ π
2

0

g(x)2 dx =

√∫ π
2

0

cos2 x dx = · · · =
√
π

2
,

18Předt́ım muśıme předpokládat, že ~u 6= ~o a ~v 6= ~o ... ale tuto situaci lze vyřešit třeba tak, že odchylku
vektor̊u, z nichž alespoň jeden je nulový, lze definovat jako 0.
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a dosazeńım do vzorce pro cosϕ dostaneme

cosϕ =
skal(~u,~v)

‖~u‖ · ‖~v‖
=

1
2√

π
2
·
√
π
2

=
2

π
,

odtud ϕ = arctg 2
π

.
= 0,5669 rad, což je asi 11, 5°.

9.2 Cvičeńı 9

• matice přechodu, změna matice zobrazeńı při změně báze

Úloha 9.1 Přepǐste zobrazeńı ϕ : R3 → R3 z př́ıkladu č́ıslo 8.1 zadané vzhledem ke
standardńı bázi na vstupu i na výstupu do tvaru zadaného na vstupu i na výstupu vzhledem
k bázi

α =

 1
−1

0

 ,

 1
2
1

 ,

 0
1
2

 .

Úloha 9.2

~v =

 2
1
0


α

pro bázi α =

 1
0
1

 ,

 0
1
1

 ,

 0
0
3

 ;

vyjádřete souřadnice vektoru ~v vzhledem k bázi

β =

 2
2
1

 ,

 0
2
−2

 ,

 1
1
0

 .

Úloha 9.3

~v =

 2
1
−1


α

pro bázi α =

 1
2
3

 ,

 0
1
1

 ,

 0
1
−1

 ;

vyjádřete souřadnice vektoru ~v vzhledem k bázi

β =

 2
2
1

 ,

 1
0
1

 ,

 1
1
0

 .

Úloha 9.4

~v =

 1
−1

0


α

pro bázi α =

 1
1
2

 ,

 1
0
−1

 ,

 0
1
1

 ;

vyjádřete souřadnice vektoru ~v vzhledem k bázi

β =

 −1
−1

1

 ,

 2
0
3

 ,

 1
1
0

 .
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Úloha 9.5 Přepǐste zobrazeńı ψ : R2 → R2 zadané vzhledem ke standardńı bázi na

vstupu i na výstupu matićı D =

(
2 1
−1 3

)
do tvaru zadaného na vstupu i na výstupu

vzhledem k bázi

α =

((
1
−1

)
,

(
1
2

))
.

Úloha 9.6 Přepǐste zobrazeńı ψ : R2 → R2 zadané vzhledem ke standardńı bázi na

vstupu i na výstupu matićı D =

(
1 1
2 4

)
do tvaru zadaného na vstupu i na výstupu

vzhledem k bázi

α =

((
2
3

)
,

(
1
1

))
.
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10 Týden 10

10.1 Kapitola 10: Ortogonalita vektor̊u a jej́ı využit́ı

V př́ıkladu fyzikálńıho významu skalárńıho součinu byla řeč o kolmém pr̊umětu – muśıme
se tedy chv́ıli věnovat pojmu kolmost. Ke kolmému pr̊umětu vektoru do podprostoru se
dostaneme ve třet́ım odd́ılku této kapitoly.

Definice 34 a) Vektory ~u,~v v Euklidovském prostoru jsou ortogonálńı, když plat́ı:

skal(~u,~v) = 0.

Poznámka: Někdy se zaměňuj́ı pojmy ortogonálnost a kolmost. Kolmost definujeme
v Rn pro vektory ~u,~v, které jsou nenulové. Ortogonálnost připoušt́ı, aby některý z
vektor̊u ~u,~v (nebo oba) byl nulový, je to tedy obecněǰśı pojem než kolmost.

Často je při práci s bázemi vektorových podprostor̊u vhodné, aby v nich byly vektory,
které jsou navzájem ortogonálńı.

Definice 45 b) Báze podprostoru, nebo libovolná posloupnost nezávislých vektor̊u je:

a) ortogonálńı, jestlǐze každé dva vektory z této posloupnosti jsou ortogonálńı,

b) ortonormálńı, jestlǐze je ortogonálńı a velikost všech vektor̊u je normovaná (= 1).

Poznámka: Grammova matice ortogonálńı báze vektor̊u je diagonálńı, grammova
matice ortonormálńı báze je jednotková.

Pokud už máme ortogonálńı matici, lze definovat i ortogonálńı zobrazeńı. Ortogonálńı
zobrazeńı pak bude přirozeně reprezentováno ortogonálńı matićı.

Definice 45 c) Čtvercová matice A je ortogonálńı, jestlǐze jej́ı sloupce jsou navzájem
ortogonálńı.

Lineárńı zobrazeńı ϕ : V → W je ortogonálńı zobrazeńı, jestlǐze zachovává výsledek
skalárńıho součinu, tj.:

skal(~u,~v) = skal(ϕ(~u), ϕ(~v))

Poznámka: Protože norma vektoru se definuje pomoćı skalárńıho součinu, ortogonálńı
zobrazeńı zachovává i normu = velikost vektor̊u. Tedy ortogonálńı zobrazeńı zachovává i
odchylky vektor̊u, protože odchylka se definuje pomoćı skalárńıho součinu a normy.

Daľśı poznámka: Pojem ortogonálńıho zobrazeńı je v̊uči práci s maticemi trochu
zaváděj́ıćı, protože každé ortogonálńı zobrazeńı je zadáno ortonormálńı matićı. Mohli
bychom tedy sṕı̌se mluvit o ortonormálńım zobrazeńı, ale tento pojem se nepouž́ıvá –
ortogonálńı znamená

”
zachovávaj́ıćı úhly“, i když pro tento účel potřebuje být definováno

matićı ortonormálńı.
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10.1.1 Ortogonalizačńı Grammův-Schmidt̊uv proces

Pojd’me nyńı k otázce nalezeńı ortonormálńı/ortogonálńı báze jistého vektorového pod-
prostoru, když je nám známa jeho báze ~u1, ~u2, ..., ~uk, která ortogonálńı neńı. Obecně
následuj́ıćı věta plat́ı i pro vektory lineárně závislé – jej́ı d̊ukaz je konstruktivńı a bude
vysvětlen na př́ıkladu.

Věta 25 Gramm̊uv-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces: Necht’ ~u1, ~u2, ..., ~uk jsou vektory
euklidovského prostoru ⇒ existuj́ı po dvou ortogonálńı vektory ~e1, ~e2, ..., ~el tak, že plat́ı

L( ~u1, ~u2, ..., ~uk) = L(~e1, ~e2, ..., ~ek).

Poznámka: V rámci předchoźı věty lze ř́ıci, že vlastně nalezené vektory ~e1, ~e2, ..., ~ek
tvoř́ı množinu ortogonálńıch generátor̊u vektorového prostoru L( ~u1, ~u2, ..., ~uk). Jestliže
některé z vektor̊u ~ei jsou nulovými vektory, jejich vypuštěńım dostaneme ortogonálńı
bázi ~e1, ~e2, ..., ~el vektorového prostoru L( ~u1, ~u2, ..., ~uk), kde l ≤ k. Tedy celou předchoźı
větu lze formulovat i následovně:

Jestliže ~u1, ~u2, ..., ~uk jsou vektory euklidovského prostoru, pak existuj́ı po dvou orto-
gonálńı nenulové vektory ~e1, ~e2, ..., ~el tak, že l ≤ k a plat́ı

L( ~u1, ~u2, ..., ~uk) = L(~e1, ~e2, ..., ~el).

Př́ıklad 39 Nalezněte ortogonálńı bázi podprostoru U = L( ~u1, ~u2, ~u3):

~u1 =


0
1
2
1

 , ~u2 =


−1
1
1
1

 , ~u3 =


1
0
1
0

 .

Řešeńı: Mohli bychom nejprve vyřadit některý z vektor̊u, pokud je závislý na těch
ostatńıch; když se tomu vyhneme, pod́ıvejme se na to, jak si s t́ım následuj́ıćı algoritmus
porad́ı:

a) ~e1 := ~u1 =


0
1
2
1

...prvńı z konstruovaných vektor̊u necháme být,

b) Hledáme
~e2 := p1 · ~e1 + ~u2/ · ~e1

...muśıme určit neznámou konstantu p1, využijeme ortogonality ~e1, ~e2 tedy toho, že
plat́ı skal(~e1, ~e2) = 0:

0 = p1 · skal(~e1, ~e1) + skal(~e1, ~u2)⇒ p1 =
−skal(~e1, ~u2)
skal(~e1, ~e1)

=
−4

6
= −2

3
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Našli jsme tedy vektor:

~e2 = −2

3
·


0
1
2
1

+


−1
1
1
1

 =


−1
1
3

−1
3

1
3


c) Hledáme

~e3 := p1 · ~e1 + p2 · ~e2 + ~u3/ · ~e1
~e3 := p1 · ~e1 + p2 · ~e2 + ~u3/ · ~e2

... při určeńı neznámých konstant p1, p2 vynásob́ıme zvlášt’ tutéž definičńı rovnici už
zkonstruovanými vektory ~e1, ~e2 – zat́ım sice ~e3 neznáme, ale protože skal(~e1, ~e3) = 0,
skal(~e2, ~e3) = 0, tak ~e3 z rovnic vypadne a dostaneme 2 rovnice pro 2 neznámé
konstanty p1, p2:

0 = p1 · skal(~e1, ~e1) + p2 · skal(~e1, ~e2) + skal(~e1, ~u3)

0 = p1 · skal(~e1, ~e2) + p2 · skal(~e2, ~e2) + skal(~e2, ~u3)

⇒ 0 = p1 · 6 + 0 + 2 ⇒ p1 = −1

3

0 = 0 + p2 ·
4

3
− 4

3
⇒ p2 = 1

Našli jsme vektor:

~e3 = −1

3
·


0
1
2
1

+ 1 ·


−1
1
3

−1
3

1
3

+


1
0
1
0

 =


0
0
0
0


Pokud jsme nevyloučili ~u3 závislý na vektorech ~u1, ~u2, tak Grammův-Schmidt̊uv

proces najde ~e3 = 0, a ten do báze nebereme, i když je ortogonálńı k ~e1 i k ~e2.

Odpověd’: L( ~u1, ~u2, ~u3) je vektorový podprostor dimenze 2 a jeho ortogonálńı báze je
např.:

~e1 =


0
1
2
1

 , ~e2 =


−1
1
3

−1
3

1
3

 .

(Atd., při větš́ım počtu vektor̊u hledáme e4 := p1 · ~e1 + p2 · ~e2 + p3 · ~e3 + ~u4 a když
tuto definičńı rovnost vynásob́ıme zvlášt’ vektory ~e1, ~e2, ~e3, dostaneme tři rovnice pro tři
neznámé p1, p2, p3.)
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10.1.2 Ortogonálńı doplněk vektorového podprostoru

Definice 35 Množiny vektor̊u A,B jsou ortogonálńı, když:

∀~a ∈ A,~b ∈ B : vektory ~a,~b jsou ortogonálńı.

(Znač́ıme A ⊥ B.)

Z linearity skalárńıho součinu plyne, že množiny A,B jsou ortogonálńı právě tehdy,
když jsou ortogonálńı i vektorové podprostory 〈A〉, 〈B〉 jimi generované. Proto má smysl
následuj́ıćı definice:

Definice 36 Když U je vektorový podprostor euklidovského prostoru V , tak
ortogonálńı doplněk U⊥ podprostoru U v prostoru V se definuje jako množina všech
vektor̊u ortogonálńıch k U :

U⊥ = {~x ∈ V : skal(~x, ~u) = 0 ∀~u ∈ U}

Věta 26 a) Ortogonálńı doplněk U⊥ je vektorový podprostor,

b) V = U + U⊥ (tzn. př́ımý součet, tj. U ∩ U⊥ = ~o, dim(V ) = dim(U) + dim(U⊥)),

c) (U⊥)⊥ = U ,

d) (U + S)⊥ = U⊥ ∩ S⊥,

e) (U ∩ S)⊥ = U⊥ + S⊥.
...(d,e je vlastně jakousi analogii de Morganových pravidel (viz Základy matematiky,
kap. 4) pro vektorové podprostory U , S euklidovského prostoru V .

Př́ıklad 40 V prostoru R4 je dán podprostor

U = 〈 ~u1 =


1
0
−1
2

 , ~u2 =


1
2
3
−2

 , ~u3 =


2
1
0
2

〉
Najděte ortonormálńı bázi podprostoru U⊥.

Řešeńı: Nejprve z vektor̊u ~u1, ~u2, ~u3 eventuálně vylouč́ıme vektor závislý na těch
ostatńıch; pokud bychom na to zapomněli, algoritmus si s t́ım stejně porad́ı. Dále
zaṕı̌seme do rovnic kolmost vektoru ~x na každý z vektor̊u ~u1, ~u2, ~u3:

Pro ~x ∈ U⊥ plat́ı:

skal(~x, ~u1) = 0

skal(~x, ~u2) = 0

skal(~x, ~u3) = 0
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To je SLR:

x1 − x3 + 2x4 = 0
x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 0
2x1 + x2 + 2x4 = 0

−r1
−2 · r1

∼

 1 0 −1 2 0
0 2 4 −4 0
0 1 2 −2 0

 ·1
2

−1
2
· r2

∼

∼

 1 0 −1 2 0
0 1 2 −2 0
0 0 0 0 0

⇒ x1 = s− 2t
x2 = 2t− 2s
x3 = s
x4 = t

Tedy řešeńım SLR jsme našli vektory z U⊥:

~x = s ·


1
−2
1
0

+ t ·


−2
2
0
1

 .

...lineárńı kombinace bázických vektor̊u, zortogonalizujeme Gr.-Schm. procesem:

~e1 =


1
−2
1
0

 , ~e2 := p1 ·


1
−2
1
0

+


−2
2
0
1

 / · ~e1

⇒ 0 = 6p1 − 6⇒ p1 = 1⇒ ~e2 =


−1
0
1
1


Vektory znormalizujeme a připravili jsme bázi prostoru U⊥:

~e1 =


1√
6

− 2√
6

1√
6

0

 , ~e2 =


− 1√

3

0
1√
3
1√
3

 .

Př́ıklad 41 Nalezněte bázi podprostoru W⊥, je-li W zadán jako podprostor řešeńı homo-
genńı soustavy:

3x1 + 3x2 + 2x3 + 7x4 = 0

3x1 − 2x3 − 9x4 = 0

x3 + x4 = 0

Řešeńı: W je množina všech vektor̊u ~x, pro které plat́ı:

skal

(
3
3
2
7

 , ~x

)
= 0, skal

(
3
0
−2
−9

 , ~x

)
= 0, skal

(
0
0
1
1

 , ~x

)
= 0,



Algebra 2 (MA 0005) 111

...tedy W⊥ je právě podprostor generovaný vektory


3
3
2
7

 ,


3
0
−2
−9

 ,


0
0
1
1

.

Ověř́ıme pouze, zda tyto vektory jsou lineárně nezávislé: 3 0 −2 −9
3 3 2 7
0 0 1 1

 −r1 ∼

 3 0 −2 −9
0 3 4 16
0 0 1 1

⇒ W⊥ =

(
3
3
2
7

 ,


3
0
−2
−9

 ,


0
0
1
1


)
.

10.1.3 Ortogonálńı projekce vektoru do podprostoru

Posledńı pojem, se kterým se budeme u ortogonality učit pracovat, je asi ten nejd̊uležitěǰśı
či nejčastěji použ́ıvaný, a sice pojem tzv. ortogonálńı projekce vektoru do podprostoru.
K čemu to potřebujeme?

a) Pokud chceme např. určit odchylku vektoru od podprostoru, promı́tneme tento (ne-
nulový) vektor kolmo do daného podprostoru, a urč́ıme odchylku vektoru a jeho
pr̊umětu,

b) Ortogonálńı projekci budeme potřebovat při konstrukci n-rozměrného objemu,

c) Při výpočtu skalárńıho či vektorového součinu pracujeme s kolmými pr̊uměty vektoru
do směru druhého vektoru (u skalárńıho součinu) a do směru kolmého na druhý
vektor (u vektorového součinu). Rozklad vektoru na součet dvou vektor̊u, které jsou
na sebe kolmé, lze tedy spoč́ıtat s využit́ım kolmého pr̊umětu.

Definice 37 Ortogonálńı projekce nenulového vektoru ~v do podprostoru U je vektor ~x
takový, že:

~x+ ~y = ~v

kde ~x ∈ U, ~y ∈ U⊥.

(Vše se odehrává v euklidovském prostoru, protože bez skalárńıho součinu neńı
umožněn pojem kolmosti.)

Konstrukce ortogonálńı projekce bude vysvětlena na př́ıkladu.
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Př́ıklad 42 Nalezněte ortogonálńı projekci vektoru ~v =


4
−1
−3
4

 do podprostoru genero-

vaného vektory:

~u1 =


1
1
1
1

 , ~u2 =


1
0
0
3

 , ~u3 =


1
2
2
−1


Řešeńı: Pod́ıvejme se, zda ~u1, ~u2, ~u3 jsou lineárně nezávislé, a vybereme z nich bázi: 1 1 1 1

1 0 0 3
1 2 2 −1

 −r1
−r1

∼

 1 1 1 1
0 −1 −1 2
0 1 1 −2

 ·(−1)
+r2

∼

 1 1 1 1
0 1 1 −2
0 0 0 0



⇒ báze U =

(
~w1 =


1
1
1
1

 , ~w2 =


0
1
1
−2


)

.

Protože projekce ~x ∈ U , lze ~x vyjádřit jako lineárńı kombinaci ~w1, ~w2:

~x = α1 · ~w1 + α2 · ~w2 ⇒ ~v = ~x + ~y, kde skal(~x, ~y) = 0. Dosazeńım za ~x do vyjádřeńı
vektoru ~v máme

~v = α1 · ~w1 + α2 · ~w2 + ~y.

Nyńı vynásobeńım této rovnosti zvlášt’ vektory ~w1, ~w2 dostaneme dvě rovnice, ze kterých
vypadne ~y, protože ~y ⊥ U = L( ~w1, ~w2):

skal(~v, ~w1) = α1 · skal( ~w1, ~w1) + α2 · skal( ~w1, ~w2) + 0

skal(~v, ~w2) = α1 · skal( ~w1, ~w2) + α2 · skal( ~w2, ~w2) + 0

...dvě rovnice o dvou neznámých α1, α2.

~v =


4
−1
−3
4

 , ~w1 =


1
1
1
1

 , ~w2 =


0
1
1
−2

 =⇒ 4 = α1 · 4 + α2 · 0
−12 = α1 · 0 + α2 · 6

}
⇒ α1 = 1, α2 = −2

⇒ ~x = 1 ·


1
1
1
1

− 2 ·


0
1
1
−2

 =


1
−1
−1
5


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Poznámka: Vektor ~y lze nyńı už snadno vyjádřit:

~y = ~v − ~x =


1
−1
−3
4

−


1
−1
−1
5

 =


3
0
−2
1

 .

Př́ıklad je hotov. �

Projekce vektoru ~v do směru jednoho vektoru ~u: toto je speciálńı př́ıpad
předchoźıho př́ıkladu, který najde vzorec projekce do jednorozměrného prostoru. Ve
skriptech neńı odvozeno, ale odvozeńı je na videu 09, v době 1:17:30 až 1:22:30.
Źıskáváme vzorec

p~u(~v) =
~v · ~u
~u · ~u

· ~u. (10.1)

Důkaz Schwarzovy nerovnosti (věty 24): viz video 10, čas 1:32:00 až 1:44:00, s
využit́ım předchoźıho vzorce 10.1 pro projekci vektoru ~v do směru vektoru ~u.

Silně doporučuji: několikrát (pro r̊uzné otázky) si projděte odpovědńık opakuj́ıćı
obsah přednášek 9 a 10:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/odp/pred09_10_otazky_ano_ne.qref

10.2 Cvičeńı 10: Ortogonálńı doplněk, ortogonalizace, orto-
gonálńı projekce

•

•
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11 Týden 11

11.1 Kapitola 11: Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńıho zob-
razeńı; konstrukce matice zobrazeńı pomoćı vlastńıch vek-
tor̊u

Zde je možná užitečné zmı́nit jeden daľśı pojem: vektor, který se zobraźı na sv̊uj vlastńı
násobek, se nazývá vlastńı vektor; a daná násobená hodnota se nazývá vlastńı hod-
nota.

Definice 38 Vlastńı vektor lineárńı transformace ϕ : V → V je takový NENULOVÝ
vektor ~v, který se zobraźı na sv̊uj vlastńı násobek, tj.

A · ~v = λ · ~v.

Čı́slo λ z právě uvedené rovnosti nazýváme vlastńı hodnotou náležej́ıćı k vektoru ~v vzhle-
dem k zobrazeńı ϕ.

11.1.1 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńı transformace – geometrický
názor (hlavně viz př́ıklad 43)

Př́ıklad 43 Vlastńı č́ısla osové souměrnosti nalezena z geometrického názoru:
viz video 11, doba 8:00 až 16:00.

Věta 27 a) ~v1, ... ~vk jsou vlastńı vektory reálné matice A, každý s jiným vlastńım č́ıslem
⇒ jsou lineárně nezávislé.

b) Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı jedné vlastńı hodnotě tvoř́ı vektorový podprostor.

Důkaz:

ad a) Dokažme indukćı: za prvé: m = 1...vektor ~v je lineárně nezávislý, protože je
nenulový;

za druhé – dokažme indukčńı krok:

tvrzeńı plat́ı pro m− 1 vlastńıch vektor̊u matice A ⇒
⇒ tvrzeńı plat́ı pro m vlastńıch vektor̊u matice A.

Předpokládejme sporem, že nenulový vektor ~vm je závislý na vektorech ~v1, ~v2, . . . ,
~vm−1, tj.

~vm = α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + ...+ αm−1 · ~vm−1

a současně některé αi 6= 0.
Vynásobme danou rovnost matićı A a využijeme převodu pomoćı A · ~vi = λi · ~vi:

λm · ~vm = α1 · λ1 · ~v1 + α2 · λ2 · ~v2 + ...+ αm−1 · λm−1 · ~vm−1.
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Pokud od této rovnice odečteme λm-násobek rovnice

~vm = α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + ...+ αm−1 · ~vm−1,

dostaneme:

~o = α1(λ1 − λm) · ~v1 + ...+ αm−1(λm−1 − λm) · ~vm−1.

Na základě indukčńıho předpokladu nyńı muśı být všechny koeficienty rovny 0,
protože ~v1, ..., ~vm−1 jsou lineárně nezávislé ⇒ λ1 = λm...spor s t́ım, že všechny λi
jsou r̊uzné.

ad b) Prostor vlastńıch vektor̊u pro jedno stejné λ je uzavřen na lineárńı kombinace:

A · ~v1 = λ · ~v1
A · ~v2 = λ · ~v2

}
⇒ A · (α1 ~v1 + α2 ~v2) = α1 · A · ~v1 + α2 · A · ~v2 = λ(α1 ~v1 + α2 ~v2)

...α1 ~v1 + α2 ~v2 je vlastńı vektor pro totéž λ. Důkaz je hotov.

11.1.2 Nalezeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u algebraicky

Vyjdeme z definičńıho vztahu

A · ~v = λ · ~v = λ · E · ~v
(A− λ · E) · ~v = ~o

...vložeńım jednotkové matice E se pravá strana rovnosti nezměńı, ale nám se t́ım
pádem podař́ı vytvořit na obou stranách rovnosti matice stejného rozměru, které můžeme
od sebe odeč́ıst.

Převodem pravé strany na levou a vytknut́ım ~v vid́ıme, že vektor ~v lež́ı v jádru zobrazeńı
A− λ · E, protože se t́ımto zobrazeńım zobraźı na nulový vektor!!!

V jádru Ker(A − λ · E) vždy lež́ı vektor ~v = ~o, ale ten nás nezaj́ımá, protože nulový
vektor se nepovažuje za vlastńı vektor.

Vlastńı vektory v jádru Ker(A−λ ·E) lež́ı tehdy, když systém (A−λ ·E) ·~v = ~o má ne-
konečně mnoho řešeńı. Tj. nalézt vlastńı vektory u čtvercové matice A je totéž jako nalézt
nenulové vektory jádra Ker(A−λ·E), tj. nalézt nenulová řešeńı systému (A−λ·E)·~v = ~o.

Aby tedy nenulová řešeńı systému (A − λ · E) · ~v = ~o v̊ubec existovala, muśı tento
systém mı́t v́ıce než jedno (nulové) řešeńı – tj. podle Frobeniovy věty muśı mı́t tento SLR
řešeńı nekonečně mnoho, tedy př́ıslušný schodový tvar matice muśı mı́t aspoň jeden nulový
řádek, čili matice (A− λ ·E) je singulárńı, některý řádek je závislý na těch ostatńıch, tj.
determinant této matice je roven nule.

Odtud plyne následuj́ıc ALGEBRAICKÝ postup nalezeńı vlastńıch č́ısel a
vlastńıch vektor̊u:

krok 1 : Nejprve najdeme vlastńı č́ısla: Řeš́ıme rovnici det(A−λ ·E) = 0... jediná rovnice
s jedinou neznámou λ ... najdeme t́ım všechna vlastńı č́ısla.
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krok 2 : Do systému (A − λ · E) · ~v = ~o dosad́ıme konkrétńı č́ıslo λ a př́ıslušné vlastńı
vektory nalezneme jako nenulová řešeńı tohoto SLR.

Př́ıklad 44 Nalezněte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lin. zobrazeńı A =

(
5 3
3 5

)
zadaného

v bázi ~e1 =

(
1
0

)
, ~e2 =

(
0
1

)
.

(zobrazeńı ϕ : R2 → R2je transformaćı roviny).

Řešeńı: viz přednáška. Postup je velmi podobný postupu v následuj́ıćım př́ıkladu, jen
se jedná o jednodušš́ı př́ıklad než ten následuj́ıćı, protože je zde o dimenzi méně.

Př́ıklad 45 Nalezněte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lin. zobrazeńı A =

 0 0 −2
0 −2 0
−2 0 3


zadaného v bázi ~e1 =

1
0
0

, ~e2 =

0
1
0

, ~e3 =

0
0
1


(zobrazeńı ϕ : R3 → R3je transformaćı trojrozměrného prostoru).

Řešeńı: Prvńı krok – najdeme všechna vlastńı č́ısla vyřešeńım rovnice pro neznámou
λ:

det(A− λ · E) = 0

det

0− λ 0 −2
0 −2− λ 0
−2 0 3− λ

 = 0

(3− λ) · (λ2 + 2λ) + 4 · (λ+ 2) = 0

(λ+ 2) · (3λ− λ2 + 4) = 0

⇒ λ1 = −2

λ2,3 =
−3±

√
9 + 16

−2
=

3

2
± 5

2
⇒ λ2 = −1, λ3 = 4

Druhý krok: Najdeme vlastńı vektor př́ıslušný ke každému vlastńımu č́ıslu:

λ1 = −2: řeš́ıme SLR:

(A− (−2) · E) ·

v1v2
v3

 =

0
0
0

 :

 2 0 −2 0
0 0 0 0
−2 0 5 0


+r1

∼

 2 0 −2 0
0 0 0 0
0 0 3 0



⇒ v11 = 0, v12 = t, v13 = 0; t ∈ R⇒ vlastńı směr: t ·

0
1
0

⇒ ~v1 =

0
1
0

.
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λ2 = −1: řeš́ıme SLR:

(A−(−1) ·E) ·

v1v2
v3

 =

0
0
0

 :

 1 0 −2 0
0 −1 0 0
−2 0 4 0


+2 · r1

∼

 1 0 −2 0
0 −1 0 0
0 0 0 0



⇒ v21 = 2t, v22 = 0, v23 = t; t ∈ R⇒ vlastńı směr: t ·

2
0
1

. Tedy ⇒ ~v2 =

2
0
1

.

λ3 = 4: řeš́ıme SLR:

(A− 4 · E) ·

v1v2
v3

 =

0
0
0

 :

 4 0 −2 0
0 −6 0 0
−2 0 −1 0

 ∼ ( −4 0 −2 0
0 −6 0 0

)

⇒ v31 = − t
2
, v32 = 0, v33 = t; t ∈ R ⇒ vlastńı směr: t ·

−1
2

0
1

, vektor ~v3 =

−1
2

0
1

 je

př́ıslušným vlastńım vektorem. Vlastńı vektory i vlastńı č́ısla jsou nalezeny.

11.1.3 Diagonálńı matice lineárńı transformace

Dř́ıve než se pust́ıme do daľśıch věćı, dokonč́ıme nyńı zkoumáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch
vektor̊u vzhledem k ortogonalitě (teorie + následuj́ıćı př́ıklad viz Kovár, str. 122-128):

Vrat’me se k situaci nějaké lineárńı transformace ϕ : V → V ′ zadané ve dvou r̊uzných
báźıch: matićı A v bázi e a matićı P−1 · A · P v bázi e′, viz kapitola 8:

(A,B...podobné matice = matice stejné lineárńı transformace v r̊uzných báźıch.)

Bez d̊ukazu uvedeme několik vět a jeden př́ıklad, ke kterému směřujeme.
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Věta 28 Podobné matice A,B (tedy takové matice, že existuje regulárńı matice P , že
B = P−1 · A · P ) maj́ı stejné vlastńı hodnoty.

Tj. vlastńı hodnoty lineárńı transformace jsou invarianty – neměńı se se změnou báze.

Věta 29 Reálná čtvercová symetrická matice má právě n navzájem r̊uzných vlastńıch
hodnot a vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı r̊uzným vlastńım hodnotám jsou navzájem ortogonálńı.

A vrcholem bude následuj́ıćı věta, která ve svém tvrzeńı uvád́ı i návod na řešeńı
následuj́ıćıho př́ıkladu.

Věta 30 Pro každou symetrickou reálnou matici A, která reprezentuje lineárńı transfor-
maci ϕ : V → V existuje ortonormálńı báze složená z vlastńıch vektor̊u matice A, ve které
má transformace ϕ diagonálńı matici D složenou z vlastńıch č́ısel na své hlavńı diagonále.

Nav́ıc matice přechodu H je ortogonálńı a jej́ı inverzi źıskáme pouhým transponováńım
H−1 = HT .

D = HT · A ·H

Ad př́ıklad 45: Najděte diagonálńı reprezentaci D lineárńı transformace ϕ : R3 → R3

zadané symetrickou matićı

A =

 0 0 −2
0 −2 0
−2 0 3


Nalezněte také ortonormálńı bázi, vzhledem k ńı̌z je ϕ diagonálńı, a ověřte, že plat́ı

D = HT · A ·H.

Řešeńı: Matice D se skládá z vlastńıch č́ısel, které jsme našli v př́ıkladu 45: Vlastńı

hodnotě λ1 = −2 odpov́ıdá vlastńı vektor ~v1 :=

 0
1
0

.

Vlastńı hodnotě λ2 = −1 odpov́ıdá vlastńı vektor

2
0
1

, který ještě normujeme, protože

jej budeme cht́ıt použ́ıt do ortonormálńı báze:

||

2
0
1

 || = √4 + 0 + 1 =
√

5⇒ ~v2 =
1√
5
·

2
0
1

 =

 2√
5

0
1√
5

 =: ~v2

A konečně, vlastńı hodnotě λ3 = 4 odpov́ıdá vlastńı vektor

−1
2

0
1

, který ještě normu-

jeme:

||

−1
2

0
1

 || = √1

4
+ 1 =

√
5

2
⇒ ~v3 =

2√
5
·

−1
2

0
1

 =

− 1√
5

0
2√
5

 =: ~v3.
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Sestaveńı konstrukce předchoźı věty: Na diagonále matice D jsou vlastńı č́ısla lineárńı
transformace zadané matićı Ave stejném pořad́ı, v jakém jsme dali do báze e′ jejich
normované vlastńı vektory:

Proč plat́ı H−1 = HT? Protože

HT ·H = (skal(~vi, ~vj))i,j=1,2,3 = E.

(Vysvětleńı: ~v1, ~v2, ~v3 jsou navzájem ortogonálńı, a přitom jejich velikost = 1. Proto

i 6= j : skal(~vi, ~vj) = 0
i = j : skal(~vi, ~vj) = ||~vi||2 = 12 = 1

}
⇒ HT ·H = E

(Z jednoznačnosti inverze u regulárńı matice – algebra 1, větička 4 – dostaneme, že
H−1 = HT .)

Poznámka: Ne každé lineárńı zobrazeńı V → V je diagonalizovatelné; uvedeným
postupem dokážeme naj́ıt D, pokud je A symetrická.

Př́ıklad 46 Pokud je ještě čas, m̊užeme se pustit do celkového př́ıkladu, kdy matici osové
souměrnosti vzhledem k ose y = x

2
sestav́ıme (viz závěr videa 11, posledńı p̊ulhodina)

a) z vlastńıch č́ısel a pomoćı báze vlastńıch vektor̊u a matice přechodu źıskáme matici
této souměrnosti vzhledem ke standardńı bázi.

b) na základě zobrazeńı nějaké báze a řešeńım určitého systému lineárńıch rovnic –
standardńım zp̊usobem.

Poznámka: když hledáme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory u matice, která neńı
symetrická, neńı zaručeno, že ke každému vlastńımu č́ıslu má prostor vlastńıch vektor̊u
dimenzi 1 – neboli jinými slovy, u matice A řádu n nemuśı existovat n navzájem r̊uzných
vlastńıch č́ısel, ale méně, a pak prostor vlastńımu č́ıslu odpov́ıdaj́ıćıch vlast́ıch vektor̊u
má dimenzi větš́ı než 1. Př́ıklad a vysvětleńı viz Zlatoš, str. 413-418 (Zlatoš, Algebra,
najdete velké pdf na internetu). Jinými slovy, ne vždy lze matici lineárńı tramsformace
diagonalizovat. Jestliže A je symetrická, tak ano, ale v př́ıpadě obecné matice A se nám
někdy nepodař́ı naj́ıt dostatečný počet vlastńıch vektor̊u, aby vytvořily bázi, ve které je
matice transformace diagonálńı. Tzv. Kanonický Jordan̊uv tvar J matice A nemuśı tedy
vždy být diagonálńı matićı.
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11.2 Cvičeńı 11: Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńıho zob-
razeńı

•

•

•

Úloha 11.1 Lineárńı transformace na vektorovém prostoru je zadána vztahem

ϕ

(
x1
x2

)
=

(
8x1 + 9x2
−6x1 − 7x2

)
.

Nalezněte všechny jej́ı vlastńı hodnoty a pro každou vlastńı hodnotu najděte také aspoň
jeden vlastńı vektor.

Úloha 11.2 Lineárńı transformace ϕ : R2 → R2 je zadána matićı

C =

(
4 2
2 4

)
.

a) Najděte vlastńı vektory (směry) a vlastńı č́ısla (hodnoty) této transformace.

b) Ilustrujte na konkrétńım vektoru, co to znamená, že je vlastńım vektorem, a na jiném
konkrétńım vektoru, co to znamená, že neńı vlastńı vektorem vzhledem k zobrazeńı
ϕ.

Úloha 11.3 Lineárńı transformace ϕ : R2 → R2 je zadána matićı

C =

(
3 1
1 3

)
.

a) Najděte vlastńı vektory (směry) a vlastńı č́ısla (hodnoty) této transformace.

b) Ilustrujte na konkrétńım vektoru, co to znamená, že je vlastńım vektorem, a na jiném
konkrétńım vektoru, co to znamená, že neńı vlastńı vektorem vzhledem k zobrazeńı
ϕ.

Úloha 11.4 Lineárńı transformace ϕ : R2 → R2 je zadána matićı

C =

(
2 1
1 2

)
.

Najděte vlastńı vektory (směry) a vlastńı č́ısla (hodnoty) této transformace.

Úloha 11.5 Lineárńı transformace ϕ : R2 → R2 je zadána matićı

C =

(
5 −3
−3 5

)
.

Najděte vlastńı vektory (směry) a vlastńı č́ısla (hodnoty) této transformace.
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Úloha 11.6 Lineárńı transformace ϕ : R3 → R3 je zadána matićı

C =

 1 0 0
−1 3 0

3 2 −2

 .

Najděte vlastńı vektory (směry) a vlastńı č́ısla (hodnoty) této transformace.

Úloha 11.7 a) Je zadán vlastńı vektor ~w =

 1
0
1

 lineárńı transformace zadané matićı

C =

 −2 0 0
3 1 −3
2 0 −4

 .

Najděte k němu př́ıslušnou vlastńı hodnotu.

b) Najděte vlastńı vektory (směry) a vlastńı č́ısla (hodnoty) osové souměrnosti v rovině
s osou souměrnosti y = x

2
. Nápověda: Nemuśıte hledat matici zobrazeńı ani nic

poč́ıtat, stač́ı jen využ́ıt

• geometrických vlastnost́ı dané osové souměrnosti;

• definice vlastńıho vektoru (a geometrický význam této definice).
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12 Týden 12

12.1 Kapitola 12: Vlastńı č́ısla podruhé; Grammova matice po-
druhé; vektorový součin vektor̊u

12.1.1 Neorientovaný objem v Euklidovském vektorovém prostoru

Viz video 12, druhá polovina. V otázce v předmětu Algebra 2 je možné tento odd́ıl vyne-
chat, protože z této kapitoly budu zkoušet jen jedinou definici, a sice definici vektorového
součinu pomoćı objemu orientovaného.

12.1.2 Obecná definice vektorového součinu pomoćı orientovaného objemu

Vybudujeme pomaličku pojet́ı orientace, pak pojet́ı orientovaného objemu, a nakonec na
základě skalárńıho součinu vektor̊u definujeme operaci vektorového součinu (n−1) vektor̊u
v n-rozměrném prostoru.

Definice 39 Dvě báze vektorového prostoru jsou souhlasně orientované, pokud matice
přechodu mezi nimi má kladný determinant;

Dvě báze vektorového prostoru jsou nesouhlasně orientované, pokud matice přechodu
mezi nimi má záporný determinant.

Poznámka: Relace souhlasné orientace mezi dvěma bázemi (tj. binárńı relace na
množině čtvercových matic daného řádu!) je relaćı ekvivalence, protože:

- každá báze je souhlasně orientovaná sama se sebou:

detE = 1

- α ∼ β ⇒ β ∼ α...relace je symetrická (opět využ́ıváme v tichosti pominutou Cauchyho
větu, že determinant součinu matic je roven součinu d́ılč́ıch determinant̊u):

detP · detP−1 = detE = 1 =⇒ detP > 0⇔ detP−1 > 0

- α ∼ β, β ∼ γ ⇒ α ∼ γ...relace je tranzitivńı:

Pα→β · Pβ→γ = Pα→γ

...vztah mezi maticemi přechodu:

detPα→β · detPβ→γ = detPα→γ

a výsledek součinu kladných č́ısel je opět kladný.

Strategie kladné orientace: Vybereme jednu hezkou bázi (zpravidla standardńı) a
prohláśıme ji za kladně orientovanou. Pak všechny báze s ńı orientované souhlasně maj́ı
též kladnou orientaci.
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Př́ıklad 47 a) Kladně orientovaná báze v prostoru jedné dimenze L(~u): báze ~v má stejný
směr jako vektor ~u,

b) Kladně orientovaná báze v prostoru dimenze 2, tj. L( ~u1, ~u2): otáč́ıme ~u1 do směru ~u2
proti směru pohybu hodinových ručiček,

c) Kladně orientované báze v prostoru dimenze 3, tj. L( ~u1, ~u2, ~u3): pravidlo pravé ruky:
když otáč́ıme ~u1 do směru ~u2 proti směru ručiček, tj. ve směru prst̊u pravé ruky,
vid́ıme toto otáčeńı jako proti směru ručiček z vrcholku vektoru ~u3 (= palec ukazuje
ve směru vektoru ~u3).

Definice 40 Orientovaný k-rozměrný objem: (V ; +; ·) je k-rozměrný euklidovský prostor
a ~u1, ~u2, ..., ~uk je jeho kladně orientovaná báze, která je nav́ıc ortonormálńı.

Pak orientovaný k-rozměrný objem pro libovolnou posloupnost vektor̊u ( ~x1, ~x2, ..., ~xk)
definujeme jako determinant:

~volk( ~x1, ~x2, ..., ~xk) = det


skal( ~x1, ~u1) skal( ~x2, ~u1) ... skal( ~xk, ~u1)
skal( ~x1, ~u2) skal( ~x2, ~u2) ... skal( ~xk, ~u2)

...
skal( ~x1, ~uk) skal( ~x2, ~uk) ... skal( ~xk, ~uk)


...̌sipka ~volk znač́ı orientaci.

Poznámka: Orientovaný objem je tedy definován jako jistý determinant; jednotkou
tohoto objemu je objem k-rozměrné krychle vytvořené vektory ~u1, ..., ~uk kladně
orientované ortonormálńı báze19 – sloupce matice, z ńıž determinant poč́ıtáme, jsou
tvořeny souřadnicemi vektor̊u ~x1, ..., ~xk v bázi ~u1, ..., ~uk.

Př́ıklad 48 Pokud

~u1 =


1
0
0
...
0

 , ~u2 =


0
1
0
...
0

 , ..., ~uk =


0
0
0
...
1


tak: ∀A ∈ Rk×k plat́ı:

det(A) = ~vol(s1(A), s2(A), ..., sk(A)),

tj. det(A) je roven k-rozměrnému ORIENTOVANÉMU objemu určenému sloupci této
matice.

Poznámka: Definice 40 nám ukazuje jiný zp̊usob pojet́ı determinantu: pokud se
”
po-

hybujeme“ v euklidovském prostoru Rn (prostor n-tic reálných č́ısel je euklidovský), tak
det(A) lze chápat jako orientovaný n-rozměrný objem rovnoběžnostěnu vy-
tvořeného sloupci matice A.

19Odsud až do konce kapitoly je toto předpokládáno: že vektory ~u1, ..., ~uk vytvářej́ı kladně orientovanou
ortonormálńı bázi prostoru.
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Věta 31 a) Orientovaný objem vektor̊u ~x1, ..., ~xk je invariant – nezáviśı na volbě kladně
orientované ortonormálńı báze,

b) V orientovaném k-rozměrném euklidovském prostoru V je mezi neorientovaným obje-
mem (jen viz video 12, druhá polovina) a orientovaným objemem (def. 40) souvislost,
kterou bychom očekávali: lǐśı se maximálně znaménkem, tedy

volk( ~x1, ..., ~xk) = | ~volk( ~x1, ..., ~xk)|.

Přitom ~x1, ..., ~xk tvoř́ı kladně orientovanou bázi V právě tehdy, když
~volk( ~x1, ..., ~xk) > 0.

c) D̊usledek části (b): ~x1, ..., ~xk jsou lineárně nezávislé ⇔ ~volk( ~x1, ..., ~xk) 6= 0

Poznámka: Orientovaný k-rozměrný objem se někdy nazývá vněǰśı součin. Pomoćı
vněǰśıho součinu se pak obecně definuje pojem vektorového součinu vektor̊u:

Definice 41 Mějme kladně orientovanou ortonormálńı bázi α = ( ~u1, ..., ~un), n ≥ 2,
orientovaného euklidovského prostoru V .

Pevně zvolené vektory ~x1, ..., ~xn−1 definuj́ı lineárńı formu ψ : V → R:

ψ(~y) = ~voln( ~x1, ..., ~xn−1, ~y) =: ( ~x1 ~x2...~xn−1~y)

...vektoru ~y je přiřazen vněǰśı součin ( ~x1 ~x2...~xn−1~y) (označujeme v kulaté závorce bez
jakéhokoli znaménka operace) a podle teorie lineárńıch forem na vektorovém prostoru
(podrobněji viz Zlatoš, str. 307):

∃!~v ∈ V : ∀~y ∈ V : ψ(~y) = ~voln( ~x1, ..., ~xn−1, ~y) = ( ~x1 ~x2...~xn−1~y) = skal(~v, ~y).

Tento jednoznačně určený vektor ~v se nazývá vektorový součin vektor̊u
~x1, ~x2, ..., ~xn−1 (také ortokomplement = ortodoplněk vektor̊u ~x1, ~x2, ..., ~xn−1).
Znač́ıme ~x1 × ~x2 × ...× ~xn−1 =: ~v.

12.1.3 Speciálńı př́ıpad vektorového součinu vektor̊u pro n = 2 a n = 3

Pod́ıvejme se, jak se definice 41 prezentuje pro n = 2 a n = 3:

Pro n=2 : Pro pevně zvolený vektor ~x ∈ V se pro r̊uzné vektory ~y spočte orientovaný
objem ~vol2(~x, ~y) pomoćı skalárńıho součinu skal(~v, ~y), kde ~v je vektorovým součinem
jediného vektoru ~x, tj. přǐrazeńı vektorového součinu ~x→ ~v je unárńı operaćı.
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Při záměně pořad́ı vektor̊u ~x1, ~x2 se změńı orientace báze α = (~x1, ~x2), tj. vektorový
součin jako součást orientovaného objemu změńı znaménko, tj. vektorový součin je
antisymetrické zobrazeńı:

~x1 × ~x2 = −~x2 × ~x1
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Věta 32 Vlastnosti vektorového součinu ~x1× ~x2× ...×~xn−1 v orientovaném euklidovském
prostoru V, dim(V ) = n (Zlatoš 310-311), nad tělesem R reálných č́ısel:

a) Vektorový součin ~x1× ~x2×...×~xn−1 je multilineárńı ((n-1)-lineárńı) antisymetrické zobrazeńı:

V n−1 → V

b) Vektory ~x1, ~x2, ..., ~xn−1 jsou lineárně závislé ⇔ ~x1 × ~x2 × ...× ~xn−1 = ~o,

c) Pokud ~x1, ~x2, ..., ~xn−1 jsou lineárně nezávislé, tak ~v = ~x1 × ~x2 × ... × ~xn−1 je
normálový vektor nadroviny L( ~x1, ~x2, ..., ~xn−1), a vektory ~x1, ~x2, ..., ~xn−1, ~v tvoř́ı
kladně orientovanou bázi,

d) Pro n ≥ 2 v n-rozměrném orientovaném euklidovském prostoru V plat́ı ∀ ~x1, ..., ~xn−1 ∈
V :

|| ~x1 × ...× ~xn−1|| = voln−1( ~x1, ..., ~xn−1) =
√
det G( ~x1, ~x2, ..., ~xn−1)

(tedy neorientovaný objem vektor̊u ~x1, ~x2, ..., ~xn−1 spočte velikost jejich vektorového
součinu).

12.1.4 Fyzikálńı význam vektorového součinu

Př́ıkladem fyzikálńıho významu vektorového součinu je otáčivý moment ~M tělesa kolem
pevné osy při p̊usobeńı śıly ~F :

T́ımto zp̊usobem dveře nepootoč́ıme ani o centimetr. Pomocńık snaž́ıćı se dveře otevř́ıt
nebo zavř́ıt svou śılu vynakládá zbytečně, otáčivý moment této śıly vzhledem k ose otáčeńı
je nulový vektor.

Když śıla ~F bude p̊usobit šikmo a nikoli rovnoběžně se stěnou dveř́ı, lze ji rozdělit na
součet dvou d́ılč́ıch sil ~F1, ~F2:

Śıla ~F2 představuje p̊usobeńı neefektivńıho pomocńıka, śıla ~F1 naopak p̊usob́ı ve směru
kolmém na osu otáčeńı, tj. ~F1 je ta

”
část“ śıly ~F , která ovlivňuje otáčivý moment tělesa.

Pokračujme dále k definici momentu śıly vzhledem k ose otáčeńı:

~M = ~r × ~F

|| ~M || = ||~r|| · ||~F || · sinα
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- Otáčivý moment ~M p̊usob́ı ve směru osy otáčeńı – v tom směru, který urč́ıme podle
pravidla pravé ruky: když prvky směřuj́ı ve směru otáčeńı osy, palec ukazuje ve
směru vektoru ~M ,

- Velikost momentu záviśı na vzdálenosti ||~r|| p̊usobǐstě P od osy otáčeńı, a dále na

pr̊umětu ~F1 śıly ~F do směru kolmého na p̊usobǐstě ~r (tj. na velikosti pr̊umětu ||~F || ·
sinα):

|| ~M || = ||~r|| · ||~F || · sinα = ||~r|| · || ~F1||

Tedy orientace ~M je taková, aby vektory ~r, ~F , ~M v daném pořad́ı tvořily kladně
orientovanou bázi prostoru (otáčeńı prvńıho vektoru směrem ke druhému vektoru

vid́ıme lépe, když posuneme ~r do bodu P , aby vektory ~r, ~F měly stejný počátečńı
bod).

Na moment ~M má tedy vliv jen složka ~F1 kolmá na pr̊uvodič bodu p̊usobeńı śıly –
tj. při vektorovém součinu využ́ıváme

”
informace“, které vzniknou kolmým pr̊umětem

jednoho vektoru do směru kolmého na druhý vektor.

Zobrazeńı ~r × ~F je multilineárńı (bilineárńı):

(α · ~r1 + β · ~r2)× ~F = α · ~r1 × ~F + β · ~r2 × ~F .

Zobrazeńı ~r × ~F je antisymetrické:

~r × ~F = −~F × ~r.

Silně doporučuji: několikrát (pro r̊uzné otázky) si projděte odpovědńık opakuj́ıćı
obsah přednášek 11 a 12:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/odp/pred11_12_otazky_ano_ne.qref
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12.2 Cvičeńı 12: hlavńı prověrka tohoto předmětu

Na základě pokyn̊u cvič́ıćıho.

13 Otázky k ústńı části

Dvanáct otázek má vyšš́ı d̊uležitost a měli byste je znát velmi dobře – jsou to otázky č́ıslo
2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 16, 17, 21, 23; bez jejich znalosti nebude většinou možné na zkoušce
existovat (jsou to otázky zkoušené u bakalářských závěrečných zkoušek). Ostatńı otázky
také bystě měli znát a př́ıpadně ztrat́ıte-źıskáte body, ale některé výpočetńı otázky už
byly zd̊urazněny na cvičeńı, takže nejsou zařazeny mezi top dvanáct.

13.1 Cramerovo pravidlo pro řešeńı SLR

• (10 bod̊u) totálńı vzorec pro řešeńı SLR – odvozeńı pro systém dvou rovnic o dvou
neznámých;

• (5 bod̊u) Př́ıklad: pomoćı Cramerova pravidla vypočtěte řešeńı SLR:

x − z = 0,

3x+ y = 1,

−x+ y + z = 4.

• (5 bod̊u) Jak byste použili Cramerovu metodu v př́ıpadě, že má menš́ı počet rovnic
než neznámých? Vysvětlete na př́ıkladu (čtvercovou matici na levé straně bychom
źıskali doplněńım čtvrtou rovnićı, jej́ıž všechny koeficienty i pravá strana jsou rovny
nule) [nápověda: v řešeńı se bude vyskytovat jeden parametr; vysvětleńı viz BP
Danešová, str. 64-65]

x+ y + 2z − 5w = 3,

2x+ 5y − z − 9w = −3,

2x+ y − z + 3w = −11.

• (10 bod̊u) Dokažte (zd̊uvodněte) podrobně pravidlo D4 pro úpravy determinantu:
Determinant se nezměńı, když k danému řádku přičteme násobek ... (při zd̊uvodněńı
budete potřebovat skutečnost, že determinant se dvěma stejnými řádky se rovná nule
... toto též podrobně zd̊uvodněte).
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13.2 Definice determinantu

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Definice: determinant čtvercové matice, včetně
určeńı znaménka u součinu prvk̊u v jednom členu pomoćı počtu inverźı sloupcových
index̊u.

• (5 bod̊u) Př́ıklad: určeńı znaménka u součinu pomoćı geometrického názoru počtu
hran př́ıbuzných vedleǰśı diagonále ze všech možných hran spojuj́ıćıch prvky, které
vybereme do téhož součinu. Můžete vysvětlit na př́ıkladu:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 2
2 4 1 0
0 0 −1 3
3 −1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = . . . .

• (5 bod̊u) zd̊uvodněte (D1), proč se transponováńım determinant neměńı, a jak
vypočteme determinant matice ve schodovém tvaru (a proč to tak můžeme udělat).

• (10 bod̊u) Vysvětlete: Determinant je antisymetrická (D2) multilineárńı (D3) forma.
Zejména napǐste vzorcem nebo př́ıkladem podmı́nku linearity determinantu D3.

13.3 Daľśı pravidla pro úpravu determinantu

• (10 bod̊u) D3: determinant jako zobrazeńı je lineárńı v každé složce (vysvětlete
a dokažte; v d̊ukazu budete potřebovat pracovat s definićı determinantu obecně
pomoćı jisté sumy);

• (10 bod̊u) Rozviňte determinant Laplaceovým rozvojem podle druhého sloupce
(stač́ı provést jeden krok tohoto rozvoje do součtu determinant̊u řádu 5, nemuśıte
poč́ıtat dál) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 0 7 0 9 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

• (10 bod̊u) Ukažte, jak lze pokračovat v př́ıkladu s Laplaceovým rozvojem výše
t́ım zp̊usobem, že při sloučeńı prvńıch dvou z těchto tř́ı determinant̊u pátého řádu
užijeme linearitu D3.
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13.4 Vektorový prostor

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Definice vektorového prostoru V nad tělesem T.

• Př́ıklady (jak se na těchto VP definuje sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru skalárem?):

a) aritmetický vektorový prostor (5 bod̊u),

b) prostor polynomů stupně nejvýše 3 (5 bod̊u),

c) prostor funkćı spojitých na intervalu (5 bod̊u),

d) nejmenš́ı možný vektorový prostor (0 bod̊u, ale měli byste vědět).

• (5 bod̊u) meziotázka: srovnejte vektorové prostory b), c) z hlediska báze a dimenze.

13.5 Závislost a nezávislost skupiny vektor̊u – báze, dimenze,
souřadnice

• (5 bod̊u) Def.: lineárńı kombinace vektor̊u; def.: lineárně závislá posloupnost vek-
tor̊u;

• (15 bod̊u, kĺıčová část otázky – bez těchto tř́ı definic nelze u zkoušky existovat)
Def.: báze a dimenze vektorového prostoru, souřadnice vektoru v zadané bázi.

• (10 bod̊u) Př́ıklady dimenze a báze (u př́ıklad̊u b),c) z předchoźı otázky).

• bonusová otázka: Jestliže posloupnost vektor̊u ~u1, ~u2, . . . , ~uk je lineárně závislá,
kolik řešeńı pro neznámé αi ∈ R má vektorová rovnice (na jej́ı pravé straně je
nulový vektor)

α1 · ~u1 + α2 · ~u2 + · · ·+ αk · ~uk = ~o ?

13.6 Vektorový podprostor

• (5 bod̊u) Def.: vektorový podprostor: co stač́ı ověřit, abychom věděli, že podmnožina
vektorového prostoru je sama už vektorovým prostorem?

• (5 bod̊u) Př́ıklady vektorového podprostoru (co je, co neńı vektorový podprostor);

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Je pr̊unik dvou podprostor̊u vektorový podprostor?
(pokud ano, dokažte; pokud ne, vyvrat’te) Je sjednoceńı dvou podprostor̊u vektorový
podprostor? (pokud ano, dokažte; pokud ne, vyvrat’te) Pokud ne, lze definovat nějak
podprostor určený sjednoceńım? Jak?

• (10 bod̊u) Co je to lineárńı obal množiny vektor̊u, popř́ıpadě podprostor generovaný
množinou vektor̊u? Uved’te dva př́ıklady lineárńıho obalu množiny vektor̊u, jeden v
rovině a druhý ve tř́ırozměrném prostoru.
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13.7 Hodnost matice, nehomogenńı SLR

• (5 bod̊u) Co je to hodnost matice (def.)? Jak souviśı pojem hodnosti matice s po-
jmem dimenze jistého nejmenovaného (který máte jmenovat) vektorového prostoru?

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Jaké tři situace mohou nastat u SLR (obecně
nehomogenńıch rovnic) vzhledem k počtu řešeńı a kdy která z nich nastává? Použijte
terminologii matice systému a rozš́ı̌rené matice systému. Co ř́ıká Frobeniova věta?

• (5 bod̊u) V př́ıpadě nekonečně mnoha řešeńı: Jak počet parametr̊u souviśı s hodnost́ı
matice systému?

• (5 bod̊u) př́ıklad řešeńı SLR Gaussovou eliminaćı: vyřešte následuj́ıćı systém rovnic:

x+ y + 2z − 5w = 3,

2x+ 5y − z − 9w = −2.

• (5 bod̊u) Co lze ř́ıci o množině řešeńı SLR? Množina řešeńı SLR je (z algebraického
hlediska co za strukturu?) ...

13.8 Homogenńı SLR, princip superpozice

• (10 bod̊u) Co je to SLR-hom? Jaké situace mohou nastat u SLR-hom podle počtu
jejich řešeńı? Jaké řešeńı u SLR-hom existuje vždy? Tvoř́ı množina řešeńı SLR-hom
vždy vektorový prostor? Pokud ano, dokažte, pokud ne, vyvrat’te (kĺıčová část
otázky)

• (5 bod̊u) Co je to regulárńı-singulárńı matice a jak tento pojem souviśı s a) deter-
minantem z této matice, b) hodnost́ı této matice, c) počtem řešeńı SLR-nehom s
touto matićı?

• (5 bod̊u) Obecné a partikulárńı řešeńı SLR-nehom, obecné a partikulárńı řešeńı
SLR-hom. Vše lze vysvětlit i na př́ıkladu v následuj́ıćı odrážce.

• (10 bod̊u) Vysvětlete a proved’te princip superpozice při řešeńı SLR na př́ıkladu:

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 5,

x1 − x2 + 4x3 − 2x4 = −1.
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13.9 Sč́ıtáńı a násobeńı matic – analýza pomoćı pojmů z alg1

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Uved’te a zd̊uvodněte vlastnosti operace sč́ıtáńı
matic (které matice lze sč́ıtat? která matice je neutráln? jak se najde k matici A
inverze vzhledem ke sč́ıtáńı?).

• (5 bod̊u) Jak se definuje operace násobeńı matic a jaké matice lze násobit?

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Uved’te a dokažte vlastnosti operace násobeńı
matic (přednostně tedy násobeńı na množině čtvercových matic).

• (5 bod̊u) Shrnut́ı (kĺıčová část otázky): Množina (Mn×n,+, ·) čtvercových ma-
tic řádu n je ... dokončete větu a uved’te konkrétńı př́ıklad netriviálńıch dělitel̊u
nuly v této struktuře (uved’te celou rovnici, ve které se tito netriviálńı dělitelé nuly
vyskytuj́ı).

13.10 Elementárńı řádkové úpravy

• (5 bod̊u) Co je to elementárńı řádková úprava (def.)?

• (5 bod̊u) Co je pro EŘÚ charakteristické vzhledem k SLR? Elementárńı úpravy SLR
...

• (15 bod̊u) Věta: každou EŘÚ lze reprezentovat vynásobeńım jistou regulárńı matićı
zleva – ukažte na př́ıkladu matice

A =

 1 2 3
2 1 2
0 1 2

 .

• (5 bod̊u) K jaké úpravě matice A dojde, jestliže ji vynásob́ıme zprava matićı

P1 =

 1 0 0
−2 1 0

0 0 1

?

Nestač́ı výsledek, všimněte si, k jaké konkrétńı řádkové nebo sloupcové úpravě dojde.
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13.11 Maticová metoda při řešeńı SLR

• (5 bod̊u) Co je to maticová metoda řešeńı systému lineárńıch rovnic?

• (5 bod̊u) Výpočet inverzńı matice Jordanovou metodou – vysvětlete na př́ıkladu

x − z = 0,

3x+ y = 1,

−x+ y + z = 4.

• (10 bod̊u) Zd̊uvodněte matematickou větu, proč EŘÚ použité na jednotkovou matici
najdou matici inverzńı (proved’te d̊ukaz).

• (10 bod̊u) Lze už́ıt maticovou metodu při řešeńı systému následuj́ıćıho, kde třet́ı
rovnici źıskáme odečteńım dvojnásobku prvńı rovnice od druhé rovnice?

x+ y + 2z − 5w = 3,

2x+ 5y − z − 9w = −3,

3y − 5z + w = −9.

13.12 Lineárńı zobrazeńı

• (5 bod̊u, bez této definice u zkoušky nelze existovat) Uved’te definici lineárńıho
zobrazeńı mezi vektorovými prostory. Doplňte stručným grafickým názorem (bylo
pouze na videu 07, obrázky zat́ım nejsou v textu přednášky).

• (10 bod̊u, bez tohoto př́ıkladu nelze u zkoušky existovat) Zadáńı lineárńıho
zobrazeńı pomoćı předpisu – pomoćı matice – pomoćı obraz̊u báze. Uved’te př́ıklad
lineárńıho zobrazeńı R3 → R2.

• (5 bod̊u) Př́ıklad zobrazeńı mezi vektorovými prostory, které neńı lineárńı.

• (5 bod̊u) Věta: základńı vlastnosti lineárńıho zobrazeńı.

• (5 bod̊u) meziotázka: které základńı zobrazeńı na ZŠ neńı lineárńı zobrazeńı, ale
afinńı zobrazeńı?
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13.13 Jádro a obor hodnot lineárńıho zobrazeńı

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Def.: jádro a obor hodnot lineárńıho zobrazeńı,
nejlépe včetně obrázku, ale i definice symbolickým zápisem.

• (10 bod̊u) Na př́ıkladu vysvětlete, jak jadro a obor hodnot konkrétńıho lineárńıho
zobrazeńı najdeme:

ϕ : R4 → R3, ϕ(~v) =

 3v1 − v2 + 2v3 − v4
2v1 + 3v2 + v3 + v4
5v1 + 2v2 + 3v3

 .

• (5 bod̊u) Věta: vlastnosti jádra a oboru hodnot, vztah jejich dimenze a dimenze
celého prostoru vzor̊u.

• (5 bod̊u) Věta: lineárńı zobrazeńı je injektivńı právě tehdy, když ... (a z matice
zobrazeńı se to pozná, právě když ... )

13.14 Př́ıklady lineárńıho zobrazeńı na ZŠ vysokoškolsky

Př́ıklad A) otáčeńı roviny se středem v počátku:

• (15 bod̊u) Nalezněte maticové vyjádřeńı (lineárńı zobrazeńı) otočeńı roviny se
středem v počátku o úhel 30 stupň̊u neboli π

6
(viz kapitola nebo video 07).

Př́ıklad B) osová souměrnost s osou procházej́ıćı počátkem:

• (15 bod̊u) Nalezněte maticové vyjádřeńı (lineárńı zobrazeńı) osové souměrnosti v
rovině s osou y = x

2
(viz cvičeńı nebo až video 11, od času 1:38:00).
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13.15 Matice přechodu mezi bázemi téhož VP

• (15 bod̊u) Je zadán vektor

~v =

 1
2
1


α

v bázi α =

 1
0
1

 ,

 2
1
1

 ,

 0
0
2

 ;

vyjádřete souřadnice vektoru ~v vzhledem k bázi

β =

 0
1
1

 ,

 1
0
2

 ,

 2
0
2

 .

pomoćı jisté matice přechodu P .

• (10 bod̊u) Jaké je nyńı vyjádřeńı vektoru ~v v bázi β v našem př́ıkladu?

• (5 bod̊u) Pro β zadanou vektory

β =

 1
0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1


by byla matice přechodu P =...

13.16 Skalárńı součin vektor̊u

• (10 bod̊u, bez této definice nelze u zkoušky existovat) Vysvětlete: Skalárńı
součin vektor̊u je a)symetrická b) bilineárńı c) pozitivně definitńı d) forma na daném
Euklidovském vektorovém prostoru. Co je to Euklidovský vektorový prostor?

• (5 bod̊u) Uved’te př́ıklad skalárńıho součinu na prostoru a) n-tic reálných č́ısel; b)
spojitých funkćı na intervalu 〈a; b〉.

• (10 bod̊u) Jaký je geometrický význam skalárńıho součinu?

• (5 bod̊u) uved’te nějaký fyzikálńı význam skalárńıho součinu. Pokud nev́ıte, zkuste
vyřešit následuj́ıćı úlohu: Tat́ınek táhne sáně se třemi dětmi o celkové hmotnosti 45
kg pod úhlem 20° vzhledem k zemi po dokonale hladkém ledu silou 210 N. Jakou
práci vykoná při posunut́ı sańı o 3 metry? (nemuśıte dosazovat do kalkulačky, jen
vyjádřete výpočtem bez dosazeńı)
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13.17 Velikost vektoru, odchylka vektoru

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Definice velikosti a jej́ı základńı vlastnosti (věta).

• (10 bod̊u) Vyslovte a dokažte Schwarzovu nerovnost. Kdy v ńı nastává rovnost a
proč? (věta 24, d̊ukaz je na videu 10, doba 1:32:00 až 1:44:00, s využit́ım vzorce 10.1
odvozeného na videu 09, doba 1:17:30 až 1:22:30 ).

• (10 bod̊u, kĺıčová část otázky) Definice odchylky dvou nenulových vektor̊u: z čeho
možnost existence tohoto pojmu vyplývá, a jak souviśı se skalárńım součinem? V
jakém intervalu se může odchylka dvou vektor̊u pohybovat? Jak se lǐśı odchylka
vektor̊u od odchylky př́ımek v aritmetickém vektorovém prostoru?

13.18 Ortogonálńı vektory, ortogonálńı doplněk

• (10 bod̊u) Ortogonálńı vektory, ortogonálńı matice, ortogonálńı zobrazeńı – definice;

Ortogonálńı množiny, ortogonálńı podprostory – definice.

Ortogonálńı doplněk podprostoru – definice.

• (10 bod̊u) V Euklidovském prostoru R5 je dán podprostor

W = L




1
−1
1
0
0

 ,


1
0
1
0
1

 ,


1
1
0
−1
1


 .

Nalezněte bázi a dimenzi jeho ortogonálńıho doplňku W⊥.

• (10 bod̊u) ... hledáńı ortogonálńıho doplňku má stejnou metodu jako hledáńı jádra
jistého lineárńıho zobrazeńı; otázka tedy zńı: když se pod́ıváte na př́ıklad hledáńı or-
togonálńıho doplňku v předchoźı odrážce: a) nalezený ortogonálńı doplněk je jádrem
jistého lineárńıho zobrazeńı mezi vektorovými prostory – odkud kam zobrazuje toto
zobrazeńı, tj. z jakého prostoru do jakého? b) jaká je matice tohoto lineárńıho zob-
razeńı?
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13.19 Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

• (5 bod̊u) Vysvětlete, co je to Grammův-Schmidt̊uv proces.

• (15 bod̊u) V Euklidovském prostoru V nalezněte ortogonálńı bázi podprostoru

W = L




1
2
2
−1

 ,


1
1
−5

3

 ,


3
2
8
−7


 .

• (5 bod̊u) Co to znamená, když některý z vytvářených vektor̊u bude nulovým vek-
torem?

• (5 bod̊u) Co je to ortonormálńı báze vektor̊u a jak by se tato báze źıskala z báze
ortogonálńı?

13.20 Ortogonálńı projekce vektoru do VPP

• (10 bod̊u) Vysvětlete, o co se jedná, včetně obrázku.

• (15 bod̊u) Nalezněte ortogonálńı projekci vektoru ~v =


4
−1
−3
4

 do podprostoru

U = L{


1
1
1
1

 ,


0
1
1
−2

}.
• (5 bod̊u) Nalezněte také souřadnice vektoru ~y z ortogonálńıho doplňku U⊥ z definice

ortogonálńı projekce (v našem př́ıkladu).

13.21 Vlastńı č́ısla (hodnoty) a vlastńı vektory (směry) lineárńı
transformace

• (10 bod̊u ... algebraická definice ... bez ńı na zkoušce nelze existovat) Def.:
vlastńı č́ısla a vlastńı směry lineárńı transformace vektorového prostoru.

• (10 bod̊u ... geometrický pohled) Najděte navzájem lineárně nezávislé vlastńı směry
osové souměrnosti vzhledem k ose y = x

2
(př́ıklad 43).

• (10 bod̊u ... algebraický př́ıklad) Nalezněte (př́ıklad 44, 45) aspoň jeden vlastńı
směr-vektor a jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotu pro lineárńı transformaci R3 → R3

zadanou matićı

A =

 0 0 −2
0 −2 0
−2 0 3

 .
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13.22 Využit́ı matice zobrazeńı v r̊uzných báźıch

• (15 bod̊u) Nalezněte maticové vyjádřeńı (lineárńı zobrazeńı) osové souměrnosti v
rovině s osou y = x

2
na základě řešeńı jistého systému rovnic, bez matic přechodu

(video 11, od času 1:38:00).

• (15 bod̊u) Nalezněte maticové vyjádřeńı (lineárńı zobrazeńı) osové souměrnosti v
rovině s osou y = x

2
na základě vlastńıch č́ısel a vektor̊u a dvou matic přechodu (viz

video 11, doba 1:24:00 až 1:38:00).

13.23 Vektorový součin vektor̊u

• (10 bod̊u; povinná část otázky) Vektorový součin vektor̊u v dimenzi 3: základńı
informace středoškolského rázu, tj.

a) jak se spoč́ıtá vektorový součin vektor̊u ~u =

 4
−1
−3

 a ~v =

2
5
7

?

b) jak se urč́ı směr tohoto vektorového součinu?

c) jaký geometrický význam má velikost tohoto vektorového součinu?

• (10 bod̊u, povinná část otázky) Definice vektorového součinu pomoćı jistého
skalárńıho součinu: uved’te definici a vysvětlete na obrázćıch pro n = 2 a n = 3.

• (10 bod̊u) Uved’te fyzikálńı význam vektorového součinu (ideálně: moment śıly
vzhledem k ose otáčeńı) a vypočtěte následuj́ıćı př́ıklad:

Délka ramene pedálu j́ızdńıho kola je 0,152 m. Chodidlo cyklisty tlač́ı svisle na
pedál silou o velikosti 111 N. Určete velikost momentu śıly vzhledem k ose otáčeńı
sv́ırá-li rameno pedálu se svislým směrem (viz obrázek) úhel a) 30°, b) 90°, c) 180°.
Ve kterém z př́ıpad̊u bude moment śıly ~r × ~F mı́t velikost největš́ı-nejmenš́ı? (~r je
vektor pr̊uvodiče od osy otáčeńı k mı́stu připojeńı pedálu).

a\,) t,; 
íM [,r,ť?W

t,)
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