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Uvod

Tento text je psan jako doplnék prednasky a névrh koordinace vyuky v predmétu Alge-
bra 2 na Pedagogické fakulté MU Brno, Katedra matematiky. Otazky k tstni zkousce v
zaveérecné kapitole budou vzdy upraveny pred zacatkem aktualniho zkouskového obdobi.

Predmeét Algebra 2 (MA0005) je jakymsi predbéznym, algebraickym pohledem na ge-
ometrii. Dobrym predpokladem je absolvovani predmétu Repetitorium sttedoskolské ma-
tematiky 2 (tj. MA0O015), ndvaznym predmétem na Algebru 2 bude Geometrie 2 (tj.
MAO0009).

R4d bych zde podékoval studentce Jané Vyvialové, ktera peclivé prepsala podstatnou
¢ast mého rukopisu v sazecim prostiedi TEX. V roce 2023 je text opét prepracovavan diky
projektu ziskanému na jeho dokonceni. Probéhla revize textu, ale budu rad za informaci
o chybach, které unikly mé pozornosti.

Podkapitoly cviceni nejsou piili§ propracovany, protoze jak k prvni provérce predmeétu
(analytickd geometrie), tak k samotnému textu byly napsény v prubéhu roku 2023-24
vlastni materidly, které najdete v interaktivni osnové k predmétu (v adrese zmeénte ,,pod-
zim2023“ na podzim aktualniho roku).

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/index . qwarp

Bfetislav Fajmon, verze kvéten 2024
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1 Tyden 1

1.1 Prednaska 1: Determinant a jeho vlastnosti, Cramerovo pra-
vidlo

1.1.1 Odvozeni vzorct Cramerova pravidla pron=2an =3

Algebra je véda o TeSeni rovnic a specialné Algebra 2 neboli linedrni algebra se zabyva
feSenim systému linearnich rovnic. Prvni z metod, kterou se budeme zabyvat , je tzv.
Cramerovo pravidlo — jednd se o vzorec, do kterého jen dosadime ¢isla a;; a b; a dostaneme
vyjadieni neznamé x;. Pti hledani-odvozeni vzorce za¢néme dvéma rovnicemi o dvou
neznamych:

aj1 -1+ ag-xry = b/ - as,

Ag1 -1+ g -y = by/ - (—ar2).

Vynésobme prvni rovnici ¢islem age, druhou éislem (—aj2) a obé rovnice sectéme. Ve
vysledné rovnici se vyrusi neznaméa zo, a pak z ni vyjadiime z;:

Xy (an * Qg — Q12 CL21) = by -axp —by-an

by - agy — by - ary

=T = ,
11 - G22 — A21 * Q12

kde citatel by - age — by - a1 oznacime jako |A;| a jmenovatel ajg - agy — as - a1z 0znacime
|Al. Vsimnéte si také, ze by, by se v Citateli zlomku vyskytuji presné v té situaci, ve které
se ve jmenovateli zlomku vyskytuji hodnoty ay1, as; z prvniho sloupce.

Podobné najdeme analogicky vzorec i pro x,: provedeme nésobeni takovymi konstan-
tami, aby pfi secteni obou rovnic vypadla nezndma x1, a z vysledné rovnice pak vyjadiime
To:

ajg -+ ap-xry = b/ (—a),
ag1 -1+ - xy = by/ - an.
T - ((111 sl — Q12 ¢ azl) = by-ayn —b-ay

by -ajn — by - an

= x2 e ,
11+ Q22 — A12 * A21
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kde citatel by - a1; — by - ag; oznaéime jako |As| a jmenovatel ajq - ase — @12 - ag je opét
|Al. Vsimnéte si také, ze by, by se v Citateli zlomku vyskytuji presné v té situaci, ve které
se ve jmenovateli zlomku vyskytuji hodnoty asy, ass z druhého sloupce.

Podobné totalni vzorce lze najit i pro systém tii linearnich rovnic o tfech neznamych
(viz 1.1):

app - x1+ap- T+ ag-r3 = by,
Qg1 - 1 + Qg - To + gz - v3 = ba,
asq -x1+a32 'l’3+a33'$3 = b3.

Zase nasobime rovnice ¢isly a s¢itame, proces je trochu slozitéjsi (viz obrazek na
nasledujici strané): jednd se v podstaté o eliminaci proménné x3 z prvnich dvou rov-
nic a ze druhé a tfeti rovnice, dostaneme dvé rovnice — z nich eliminujeme dalsi neznamou
T2, a vyslednou rovnici pro neznamou x; jesté vydélime ass, protoze jsme si vSimli, ze
se vyskytuje ve vSech scitancich na obou stranach rovnice. VSimnéte si, ze ve vysledném
zlomku se vyskytuje v citateli b; presné na tom misté, kde ve jmenovateli se vyskytuje
a;1 — to je presné rozdil mezi vypoctem |A;| a |A|. Kdybychom podobné odvozeni celé
provedli tak, ze jako posledni nezndmad by nam zustala x,, respektive xz, dostaneme tii
vzorce:

A |As] [ As]

= T %2 = y L3 = 77
AT AT 4]

X1

kde

ail G2 013
|A’ = |G21 Q22 Q23| = A11°G22°A33+0A12°A23°A31+A13°A21 A32—A11 A23 A32—A22°A13°A31 —A33°A12°A2] =
as1 agz2 asg

= vysledkem je ¢islo!!!

by a2 a3 a1 b1 ags a; aiz b
‘Al‘ = |by a2 ag 7|A2’ = |ag1 by ags >’A3| = a1 a2 by
bs asy ass asz; bz ass asz; asy bz

(Determinanty |A:|, |Az|,|As| se spocitaji obdobnym zpusobem jako |A|, pouze j-ty

-

sloupec a; matice A je nahrazen sloupcem pravych stran b)

Priklad 1 Vyreste Cramerovym pravidlem (metodou determinanti) systém linedrnich
rovnic:

T, + 2.2132 +3.Cl?3 = 9,

2[L’1—CL’2+ZE3 = 8,

3$1 — X3 =
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Obrazek 1.1: Odvozeni Cramerova pravidla pro m = n = 3.
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19 3 Al 20
Ao = [2 8 1|=-8427+18-3—(—-18)-T2=-20=>a9=11 =—— =1
33 —1 Al 20

1 2
As] 60
[As] = |2 -1 8 :—3+48+0—0—12—(—27):(50:>x3:|_3’:_:3
3 0 3 Al 20

U prvni metody feSeni SLR lze tedy fici:

Véta 1 Cramerovo pravidlo: Pokud plati, Ze |A| # 0 a m = n, tak existuje jediné
reseni SLR s matici koeficientu A na levé strané rovnic a vektorem pravych stran b na
pravé strané rovnic:

|Au |As| _ A4

1= 742 = 757

, gy Ty = .
|4 A A

Poznamka. Jak bylo predvedeno na prednasce nebo bude ve cviceni, pro |A| = 0 lze
také Cramerovo pravidlo uzit i pro nekoneény pocet feseni — zvolime parametry a ¢leny s
nimi prevedeme na pravé strany rovnic tak, aby determinant matice, ktera na levé strané
zustane (tfebaze nizsiho faddu nez puvodni systém), byl nenulovy (a déle aplikujeme
Cramerovo pravidlo i na tento systém, kde na pravé strané se vyskytuji parametry — viz
BP Danesovd, str. 64-65).

1.1.2 Obecna definice determinantu, vypocet determinantu z definice

Vsimnéte si na vypoctech determinantu fadu tii v predchozim oddilku, Ze pii vypoctu | A|
vytvareji permutace sloupcovych indexu vsechny prvky grupy (Ss, o) permutaci tiiprvkové
mnoziny.

Definice 1 Ctvercové nebo obdélnikové schéma cisel se nazgvd matice typu m/n, kde
m znaci pocet Tadki a n pocet sloupcu matice. Specidlné ctvercovd matice typu n/n se
nazyvd matice radu n.

Pozor na oznaceni matice: matice z predchoziho oddilku musime spravné psat do

1 2 3
kulatych zavorek!! V prikladu 1 je matice A = [2 —1 1 |, az pfi vypoctu determi-
3 0 -1
1 2 3
nantu lze psét |[A| = |2 —1 1| = .- = 20. Tedy svislé zdavorky vzdy u tabulky ¢isel
3 0 -1

znamenaji determinant z dané matice, ktery lze pocitat a jeho vysledkem je cislo. Tento
determinant lze pocitat jen z matice ¢tvercové. Na druhé strané matice reprezentovana v
kulatych zavorkach nemusi byt ¢tvercova, ale muze byt jakéhokoli obdélnikového rozmeéru,
a nerova se zadnému jednomu ¢islu, je to prosté tabulka cisel.
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Definice 2 Determinant ¢tvercové matice A typu n/n (tj. rddu n) je cislo, které
PRIRADIME CTVERCOVE MATICI podle vzorce

Al = Z (—1)Und2edn) s ag g, e Gy,

(J1,325++53n)

(tj. suma pres vSechny mozné permutace (j1,j2, ..., Jjn) sloupcovich indexi z mnoZiny
1,2,...,n, v kazdém clenu je (—1) umocnéno na pocet inverzi v dané permutaci sloup-
covijch indexit.

Soucin n proki ayj, - agj, - ... - Qnj, je soucin proki vybranych ze ctvercové matice tak,
aby z kaZdého rdadku a kazZdého sloupce byl vybran prdavé jeden cinitel.

Pocet vsech permutaci = soucinu = clenu v dané sumé je prdavé n!)

Piiklad 2 Pomoci Cramerovy metody determinanti vyreste systém linedrnich rovnic:

T1+2Tog+2x3+2x4 = 2,
Ty + 29 — w3+ 214 = 1,
.7)1—I2+2$3+.734 = —1,

l‘1+31‘2+3$3+1’4 = 3.
Reseni: NapiSme si nejdiive vzorec pro determinant ¢tvercové matice fadu 4:

aj; Q12 Az Aaig
21 G292 (23 (24
as1 Az a3z 0a34
ay1 Q42 A43 Q44

= Q1122033 A44 —G11° 022" Q34" A43+ 11 G23° Q34" Qg2 — Q11 A23 32 Gaqt

+a11 - Q24 - Q32 - Q43 — Q11 * Q24 - A33 * Qg2 — Q12 - A23 * A34 * Q41 + Q12 * Q23 * A3] * Q44—
—Q12 * Q24 * 31 * Q43 + Q12 - Q24 * A33 - Qg1 — Q12 A21 * A33 * Q44 + Q12 - A21 * A34 * Qg3+
+a13 - Qg4 - A31 - Qg2 — Q13 - A4 - Q32 Q41 + Q13 - Q21 * A32 * Agq — Q13 - A21 * A34 * Qg2+
+a13 - Q22 - A34 - Q41 — Q13 - A2 - A31 * A4q — Q14 * A21 * A32 * Q43 + Q14 - A21 * A33 * Q42—
—Q14 - Q22 A33 - Q41 + Q14 * Q22 * A31 - Q43 — Q14 * Q23 * 431 * (g2 + Q14 * Q23 - A32 * (4.

Je vidét, ze v rozvoji determinantu radu n se vyskytuje n! s¢itanct, protoze ve ¢tvercové
matici A existuje praveé n! moznych vybéru n-tic prvki, kdy je v dané n-tici vybran prvek
v kazdém tadku i v kazdém sloupci (viz obréazek 1.2).

Vezmeéme si napriklad soucin aq3 - a4 - aszs - a41. Znaménko pred timto soucinem urcime:

a) Podle poctu inverzi v permutaci sloupcu (3, 4, 2, 1)...inverze je vztah mezi dvéma prvky
v daném poradi, kdy vétsi prvek se vyskytuje pred mensim prvkem.

’ ./, ~ o . .o . o cov ) . ~ ~ . ’
Musime projit vSech vztahu mezi dvojicemi prvku a zjistujeme, ze pocet inverzi

n
2
je b, tj. znaménko je MINUS.

Pozndmka: Permutace fadkovych indexii neuvazujeme, protoze ty bereme neustdle ve vzestupném
poradi (1,2,...,n).
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Obrazek 1.2: Znazornéni vsech ¢lenu determinantu pro m = n = 4.
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b) Z grafického nakresu:

Spojime vSechny dvojice dané zvolené n-tice, dostaneme (g) spoju:

Vétsi sloupcovy index stoji pred mensim v takové dvojici, kdy v reprezentaci grafu dana
hrana ma sklon pribuzny vedlejsi diagonale — takovych sklontu je 5, tj. znaménko je
MINUS.

Definice 3 Hlavni diagondla c¢tvercové matice A je diagondla spojujici proky ayy aZ apy,.
Vedlejsi diagondla ¢tvercové matice A je diagondla spojujict proky ai, aZ ap;.

Definice 4 Inverzi ve vztahu mezi dvéema prvky ji, ji v permutaci sloupcovich indexi
urcujeme:

a) Algebraicky: vétsi ze sloupcovych indexu jy, j; danych pozic v matici se vyskytuje pred
mensim;

b) Graficky: hrana spojugici dané proky ayj, a a; v matici A md sklon pribuzny/blizky
vedlejsi diagondle.

1.1.3 Neékteré vlastnosti determinantu

Ve vété 2 se podivame na nékteré dalsi vlastnosti determinantu, které usnadnuji jeho
vypocet. V prubéhu uvadéni vlastnosti a jejich dikazu bude rozprostieno nékolik definic
pojmu, které budou dulezité i v dalsim vykladu.

Véta 2 Vlastnosti D1 az D6 determinantu ¢tvercové matice:
D1. |A| = |AT]...determinant se nezméni transponovdnim matice.

Definice 5 Matice A’ transponovana k matici A je matice vznikld z A zdménou
radki za sloupce: |A| = |AT|, neboli®.

a1; Qa12 ... Qip a1 QA21 ... Qp1
a21 A29 ... dAgpn o A12 A29 ... Ap2
Ap1 Ap2 ... Qpp A1p QA2 ... Qpp

2Na pravé strané néasledujici rovnosti mimofddné neznamen prvni index é&fslo fadku a druhy index
¢islo sloupce, protoze oznaceni prvku na pravé strané je voleno vzhledem k jejich oznaceni na levé strané
rovnosti — fadky v matici na levé strané jsou zapsany do sloupcu matice na pravé strané.
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Dukaz vlastnosti D1: Transponovanim matice ji ,preklopime* symetricky vzhledem k
hlavn{ diagondle, n-tice prvki vybrand pro |A| zustane n-tici, kterd se vyskytuje i v |AT].

Pocet inverzi v permutaci sloupcovych indext uré¢ené danou n-tici prvku matice A
se transponovanim nezméni (smér piibuzny vedlejsi diagondle se pieklopenim vzhledem
k hlavni diagondle neméni, tj. stéle je pribuzny vedlejsi diagondle), tj. neméni se ani
znaménko pred timto souc¢inem pii vypoétu determinantu matice A7,

Z vlastnosti D1 plyne, ze vSechny dalsi vlastnosti, které vyslovime pro fadky ¢tvercové
matice, plati (Ize je preformulovat) i pro sloupce.

Definice 6 Pokud se divame na tddky matice A jako na vektory, tedy:
a; = (a117@12, ~--7a1n)aa'2 = (a21,a227 --'aGJZn)a ey A = (anlvanQa '--aann)

lze determinant |A| = det(ay, a3, ..., a,) chdpat jako zobrazeni R™ x R™ x ... x R" — R,
které priradi n vektorum v daném potadi ¢islo

det(ay, ay, ..., ap) = Z (—1)"Undzedn) Ly 5y gy G,

j17j27"~7jn

Kazdému zobrazeni, které priradi jednomu nebo vice redlnym vektorim realné
cislo, rikame realna forma.

D2. Pii predchozim oznaceni je forma det(ay, as, ..., a,) antisymetrickd, tj. zaménou
2 riznych fadkt v matici se zméni znaménko determinantu:
Aet(Aly ooy Al eey Ay vy G) = —det(A1, ooy QY ooy Ay oy ).

Dukaz: Zaménou dvou indexu se jedna inverze v permutaci prida nebo ubere, tj.
pred kazdym soucinem n prvku bude v sumé opacné znaménko. Tedy i pred celym
determinantem bude opacné znaménko.

Disledek vlastnosti D2: Determinant matice A se dvéma stejnymi fadky je roven
0.

Dukaz: Kdyz zaménime tyto stejné radky, s matici se nic nestane, ale z vlastnosti
D2 se musi i pfi zdaméné téchto rfadku zménit znaménko determinantu, ¢ili plati

|A| = —|A] = 2 |A| = 0, a tedy |A] = 0.
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Definice 7 Pokud a3, as, ..., ay jsou vektory, tak vektor
Vi=oq-a) + oy ay+ ... + o - ag
je linedrni kombinaci vektoru ay, as, ..., aj.

(Linedrni kombinace vektoru aji,ds,...,a; je jakykoli soucet skaldrnich ndsobki
téchto vektori.)

D3. det(ay,as, ..., d,) je zobrazeni linedrni v kazdé slozce, tj. pokud na k-tém radku
se vyskytuje linearni kombinace dvou vektoru a-u+ (-7, tak determinant lze upravit
na linedrni kombinaci dvou determinantu:

—

det(ay, ..o U+ -0, ...,a,) = a - det(ay, ..., U, ..., d,) + B - det(ay, ..., U, ...a,)

Dukaz: A
Z(—l)w(h""’j") . a17j1 et (Oé . Ujk + 5 . Ujk) C aw‘n

= vytkneme «, 8 a rozdélime na dva soucty =

Q- E (41 TA1 Gy e “Apjp + 6 E w(J15:-0n) CQ1 gy et Vgt et Ay g, =
=a«- det(al, sy ey Gp) + B det(ab ey Uy ey )

Poznamka: Vlastnost D3 lze pfirozené rozsitit tak, ze k-ty vektor neni linedrni
kombinaci pouze dvou vektoru, ale [ vektoru (I > 2).

Dtsledek vlastnosti D3: Vynasobenim k-tého tadku matice A se stejnym ¢islem
vyndsobi 1 cely determinant této matice. .
(Plyne z D3: det(ai,...,a -k, ...,a;) = « - det(ay, ..., k, ..., a,).)

Dalsi disledek vlastnosti D3: Je-li néktery radek matice A tadek samych nul, pak
plati |A| = 0.

(Z D3: det(ai,...,0 - dj,...,da,) = 0 - det(ay, ok, ...yGp) = 0. Nebo jiny dukaz piimo
z definice determinantu: v kazdém soucinu v determinantu je vybréna jedna 0 = |A| = 0.)

Vlastnosti D4 az D6 determinantu budou uvedeny ve 2. prednasce.
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1.2 Cviceni 1

e Cramerovo pravidlo pro n = 2 nebo n = 3.
e Cramerovo pravidlo v ptipadé nekone¢né mnoha feSeni nebo zddného resSeni.
e Pichled ¢ty metod feseni SLR na ZS (viz DP Danesové, kapitola 4).

e Metoda fesenf SLR na SS — Gaussova eliminace jako vylepsend séitaci metoda (viz
BP Danesova, kap. 5)

Uloha 1.1 Je ddn nasledugici systém tri rovnic o trech neznamgch:

2c — 3y + 2z = 0
r 4+ 2y — z = 3
2w 4+ y + z = 12
a) Ovérte, Ze zadany systém lze Tesit Cramerovym pravidlem.

b) Vyreste systém v oboru redlnych cisel pomoci Cramerova pravidla.

Uloha 1.2 Je ddn ndsledugici systém tri rovnic o trech neznamgjch.:

r 4+ 2y — z = 3
2 + y — 2z = -1
—3r + 4y — Hz = 1

a) Uved'te divod, proc¢ zadany systém nelze resit Cramerovym pravidlem (pri standardni
matici A).

b) Vyreste systém Cramerovou metodou nestandardnim zpisobem (otdizka 1, priklad
treti v poradi ze étyr v dané otdzce), kdyz si uvédomite, Ze treti rovnice je rovna
souctu proni rovnice se dvojndsobkem druhé rovnice (viz BP DaneSovd, str. 64-65).

Uloha 1.3 Zdivodnéte, jaké znaménko je pri vipoctu determinantu Tddu Sest z definice
pro matici matic A u soucinu

Q14 * Q23 - A31 * Q42 * A6 * Ap5-

Uloha 1.4 Zdivodnéte, jaké znaménko je pri vipoctu determinantu Tddu Sest z definice
pro matici A u soucinu

Q14 - Q25 * Q32 * Q43 * Q51 * A66-

POZOR, PRISTI CVICENI SI NAPfSEME PROVERKU NA TEMA: ANALYTICKA
GEOMETRIE - VIZ ODPOVEDNIKY V IS PRO PRIPRAVU.
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2 Tyden 2

2.1 Prednaska 2: Dalsi metody vypoctu determinantu

D4. Determinant matice A se nezméni, pokud k rfadku aj pri¢teme nenulovy nasobek
jiného tadku, napriklad radku a;:

det(Al, ..., Gl ooey Qly oy @) = det(ay, ..., a1 + - apy ..y @y, .., Gy,

Diikaz: RozepiSme si pravou stranu této rovnosti a vyuzijem pritom nejdulezitéjsi vlast-
nost tohoto predmétu, vlastnost linearity determinantu (D3):
det(ay, ..., G + - ap, ..., ay, ..., G) £ Aet(Al, ..., ley eey Qly vy @) + - det(dl, ..., A1y oy QY oy Gy,) =
D2 S - - . - S - .
= det(dl, ...,y ey A1y ooy Gp) + 0 = det(dq, ..., Ay oovy Q1 ..y )
(spise nez D2 pouzivame dusledek D2: vime, ze det(ai, ..., ay, ..., aj, ..., d) = 0, jelikoz
se jednd o determinant matice se dvéma stejnymi radky) — dukaz je hotov.

Vlastnost D4 nam poskytuje dobry nastroj pro vypocet determinantu: snazime se k
néjakému radku pricist nasobek jiného radku, abychom v matici timto zptusobem vytvareli
nuly — ¢im vice nul, tim méné soucinu je nenulovych.

Definice 8 Schodovy tvar matice A = takové obsazeni matice A ¢isly, Ze v kaZdém
dalsim Tddku matice je zleva vice nul neZ v tom predchozim, nebo se uZ jednd o radek
samgjch nul.

Ad priklad 2. Nyni se muzeme vratit k prikladu 2 a pokusit se vypocitat determinanty
| Al [Aul, [Az2]|As], [Adl:

11 1 1 11 1 1 11 1 1
T LA e TR (I A o1 =21 B
-1 2 1 -y 0 -2 1 0 -2, |00 =32 -

1 3 3 1] —n 0 2 0  +r 00 3 0 +r3

11 1 1
01 -2 1
=lo 0 3 of=11(=3)-2=-6
00 0 2

Disledek vlastnosti D4. Pokud se ndm pomoci D1 az D4 podaii upravit matici
na schodovy tvar, jeji determinant je roven pouze souc¢inu prvku na hlavni diagonéle (ve
vSech dalsich souc¢inech musime vybrat alespon jednu nulu pod diagonalou, tj. zbyvajicich
23 soucinu je rovno 0).

2 1 1 1 1 2 -1 2 1 2 -1 2

|A’:1 2 -12_ |2 1 1 1 -2 _ |0 =3 3 =3 _
! -1 -1 2 1 -1 -1 2 1 +7 0 1 1 3
3 3 3 1 3 3 3 1] 43-13 0 0 4
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1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2
01 —1 1 01 —1 1 01 —1 1
__(_?’)'01 1 3] —r =3 100 2 2=%%0 0 1 1 -

00 9 4 00 9 4 00 9 4] —9-rs

1 2 -1 2

01 -1 1

=600 9 1 1|=730
00 0 =5

D5. Laplacetv rozvoj determinantu podle k-tého fadku nebo [-tého sloupce.
Tento rozvoj prevadi vypocet jednoho determinantu fadu n na vypocet n
determinantu fadu n — 1:

Rozvoj podle i-tého fadku (i se neméni, méni se pouze index j):

n

Al =D (1) - az; - | Ay

Jj=1

kde A;; jsou matice vzniklé z A vypusténim ¢-tého fadku a j-tého sloupce.

Rozvoj podle j-tého sloupce (j se neméni, méni se pouze index i):

n

Al =D (1) - az; - | Ay

i=1
kde A;; jsou matice vzniklé z A vypusténim i-tého fadku a j-tého sloupce.
Dukaz: Plyne z definice determinantu pouhym rozepsanim:
Napf. pro fddkovy rozvoj: a;; se vyskytuje v (n — 1)! soucinech; kdyz (—1)"*7 - a;; z

téchto soucini vytkneme, v zavorce se objevi |A;;| jako soucet soucint n — 1 prvkd, tj.
determinant fadu o 1 mensiho.

Ad priklad 2. Vypoctéme |As|, |Asl, |A4| kombinaci vlastnosti D1 az D5:

1 2 1 1 1 2 1 1
|A|:1 1 -1 2 = _ |0 =1 =2 1] _
2 1 -1 2 1] —r 0 -3 1 0

1 3 3 1] —n 0 1 2 0

Rozvineme napi. podle fadku 3 (pfitom |A;| je determinant matice, kterd vznikne z
A vynechanim i- tého fadku a j-tého sloupce matice A, tj. vynechanim pravé toho radku
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a sloupce, kde se vyskytuje® prvek a;;):

1 1 1 1 2 1
= (=110 |Agy |+ (=1)*"2-(=3)-]0 =2 1|+(=1)*.1-10 —1 1[4+ (=1)>T*.0-|As4 =
0 2 0 0 1 0

=3-04+04+0-2-0-0)+(0+0+0-1-0—-0)=—7

Tedy Laplaceuv rozvoj je vyhodné pouzit pro ten fadek ¢ sloupec, ktery obsahuje vétsi
pocet nul.

11 2 1 11 2 1
|A|—12 1 2 =y |0 1 =1 1]
T -1 -1 1) =y 0 =2 =3 0
1 3 3 1] —n 0 2 1 0
Rozvoj podle 1. sloupce:
1 -1 1
=1-1-2 -3 0|=0+0—-24+6-0-0=4.
2 1 0
11 1 2 11 1 2 11 1 2
|A\—12_11_T1—01_2_1 01 =2 -1
Y -1 2 1 - 0 =2 1 =3[ 421, |0 0 =3 =5
1 3 3 3| - 0 2 2 1| =2-1r 00 6 3
Rozvoj podle 2. sloupce:
0 -2 -1 1 1 2
=(-)"*%1{0 =3 —5[+(-1)*"?1-/0 =3 —5|4+04+0 = —0—9+0+0—(—30)—0—0 = 21
0 6 3 0 6 3
Muzeme psat odpoved:
gl =80 A T T Al 42 A2 T
TAl T =6 TP Al =6 6 Al -6 37*YT Al -6 2
Resen{ je jediné, vektorovym zapisem jej lze vyjadiit nejlépe:
T 5
T _ é
T3 3
T4 _77
3Naptiklad azys = —3 se vyskytuje ve tfetim fadku a v druhém sloupci nasf matice fadu 4, tj. |Asz]

je determinant matice z nf vzniklé vynechanim t¥etiho fadku a druhého sloupce. Cislo (—1) je umocnéno
na (3 + 2), coz je soucet indexu (pozic v fddku a sloupci) prvku aszs.
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D6. Pokud néktery ftadek, napf. [-ty je linearni kombinaci jinych tadku, napf.
ai, ay, ..., ay, tak |A| = 0.

Dukaz: Velmi podobny dukazu D4: Jestlize:

—

ag=oa;-a]+ay-dy+...+ag-a

pak:

det(ay, Ay ..oy Gfyy ooy 1+ G1 + Qg+ A3 + oo + Q= Ay eny ) =

D3 - S - " - S - .
=y - det(al, Yy ey Aoy ooy A1y oey ) + Qg - det(Al, Ay ooy Gy ooey Ay oeny Gy ) +

I - . L\ D2
eee Oy - det(al, A2y eeey Ay oovy Ay vy an) = O,
protoze kazdy z téchto dil¢ich determinantu se rovna 0 diky dvéma stejnym fadkum
(dtsledek vlastnosti D2).

(jiny zpusob dukazu: pokud néjaky tadek je linedarni kombinaci ostatnich fadku,
odec¢tenim této linearni kombinace provadime upravu D4, ktera determinant nezmeéni
— a dostaneme Tadek samych nul, tj. podle definice determinantu do kazdého soucinu
vybereme z tohoto nulového Fadku uréité vzdy jedno ¢islo 0, ¢ili determinant je roven nule)

Pokud vyjde ¢as: Poznamka o vektorovém soucinu vektori v dimenzi 3 —
vypocet pomoci determinantu.

Pokud vyjde ¢as nebo na zacatku treti prednasky: Vyuziti Laplaceova
rozvoje a linearity determinantu pii vypoctu determinanti velkého radu
(otazka k ustni zkouSce ¢islo 4).

Silné doporuéuji: nékolikrat (pro ruzné otdzky) si projdéte odpovédnik opakujici
obsah prednések 1 a 2:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/0dp/pred01_02_otazky_ano_ne.qref

2.2 Cviceni 2: Analyticka geometrie v roviné — provérka

Napiste proverku z tématu analytickd geometrie. Typové piiklady najdete v IS v interak-
tivni osnové predmétu.
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3 Tyden 3

3.1 Prednaska 3: Vektorovy prostor, souradnice vektoru v dané
bazi, Gaussova eliminacni metoda

3.1.1 Definice vektorového prostoru

Zékladni pojmem, kterym se v tomto predmétu budeme zabyvat, je pojem vektoru. Vektor
je zobecnénim pojmu realné ¢islo — redlné ¢islo je urcené svou velikosti, vektor je urceny
velikost{ a smérem?.

Zacnéme dnes u této predstavy vektoru jako ,orientované usecky®, u které je dulezity
jeji smér® a jeji délkaS, a pokusime se tuto predstavu vektoru néjak matematicky popsat,

¢ili zpresnit. Voditkem budou vlastnosti, které plati pro vektory v roviné, viz néasledujici
priklad.

Priklad 3 UvaZujme mnoZinu V vsech orientovanych usecek v roviné. Dvé orientované
usecky o stejné velikosti a sméru budeme povazovat za tentyz vektor (v analytické geometrii
takovému pojeti vektoru v roviné tikdme ,volny vektor ... muzeme vektorem v roviné
rovnobézné posouvat — pokud zustdvd zachovdn jeho smeér a velikost, jednd se pordd o
tentyz vektor).

Na této mnoziné V' definugme operaci sc¢itani vektoru ndsledovné: vektor a + b uréime
tak, Ze ke koncovému bodu vektoru a rovnobéiné posuneme pocdatecni bod vektoru l;, pak
vektor ¢ := a + I;je takovy, Ze jeho pocdtecni bod je stejny jako pocdtecni bod a@ a jeho
koncovy bod je roven koncovému bodu b.

Podobne definujme ndsobeni vektoru redlngm cislem r € R takto: Pokud r =0, jer-d
roven nulovému vektoru., tj. usecce nulové délky a jakéhokoli sméru. Pokud r > 0, tak
smeér vektoru r - a je stejny jako smér d a jeho velikost je r-ndsobkem velikosti vektoru d.
Pokud r < 0, tak smér vektoru r - d je opacény ke sméru a (pri zachovdni rovnobéznosti)
a jeho velikost je |r|-ndsobkem velikosti vektoru a.

Takto definovand mnozina vektoru spoleéné s takto definovanymi operacemi s¢itani
vektoru a nasobeni vektoru redlnym ¢islem (jehoz vysledkem je vektor) tvori strukturu,
kterou budeme nazyvat vektorovym prostorem. Vlastnosti vektorového prostoru odvodime
z vlastnosti uvedenych dvou operaci na mnoziné vektoru v roviné z piikladu 3:

4Vektor jako ,8ipka“ charakteristickd velikost{ a smérem slouzi k popisu napiiklad a) posunuti{ v roving,
b) sily pusobici na téleso, c¢) rychlosti a sméru pohybu objektu v prostoru — zkratka rady veli¢in zndmych
z ruznych obort; tyto veli¢iny oznacujeme jako vektorové velic¢iny.

5Pojem sméru vektoru souvisf s pojmem rovnobéznosti dvou vektort, které lze vzhledem k nésledujic
definici vektorového prostoru definovat velmi jednoduse: Vektory u, ¥ jsou rovnobézné, jestlize existuje
skalar s takovy, ze ¥ = k - 4. Pojem sméru je tedy v nasledujici definici ,,schovany*, kdekoli ndsobime
nenulovy vektor nenulovym skaldrem — vysledkem je vektor rovnobézny, tedy ve stejném sméru.

SPojem velikosti (délky) vektoru se zatim v nasledujici definici vektorového prostoru nevyskytuje —
souvisi totiz az se skalarnim sou¢inem, o kterém bude fe¢ v kapitole 9.
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Definice 9 Mnozina (V,+) se nazjvd vektorovy prostor nad télesem’ skaldru
(T,+,-) (jeji proky v € V se nazgvaji vektory, proky télesa T se nazyjvaji skalary ),
jestlize
a) Struktura (V,+) je komutationd grupa, tj.
NU,UEeV i+ 7 €V (uzavienost operace + na V),

weV : (U+0)+ w0 =1ud+ (U4 @) (asociativita operace +),
Vooua+
1%

0=0+u Vu eV (existence neutrdlniho proku),
J(—ua eV : 4+ (—u) =0 (existence inverzi vzhledem k operaci +),
u

1
2 0l
3. Joe
4
5. Vu,veV : u+7=10+u (komutativita operace + na V).

b) Zobrazeni - mnoziny T x V do 'V (= ndsobeni SKALAR KRAT VEKTOR) spliuje
vlastnosti , pribuzné® vlastnostem operace na monoidu:

"1"VteT, veV : t-veV (uzavienost soucinu skaldr krat vektor),
2PV s,teT, veV 1 s-(t-U)=(s-t)-U (pro jednoduchost oznacujeme soucin
mezi skaldry a soucin skaldr krdt vektor stejngm symbolem),

78731 eT : 1-U=40 Vv eV (existence jednotkového skaldru vzhledem k
ndsobent skaldr krdt vektor).

c) Souhra operace + a operace skaldr krdt vektor spliuje vlastnosti®:

—

60" Vs, teT, veV : (s+t) - v=s-U+t-0,
607 NteT, u,veV  t-(U+0)=t-u+t-0.

Poznamka. Jak si dobfe zapamatovat druhych pét z deseti vlastnosti definice: v
zadné z téchto vlastnosti se nevyskytuje soucin dvou vektoru (skaldrni soucin « - ¥ se v
definici vektorového prostoru nevyskytuje), pouze soucin dvou skaldru nebo soucin skalar
krat vektor. Definici skaldrniho soucinu vektoru (ndsobime dva vektory, vysledkem je
skaldr) uvedeme v nékteré z nasledujicich kapitol.

Ad piiklad 3. V je mnozina volnych vektoru v roviné nad télesem R. Uvedenych deset
vlastnosti vektoru jsme vlastné z prikladu volnych vektoru v roviné odvodili, tj. vSechny
vlastnosti lze dokazat-reprezentovat obrazky:

1. Vlastnosti 1 az 5 jsme uz zkoumali v algebie 1 — tyto vlastnosti plati i pro operaci
scitani vektort. Sou¢tem dvou volnych vektoru v roviné je také vektor (viz obr.).

"Teleso T je zde dillezité proto, ze pomoci néj za chvili budeme vyjadiovat soufadnice vektort. Napf.
Pokud T = R, souradnicemi budou realnd ¢isla; pro T'= () budou soufadnicemi racionalni ¢isla.

8§ tim rozdilem, Ze se nejednd o operaci na jedné mnoziné, ale o souéin prvki ze dvou riiznych mnozin
— soucin skalaru s vektorem.

98 trochou fantazie bychom je mohli nazvat ”distributivni zdkony” okruhu, ale uvozovky jsou dilezité,
protoze se nejednd o dvé operace na stejné mnoziné, ale o jednu operaci na mnoziné a o zobrazeni
T xV — V (coz by bylo mozné algebraicky nazvat jako akci télesa na grupé: prvky z télesa ndsobime
prvky grupy, a dostdvdme jiné prvky grupy); a distributivni zdkony v okruhu jsou sice dva, ale lis{ se
jen diky nekomutativnimu nésobeni — zde u vektorového prostoru jsou ”distributivni zdkony” z jinych
duvodt (v jednom zdkonu séitdme skaldry, ve druhém scéitdme vektory).
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2. (viz obrazek) dukaz asociativity sc¢itani volnych vektoru je proveden graficky.

3. Nulovy vektor ma nulovou velikost (a jeho smér je libovolny), proto jej na obrazku
na nasledujici strané nevidite.

4. Opacny vektor (= inverzni vektor vzhledem k operaci s¢itani) ma stejnou velikost,
ale opacny smeér.

5. Scitani volnych vektoru spliuje komutativni zakon.

Pravé uvedené vlastnosti 1 az 5 lze popsat (viz Algebra 1) tim, ze V' je vzhledem ke
scitani komutativni grupa. Ovsem Nasledujicich pét vlastnosti je pro vektory specifickych
a jesté jsme se jimi v algebie nezabyvali.

”1” Vlastnost "17 tvrdi, ze s kazdym vektorem « obsahuje prostor volnych vektoru i
%10

nekonecné'” mnoho dalsich vektoru, které vzniknou jako redlné nasobky vektoru .
72” Nezalezi na tom, zda nejdfive vynasobime dva skalary, a pak jimi vynasobime vektor,
nebo zda nasobeni vektoru provedeme postupné dvéma skaldry — vysledek je stejny.

”3” Existuje jednotkovy skalar — vynasobenim volného vektoru o konstantou 1 se nezméni
jeho velikost ani smér.

”6a” Nezdlezi na tom, zda nejprve secteme skalary, a vysledkem vynasobime vektor,
nebo zda nejprve provedeme dvoji ndsobeni skalar krat vektor, a vysledné vektory
secteme.

76b” To, ze nejprve secteme vektory, a pak az vyndsobime skalarem je totéz, jako bychom
oba vektory nejdiive vynasobili skaldrem, a pak je secetli.

Piiklad 4 Dalsim prikladem prostoru vektorového je (Rslx],+,+) ... mnoZina vsech po-
lynomu stupné nejvyse 3 nad télesem R. Presny dukaz bychom mohli provést pro obecné

10To bude hrét roli u mnoziny generdtori vektorového prostoru, kterou budeme studovat podobné jako
mnoziny generdtoru grupy. Vzhledem k povaze (nekonecnosti) télesa R jeden nenulovy vektor generdtor
svymi ndsobky skaldrem vygeneruje nekonetné mnoho dalsich vektoru.
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oznacené skaldry s, t a obecné znacené polynomy

3 2

= U3 X"+ Uy T + U T+ Ug,
3 2

V3 - X° + Vg X+ V1 - T+ Vg,

= wg-x3—|—w2~x2+w1-x—|—wo.

8 <
I

Ale zkusme misto dukazu tyto vlastnosti radéji jen ilustrovat na trech konkrétnich po-

lynomech

0 = 2234 2% —br+1,
7 = 32°+52 +x—2,
@ = 22°+2° — 3z +3.

1. @+ U =523+ 622 — 42 — 1 je opét polynomem stupné nejuyse 3.1

117de je dilezité, ze do mnoziny Rs[z] patif i polynomy stupné nizstho, napiiklad i stupné 2, protoze
napi. pro @ = x° — 222 +5a v = —2% +2r — 1 je i + ¥ = —22% + 22 + 4 ... kdyby v mnoziné R3[x] byly
jen polynomy tietiho stupné, nebyla by uzaviena na operaci souctu!!
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2. (U+0)+W =T+ T2? —Te+1 =14+ (V+ ).

3. Neutrdlnim polynomem je 0 = 0, jeho prictenim k libovolnému polynomu se ten
nezmeént.

4. Opacénym vektorem je —ii = —22% — 22 + 52 — 1, —0 = —32® — 5a® — x + 2, atd.

5. Buvidentné plati @ + U = v + @, af uZ pro nase dva zvolené vektory, nebo jakékoliv
dva vektory.

717 Ndsobeni polynomu redlnym skaldrem se realizuje vyndsobenim kazZdého koeficientu
wldst, jak jsme zvykli ndsobit polynom redlnym &islem. Napriklad

2.4 =42 + 22% — 10z + 2.

Dulezité je, Ze mnasobenim polynomu jakymkoli redlnym cislem se mezmeéni fakt, Ze
vysledek je (kromé ndsobeni nulou) polynom tretiho stupné, tj. mnozina (Rs[z],+)
je uzavrend na ndsobky redlnymi cisly.

72”7 Napriklad (2-3) -4 =2 (3-4) = 1223 + 62% — 30z + 6.
"87 1 -4 = u pro jakykoli prvek i dané mnoZiny.

"6a” Napriklad (24 3) -4 =2 -4+ 3 -4 = 102% + 52% — 252 + 5, a je vidét, Ze rovnost
plati pro libovolné proky danych typi.

”6b” Napriklad
2-(G+0)=2-0+2-v=102"+ 122" — 82 — 2,

a je snad vidét, Ze rovnost plati pro libovolné prvky danych typi.

Priklad 5 Mnozina (C{a;b),+,-) spojitych redlngch funkci na intervalu (a;b), s
prirozené definovanymi operacemi souctu funkci a vyndsobeni funkce redlny skaldrem,
je vektorovym prostorem!! Tento priklad je dileZity, nebot vidime, Ze pojem vektoru je
jak zobecnénim pojmu cislo, tak zobecnénim pojmu spojitd funkce. Opét se zde objevuyi
ambice algebry hledat spolecné ¢i stejné vlastnosti mezi riuznymi strukturami — rada
vlastnosti, které zndme hlavné u prvku aritmetického vektorového prostoru (coz je vlastné
priklad 1, ale jesté na prostoru volnyjch vektori v prikladu 1 musime zavést souradnice),
je stegnyjch jako vlastnosti funkci spojitych na intervalu.

1. Definujeme soucet funkciVf(x),g(x) € Cla;b): f(z)+ g(x) je opét spojitou funkci
na {(a;b).

2. Vf(x), g(x), h(z) € Clab) = (F(x)+g(@))+h(x) = f(@)+(g(0)+h(x)) Va € (a:d),
coZ plyne z asociativity scitdni redlnych cisel.

3. Neutrdlnim prokem je funkce e(x) =0 Vx € (a;b), protoze f(z)+e(x) = f(z) Vo €
(a;b).

4. Vf(x) € Cla;b) I=f(x)) € Clasb): f(z) + (= f(z)) = e(x) = 0.
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9. Vf(z),g9(x) € Clasb) : fx) + g(x) = g(x) + f(2).

71" Vs e R, f(x)e Cla;b) : s- f(z) € Clab).

27 Nr,s € R, f(x) € Clasb) : (r-s)- f(x)=r-(s- f(z)).

7373 1€eR: 1-f(x)=f(z) Yf(x) € C{a;b).
“6a” Vr,s € R, f(x) € Cla;b) : (r+s)- f(z)=r-f(x)+s- f(z).
607 Vre R, f(x),g(x) € Cla;b) = - (fz) +g(x) =7 flz) +7r-g(z).
Piiklad 6 V = {3} ... nejmensi mozny vektorovy prostor je prostor, ktery obsahuje pouze
nulovy vektor.
3.1.2 Baze a dimenze vektorového prostoru, souiradnice vektoru v zadané

bazi

Klicovou konstrukei ¢i vypoctem bude pii nasi praci s vektory zjistovani, zda je urcity
vektor linedrni kombinaci (= sou¢tem nasobku) jinych vektoru.

Definice 10 a) Definice linedrni kombinace viz (definice7).

b) Posloupnost vektori ay,as,...,a, je linedrné zavisld, kdyZ néktery z wvektoru je
linedrni kombinaci téch ostatnich vektori.'? V opacném pripadé je posloupnost
vektoru ay, as, ..., ay linedrné nezdvisld.

Poznamka. U rovnosti a) v predchozi definici také tikame, ze vektor a; je linearné
zavisly na vektorech aj, a3, ..., ar 1.

Podobné jako pti studiu grup a okruht, i u vektorovych prostort se budeme zabyvat
vektorovy prostor. Pokud uvazime, ze vynasobeni vektoru skalarem vygeneruje nekonecné
mnoho dalsich vektoru ruznych délek, asi se casto budeme setkavat se situaci, kdy i
pro nekonecnou mnozinu V' bude mnozina generatoru (co do po¢tu prvku) celkem malo
pocetna. Z téchto mnozin generatoru budeme jesté vybirat co nejmensi pocet linedrné
nezavislych vektori, které vygeneruji cely vektorovy prostor — posloupnost téchto vektoru
nazveme bazi.

Definice 11 Uvazujme vektorovy prostor (V,+) nad télesem (T,+,-). Posloupnost vek-
toru (uy,us,...,ur) nazveme bazi vektorového prostoru (V,+), pokud plati obé z
podminek

12 Alternativni definice linedrni zévislosti, kterou zkouseji nékteii kolegové: rovnice
Q1G] +ag-dy+-tag-ap =0

ma i jiné nez nulové feseni, tj. do; # 0 takové, ze rovnice plati. Timto «; bychom rovnici vydélili a vyjadrili
z ni a; jako linearni kombinaci vektoru ostatnich, takze je vidét, ze obé definice linedrni zavislosti vektoru
jsou logicky ekvivalentni.
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a) tato posloupnost vektoru je linedrné nezdvisld (Zddny z vektoru nelze vyjddrit jako
linedrni kombinaci ostatnich);

b) kazdy vektor v € V lze vyjddrit jako jejich linedrni kombinaci,
U=aqq U + Qg - U+ -+ g - U,
tj. vektory uy, Uy, . .., u generuji cely prostor'?.

Ddle dimenze vektorového prostoru (V) +) znamend pocet vektoru néjaké jeho baze. A
navic, ¢isla (a1, ag, ..., ) 2z vyjddrent vektoru U pomoct bazickych vektoru uy, uy, . . ., g
nazveme soufadnicemi vektoru ¢ vzhledem k bazi (uj,us, ..., u;).

Piiklad 7 T¥i otdzky pro vektory z aritmetického vektorového prostoru R® usporddansjch
trojic redlnych cisel.

0 1
a) Jsou vektoryuy = 0 |, uy =1 2 linedrné zdvislé?
0 3
1 1
b) Jsou vektoryuy = 1 |,us =] 2 linedrné zdvislé?
0 0
1 1 1
c) Jsouwvektoryuy=| 1 |,ua=1| 2 |, u3= 0 linedrné zdvislé?
0 0 -1

Reseni:

ad a) Ano, nulovy vektor je vzdy linedrné zavisly na ostatnich vektorech, protoze je

0 1

jejich O-nésobek: | 0 | =0-| 2

0 3
1 1
ad b) Nejsou, protoze neexistuje realné ¢islo a, ze | 1 | =a- [ 2
0 0

ad c) Nejsou, protoze (postupujeme krok za krokem) je lze sefadit do takové posloup-
nosti, ze

e 13 je nenulovy,

e 15 neni redlnym nasobkem vektoru uy,

13 Alternativni vyjadieni obou podminek: ad b) dané vektory generuji cely prostor, ad a) a zadny z
nich neni nadbyteény v tom smyslu, ze by byl linedarni kombinaci téch ostatnich.
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e a u3 neni linedrni kombinaci vektoru u, us — protoze neexistuji realna cisla as,

s tak, aby
1 1 1
0 = (0 1 + oo 2
1 0 0

(v rovnici 1 = oy - 04 ay - 0 sestavené ze tietich soutfadnic pfedchozi vektorové
rovnice zadnd vhodnd redlnd ¢isla aq, ay jako jeji feseni nenajdeme).

Z teSeni piikladu (7-c) plyne obecny postup pii sestavovani baze néjakého vektorového
prostoru:

e 1y ... zvolime jakykoliv nenulovy vektor z V';
e u ... zvolime takovy vektor z V', ktery neni nasobkem vektoru u7;
e 3 ... zvolime takovy vektor z V', ktery neni linearni kombinaci vektoru wuy, us.

e atd.

Priklad 8 a) Bdzi prostoru R® je napriklad posloupnost vektori

1 0 0
et=10|,ea=1|11],e3=1| 0
0 0 1

(fikame ji standardni bdze — jednd se o bdzi, kterou béiné volime v Kartézské
souradné soustavé ve tridimenziondlnim aritmetickém vektorovém prostoru R3).

b) Bdzi prostoru R" je néjakd (jakdkoli) posloupnost n nezdvislyjch vektori, dimenze R"
je rovna n.

¢) Bazi prostoru (R,[z], +, ) vSech polynomi stupné nejuyse n je napriklad posloupnost
polynomi (1, z, 2% 2, ... 2"), tj. dimenze R,[z] je rovna (n + 1).

d) Bdzi prostoru (C{a;b),+,- wvsech spojitych redlnych funkci na intervalu (a;b)

je napriklad nekoneénd posloupnost funkci (1,x,2% 23,...), nebo nekoneénd

posloupnost (1sinz,sin 2z, sin 3z, ... ). Jingmi slovy, dimenze C{a;b) = occ.

1 1 1
Priiklad 9 Je posloupnost vektoru vy = [ 1 |, usa = | 2 |, uz = 0 bazi pro-
0 0 —1

storu R3?

Ano, kazdy prostor ma fadu ruznych bazi, které maji stejny pocet prvku — tato baze
je bézi stejného prostoru jako béze v piikladu (8-a).

1
Priklad 10 Vyjddrete souradnice vektoru v = | 2 | v bdzi
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1 0 0
a) ei=|(0],ea=11],e3=10
0 0 1
1 1 1
b) wi=|1],uu=1 2 |, us= 0
0 -1

Reseni: ad a) ve standardni bézi jsou uz hodnoty 1,2,3 piimo souradnicemi. ad b)
6
feSeni: v = | —2
-3

u
V dlohéach typu piikladu (10-b) pfi hledani souradnic vektoru v néjaké bazi daného
vektorového prostoru, zejména pokud je to aritmeticky vektorovy prostor (tedy prostor
n-tic redlnych ¢isel, s operacemi ,s¢itani po slozkdch“ a nasobeni kazdé slozky skaldrem),
fesime vlastné systém linedrnich rovnic.

3.1.3 Druha metoda rfeSeni SLR — Gaussova eliminace

Po Cramerové pravidlu druhd metoda feseni SLR, kterou se budeme zabyvat, je Gaus-
sova eliminaéni metoda. Je to vlastné vylepsend (upravend) scitaci metoda ze ZS —
pouze si ve s¢itani rovnic vytvorime urcity systém. Nejprve si ovSsem feknéme, co to jsou
elementarni fadkové tupravy systému linearnich rovnic a jak souvisi s mnozinou feSeni
tohoto systému:

Definice 12 Pri reSend systému linearnich rovnic (SLR)

a1 - T1+aip - T+ oAy T, = by,
91 X1+ Qg Ty + ...+ a9y T, = bg,
aml'x1+am2'x2+-~+amn'xn = bm7

kde a;; € R,b; € R jsou konstanty a x; € R jsou nezndmé,
jsou nasledugici upravy oznacovdny za elementarni radkové upravy:

a) wvyndsobeni nékteré rovnice nenulovym redlngm cislem,
b) zdména poradi dvou rovnic,
c) k dané rovnici pricteme linedrni kombinaci jingch rovnic.

Véta 3 Elementdrni radkové upravy SLR nemeéeni mnozinu reseni tohoto systému.

Dukaz:
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a) Jasné - rovnici lze vynasobit nenulovym redlnym ¢islem, aniz se zméni jeji fesent,
b) Jasné - na poradi rovnic v systému nezalezi,

c) Jestlize v systému (ktery muze mit i dalsi rovnice, ty se ale nyni neméni)

akl-x1~|—ak2-x2~l—...+akn-xn = bk;

ap - x1+ap - Tot oot ap T, = b/ +oag-r

k-tou rovnici vynasobime ay, a pricteme k [-té rovnici, dostaneme systém

Qg1 - T1+ Qo - To + ... + Qg - Ty, = by
(apn x4+ ap-zo+ oty Tp) g (g 21+ ape - T+ oo+ Qg - T,) = b+ - by,
u které je snad jasné, ze jeho mnozina Teseni je stejnd jako mnozina feseni systému
predchoziho. Nyni jen pomoci ptehozeni poradi ¢lenu a vytknuti x; pro vSechna i
ve druhé uvedené rovnici (coz muzeme provést diky distributivité operaci séitani a
nasobeni v télese redlnych ¢isel) upravme na systém

ap1 -1+ age - To+ ... +Qpp - Ty, = bk;

(an + g ap) - 21+ oo+ (i + Qg Agn) - T = b+ g - by,
jehoz mnozina TeSeni je tatdz. Zduvodnéni je hotovo. [J

Nyni vysvétlime Gaussovu eliminaci (vylepSenou séitaci metodu) na piikladu, ve
kterém budeme délat pravé jen tii popsané elementarni fadkové upravy, jejichz pouziti
neméni mnozinu feSeni daného SLR:

Priklad 11 Na mnoziné redlnyjch cisel reste systém linedrnich rovnic

r+2y+3z2 = 9
20—y +=z 8
3x -z = 3.

Reseni: Tento systém linedrnich rovnic si prepiseme do nasf staré zndmé matice (viz
definice 1). Tuto matici pomoci tzv. fadkovych elementarnich dprav prevedeme na
tzv. schodovy tvar (definice 8 — sice jsme se seznamili se schodovym tvarem uz u deter-
minantu, ale tento pojem nevyzaduje, aby matice A byla ¢tvercova; A je obecné typu
m X mn).

Tento zpusob Feseni neni az zas tak docela studentum neznamy, pravdépodobné jim
fesili systém dvou rovnic tzv. s¢itaci metodou. Jedind novinka spoc¢iva nyni v tom, ze cely
momentalni stav s¢itaci metody méame neustale pred o¢ima v nasem maticovém schématu.

Nasi prvni dpravou schématu ti{ rovnic bude: a) prvni rovnici nechdme beze zmény;
b) od druhé rovnice odec¢teme dvojnasobek prvni rovnice; ¢) od tfeti rovnice odec¢teme
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trojnasobek prvni rovnice. Timto zptusobem eliminujeme z prvni i druhé rovnice nezndmou
x.

319 12 3] 9
18 | —2-m ~ 0 =5 —5|-10 | (%) ~
~113

5

-3 0 -6 —10|-24 ) - ()

W N =
O =N

Druhou tpravou schématu bude jen jisté kosmetické zjednodusSeni: druhou rovnici
vydélime minus péti (tj. vyndsobime ¢islem %1), druhou vydélime minus dvéma (tj.
vynasobime ¢islem ’71) Zmak ~ tedy predstavuje takovou tupravu systému rovnic, ktera
neméni jeho mnozinu fesSeni.

Nésledujici iprava systému rovnic bude spocivat v tom, ze prvni dvé rovnice nechame
beze zmény a od tieti rovnice odecteme trojndsobek druhé rovnice — tim padem se na

druhé pozici tretiho fadku objevi nula, neboli ze tieti rovnice eliminujeme proménnou y:

12 319 12 3|9
~ 01 1] 2 ~ 01 1]2
0 3 5|12 —3-1 00 2|6

Dospéli jsme ke tvaru oznacovanému jako schodovy tvar — v kazdém dalsim fadku je vice
nul zleva nez v tom predchozim. Nyni se opét vratime k vyznamum radku jako rovnic,
tj. prvni sloupec odpovida koeficientim u proménné x, druhy sloupec koeficientim u
promeénné y, tfeti sloupec koeficientiim u proménné z.

Nasad'me pti hleddn{ feseni néco jako ,zpétny chod®, tj. pii vypoctu feseni zacneme s
poslednim fadkem matice, ktery predstavuje nejjednodussi rovnici: 2z = 6, odtud z = 3.
Jdeme ,,0 patro vys“, do rovnice y 4+ z = 2 dosadime pravé vypoctené z = 3 a dostaneme
y = —1. A nakonec obé dosud vypoéctené proménné dosad me do prvni rovnice x+42y+3z =
9 a dostaneme x = 2. Reseni naseho systému linedrnich rovnic (SLR) je jediné — 2 = 2,
y=—1,2=3.

Priklad 12 Podiveyme se na dalsi priklad, ve kterém dojde k tomu, Ze mozZnych teseni
bude nekonecné mnoho. I tak se je budeme snazit matematicky popsat, tj. vypsat mnozinu
vsech moznijch reseni. Na mnoZziné redlngch cisel Teste systém linedrnich rovnic

rT+y+2z—->5w = 3,

20 +05y —2—9%9w = =3,
2r4+y—z2+3w = —11,
r—=3y+22+Tw = =5

Pouzijme opét na predchozim piikladu vylozenou Gaussovu eliminaci, tj. prepiSme si
koeficienty i pravé strany rovnic do matice a upravme ji, jako i v ptedchozim piikladu, na
schodovy tvar:
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1 1 2 =5 3 1 1 2 =5 3
2 -1 -9 -3 —2-7 o 3 -5 1| -9
2 1 -1 3|-11 —2.r 0 -1 =5 13| -17 (—1) a vyména se 2. fadkem
1 -3 2 7] =5 -7 0 -4 0 12| =8

(vyménime druhy a tfeti fadek, protoze na pozici 22, tj. na prusec¢iku druhého fadku a
druhého sloupce, bude ¢islo 1, pomoci néhoz lépe odecteme hodnoty 3 a —4 ve druhém
sloupci, které se v dalsim kroku snazime vhodnym pfi¢tenim nasobku druhého tadku
vynulovat)

11 2 =5| 3 11 2 =5 3

o 1 5 —-13| 17 01 5 —13| 17

0 3 -5 1/-9 —3-1 0 0 —20 40| —-60 D
0 0 0

20
—4 0 12|-8 ) +4-my 20 —40| 60 ) 4y

a je vidét, ze prictenim tretiho radku ke ¢tvrtému dostaneme ve schodovém tvaru radek
samych nul:

112 =5| 3
015 —13]17
001 -2 3

000 0] 0

Nenulovych tadku ve schodovém tvaru je méné nez pocet neznamych, feseni naseho
systému linearnich rovnic (SLR) bude nekonetné mnoho. Vysledek bude obsahovat
tzv. parametr nebo parametry (= proménné, za které muzeme dosadit libovolné redlné
¢islo), jejich pocet je roven

pocet parametri. = pocet neznamych MINUS pocet nenul. fadka ve schodovém tvaru,
1 = 4-3,

feSeni v nasem piikladu bude obsahovat jeden parametr p € R. Nasadime nyni ,,zpétny
chod® dosazovani do rovnic a pro posledni fadek schodového tvaru mame rovnici

z — 2w = 3.

Jednu z neznamych v této rovnici, naptiklad w, polozime rovnu parametru p, tj. w = p.
Druhou vyjadiime: z = 3 4 2p. Obé takto vyjadiené neznamé w, z dosadime do rovnice
,0 patro vys“ a dostaneme vyjadieni pro y:

y+5-3+2p)—13p=17 = y=2+3p.

A konec¢né vsechny dosud vyjadiené neznamé y, z, w dosadime do rovnice v prvnim
fadku schodového tvaru a dostaneme vyjadieni neznamé x:

r+(24+3p)+2-(3+20)—-5p=3 = x=-5-2p.
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Zbyva prehledné zapsat odpovéd: dany systém linedrnich rovnic (SLR) m4d nekone¢né
mnoho feSeni tvaru

= —95—2p,

= 2+ 3p,

= 3+ 2p,

= p, kde p € R je parametr.

S v < 8

Pokud bychom se uz s ptredstihem pokusili o vektorovy zapis, vidime, zZe mnozinou
feSeni je pfimka ve ¢tyfrozmérném prostoru

x -5 —2
y | 2 . 3
N 3 +p 9 |+ prop € R.
w 0 1
-5 —2
(tato primka prochazi bodem g a ma smérovy vektor 2 ).
0 1

Priklad 13 V dalsim nasem prikladu se pri zdpisu Teseni SLR bude vyskytovat vice nez
jeden parametr'®: Reste v oboru redlnijch ¢isel systém linedrnich rovnic

xr1 + 2272 — 3I‘4 + x5 2,
$1+2$2+ZL’3—3$4+JZ5+2$6 = 37
T1 + 229 —3x4+ 225+ 26 = 4,

3371 +61‘2+[L‘3 —91‘4+4l‘5+3l‘6 = 9.

Upravme nas systém ¢tyT rovnic o Sesti neznamych na schodovy tvar a dostaneme:

120 -3 1 0|2 120 -3 10]|2
121 -31 23 —r 001 00 2/1

1 20 -3 2 1|4 —r 000 01 1|2 ~
361 -9 439/ —3.n, 001 01 3|3/ —ro—ns

(po odecteni druhého a tiettho fadku najednou od fadku ¢tvrtého se étvrty fadek
vynuluje)

oS O O
S O O NN
o O = O
OO O W
S = O =
O = NN O
O =N

4Velmi dilezity piiklad, ze kterého je vidét, kterym proménnym hodnoty parametrii vlastné
prifazujeme. Vdécim za néj svému byvalému kolegovi doc. Marinu Kovéarovi (Kovar: Maticovy a ten-
zorovy pocet, skriptum VUT Brno).
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Podle stejného pohledu jako v predchozim piikladé vidime, ze

pocet parametri = pocet neznamych MINUS pocet nenul. radkta ve schodovém tvaru,
3 = 6-—3,

budeme tedy potiebovat tfi realné proménné r, s, t jako parametry. Nyni pii zpétném
chodu si ovSem musime dat pozor, které neznamé zvolit jako proménné. Napriklad kdyz
zacneme posledni nenulovou rovnici zdola

ZL’5+I6:2,

nelze jako nezndmy parametr volit obé tyto proménné, ale pouze jednu (xg = t), protoze
druhou proménnou x5 pravé v zavislosti na proménné xg z rovnice vyjadiime: x5 = 2 —t.
,O patro vyse“ mame rovnici
T3 + 21’6 = 1,
do které dosadime vyjadieni xg = t a dostaneme vyjadreni proménné zs. Vidime, ze
A v nejvyssim patie, na prvnim rfadku matice, mame rovnici, do které dosadime uz
vyjadiené neznamé xs3, x5, Tg, a protoze rovnice obsahuje jesté tii dalsi proménné, dvé
z nich polozive rovny nasim pfipravenym parametrum r, s (védéli jsme ze schodového
tvaru, ze jesté dva parametry vyuzijeme)

.I1+25L’2—|—O(1—2t)—31’4+(2—t)+0t:2

Volime napriklad zo = r, x4 = s a dostaneme x; = t — 2r + 3s. Sestavime piehledné
odpovéd naseho piikladu:

r1 = t—2r+3s,

Ty = T,

r3 = 1—2t,

Ty = S,

rs = 2—1t,

rg = 1, kde r,s,t € R jsou parametry.

Pr1i vektorovém zapisu

1 0 -2 3 1
X9 0 1 0 0
xg | |1 0 0 -2
= | = 1o +r 0 + s 1 +t o |+ pro r,s,t € R.
x5 2 0 0 -1
T | 0 | 0 0 1

vidime, ze mnozina feSeni SLR je urcena bodem a linearni kombinaci t#{ vektori, kterou
pri¢citame k danému bodu.
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Piiklad 14 Ne vidy existuje Teseni systému linedrnich rovnic: Pri 1eSeni SLR

r+2y+3z+4w = b,
r+3y+oz+Tw = 11,
T —z—2w = —6

dostaneme upravou na schodovy tvar:

12 3 4| 5 1 2 3 4|5
13 5 7|11 -ry o~ 012 3|6 ~
10 -1 -2|-6 -7 00001 +2r,
1 2 3 4|5
~ 01 2 3|6
00001

Posledni rovnice schodového tvaru je tedy
0-24+0-y+0-24+0-w=1,

a tato rovnice, a tim ani cely SLR nem4 teseni.

Poznamka k casté chybé u Gaussovy eliminace. Uvedené tupravy rovnic musi
mit néjaka pravidla: snazime se o takové upravy radku neboli rovnic, které jsou povoleny
v tom smyslu, ze neméni mnozinu feseni daného systému. Musime si dat pozor, abychom
neprovedli takovou upravu, ve které by se ztratila informace uchovavana v nékteré z
rovnic. Napiiklad nasledujici iprava systému rovnic neni povolena:

NN

1 1)1

1 1]0 —Ts3
0 1|1 —T9

Pravé uvedeny systém dvou tdprav je nespravny v tom smyslu, ze vlastné tutéz ipravu

déldme dvakrit (az na znaménko) a napiSeme ji do dvou ruznych fadku. To vede na
nespravny schodovy tvar a nespravny vypocet reseni

1 1 11 1 T =2—p;
0 1 0|-1 ~ 01 0]-1 To = —1;
0 -1 0| 1 +79 00 0] O T3 = p.
Nejedna se o ekvivalentni upravu, protoze jsme ztratili informace obsazené v puvodni

tfeti rovnici, kterda neni linearné zavisla na druhé rovnici. Ke spravnému feSeni vede
kaskada tprav

1 1 1|1 1 1 1 1 1 1 1|1 T = —1
21 1]0 —2-r; o~ 0 -1 —-1|-2 (—-1) ~ 01 1]2 To = —1
2 0 11 —Ty 0 -1 0 1 —Ty 00 13 T3 =3
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nebo tzv. série uprav pomoci jednoho fadku, tzv. pivotového fadku (pivotovy radek je
jedinym Fadkem, jehoz ndsobky odec¢itame od ostatnich fadku v jednom kroku)

11 1|1 1 1 1 1 11 1|1 T =—1
21 1]0 —2-r; o~ 0 -1 —-1|-2 (=1) ~ 01 1|2 Ty = —1
2 0 11 —2-7 0 -2 —-1|-1 —2-7y 00 1]3 T3 =3

Pozor tedy na ,zacyklenou® upravu v uvodu této poznamky, kterou neni povoleno
7 Y
provést v jednom kroku tprav dané matice.
3.1.4 Co lze rici o resitelnosti systému linearnich rovnic

Definice 13 Hodnost matice A (typu m/n) = pocet nenulovych radki ve schodovém
tvaru, ktery vznikne z matice A elementdrnimi rddkovymi dupravami.

Poznamka:

1) Na zdklade vety 7 (elementdrni fadkové upravy nemeéni linedrni zdvislost /nezavislost
radku) muzeme definici hodnosti matice A vyslovit i jinak: hodnost matice A =
dimenze vektorového prostoru generovaného jejimi radky:.

2) Protoze z fadku matice A lze vybrat bazi podprostoru témito fadky generovaného (tak,
ze vyfadime Fadky linedrné zavislé na téch bazickych), v prislusném schodovém tvaru
budou nebéazické radky pravée radky samych nul.

Definice 14 UvazZujme obecny SLR. Pak:

ay; a1 ... Qip
. a1 Qo2 ... QAgpn ., . ,
A= se nazyvd matice systému,
Am1 Am2 ... Qmp
il a2 ain | b1
21 92 ... a9 b2 s . [y , .
(Alb) = " se nazyvd rozsitend matice SLR.
m1 Am2 ... Gmnp ‘ bm
Véta 4 h(A) = h(AT)...hodnost matice A je stejnd jako hodnost matice transponované
AT,

Dukaz: Dukaz nebudeme provadét, ale véta je tak zajimava, ze je dobré ji na tomto
misté zminit.

Poznamka. Véta 4 vlastné ik, ze maximalni pocet linearné nezavislych radku matice
A (tj. dimenze podprostoru generovaného radky) je stejné ¢islo, jako maximalni pocet
linedrné nezdvislych sloupcu matice A (tj. dimenze podprostoru generovaného sloupci), a
to bez ohledu na typ matice.
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Napf. pokud je A typu 3/7 a h(A) = 2, znamen4 to, ze dimenze podprostoru genero-
vaného sloupci je také 2, a pri hledani baze podprostoru generovaného sloupci musime 5
sloupcu vyloucit.

Véta 5 Frobenius-Kronecker-Capelli: SLR md néjaké (alespori jedno) tesend
< h(A) = h(A|b). Pritom

a) Nemd Zadné tesend, pokud h(A) < h(A|b),
b) Mad prdvé jedno resent, pokud h(A) = h(A|b) = n,

c) Mad nekoneéné mnoho tesent, pokud h(A) = h(A|b) < n. kde n je pocet nezndmijch
SLR.

Dikaz: SLR ma feseni [ty, g, ..., t,] (ta n-tice je jen jedno feseni, nikoli n feseni). Pak:

ay -ty +apto+ .o+ ayt, = b ai a2 Q1p by
Qo1+ t1 +agta+ ... +as,t, = b a a Qon b
21 "1+ G2 Ty + ...+ ap 2o |9 [ | @2 g | P |, = | 2
aml't1+am2't2+-~-+amn'tn == bm am1 Am?2 Amn bm

tj. ,sloupec bécek® je linedrni kombinaci ,sloupcu acek“ (je tedy na nich linearné
zavisly), tj. priddnim vektoru bécek ke sloupcum acek se nezméni dimenze prostoru gene-
rovaného sloupci acek. A protoze h(A) = h(AT) (véta 4), je sloupcovd hodnost totéz co
radkova hodnost. Tedy feSent [t1, to, ..., t,] existuje praveé tehdy, kdyz vektor bécek neméni
sloupcovou-radkovou hodnost matice A.

Zbytek dukazu viz priklady 11, 12, 13, 14. O
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3.2 Cviceni 3

e Vypocet determinantu pomoci Laplaceova rozvoje.
e Vypocet determinantu ipravou na schodovy tvar.

e Vyuziti linearity pti Laplaceové rozvoji pro paty a vyssi fdd — viz ustni otdzka 04 v
kapitole 13.

e Vypoctéte determinant ¢tvercové matice, jakou metodou nebo kombinaci metod
povazujete za vhodné.

Uloha 3.1 Je ddna matice

1 21 =2
0 2 1 2
A= -1 3 1 3
3 4 3 2

a) Vypocitejte determinant matice A ipravami D1 aZ D4 na schodovy tvar.

b) Jaké znaménko by mel pri vypoctu determinantu z definice pro matici A soucin
(14 - Qo3 * A31 - (g2, pokud byste pouzili vzorec z definice determinantu?

Uloha 3.2 Vypoctete hodnotu determinantu upravame D1 aZ D/ na schodovy tvar.

1 -3 0 -1
2 3 1 2
3 4 2 -1
1 -2 0 =2

Uloha 3.3 a) Pomoci Laplaceova rozvoje 5.7ddku zjednoduste vijpocet determinantu radu
5 pomoct nekolika determinanti Tddu 4.

0 010 O
-1 031 2
1 -1 3 2 4
7 4 3 5 10
0 510 3

b) Dopocitejte ¢ast (a) Pomoct vlastnosti D3 (linearity) podobné jako v otdzce 04, abyste
nekolik determinanti vddu 4 slou¢ili dohromady (v kazdém krku proved’te jen jednu
upravu daného typu: vezméte proni dva scitané determinanty a vyuZijte toho, Ze
dané matice se lisi pouze v jednom tadku,).

Uloha 3.4 a) Pomoci Laplaceova rozvoje 2.sloupce zjednoduste vypocet determinantu
rddu 5 pomoci nekolika determinanti Tddu 4.
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0 010 O
-1 031 2
1 -1 3 2 4
7 4 35 10
0 510 3

b) Dopocitejte ¢ast (a) Pomoci vlastnosti D3 (linearity) podobné jako v otdzce 4 tydne 2,
abyste nékolik determinanti vddu 4 sloucili dohromady (v kazdém krku proved’te jen
jednu dpravu daného typu: vezméte proni dva scéitané determinanty a vyuZijte toho,
Ze dané matice se lisi pouze v jednom tadku).

Uloha 3.5 Vypoctéte hodnotu ndsledujicich determinantu, jakym zpusobem se Vam libi
(ndpovéda v pripadé |B|: prictenim vSech tadku matice k pronimu vadku (D4) vznikne
radek (6,6,6,6)):

101 2 3111 2. 1000

012 1 1311 L2 100

|Al = . |B| = o lcl=l01 210
121 0 1131

210 —1 1113 00 1 21

00012
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4 Tyden 4

4.1 Kapitola 4: Vektorovy podprostor a jeho generatory, prinik
a soucet vektorovych podprostori

4.1.1 Definice vektorového podprostoru

Zabyvejme se nyni chvili otdzkou pifbuznou otézce z teorie grup (viz Algebra 1): Co
musi splnovat podmnozina S vektorového prostoru (V,+,-) nad télesem (7', +,-), aby
uz (S,4+,-) byl vektorovy prostor? Da se jednoduse uvazit, ze vlastné staci kontrolovat
uzavienost na operaci s¢itani a uzavienost na soucin skalar krat vektor — a nebo jesté
jednoduseji, obé podminky lze spojit do jedné:

Definice 15 Vektorovy podprostor prostoru (V,+,-) nad télesem (T, +,-) je takovd
podmnozina S tohoto prostoru, kterd je uzaviend vzhledem k operacim + (s¢itani vektori)
a - (ndsobeni vektoru skaldrem), tj. je uzaviend na linedrni kombinace vektori z S:

Vi,i € S,Ya,B €T :a-@+B-7€S  (1+717)

Poznamka: Zbylé vlastnosti z definice vektorového prostoru plynou automaticky z
toho, ze S C V.

Zbyva oveérit, ze S obsahuje neutralni prvek a obsahuje inverze vzhledem ke scitani
vektort:

3. pro libovolné @ € S: podle vlastnosti (1 +717):

0-u € S
o e S
...plati vlastnost 3;
4. pro libovolné 4 € S: podle vlastnosti (14 717):
(-1)-u+0-u € S
—u € S

...plati vlastnost 4.

Piiklad 15 Podivejme se na nékteré priklady vektorouvijch podprostori v aritmetickém
vektorovém prostoru V = (R",+,-):

a) Kazdy vektorovy prostor (V,+,-) ma dva trividlni podprostory,
- prostor {0}...nejmensi mozny podprostor,
- cely prostor V' je podprostorem.

b) Body na primce p prochdzejici pocatkem tvori wvektorovy podprostor prostoru V. =
<R27 =+, ')7
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- body na primce q neprochdzejici poc¢datkem netvori vektorovy podprostor prostoru V =
(R%, +, ) napriklad proto, Ze neobsahuji nulovy vektor, resp. bod [0;0].

¢) Body v roviné a prochdzejici pocdtkem tvori vektorovy podprostor prostoru R?.

- body v roviné o neprochdzejici pocédtkem netvori wvektorovi podprostor prostoru R3,
protoze neobsahuji nulovy vektor, resp. bod [0;0;0].

4.1.2 Prunik a soucet vektorovych podprostoru

Véta 6 a) Prunik dvou podprostoru Sy, Se prostoru (V,+,+) je vektorovym podprostorem.

Dukaz:

€5
€ Sy

)

SR

ST

51:>Oé'
Sy = -

S Sy

= a-0+B-T€SNS,

ST

R € + -
S1NSy =
U,?}E 1 2 c +ﬁ

Piiklad 16 Prunikem dvou rovin o, 3, ruznobéznych a prochdzejicich pocdatkem, je
primka p, kterd lezi v jejich pruniku (tato primka tedy také prochdzi pocatkem). Tato
primka je také vektoroviim podprostorem prostoru R3.

Véta 4 b) Sjednoceni dvou podprostoru Sy, So nemusi byt vektoroviym podprostorem.

Dukaz protipiikladem: viz nésledujici ptiklad.

Piiklad 17 scitani vektoru véetsinou neni na sjednoceni obou primek uzavrenou operaci:
Napr bod 1-[1;2]+1-[3;1] =[4;3] € pUq, tedy P+ Q & pUq — viz obrdzek:

d/
51

£ iy

%

Protoze sjednoceni vektorovych podprostoru nemusi byt vektorovym podprostorem,
pridame ke sjednoceni néjaké dalsi vektory, abychom vektorovy podprostor ,,vyrobili®:
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Definice 16 {v1,...,v;} je mnoZina vektoru, ne nutné nezdvislych, ve vektorovém pro-
storu (V,+, ).
Linedrni obal mnoziny {01, ...,0;} (znacime L(v1,...,0;)) definujeme jako:

L(vi,.,0;) ={d eV d=a1 0]+ g 03+ ... + - 0}; q,00,...,04 € R}

(L(v7,...,0;) je tedy mnoZina vSech linedrnich kombinaci vektori v1,...,0; ). Alterna-
tivné mluvime o vektorovém podprostoru generovaném vektory vy, ..., v a znacime
pomoci mnoziny v ostrych zdvorkdach, tj. ({vi, ..., vp}).

Lze snadno vidét, ze dva pojmy v predchozi definici jsou jedno a totéz, neboli linearni
obal mnoziny vektoru je stejny vektorovy podprostor, jako podprostor generovany stejnou
mnozinou vektoru:

L(v1,...,0;) = ({01, ..., Uk })-

Definice 17 Soucet podprostora S, Sy prostoru (V,+,-) je podprostor, ktery vznikne
jako linedarni obal jejich sjednoceni. Znacime Sy + Sy a definujeme:

Sy + Sy I:L(Slu;S’g):{CY'ﬁ—l—ﬁ‘U;ﬁE 51,17652}

Ad piiklad 17. L(S; US,y) = R2...linedrni obal bodii na obou primkdch je celd rovina.
(Alternativni zdpis: (S; U Sy) = R2.)

Jak souvisi pojem linearni nezavislosti vektort s pojmem linearniho obalu ¢i mnoziny
generatoru, uvedeme v nésledujici vété (¢ast (b) je pouze zobecnénim ¢asti (a) na vetsi

pocet vektoru nez dva).

Véta 7 a) Vektory u,v jsou linedrné nezdvislé < wvektory u,a - i + B - U,0 # 0 jsou
linedrne nezavislé.

Dikaz: u, ¥ jsou nezavislé < oba jsou nenulové a ¢ neni ndsobkem vektoru u:

G467+ N T4k -TVk R

<y

T
UA0UT#0 N a-Uu+p-T#a-u+p-k-i=(a+p5-k)-u
T

U, - U+ (- U jsou linearné nezavislé vektory, protoze vektor « - 4 + [ - ¥ neni nasobkem
vektoru .

Véta 5 b) uy, u, ..., U jsou linedrné nezdvislé <
S Uy, Uy ooy Up_1, Ul + Qq - U + Qg - U+ ... + Qg1 - Up_1 jSOu linedrné nezavislé.

Dukaz: uy, us, ..., u jsou lin. nezavislé <
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S Uy, Uy, ..., Up_1 JsOou nezavislé a soucasné 0 # uy # Iy -y +lo -y + ...+ lp_1 - Up_q
(pro zaddnou kombinaci [y, ..., lx_1).

To nastane prave tehdy, kdyz ui, us, ..., Uy_1 jsou nezavislé a soucasné
Up+aq Uy +an-Uuy+... a1 tp_q Z L+ Al U o oo us .U =

= (11 + Oél) A R (ik—l + Ozk_l) cUk—1
vektory uy, ..., Ug_1, Up+ Qp-U] + Q9 U+ ... + Qp_q - Up_1 jsou lin. nezavislé.

Poznamka:

1) Nezavislost vektoru se neméni, podobné jako vysledek determinantu (vlastnost D4),
kdyz k jednomu vektoru pricteme linearni kombinaci vektoru ostatnich.

7 toho plyne i postup, jak zjistujeme, zda posloupnost vektort je linedrné nezavisla:
vlozime vektory jako fadky do matice a tu prevedeme na schodovy tvar pomoci
upravy DA4.

Tim se neméni zavislost /nezédvislost téchto vektoru.

Kdyz v prubéhu tprav dostaneme z radku a; fadek samych nul (a; + oy - @3 + ... +
ay, - ay, = 0), znamena to, ze a; = —ay - 4] — ... — Qg * A}, tj. a; je linedrni kombinaci
nékterych jinych radku < puvodni fadky matice byly linearné zavislé.

b) Vime dokonce vic: ten tadek, ze kterého pomoci upravy D4 vyjde fadek samych nul,
je linedarné zavisly na ostatnich tadcich, tj. kdyz hleddme minimalni mnozinu ge-
neratoru (=bézi) daného podprostoru, muzeme tento vektor vypustit.

4.1.3 Baze vektorového podprostoru; lezi dany vektor v daném podprostoru?

Podivejme se nyni na nékolik piikladu, které souvisi s problematikou vektorovych pro-
stortl, hleddni béze téchto podprostori, zjistovani, zda urcity vektor je prvkem daného
podprostoru vektoru, apod.

Piiklad 18 (Zlatos 104, pr. 45a)

a) Vyberte ze zadanych vektoru linedrné nezavislé vektory, které generuji tentyz vektorovy
podprostor jako pivodni vektory:

1 —2 0
g=(1].9=(11].2=[1
2 —1 1
1
b) Zjistéte, zda vektor i = | 2 | patii do L(Z,y, Z).

—1
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Reseni:

ad a) Dejme vektory do fadka matice a upravme ji na schodovy tvar pomoci tipravy D4:

1 1 2 11 2 11 2
-2 1 -1 4211 ~ 0 3 3 ~ 0 3 3
0 1 1 01 1) =31y 000
Treti vektor lze vypustit, protoze je zavisly na prvnich dvou vektorech:
1 0
— posloupnost | 1], 3 je bazi vektorového podprostoru L(Z, ¥, Z).
2
0
ad b) L(Z,y,2) = 3 :
3
1 0
Hledejme aq, s : 2 = Q- 1 +as- | 3], tj. rozepsanim do souiadnic fesime
2 3
systém linearnich rovnic:
1 = (65}
2 = ap+30=>ay =<
-1 = 2014+ 305 = ay =—1

Nemuze nastat, ze as se soucasné rovnd dvéma ruznym realnym cislum — systém
1

rovnic nemd feseni, tedy | 2 | € L(%, v, 2).
-1

Priklad 19 (Zlatos 119, 5.3a) Dopliite vektory g(x) = 1+ 2z + 72, h(x) = 1+ x na bdz
prostoru vSech polynomi stupné nejuys 2 s redlngmi koeficienty (nad télesem (R, +,-)).

Resent: Polynom stupné 2 ma tii koeficienty, tj. dim(R?[z],+,-) = 3. Zbyva doplnit
bazi jednim vektorem:

7 0 0
glx)~ 2] ,h(z)~ 1] ,.napf.i(z)~ 0], tj. i(z) = 1.
1 1 1
7 21
01 1
0 01

...prislusny schodovy tvar neobsahuje nulovy fadek, tedy zadny vektor neni zavisly na
téch ostatnich. Jedna se o mnozinu tif linearné nezavislych polynomt, ktera generuje cely
prostor polynomu stupné rovného nebo mensiho dvéma — tedy o bézi.
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Priklad 20 (Zlatos 099, pr. 4.5.1) Zjistéte, zda patii vektory

3 1

L 5 S |1

y - _2 72 - 1

1 1

do linedrniho obalu vektori

1 0 3 0
o 1 S |1 S 1 - |0
1 — _1 s L2 — O y L3 = _3 y Ly = 1
-1 1 -5 2

Reseni: A) Patif vektor ¢ do mnoziny (7, 23, 3, £4)7

1. zptisob feSeni: Abychom to zjistili, fesime systém linearnich rovnic:

3 1 0 3 0
5 B 1 + - 1 n 1 + o - 0
—of T oM T o[ T 3| T
1 -1 1 ) 2
Rozepiseme do soutadnic:
= + 30[3,
5 = oy — g + Qg,
-2 = - — 3as3 + ay,
1 = —ay+ as —dag+ 2ay.

Systém linedrnich rovnic m4 alespon jedno teseni, tedy ¢ € (27, 25, €3, T4).

2. zpusob feSeni: Vektory jen polozime do fadku matice a upravujeme na schodovy

3
tvar, na posledni radek vektor _52 ... pokud se ve schodovém tvaru posledni radek
1
3
vynuluje, znamena to, ze je vektor _52 linedrné zavisly na téch ostatnich.

1
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B) Patii vektor 2 do mnoziny (27, 23, T3, 24)7

1. zpisob FeSeni: Abychom to zjistili, TesSime systém linearnich rovnic:

1 1 0 3 0
1| 1, 1 L. 0
1 Gl T2 o] TS| 3 T
1 —1 1 -5 2
Rozepiseme do souiadnic:
= o + 30(3,

= a1 — Qg+ ag,

—Q — 3@3 + Quy,

— = =
Il

= —oy1+ ay — das + 20u.
Systém linedrnich rovnic nema feseni, tedy z' & (27, 73, T3, T4).

2. zpuasob fesSeni: Vektory jen polozime jako tadky matice a upravujeme na schodovy

1
tvar, na posledni tadek vektor 1 ... pokud se ve schodovém tvaru posledni radek
1
1
NEvynuluje, znamena to, ze je vektor 1 linedarné NEzavisly na téch ostatnich a neni
1

mozné ho vyjadrit jako jejich linearni kombinaci.

4.1.4 Baze a dimenze souctu a priuniku podprostori

Budeme se v dalsim vénovat nalezeni baze a dimenze souc¢tu podprostoru a pruniku vek-
torovych podprostoru. Urcitou orientaci v dimenzich téchto podprostoru nam poskytuje
nasledujici véta.

Véta 8 (Zlatos 111) Pokud S, T jsou konecnérozmérné podprostory (= s konecnou di-
menzi) vektorového prostoru (V,+,-), tak plati:

dim(S + T) = dimS + dimT — dim(S N T)
Dukaz: Oznacme

- U, U, ..., Uk...néjakd baze prostoru S NT, pak ozna¢me (dim(SNT) = k),



Algebra 2 (MA 0005) 47

= UL, Uy evey Uk, U1, U3y oy Upp—go..dOplnéni béze S NT na bézi S (dimS = m),
- UL, Uy eey Uk, WY, Wy .y Wy g...dOpInéni béze S NT na bézi T' (dimT = n).
Nedd moc prace si uvédomit, ze:
(U, Uy ey Uy V75 0y weey Uy ey W1, Wy ey Wy )
je bazi (S +T), a dale:
- ¥; jsou nezavislé na w;...plyne z konstrukce béaze 9,
- W; jsou nezavislé na u;...plyne z konstrukce baze T,

- v; jsou nezavislé na w; (pokud by néktery vektor ©; byl linedrni kombinaci nékterych
vektoru wj;, lezel by v . S NT, coz je ve sporu s oznacenim v; ... jednd se o vektory,
které totiz v pruniku S N 7T nelezi).

Pak rovnost ve vété plyne z definice dimenze jako poc¢tu vektoru baze daného prostoru.
Dukaz je hotov.

Priklad 21 Jsou zaddny vektorové podprostory:

1 0 0 1 1 0
1 1 0 2 0 1

Ur=(ui=|0[,ua= |3, uz=[1|}lo=(ui= |3 02=|-3]|,03=[3[)
1 2 2 3 ~1 0
2 0 0 2 2 ~1

Urcete bdzi a dimenzi prostoru:
a) Uy,

b) U,

c) Uy + Uy,

d) Uy NUs.

Resen{: muzeme Fesit prakticky vechny tkoly v jednom — napisme do 4dku matice po
rade Vektory 77:17 ﬁz, ﬁg, 171, 172, 173.

V dalsim budeme upravovat tuto matici na schodovy tvar elementarnimi radkovymi
upravami — z toho bude ziejmé, ktery radek je zavisly na téch ostatnich a ktery ne.

w /(11 0 1 2 w (1 1 0 1 2

w | 001 3 2 0 w | 0O 1 3 2 0

us |00 1 2 0 us |0 0 1 2 0

vy | 12 3 3 2 T w1 o2 3 3 2 ~
(%) 1 0 -3 -1 2 —U1 (% 0 —2 -6 —4 0 —|—2'U3

v3 V0O 1 3 0 —1 vs VO 1 3 0 —1
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V prvni fazi vidime z dil¢itho schodového tvaru prvnich tii radku, ze vektory iy, s, i3 tvori
bézi podprostoru U (tedy a) dim(U;) = 3). Jesté pro jistotu upravme na diléi schodovy
tvar i radky v, Us, U3, abychom zjistili, zda néktery z nich neni v mnoziné generatoru
podprostoru U; zbytecné, kdyz by byl zavisly na téch ostatnich.

w /110 1 2 w /110 1 2

w | 001 3 2 0 w | 001 3 2 0

w3 | 001 2 0 w3 | 001 2 0

vy 123 3 2w, &7 owlo13 2 o —u
v | 000 —4 —2 v, | 000 -4 —2

v3 \0O 1 3 0 —1 vs VN0 1 3 0 -1/ —u

7 matice na levé strané posledniho tadku uprav je vidét, ze fadky odpovidajici vy,
U, U3 také vytvareji diléi schodovy tvar, kdybychom prehodili fadky o5 a 03 (tedy ad b)
dim(Uy) = 3). Nebudeme to ovsem délat, protoze nasim cilem je po ovéfeni nezavislosti
U1, Us, U3 pokracovat v upravé vsech Sesti fadku na jeden spoleény schodovy tvar.

w (110 1 2 w /110 1 2
w | 001 3 2 0 w | 001 3 2 0
us | 001 2 0 us | 001 2 0
vvw ] o000 0 o0 “ w000 0 0
v | 000 -4 —2 | =203 vw | OO0 0 0
v3 N0 0O 0 —2 —1 v3 \0O 0O 0 —2 —1

Z vysledného tvaru je videét, ze dim(U; + Us) = 4. Zbyva do béze vektorového
podprostoru Uy + U, vlozit vektory uy, s, i3, U3, nebo ovSem i jinak: do baze U; + Us
lze vlozit prave i vektory, které zustaly ve vysledném schodovém tvaru jako nenulové.

d) tesime jinak: dimenzi U; N U, lze ur¢it pomoci a),b),c) a véty 6. Protoze
dim(Uy) = 3, dim(Us) = 3, dim(Uy + Usy) = 4, tak podle véty 6 dostavame, ze dimenze
U, NUs, je rovna dvéma.

Bazi pruniku U;NU; hledame néasledujicim zpusobem: Uvazujme obecné vektor ¢ € UyN
U,. Pak je ¢ linedrni kombinaci generdtoru U; a soucasné linearni kombinaci generatoru

UQI

1 0 0 1 1 0
1 1 0 2 0 1
17:041 0 + Qo - 3 + as - 1 :ﬁl' 3 —|—52 -3 —}—63 3
1 2 2 3 -1 0
2 0 0 2 2 —1

Napisme tento systém linearnich rovnic do matice, jen s tou tpravou, ze vse prevedeme
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na levou stranu rovnic a napravo zustanou nuly:

100 -1 -1 0]0 100 -1 -1 010
110 -2 0 =110 —ry 010 -1 1 —=1]0
031 -3 3 =30 ~ 031 -3 3 =3|0 3.1
122 -3 1 0]0 —ry 022 -2 2 0]0 —2-7ry
200 -2 =2 110 —2-7 000 0O 0 1]0
100 -1 -1 010 100 -1 -1 0]0
010 -1 1 —-1]0 010 -1 1 —-11]0
~1 001 0 0 0/0 ~ 001 0 0 O0}0
002 0 0 20 —2-r3 000 0 0 20
000 0 0 1]0 000 0 0 110 —% Ty
100 -1 -1 010
010 -1 1 —-1]0
~]1 001 0 0 0/0
000 0O 0 2|0
000 O 0 0}]0
Nyni si zjednodusené rovnice piepiseme:
ar =B =P = 0=a1=01+ [
Q=B+ P—P0 = 0=>a=01— 0
a3 = 0=a3=0
283 = 0= 33=0
Nyni si obecny vektor ¥ z pruniku prepiSeme jen pomoci prvni ¢asti, tj. pomoci q;:
1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 2
U= (B1+62) | 0 | +(B1i—B2) | 3| = 51'( 01+]3 )+ﬂz'< 01—13 > =/ 3
1 2 1 2 1 2 3
2 0 2 0 2 0 2
1 1
2 0
= dimenze U; N U, = 2, baze U; N U; je napf. ( 31,]-3 ) Jedné se vlastné o
3 -1
2 2

vektory v7, U5 a mylné bychom se mohli domnivat, ze feSeni lze odecist také z vysledné
matice na str. 47 uprostred. Ovsem to, ze v bazi pruniku U; N U; jsou zrovna vektory 7,
U, je shoda okolnosti zavinéna zadanim piikladu — nékdo by mohl fici, ze ve vysledném
schodovém tvaru na str. 47 by stejné dobfe mohly byt nulové fadky 7, U5 (stacilo
od tadku wvecvs v predchozim kroku odecist pulndsobek fadku o), ovsem rozhodnuti
vytvorit bazi z vektoru v, ¥3 by nebylo spravné. Je potieba provadét pravé popsany

Y
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postup (d).

Silné doporucuji: nékolikrat (pro ruzné otézky) si projdéte odpovédnik opakujici
obsah pfednasek 3 a 4:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/0dp/pred03_04_otazky_ano_ne.qref
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4.2 Cviceni 4

e Definice vektorového prostoru (jen struéné — odkazte na prednasku ¢islo 1). Dimenze
a baze vektorového prostoru; souradnice vektoru vzhledem k zadané bazi.

e Priiklady vektorovych prostoru: aritmeticky vektorovy prostor R™, prostor polynomu
R, [x] stupné nejvyse n, prostor spojitych redlnych funkei.

e Priklady na Gaussovu eliminaci. Motivace: vyjadiete souradnice vektoru ¢ v bazi
urcené vektory w1, s, u3. Nebo: vyjadiete vektor ¢ jako linedrni kombinaci vektoru
Uy, U2, U3.

Uloha 4.1 a) Gaussovou eliminacni metodou vyreste ndsledujici systém linedrnich rov-
nic:

20 +3y — 5z = 1;
y+2z = 3
dr +2y — 122 = —1.

b) Interpretujte zaddni i vysledek z édsti (a) geometricky.

Uloha 4.2 a) Gaussovou eliminacni metodou vyreste ndsledugici systém linedrnich rov-

nic:
r+4y+22 = =3;

3r+2y+52z = 0
10y +2 = —6.

b) Interpretujte zaddni i visledek z édsti (a) geometricky.
Uloha 4.3 Je ddn nasledugici systém tri rovnic o trech neznamgych:

r + 2y + 3z =0
r + y — 2z =0
2 + 3y + =z 0

a) Vyreste systém v oboru redlnych ¢isel,
b) interpretujte zaddni i vysledek z a) geometricky.

Uloha 4.4 Je ddn ndsledugici systém tri rovnic o ctyrech nezndmych:

xry — 25(72 + X3 + x4 = 2
Ty — 209 — T3 + T4 = —2
rT — 21‘2 + 3.2133 + x4 = 6

Vyreste systém v oboru redlnich ¢isel pomoci Gaussovy eliminacni metody.
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5 Tyden 5

5.1 Kapitola 5: Inverzni matice, maticovd metoda a Gauss-
Jordanova metoda reseni SLR, s¢itani matic

Protoze v paté prednasce zpravidla dohanime resty z predchozi prednasky, dalsi vyklad
obsahuje jen maticovou metodu feseni SLR (po Cramerovy pravidlu a Gaussové metodé
tieti metodu v pofadi) a Gauss-Jordanovu metodu (vlastné ¢tvrtd metoda feseni SLR
— pouze viz cviceni, na prednasce na ni nebude cas), a v Sesté prednasce pak celé téma
predstaveni maticovych operaci dokon¢ime, a dodame problematiku homogennich SLR.

5.1.1 Trteti metoda feSeni SLR — maticova metoda

Kdybychom dokazali néjak definovat nasobeni matic ¢i nasobeni matice krat vektor, lze
SLR psat v maticovém zéapisu: m = n...VRATME SE K SITUACI CTVERCOVE MA-

TICE:

ay; a2 ... Qaip T bl
a21 Q29 ... QA2pn ) To o 172
an1 Gp2 ... Qnp T bn
A-Z = b/ A (zleva)
At A = ANb
E-7 A7tob
T A7t

Jak vime z algebry 1, pokud by existovalo néco jako inverzni matice vzhledem k
nasobeni, mohli bychom feseni ¥ spoéitat pravé pomoci A~!. Pak by se souc¢in matice
A a matice k ni inverzni A~! rovnal jednotkové matici F, kterou bychom diky vlastnosti
jednotkového (= neutralniho prvku) mohli z vypoctu zcela vypustit.

Popisme nejprve na prikladu tzv. Gaussovu-Jordanovu metodu vypoctu inverzni matice,
a potom ve vétach 11, 12 ukdzeme, ze tento postup je opravnény a vede k cili vzdy, kdyz
A1 existuje.

1 2 3
Piiklad 22 Pro A= |2 1 2| naleznéte inverzni matici A= tak, aby:
01 2
1 00 1 00
AAYT=E=[01 0]:A'"A=E=[01 0
0 01 0 01



Algebra 2 (MA 0005) 53

Reseni: Zaéneme tak, Ze napiSeme matici A, a za nf doprava matici E, tj (A|E):

1 2 31 00
21 2(010
012|001

Déle elementarnimi fadkovymi ipravami upravime tuto matici typu 3/6 na schodovy tvar
Gaussovou metodou:

123100 1 2 3| 100
21 2{0 10 —2-r; 0~ 0 -3 —4|/-2 10 |~
01 20 01 0O 1 2| 001
12 3] 100 123 100
~10 1 2] 001 ~ 012 001 ~
0 -3 —4|-2 10/ +3-n, 002/ -213)/) 3
Vynasobenim fadku zajistime, aby na hlavni diagonale byly hodnoty 1.

Zde by koncila Gaussova metoda u systému rovnic.

My ovsem pokracujeme déle (tzv. Jordanovou metodou) a ”vyrdbime’nuly také nad
hlavni diagonalou tak, abychom neporusili nuly pod diagonalou — budeme pokracovat tak
dlouho, a7 na levé strané vytvorime (pomoci ERU) jednotkovou matici.

Pti upravach ry pouzijeme nésobek radku 73, ktery neporusi hodnoty as; = 0, age = 1:

123 100
~(012] 001 -2 ~
13
00 1|-1 35 3
1231 0 0\ —2-r,—-3-73 100 0 & —%
~(0 10 2 -1 =2 ~ 01 0] 2 —1 =2
001}-1 5 3 001j-1 5 32
1 1
0 3 —3
a v pravé ¢asti schématu jsme dostali matici | 2 -1 —2 | = AL
Lt
Lze provést zkousku:
A-ATY = F
A1 A = B

Ad piiklad 20. Vyfesme metodou A~! systém linedrnich rovnic:

(0%} + 3063 = 3
a1 — Qo + Q3 = 5
—Q1 - 30[3 +oay4 = —2

—a1+ag —dag+2a4 = 1
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Reseni: Prepisme si systém maticoveé:

1 0 3 0 Qaq 3

1 -1 1 0] [a| |5 .

1 0 -3 1 o | = | 22 /- A7 (zleva)

-1 1 -5 2 Oy 1

Najdeme matici A~!:

1 0 3 01 0 00 1 0 3 0 1 0 00
1 -1 1 0j]0 1 0 O 0O -1 -2 0}—-1 1 0 0
-1 0 -3 1{0 0 1 0 0O 0 01 1 010
-1 1 5 2|10 0 0 1 0 1 -2 2 1 0 01

Nyni vlozime ¢tvrty fadek namisto druhého a druhy a tieti fadek posuneme nize. Dosta-
neme

1 0 30 1000 10 3 0{1 0O0O0
0 1 -2 2 1 001 01 -2 21001
0 -1 -2 0/-1 100 00 -4 20101 (—%)
0 0 01 1 010 00 011 010
10 3 0]1 0 0 0
01 -2 211 0 0 1
00 1 -3j0o-+o -2 [+l
00 O 111 01 0
10 3 0|1 00 0 —3-7r3 1000—%%—%
01 =221 00 1| 42-r3—=2-74 0100 0 —5 —1
00 103 —3 5 —1 0010 53 -3 3
00 011 0 1 0 0 001 1 0 1
Nasli jsme inverzni matici, ktera ma tvar
-1 3 _3 3
2 4 2 1
a=| Y T
2 1 2 1
1 0 1 0
Nyni zbyva vyfesit maticovou rovnici maticové metody
13 3 3
aq D) Zl —35 % 3 6
G=Atb=ma= |2 = Y 3 A 0] =]"
a3 5 71 2 1 —2 —1
oy 1 0 1 0 1 1

A jsme hotovi, maticovou metodou jsme nasli feSeni SLR z prikladu 20. Pfitom jsme
nasobeni matice zprava vektorem b provedli tak, ze prvni rfadek matice jsme timto
vektorem vynasobili skaldarné, a napsali vysledek jako prvni soutadnici 6; druhy radek

O BN |
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matice vynasobili vektorem b a napsali vysledek jako druhou souradnici 0; tfeti fadek
matice vyndasobili vektorem b a napsali vysledek jako tteti soufadnici —1; a konec¢né
¢tvrty fadek matice vynasobili vektorem b a napsali vysledek jako ¢tvrtou soutadnici 0.

Dalsi podrobnosti k ndsobeni matic si fekneme ptisti tyden.

5.1.2 Ctvrtd metoda feseni SLR — Gaussova-Jordanova

Namisto abychom Gauss-Jordanovou metodou hledali inverzni matici (v prave
predvedené 3. metodé teseni SLR), lze touto metodou vlastné vyfesit i puvodni
systém rovnic; byva nékde proto prezentovana jako samostatnd metoda. tzv. metoda
Gaussova-Jordanova:

Ad priklad 20: Prvni ¢ast algoritmu je zcela stejnéd jako Gaussova eliminace:

1 0 30| 3 1 0 3 0|3
1 -1 10 5| —nr 0 -1 -2 02
1 0 -3 1|2 +, - o 0 o 1]1 ]~
1 1 =5 2| 1) 4n 0 1 -2 24

Nyni vlozime c¢tvrty fadek namisto druhého a druhy a tieti fadek posuneme nize.
Dostaneme

1 0 3 0|3 10 303 10 3 o 3
0 1 —2 24 01 -2 24 01 -2 2| 4
0 -1 -20(2 ]| 4+ {00 —42/6] (-H “foo 1 -L]-3
0 0 0 1|1 00 011 00 0 1| 1

V této chvili bychom u Gaussovy metody nasadili tzv. zpétny chod a dopocitavali neznamé
z rovnic — namisto toho budeme pokracovat metodou Jordanovou a rovnice jesté vice
zjednodusujeme, abychom v matici vysledného tvaru tuprav dostali nuly i nad hlavni
diagonalou:

10 30| 3 3.7y 100 0| 6
01 -2 2| 4| 42-13-2-74 0100| 0
“loo 10]-1 ~ 001 0|1
00 0 1] 1 000 1] 1

Tedy namisto 3. metody a néasobeni vektoru pravych stran inverzni matici ve 4.
metodé, Gauss-Jordanové, nepocitame inverzni matici, ale fesime cely puvodni SLR
véetné pravych stran stejnym souborem uprav jako pii vypoctu matice inverzni — az
dostaneme tvar a; = 6, as = 0, a3 = —1, ay = 1, kde kazdé rovnice tohoto tvaru je
vlastné uz piimo zapisem reSeni.

Poznamka. Gauss-Jordanovou metodou (4. metodou) se nemd fici, ze metoda
inverzni matice (3. metoda) neni k ni¢emu — jen ze pro feseni SLR pomoci tiprav matice

N =

.7”4
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na jednotkovou je rychlejsi metoda Gauss-Jordanova (4. metoda) nez metoda inverzni
matice (3. metoda).

Na druhé strané, inverzni matice A~!, pokud existuje, je z algebraického hlediska uZ
zajimava sama o sobé. Metoda inverzni matice je také dobra pro poc¢itac — tomu nevadi,
ze musi provést vice dprav nez pii metodé Gauss-Jordanové. V dalsim ovSem budeme
inverzni matici potrebovat jesté z dalsich duvodu — jednim z nich je ten, ze pokud
matice A predstavuje linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory (viz kapitola 7), tak
zobrazeni k nému inverzni (pokud existuje) lze vyjadrit matici A~!, kterou studenti musf
byt schopni najit.

5.1.3 Operace scitani matic

Definice 18 Necht jsou A, B matice typu m/n stejného typu. Pak soucet matic A + B
definujeme jako matici, kterd vznikne sc¢itanim po sloZkdach:

aiy a2 ... Qp bii bz ... b ayp +bin aip+bie ... ap, + by,
A4D = Qo1 Q22 ... Qo2g i by baa ... boy _ | o= +bo1  agtby ... ag, + by
am1 Am2 ... Amn bml bm2 bmn am1 + bml Am2 + bm2 v Qmp + bmn

Jaké vlastnosti bychom mohli u takto definovaného scitdni matic ocekavat?
Véta 9 (M,xn,+) je komutativni grupa.
Dukaz:
(1) Uzavienost operace: vysledkem souctu je opét matice stejného typu m/n,
(2) Asociativita: (A+ B)+C = A+ (B + C)...plyne z asociativity s¢itani realnych ¢isel,

(3) Neutrélni prvek vzhledem ke s¢iténi je matice samych nul typu m/n,

—dai1 —Q12 ... —Qip
; SR . - —Qa921 —Qa22 ... —Qon ,
(4) Inverzni k A vzhledem ke s¢iténi je matice —A = . Této
—Am1 —Am2 ... —0mn

matici budeme fikat matice opacnd, aby slovo ,inverzni matice“ mohlo byt rezer-
vovano pro inverzi vzhledem k operaci nasobeni matic.

(5) Komutativita plyne z komutativity séitani realnych ¢isel.

Na operaci nasobeni matic a jeji vlastnosti se podivame asi az pristi tyden.
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5.2 Cviceni 5

e Vektorovy podprostor, soucet a prunik vektorovych podprostoru, vzijemna poloha
vektorovych podprostoru (iiloha uréeni dimenze a baze souctu a pruniku podpro-
storu).

Uloha 5.1 Urcete, zda W je vektorovy podprostor aritmetického vektorového prostoru
R3: rovina W je zadand rovnici

204+ y—32+6=0.

Uloha 5.2 Urcete, zda W je vektorovy podprostor aritmetického vektorového prostoru
R3: rovina W je zadand rovnici

20 +y—2=0.

Uloha 5.3 Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nasledujici mnozZinou ge-
nerdtoru. Urcete dimenzi a bdzi ayy podprostoru W.

2 0 1 4
S 1 - 1 - 2 . 1
W=1q14%= 0 U3 =19 [ U= |9
4 7 3 1
1 —2 -1
Uloha 5.4 Jsou dany vektoryu = | —=1], v=| 4 |, W= | 3 |. Rozhodnéte, zda
3 -1 2

generuji vektorovy prostor R3. Své rozhodnuti zdivodnéte vijpoctem.

Uloha 5.5 Ve vektorovém prostoru R? jsou zaddny vektorové prostory U = L(iy, ) a
V = L(¥h,7,), pricemz

3 0 1 3
up= 4], w=|[1|, 1 =|0], vh=|2
2 3 1 2

Urcete dimenzi a bdzi
a) souctu U +V a
b) pruniku U NV.

Uloha 5.6 Ve vektorovém prostoru R? jsou zaddny vektorové prostory U = L(iy, i) a
V = L(vy, v,), pricemz

1 -2 -1 3
ﬁl - 0 5 1_1:2 - 1 5 171 - 1 5 172 - -1
3 0 3 3

Urcete dimenzi a bdzi

a) souctu U +V a
b) pruniku U NV.
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6 Tyden 6

6.1 Kapitola 6: nasobeni matic, SLR nehomogenni a homogenni,
princip superpozice

Minuly tyden jsme se zacali zaobirat vlastnostmi operace s¢itani matic z algebraického

hlediska (véta 9). Pokra¢ujme déle definici a vlastnostmi operace nasobeni matic — toto

nasobeni jsme sice uz vyuzili v maticové metodé v minulé prednasce, ale tam jsme

nasobili jen v jednom specidlnim piipadé, a sice nasobili jsme matici vektorem. Nyni se

podivame na vlastnosti ndasobeni dvou matic obecné.

6.1.1 Operace nasobeni matic

Definice 19 Necht A je matice typu m/k a B je matice typu k/n. Pak lze definovat
soucin matic C' = A - B jako matici typu m/n, kterou ziskame pomoci vzorce:

k
Cij = E @ir - by = i1 - bij + aig - baj + . + @i -+ by
=1

a1 a12 QA1
a921 a929 ... A9k b11 blg blj bln
b21 b22 b2j an .
;1 ;9 R
bt bre ... b bin
Am1 Am2 ... Amk
ap; by +aig-boy + .o+ a by o an by +arz s bay o+ arg by
CLQl'b11+a22~b21+...+a2k'bk1 CL21'b1n+a22'bgn+...+(l2k'bkn
A1 - bll + Am2 - b21 + ...+ Amk * bkl o Q1 bln + A2 - an + ...+ Qmk - bkn

Poznamka: Pokud trochu ptedbéhneme pojem skaldrniho soucinu, na pozici (i, 7)
vysledné matice se vyskytuje skalarni soucin i-tého fadku matice A a j-tého sloupce
matice B, jak jej zname mozna z analytické geometrie SS:

blj

bgj

cij = (i1, Qig, .., Qi) - = a;1 - bij + o - boj + ...+ aip - by

bi;
(Slozky obou vektoru na odpovidajicich pozicich vyndsobime, vSechny tyto souciny
seCteme). Z toho také plyne, ze ndsobeni matic lze provést jen tehdy, kdyz pocet sloupcu

matice prvni je roven poctu fadku matice druhé v daném poradi (skaldrni soucin aritme-
tickych vektoru o ruzném poctu souradnic totiz nemd smysl).
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12 -1 0 _34 f
Piiklad 23 Pro matice A= | 0 1 —1 =7\ typu3/4, B = 10 typu 4/2 je
80 0 -5 s

souc¢inem C = A - B matice typu 3/2, kde:

1-3+2-(=4)+(-1)-1+0-(-2) 1-242-14(=1)-0+0-(-3)
C=[0-34+1-(-4)+(-1)-1+(=7)-(=2) 0:24+1-1+(=1)-0+(=7)-(=3) | =
—8:340-(=4)+0-1+(=5)-(-2) —8:2+0-1+0-0+(=5)-(=3)

3 2
—4 1
(1,2,—1,0)- 1 (1,2,—1,0)- 0
—2 -3
. ; 6 4
=1(0;1;,-1;,-7) - (0;1;—1;=7) - = 9 22
1 0 —-14 -1
—2 -3
3 2
—4 1
(=8:0:0,-5)- | || (=8:0:0-5)- |
-2 -3

P1i nasobeni matic tedy podstatné zalezi na jejich poradi — pocet sloupcu prvni matice
musi byt stejny jako pocet radku druhé matice.

Véta 10 Mnozina (Myxn,+,) ¢tvercovijch matic 7adu n je nekomutativni okruh, ktery
obsahuje netrivialni délitele nuly.

Dukaz: Uz jsme dokézali ve vété 9, ze (M,,,+) je komutativni grupa, zbyva tedy
dokézat (ukdzat) vlastnosti, které se tykaji operace nasobeni, a pak vlastnosti tykajici se
souhry obou operaci (viz definice okruhu z Algebry 1):

(1) Vyndsobenim dvou ¢tvercovych matic fadu n vznikne Ctvercovd matice fddu n...to
plyne z definice nasobeni matic,

(2) Nésobeni matic je asociativni: A - (B - C) = (A - B) - C...dukaz rozepsanim souc¢inu
na kazdé pozici matic na obou strandch rovnosti,

(3) Vzhledem k ndsobeni ¢tvercovych matic 3 neutralni prvek, tzv. jednotkova matice:

1 00 0
0 10 0
E=10 01 0
0 00 .. 1

...jednicky ma pouze na hlavni diagonale, jinak jsou vSude nuly,
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(4a) Inverzni matice A~! k matici A — existuje jen nékdy. Napifklad pro n = 3 k matici

1 2 3
C =10 1 —2| neexistuje inverze C~! vzhledem k ndsobeni, protoze pfi ndsobeni
00 O
C' libovolnou matici X stejného fadu dostaneme
1 2 3
C-X=101 2| -X= ,
0 0 O 000

tj. diky tfetimu nulovému tfadku matice C' bude vzdy nulovy i tfeti fadek matice
C - X, a tedy vysledkem sou¢inu C' - X nikdy nemuze byt jednotkova matice.

(4b) Mnozina obsahuje tzv. netrividlni délitele nuly, tj. nenulové matice, jejichz souc¢inem
je nulova matice — naptiklad pro n = 3:

11 5 0 1 =2 000
A-B=1[1 1 -7 0 -1 2 |]=(0200
00 O 0 0 0 000

..matice A, B jsou netrividlni délitelé nuly (nula = neutrélni prvek vzhledem ke
scitani, nikoli k ndsobeni — viz Algebra 1!1!).

(5) Nésoben{ matic nenf obecné komutativni — bud’ v opacné poradi matice vibec nelze
nasobit, nebo u ¢tvercovych matic dostavame ¢asto ruzné vysledky.

Vezmeme-li napiiklad uvedené délitele nuly pro n = 3 (tj. A- B = O) a vynédsobime
je v opacném potadi, dostaneme:

0 1 =2 11 5 11 =7
B-A=10 -1 2 |-|1 1 —-7|={(-1 -1 7
0 0 0 0 0 O 0 0 O

tj. A- B # B - A. Co se tykd operace nasobeni ctercovych matic, (M, xn,) je
tedy nekomutativni monoid, protoze (jesté bude na piikladech potvrzeno) inverze
vzhledem k nasobeni existuji jenom nékdy.

(6) A zbyva ovérit vzédjemnou souhru operaci, tj. distributivni pravidla:

A-(B+C) = A-B+A-C
(B+C)-A = B-A+C-A

...1ze dokazat rozepsanim vysledku pozice 7,7 v matici vzniklé na obou stranédch
rovnosti.

Tedy celkem, podtrzeno a sec¢teno, (M, xn,+,-) je nekomutativni okruh (ktery neni
oborem integrity jednak diky nekomutativité operace nasobeni, jednak diky existenci
nenulovych délitela nuly). Dukaz je hotov. O
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Definice 20 Ctvercovd matice A fddu n je:

a) singuldrni, jestlize k ni NEeristuje inverzni matice A~" vezhledem k operaci ndsobeni
matic,

b) reguldrni, jestlize k ni existuje inverzni matice A~" vzhledem k operaci ndsobeni ma-
tic.

Resit SLR maticovou metodou lze jen tehdy, kdyz A je ¢tvercova (m = n) a regularni
(h(A) = n), tedy existuje pro ni inverzni{ matice A~! vzhledem k ndsobeni.

Poznamka. Bylo by asi skoda nezminit, jak souvisi pojem regularni ¢tvercové matice
s pojmy uz pouzitymi. Pojem regularni ¢tvercové matice lze pomoci nich definovat ¢tyimi
zpusoby:

Ctvercova matice A fadu n je:

a) singuldrni pravé tehdy, kdyz, jestlize k ni NEExistuje inverzni matice A~! vzhledem
k operaci nasobeni matic;

to nastane pravé tehdy, kdyz h(A) < n (tedy kdyz néktery rddek matice A je
linedrné zdvisly na fadcich ostatnich);

to nastane prave tehdy, kdyz |A| = 0;

b
, o - by
to nastane pravé tehdy, kdyz pro jakykoli realny vektor b = . a vektor
bn
Ty
(. - T2 ‘ . . o Y, , .. ‘
neznamych ¥ = | | nemda systém rovnic A - ¥ = b zadné feseni nebo jich ma
Tn

nekonec¢né mnoho.

b) reguldrni, jestlize k ni Existuje inverzni matice A~! vzhledem k operaci nésoben{
matic;

to nastane prave tehdy, kdyz h(A) = n (tedy kdyz radky ctvercové matice A tvoii
linedrné nezavislou mnozinu vektoru);

to nastane prave tehdy, kdyz |A| # 0;
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by
7/ . 7 . 7/ / T b2
to nastane pravé tehdy, kdyz pro jakykoli redlny vektor b = ) a vektor
by
X
s’ s — an ’ ’ . — . . ’ 7
neznamych ¥ = | | méa systém rovnic A - ¥ = b jediné teseni.
xn

6.1.2 Radkové dpravy lze realizovat pomoci vynisobeni matici

Véta 11 Kazdou ERU matice A (prictént ndsobku jiného tddku, vyndsobeni radku nenu-
lovgm éislem, viiména dvou Tadki) lze reprezentovat obndsobenim matice A jistou requldrni
matict zleva.

Diukaz: Ukazeme na prikladu, ve kterém pouzijeme vSechny typy elementarnich
radkovych uprav:

Ad priklad 22:

—2 -7y ... Uprava P,

— =N
N W
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1 00 1 2 3 1 2 3
-2 10 2 1 2 = 0 —3 —4| .. uprava P, = vymeéna ry,13
0 01 01 2) (0 1 2
=P
100 1 2 3 1 2 3
0Ooo01}]-{0 -3 -4 = |0 1 2
010 0o 1 2 0 —3 -4/ +3-ry ... uprava P;
—_———
=P
100 1 2 3 1 3
01 o)-{0 1 2 = |10 1 2
0 3 1 0 -3 —4 0 0 2 % ... Uprava P,
—_——
=P3
1 00 1 2 3 1 2 3
01 0)-{0 1 2 = 0 1 2| —2-rg.. uprava Ps
00 3 00 2 001
=P,
1 0 0 1 2 3 1 2 3\ —2-r9—3-r3... uprava Fy
01 =2|-10 12| = (1010
0 0 1 001 0 01
T
1 -2 =3 1 2 3 100
0O 1 0 01 0] = (010
0 0 1 0 01 0 01
—Ps

Provedli jsme celkem vypocet Pg - Ps- Py - Py - Py - P, - A = E3. Kazdy z typu ERU
jsme realizovali vynasobenim jistou matici P;. Vsimnéte si také, ze vSechny matice P; jsou
reguldrni, tj. jejich hodnost je maximalni mozné (nebo alternativné: zadny jejich fadek
neni linedrni kombinaci téch ostatnich). O

Véta 12 Gaussova-Jordanova metoda: (A|E) ~ ERU ~ (E|A™") najde vidy inverzni
matici A7t pokud A~ ezistuje.

Dikaz: Ad ditkaz véty 11 na pifkladu 22: Jak je mozné, ze pomoci ERU matice A lze
spocitat A~!, kdyz tytéz ERU pouzijeme na matici Ej?

To plyne z faktu, ze ERU predstavuji vynasobeni maticemi, pii kterém dostaneme
(Ps-Ps-Py-P3- Py Py)- A= E3 podle vlastnosti pro inverzni prvky v kazdé grupé: pokud
soucin dvou matic je roven neutralnimu prvku, pak tyto matice jsou si navzajem inverzni.
Tedy matice (Ps - Ps - Py- Py - Py - Py) je inverzi vzhledem k nésobeni k matici A.

A navic lze psét:

Po-Ps-Py-Py-Py-P- = Fs-P5-Py-P3-Py- Py - Es,
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kde Fj5 je jednotkova matice — neutralni prvek vzhledem k operaci nasobeni. Soucin
na pravé strané rovnosti znamend, ze na jednotkovou matici E5 (kterou pii Jordanove
metodé piseme za svislou ¢aru vpravo od matice A) pouzijeme stejné ERU, kterymi jsme
prevadeéli A na Ejs.

(K celému dukazu véty 12 bychom potiebovali dokazat i vztah:
AQQr Qs Qi Qs Qo=E
kde Q1 - Q2+ Qs - Q4- Qs - Qs = A™L, protoze ndsobeni je obecné nekomutativni.

Vynéasobeni matice A regularni matici (); zprava predstavuje sloupcové ipravy matice
A — a matici A7 bychom ziskali tak, Ze bychom vytvofili matici typu 6/3, (%) (jednot-
kovou matici bychom napsali pod matici A), a provadéli Gaussovu eliminaci pro sloupce,
nikoli pro tadky. Tento odstavec neni povinnou casti dukazu, dopliuje pouze celkovy
obraz: tadkové tupravy matic lze reprezentovat vynasobenim jistou regularni matici
zleva, sloupcové tipravy matic lze reprezentovat vynasobenim regularni matici zprava.) [

Poznamka: Také je z postupu pro vypocet A~ pii tpravdch schématu (A|E)
jasné, pro¢ tato inverze existuje jen nékdy: pokud ve schodovém tvaru vzniklém
z matice A pomoci ERU je néktery tadek v levé casti schématu nulovy (néktery
prvek na hlavni diagondle schodového tvaru je roven nule), tj. to znamend, Ze
aspon jeden radek matice A je zavisly na téch ostatnich, tak potom zadnymi ERU
nelze regulérné ,vyrobit“ z tohoto tadku tadek nezavisly na téch ostatnich, protoze
ERU zachovavaji zdvislost/nezavislost Fadku matice A. Tedy v takovém piipadé
pomoci ERU nelze prevést A na jednotkovou matici, ve které jsou vsechny tadky
linedrné nezavislé (v takovém pifpadé A~! neexistuje — ifkdme, Ze matice A je singuldrni.)

6.1.3 Reseni a fesitelnost homogenniho systému linearnich rovnic

Zabyvejme se nyni jesté chvilicku tzv. homogennim SLR, protoze ten ma zajimavé vlast-
nosti z hlediska pojmu vektorovy prostor:

a1 T1+a - To+ ... +a, -, = 0

agl-a:1+&22-x2+...+a2n-xn =

Am1 L1+ Qo - To+ ...+ Q- Ty, = 0

Za prvé, podivame-li se na charakter systému, vidime, ze n-tice [0;0;...;0] je vzdy
reSenim SLR-hom., po dosazeni je 0 na pravé i levé strané rovnic. Tedy nemuze nastat
situace, ze by homogenni SLR nemél zadné teseni!!! Existuji tedy zde dva rozdily
oproti nehomogennimu systému: 1) SLR-hom mé feSeni vzdy, ¢ili nemuze
nastat situace, kdy freSeni neexistuje; 2) jestlize SLR-hom ma feSeni jediné,
tak je to pravé feSeni nulové (protoze o tom vime, Ze je feSenim SLR-hom
vzdy).
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Véta 13 Mnozina tesent SLR-hom. tvori vektorovy prostor dimenze n — h(A), kde n je
pocet nezndmych a h(A) hodnost prislusné matice systému.

Diikaz: Proved na predndsce, uciteli! Dikaz se déje nejlépe pomoci ndsobeni matice
vektorem zprava. [

Priklad 24 Najdéte vsechna teseni SLR-hom:

T+ 2I2 — 51'5 = 0
1

T3+ 51’5 = 0

re—2x5 = 0

Reseni: Matice systému uz je ve schodovém tvaru, tj. jen sestavime mnozinu Fegeni.

Protoze h(A) < 5 = n, vime, ze feSeni bude nekoneéné mnoho. Déle vime, ze pocet
parametru, za které lze dosadit jakékoli redlné ¢islo, je n—h(A) = 5—3 = 2...dvé nezndmé
oznacime jako parametry, napiiklad:

Ty = t
x4...nemuzeme volit jako parametr, protoze ze tieti rovnice vyjadiime v zavislosti na xs:

I4:2(L'5:2t

x3...nemuzeme volit jako parametr, protoze ze druhé rovnice vyjadiime v zavislosti na

Ts5.
1 175
Lo = ——. L = ——
3 27 5 2

To = S
x1 vyjadiime z prvni rovnice:

1 1
Ty = —2T9+ =, x5 = —25+ =t

3 3
Celkem mnozina feSeni:
—25 + 3t —2 :
S 1 0
K:{ —%t ;s,tER}:{s- 0|+t —% ;s,tER},
2t 0 2
t 0 1

kde zapis (vyjadiujici vSechna feSeni, s neurenymi parametry-koeficienty)

|
N

+1- —% je tzv. obecné feseni SLR-hom.

S O O
— N
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—2
1
Dale 0 je partikularni feseni SLR-hom, které dostaneme volbou parametri
0
0
1
3
0
s=1,t=0, —% je partikuldrni feseni SLR-hom, které dostaneme volbou parametrii
2
1
s=0,t=

Témito dvéma volbami parametru jsme dostali dva vektory feseni — pokud tyto
vektory tvoii linedrni nezdvislou mnozinu vektoru (v nasem piipadé praveé tvoii), ktera
je bazi prostoru reseni SLR-hom, fikdme, ze jsme ziskali tzv. fundamentalni mnozinu
feSeni ¢i fundamentalni systém feSeni.

6.1.4 Pata metoda reSeni SLR — princip superpozice

Definice 21 Obecné reseni SLR, SLR-hom...7eseni, ve kterém se vyskytuji parame-
try.

Partikularni feSeni SLR, SLR-hom...jedno reseni, které dostaneme konkrétni vol-
bou parametrii.

Fundamentalni systém teseni SLR-hom je takovd mnoZina resent, kterd tvori baz
vektorového podprostoru reseni SLR-hom.

Jaky je vztah mezi obecnym fesenim SLR a obecnym fesenim SLR-hom? Podivejme
se na konkrétni priklad, a souvislost pak zapiSeme do véty 14.

Priklad 25 Vyresté SLR a SLR-hom pro stejnou matici A levych stran rovnic a prozkou-
mejte souvislosti mezi mnozZinami reseni:

r4+y+2z24+3w = 13

(SLR) : z —2y+z24+w = 8

x+y+z—w = 1
r+y+224+3w = 0
(SLR—hom): 2 —2y+z+w = 0
r+y+z—w = 0

Reseni: Nejprve SLR — zapisme systém do matice a feSme Gaussovou eliminaci:

1 12 3]13 1 1 2 3] 13
1 -2 1 1|8 11 o~ |0 =3 -1 2| =5 2~
3 11 -1 1) —3.n 0 -2 -5 —10|-38 ) (-3)
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1 1 2 3| 13 11 2 3| 13 11 2 3[13
~l0o -6 -2 —4|-10| (-} ~ [03 1 2| 5 ~ 03125
0 6 15 30| 114 1y 0 0 13 26|104 ) -& 001 2|8

Pocet parametra: n — h(A) =4 -3 =1.
Zpétny chod:

x4 = t...parametr
$3:8—2t

1 =13 —29 =223 =304 =134+1-164+4t -3t = -2 +1

-2 1
s, -1 0

= Obecné feseni SLR-nehom : K = 3 +t- 9 .
0 1

(partikuldrni feseni SLR-nehom bychom dostali z obecného feseni SLR=nehom volbou
parametru ¢t. Naptiklad pro ¢ = 5 dostaneme jedno partikularni feseni SLR-nehom jako:

—2 1 3
I | o| [-1
0 1 5!

Reseni piislusného SLR-hom: tpravy jsou stejné, jen sloupec pravych stran jsou
nuly:

1 12 3|0 1 12 3]0
1 21 10 ~...~ 031 2|0
3 11 —-1]0 00120

Pocet parametria: n — h(A) =4 -3 =1.
Zpétny chod:

x4 = t...parametr
I3 = —2t

Ty =% (—w3—2xq) =1 (2t —2t) =0

ZE1:—I2—2$3—3ZE4:4t—3t:t
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1
= Obecné teseni SLR-hom: K} = {t- _02 } Partikularni feseni SLR-hom bychom
1
dostali z obecného feSeni SLR-hom konkrétni volbou parametru ¢. Napiiklad pro ¢t = 5
1 5
SV . - 0 0
dostaneme partikularni feseni SLR-hom jako 27 =5 - o =110
1 5

Véta 14 Princip superpozice: Obecné reseni SLR = jedno partikuldrni reseni SLR +
obecné teseni SLR-hom.

Poznamka: Princip superpozice lze chapat jako samostatnou metodu reSeni
SLR v nasledujicim smyslu:

a) Nejprve vyfesime dany SLR-hom, najdeme jeho obecné feseni Zopec nom.-

b) Potom najdeme néjaké jedno partikuldrni feseni SLR-nehom, napiiklad uhodnutim
neznamych, nebo nékteré nezndmé si zvolime jako nulové a dalsi dopocitame ...
oznacme toto feseni jako Tpart nehom-

c) A nyni sectenim obou feseni (kazdé pro jiny SLR) dostaneme obecné teseni SLR-
nehom:

Lobec,nehom = Lpartnehom + Lobec,hom -
Priklad 26 Pomoci principu superpozice vyreste systém linedrnich rovnic

[E1+2ZL’2+3I3+JZ4 = 5,
I1—$2+4£L’3—21’4 = —1
Reseni: Nésledujme tii kroky navrzeného postupu:
ad a) Najdeme obecné feseni SLR-hom:
1 23 1|0 1 23 10
1 -1 4 =20 -7 0 -3 1 =3[0 )"
odtud volbou x5 = s, x4 = t lze vyjadrit obecné feseni SLR-hom jako
—11
= 1
Lobec,hom = S i +1- 0
0

1
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ad b) Pokusime se uhodnout néjaké jedno feseni SLR-nehom: protoze nezndmé mame
¢tyTi a rovnice dveé, naptiklad x; a x5 polozme rovno 0 a systém prechézi do tvaru

3Z‘3+JZ4 = 5,
4.%’3—21'4 = —1.

Nyni vynasobenim prvni rovnice dvéma a piictenim ke druhé rovnici dostaneme
10z3 = 9, tedy z3 = 0,9, a dosazenim do prvni rovnice 3 - 0,9 + x4 = 5 mame
x4 = 2,3. Tedy nase jedno ziskané teseni ma tvar x; = 0 = x9, x3 = 0,9, x4 = 2,3,

neboli Tpart,nehom —
2.3

ad c¢) Dohromady sec¢tenim (a), (b) méme

0 - |
0 : 1
v =7 v = 3
Lobec,nehom = Lpart,nehom + Lobec,hom = 0.9 + s - 1 +t- 0
2,3 0 1

Poznamka k principu superpozice jako metodé: Asi by bylo dobré rfici,
ze princip superpozice je zajimavy a uzitecny jen v pripadé, ze feseni SLR existuje
nekone¢né mnoho, tedy kdyz h(A) = h(A|b) < n, kde n je pocet neznamych. Kdyz totiz
feseni SLR existuje jediné (h(A) = h(A|b) = n), tak je to jediné feseni, které muzeme
najit-uhodnout, a zadné jiné (a jediné feseni SLR-hom je nulovy vektor, jehoz pfi¢tenim
k jedinému feseni SLR neziskdme nic jiného nez stale to jediné feseni SRL).

Silné doporucuji: nékolikrat (pro ruzné otézky) si projdéte odpovédnik opakujici
obsah pfednasek 5 a 6:
https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/0dp/pred05_06_otazky_ano_ne.qref

6.2 Cviceni 6
e SLR homogenni a nehomogenni, princip superpozice, s¢itani a ndsobeni matic
[

Uloha 6.1 Sectéte a vyndsobte matice ruznych rozméri — kdy jsou tyto operace vibec
mozné?

Uloha 6.2 Jaké vlastnosti spliiuge operace sc¢itdni matic stejného rozmeéru? Doplnite od-
povéd priklady.

Jaké vlastnosti spliuje operace ndsobeni na mnoziné ctvercovijch matic? Zduvodnéte je
a doplnte priklady.
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Uloha 6.3 Vyreste pomoci inverzni matice
e SLR: A-%=1b;

e maticovou rovnici: A - X = B, vSechny matice jsou rdadu 2, matice A, B jsou dany,
matict X mdte nalézt.

Uloha 6.4 Pro zadanou matici A typu 3/3 najdéte matici P typu 3/3, kterou kdyz matici
A vyndasobite zleva, dostanete matici P - A, kterd se lisi od matice A jen tim, Ze

o druhy a treti rddek jsou prehozeny;

o treti rddek je vyndsoben ctyrmi;

o ke druhému radku je pricteny pétindsobek prvniho radku.
Uloha 6.5 Najdéte dvé matice typu 2/2, které jsou nenulovymi déliteli nuly.
Uloha 6.6 Je ndsobeni matic operace komutationi? Ukazte, Ze tomu tak nend.

Uloha 6.7 Zkuste dokdzat, Ze na mnozZiné matic typu 2/2 je operace ndsobeni matic
asociativni, tj. Ze plati

ailz aig ) bi1 bio ) C11 C12 _ ailz aig ) b1 bio ) C11 C12
21 Q22 ba1  bao Co1 C22 21 Qa22 ba1 Do Co1  C22

Uloha 6.8 Naleznéte bdzi a dimenzi vektorového prostoru reseni SLR-hom:

333‘1 “+ X9 +.T3 +4Z’4 = O,
2:81 + 3.T2 + 5£E3 + 6.CE4 = 0
35(]1 + 4.172 + 61E3 + 7[)’24 =0

Uloha 6.9 Naleznéte bdzi a dimenzi vektorového prostoru reseni SLR-hom:

3$1 + 29 — 25(]3 + 61’4 = 0,
5$1 + 6$2 — 3933 + 91134 =0
31‘1 + 14ZE2 — 11‘3 + 31‘4 =0

Uloha 6.10 Vyreste tento SLR pomoci principu superpozice:

1 —2x9 + 33+ 41y = 4,

XTo — T3+ Ty = —3.

Uloha 6.11 Vyreste tento SLR pomoct principu superpozice:

T1+To+2T3+2T4+2x5 = 7,
31‘1+2$2+l‘3—|—$4—3$5 = =2

)
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7 Tyden 7

7.1 Kapitola 7: Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory
7.1.1 Definice linearniho zobrazeni a tii zpusoby jeho zadani

V ptedchozich kapitolach jsme pojem matice vyuzivali hlavné k feseni systému linearnich
rovnic. V této kapitole se sezndmime s dalsi dulezitou oblasti vyuziti matic — matici lze
chapat také jako objekt definujici jisté zobrazeni.

Definice 22 Necht jsou (V,+,-), (V',+, ) vektorové prostory nad stejny télesem skaldri
<T7 +a ) .
Linearni zobrazeni f : V — V' je takové zobrazent, pro které plati vlastnosti:

a) Yu,v eV : p(d+7) = p(t) + p(V)...podminky zachovdni grupové operace,

b) Vie V,aeT: p(a-u) = a-@(U)...podminka zachovdni vysledku soucinu (skaldr krdt
vektor).

Obé podminky lze soucasné vyjadrit v jedné: slovné — Obrazem linedrni kombinace je
linedrni kombinace obrazu diléich vektori; rovnicové algebraickym zdpisem

Vi,veV,a,B €T :pla-u+ V) =a-pU)+ - p(0).

Poznamka: Zadéani linedrniho zobrazeni — bude vysvétleno na piikladé (Hordk, str.
85).

Budeme oznacovat dimV = n, baze V = (€1,€3,...,6,) a dimV' = m, bize V' =
( Fis far s f:n) Vzhledem k témto zvolenym bézim lze linedarni zobrazeni zadat tremi
zpusoby:

a) Pomoci predpisu mezi souradnicemi 7 € V a ¢(¢) € V/,
b) Pomoci matice A typu m/n : ¢(v) = A-¥...jedna se o dalsi vyuziti pojmu matice,

c) Pomoci obrazu p(€1), p(€3), ..., o(€,) bazovych vektoru.

—_
@)
e}

Priklad 27 Uvazujme V = R® s bdzi €] =

bz F, = (é)f;: (g)

Linedrni zobrazeni ¢ : V' — V' lze zadat:

o o
1

I

—_ =
\'('U

w

I

— o
=
<
=
(3]

V)

ad a) Vzorcem = predpisem:

U1 2v1 + v
o _ 1 3
p) =@ |v] = (Ul oy vg)
U3
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ad b) Matici A zobrazeni ¢ v zadanych bdzich:

U1

o (20 1
go(v)A-v(l 1 _1> Vg
U3

(Matici A vytvorime na zdkladé koeficientu u souradnic v; ze vzorce (a), naopak
ze zadané matice A lze snadno vytvorit vzorec (a) pro ¢ doplnénim nezndmych, tj.
rozndsobenim soucinu A - U).

Rozmeér matice A si lze pamatovat ¢i zkontrolovat také z faktu, Ze:

...maticové ndsobeni (v tomto pripadé ndsobeni matice krdat vektor) musi byt pro-
veditelné! Prdvé zde je duleZité si pamatovat, Ze vektor U musi byt zaddvdn jako
sloupcovy vektor!!!!

ad c) Pomoci obrazi @(€7), p(€3), p(€3) baze €1, €3, €3 prostoru V : napriklad z maticového
zaddni (b) lze psat:

- L 2 0 1 1 2
0 0
B (2 0 1 > _ (1)
1 -1 -1 0
-5 ) f)- ()
1 -1 -1 1 —1
Vidime, Ze sloupce matice A jsou vytvoreny obrazy nasi zdkladni bdze v prirozeném

poradi bdzickych vektori a sloupcu. Tedy jestlize mdme celé linedrni zobrazeni
zadano pomoct obrazu zdkladni bdze

S
)
<
[
;S

0
1
0
0
0
1

1

2 0 0 0 1
0| — 1) 1] — 1) o — 1)
0 f\0O f\1 I

e - e - e
muzeme uspordddnim téchto obrazu do sloupcu jednoduse vytvorit matici A.

ad d) Co se tgkd vyznamu zobrazeni naseho prikladu: Linedrni zobrazeni obecné zobra-
zuje linedrni dtvar na linedrni udtvar, tj. vektorovy podprostor na vektorovy podpro-
stor. V nasem prikladu (viz ktergkoli zpiisob zaddni vijse) jsme zobrazovali R® na
R?, tedy vektorovyj prostor dimenze tFi (trojrozmérny prostor) na vektorovij prostor
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dimenze dva (na rovinu). Kdyby se vSechny tri bdzické vektory ve zpiusobu zaddni
: o . 1 .

(c) zobrazily na stejny vektor (napriklad (_1)), celyj prostor R by se takto defino-

vanym zobrazenim zobrazil na primku prochdzejici pocdtkem, jejiz smérovy vektor je

(_11) ; matice tohoto zobrazeni by mela tvar <_11 _11 _11> A konecné, kdyby se

vechny bazické vektory ve zpusobu zaddni (c) zobrazily na nulovy vektor (8) , cely

prostor R? by se takto definovanym zobrazenim zobrazil na nejmensi mozny podpro-
stor s dimenzi nula, tj. na jednoprvkovy podprostor obsahugjici pouze nulovy vektor;

matice tohoto zobrazeni by méla tvar <8 8 8)

Piiklad 28 (Hordk, str. 85)

a) Zobrazeni 1 : R®> — R? definované jako:

U1
¢ vy ( 21}1 +1 )

V1 — U2 — U3
U3

1 1
nent linedrni, protoze napr. prou= |1 ], 7= 1| 0
0 -1

5

2

V(20 +30) = _ (161)
-3

. L 2-1+4+1 2-1+1Y\ (15
2-9@+3-90) = 2 (1—1—0) i (1—0+1> = (6)
Tedy neplati rovnost, kterou mad linedarni zobrazeni splnovat:
11 Y . . 1
(s) = viea+30 #2-v@+3-00 - ()

(mirnygm zkoumdnim vzorce zobrazeni bychom zjistili, Ze problematické je pricitand
jednicky v proni soutradnici — diky tomu se porusi podminka linearity).

b) Zobrazeni § : R* — R? definované jako:

U1 V-V
1 V2
) Vo =
U1 — V2 — U3

U3



74 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

1 1
nent linedrni, protoze napr. prou= | 1], 7= | 0
0 -1

5
5(2a+35) = 6| 2 :(10)

2-6(@) +3-8(3) = 2- (11;11+_10) e (1—160+1> - (2)

(ve vzorci je problematickym soucin vy - v v prond souradnici obrazu,).

Poznamka:

1, Z prikladu 28 plyne pouceni, ze ve vzorci linedrniho zobrazeni se nemuze vyskytovat
ani samostatné pricitana konstanta, ani nelinearita typu v; - vo nebo v? apod.

Ve wvzorci linedrntho zobrazeni se tedy mohou vyskytovat pravé jen
linedrni kombinace soufadnic zobrazovaného vektoru ¢, tj. linedrni zobrazeni
jsou pravé ta zobrazeni, kterd lze vyjadrit vynasobenim matice cisel a vektoru
neznamych.

2, Vsimnéme si vztahu mezi rozméry matice A (m/n) a dimenzemi obou prostora m =
dim(V"),n = dim(V'): Matice A definujici celé zobrazeni je typu m/n, ale m je
dimenze prostoru obrazu V', kdezto n je dimenze prostoru vzoru V.

7.1.2 Ptiklady linedrnich zobrazeni R?* — R?

Vénujme se nyni nékolika pifkladim linedrnich zobrazeni R* — R?, tj. linedrnim zobra-
zenim roviny do roviny:

Piiklad 29 a) Hezké zobrazeni je identita, kterd nedéld nic: vektor ¥ se zobrazi na sebe
sama. Matici tohoto zobrazeni je:
1 0
= 1)

; L2\ . L (1 0\ [2) (2
Napr. pro vzor v = <3> je obrazem vektor A - v = (0 1) (3) = (3)

b) Linedrnim zobrazenim je i projekce vektoru v na osu x. Matici zobrazend je:

(1)

. L (2) . S, (10 2\ (2
Napr. pro vzor v = (3> je obrazem vektor B - v = (O 0) (3) = <O> ...vektor ve

SMEru osy x.




Algebra 2 (MA 0005) 75

c) A podobné projekce vektoru na osu y md matici

00
= 1)
y N . (00 2y (0 .
Napr. pro v = <3) - C-v= (0 1) <3> = (3)...vekt0r ve SMEru 0sy y.

Priklad 30 O néco ndroénéjsi je linedrni zobrazent, které predstavuje otocent roviny o hel ¢
se stredem otdceni v pocatku. Odvodime matici tohoto lin. zobrazeni:

a) Najdéte matici otdcend roviny o hel 7.

Reseni: Vektoru <‘;> je prirazen vektor (_xy) — viz obrdazek:

Mame tedy vzorec ) = _xy , do néhoz muzeme dosadit napriklad konkrétni

bazické vektory a dostaneme ¢ ((1)) = ((1)), pak ((1)> = (_01> Odtud matice

hledaného zobrazeni je sestavena z daniych obrazi vektoru zdkladni bdze napsanich

jako sloupce:
z\ (0 -1 NS
14 y)  \1 0 y)’

b) Najdéte matici otaceni roviny 4 uhel «

Reseni: Vytvorme zobrazeni pomoct obrazi vektori bdze <(1)> a ((1)) :
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Vektor <1) se zobrazi na vektor (CQS a>'
0 sin «v

- M

Vektor ((1)) se zobrazi® na vektor <—C(s)18naoz>. Kdyz tyto dva obrazy napiseme jako

sloupce matice, ziskame maticové vyjddreni naseho otoceni o uhel a:

vy  [cosa —sina U1
¥ vy) \siha cosa vy )’

c) Napriklad pro a = 60° = 3 md matice z c¢dsti (b) konkrétné tvar

l\’)l%l\’)l»i
w
[N
no
[

3
tomto pootoceni se vektor v = ( 2 ) zobrazi na vektor:
2

1 _ V3 V3 0
o(V) = ig 12 . ( ] ) = <1> (viz obrdzek na ndsl. strané).
2

2 2

15Udaj —sina odeéitany na vodorovné ose neni chybny — nejednd se o klasické odeéitdni hodnoty
funkce sinus, které bychom v jednotkové kruznici délali na svislé ose, ale o naneseni stejné vzdédlenosti z
predchoziho obrazku na osu x v zadporné ¢asti osy, tj. se zapornym znaménkem.
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T |

e

N AW

Priklad 31 Podivejme se na osovou soumérnost vzhledem k napr. k ose x:

y /
.z-.
AR
J 1
i, :
T ’ )" ¥
E-; ]
4\
~3

- 1 , s . . . 1
- vektor u; = (0) se zobrazi na sebe sama, protoze lezi na ose soumérnosti: f(u)) = (O) ,

1
-2

vektor f(u3) = (;)

- vektor uy = ( se ,,preklopi® vzhledem k ose x a zobrazi se osovou soumeérnosti na

Najdéme nyni matici tohoto zobrazeni. ReSeni: Pro vzor a obraz vybranych vektoru

tedy plati: (0)~ ) (L))

Pomoci zadani obrazu baze jsme schopni najit matici zobrazeni — pokud oba ze vzoru
nejsou jednotkové vektory ve standardni bazi, jako tomu bylo dosud, musime navic vyfesit

dvé maticové rovnice:
a b 1 1
(0 a) (6) = (o) wo=remo

Dvé z neznamych mame uz urceny: proto do nasledujici maticové rovnice muzeme uz
hodnoty a = 1, ¢ = 0 dosadit a urcit zbylé dvé konstanty b, d:

(0 a) (%))



78 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

=1-2b =
0—2d = 2
=b=0,d = -1

a osova soumérnost je dana vztahem

AR 1 0 ] (%1
()= 2 G)
7.1.3 Vlastnosti linearniho zobrazeni, jddro a obor hodnot linearniho zobra-

zeni

Véta 15 Zdkladni vlastnosti linedrniho zobrazeni mezi vektorovymi prostory (oznaceni
viz definice 22):

a) ¢(ov) =ov,
b) (=) = —¢(v),
c) ¢ nemusi zachovat linedrni nezadvislost vektori z V,

d) ¢ musi zachovat linedrni zavislost vektori z V.

Dukaz:

ad a), b) Protoze ¢ je homomorfismus grup vzhledem k operaci + (na zékladeé téze véty
z algebry 1), zobrazeni ¢ musi zobrazit nulovy vektor na nulovy vektor, a obraz
inverze (= obraz opacného vektoru) je inverze k obrazu (= opac¢ny vektor k obrazu),

ad c) Viz piiklad 27: t¥i nezavislé vektory €3, €3, €3 jsou zobrazeny na vektory:

(1) (5)-(4)

které jsou linedrné zavislé, tedy dimenze f (V') se muze linedrnim zobrazenim zmensit
(ze 3 na 2). Déle také projekce (piiklad 29 b,c) zmensuje dimenzi 2 prostoru vzoru
na dimenzi 1 prostoru danych projekci.

ad d) Pokud uj, = oy -u]+ag-uy+...+ag_1-ug 1, tak linedrni zobrazeni pravé zachovava
svysledek linedrni kombinace®, tj. pouze vyuzitim vlastnosti linearity (z definice 22)
dostaneme:

o(ug) = aq - o(u)) + ... + g1 - p(up_1)
o(uy) je zavisly na vektorech p(uy), o(u3), ..., p(ur_1)-

Pri studiu linedrniho zobrazeni jsou dulezité pojmy jadro a obor linearniho zobrazeni:
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Definice 23 Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni mezi vektoroviymi prostory.
Jadro Kery linearniho zobrazeni je mnoZina téch vektoru z V', které se zobrazi na
nulovy vektor:
Kerp :={0€V : (V) = oy}

Obor hodnot Im¢p linedrniho zobrazeni je mnozina téch vektoru z V', pro které
existuje nejaky vzor:

Imp:={d eV .30V : p¥) =uw}

Kery a Imy celkem hodné vypovidaji o kazdém linedrnim zobrazeni ¢. Casto bude
uzitecné Kery a Imy najit. V prvni fazi se uvédomme, ze se jednd o vektorové podpro-
story!

Véta 16 a) Kery je vektorovy podprostor prostoru V,
b) Imyp je vektorovy podprostor prostoru V',
c) dim(Keryp) =n— h(A) =dim(V) — h(A), kde A je matice linedrniho zobrazeni p,

d) dim(Imgp) = h(A).
tedy n = dim (V') = dim(Kery) + dim(Imgp).

Dukaz je konstruktivni, tj. bude béhem néj vysvétlena konstrukce Keryp i konstrukce
(nalezeni) I'my. Vysvétleme jej piimo na piikladu.

Ad pr. 27:
a) Ker(y) je mnozina téch vektoru ¢/, které se zobrazi na nulovy vektor:
A7 =0,

kde A je matice zobrazeni ¢:

2 0 1) (™) (o
1 -1 —1) (%)~ \o)
U3

...reSime vlastné SLR-hom!
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Reseni bude zdvislé na n — h(A) parametrech = dim(V) — h(A) parametrech, tedy
3 — 2 =1 parametr. Pouze vyménme poradi rovnic:

1 -1 =110 1 -1 =110
2 0 110 —2-7 0 2 3|0

V3 = t
Vy = —§t
2
3 1
v o= —gttt=—t

1
2
Kerp = {t- —% ;tE]R}
1

...vektorovy prostor dimenze 1. Opravdu, dokazme jesté poradné, ze pro
u, v € Ker(yp) také plati a- i+ -7 € Ker(yp):

Pokud u, v € Keryp, tak:

o(7) = <8> L o(T) = (8) = o(a-ii+5-7) linear (@) +B-¢(7) = a- <8> +05- <8) = <8> )

Tedy Ker(yp) je uzaviené na linearni kombinace = je to vektorovy podprostor.

b) Imy je mnozina vektoru (@) € V' pro v8echny mozné vektory @ € V. Vezméme si
obrazy jednotkové baze:

1 2 0 0 0 1
plO) =1, )2l =(_1):2|0)={_4
0 0 1

0 1 - . s

_1) , (_1> bazi (do baze potfebujeme dva vek-
tory ze tii, protoze dimenze prostoru usporadanych dvojic je rovna 2 — a nebo jen
jeden vektor, kdyby ostatni dva vektory byly na tom prvnim linedrné zavislé, ale
to snad neni nas piipad): NapiSeme si vektory do rddku matice a pomoci ERU
odstranime ty, které jsou linedrné zavislé na ostatnich.

Vyberme z téchto obrazu (?) , (

1 -1 1 -1 1 -1
0 —1 ~ [0 =1 (=) ~ |0 1
2 1) —2.n 0 3/ +3-7m 0 0

Napr. w; = (_11) , Wo = ((1)) je baze prostoru Imey.
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Tento postup lze vzdy takto provést: Zobrazime néjakou bazi V' vzhledem k
zobrazeni ¢, dostaneme mnozinu obrazu, kterd generuje podprostor ¢(V') — ovsem
z téchto generatoru mohou nékteré byt linedrné zavislé na téch ostatnich — ty
musime vyloucit a dostaneme bézi podprostoru ¢(V'). Méli bychom jesté poradné
dokazat, ze ¢ je mnozina uzaviend na linearni kombinaci vektoru — dokazme to:

Pro p(i) € (V), p(0) € (V) —plati také pro a, 8 € T, ze () +5-p(V) € p(V)?

Plati, opravdu, uvazujte se mnou — pouzijme v nasem zduvodnéni vlastnost
linedrniho zobrazeni smérem ,nazpatek®, tedy zprava doleva:

—n linear

() + 8- p(0) = pla-ti+p-0)..

praveé jsme nasli diky vlastnosti linearity vzor o -4 + 5 -0 € V, ktery se zobrazi na
vektor a - p(i0) 4+ 5 - (7). Tedy vektor a - p(i) + 5 - ¢(¥) nalezi do p(V'), protoze
jsme pro néj nasli vzor!!!

Bude obcas uziteéné védeét, kdy zobrazeni ¢ (samoziejmé linearni, o jinych se ne-
bavime) ,zachovava dimenzi®, tj. dim(V) = dim(¢(V)). Pozndme to pravé podle jadra
Keryp. Nésledujici véta byla dokdzéana na jedné z prvnich prednasek predmétu Zaklady
matematiky!!! Jedna se o krasnou ukazku dikazu logické ekvivalence.

Véta 17 Linedrni zobrazeni ¢ : V- — V' je injektivni < Keryp = {ov }.
Dukaz:

»=* ¢ je injektivni = dva ruzné vektory se nemohou zobrazit na stejny obraz oy, tj.
Kery muze obsahovat pouze jeden vektor, a sice oy.

»<=* Keryp = {oy} = pokusme se dokdzat injektivitu zobrazeni ¢:

(U —7U) =0y =uU—7 € Kery

(Uprava vyrazu ¢(i0) — ¢(¥) na vyraz ¢(id — ¥) plyne z linearity zobrazeni @), ale
v Keryp je pouze nulovy vektor, tj @ — ¢ = oy, tedy @ = ¥ to znamena, ze ¢ je
injektivni (dokézali jsme piimym dukazem implikaci

p(i) = (V) = u="1,
coz je jedna z moznych definic injektivity zobrazeni). [

Véta 17 nam muze pomoci pii zjisténi, zda se zobrazenim ¢ snizi dimenze podprostoru
zobrazovanych vektoru: pfi injekci se dimenze podprostoru vzoru a podprostoru obrazu
rovnaji, tj. (V) ma stejnou dimenzi jako V.
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7.1.4 Vztah mezi systémem linearnich rovnic a linearnim zobrazenim

Ze zpusobu zadéani linedrniho zobrazeni pomoci matice plyne i vztah mezi linedrnim zobra-
zenim a systémem linearnich rovnic. Tento vztah mezi vzorem a obrazem vektoru vzhle-
dem k linearnim zobrazeni lze zapsat maticovou rovnici, na jejiz levé strané vystupuje
linearni zobrazeni reprezentované matici, jak uvidime na nasledujicich tfech ptikladech.

Pripomenme si jen nejdfive znaceni: na SLR 1ze nahlizet jako na m linearnich rovnic o
n neznamych

all-a:1+a12-x2—|—...+a1n-xn = bl,
91 X1+ Qg Ty + ...+ a9y T, = bg,
U1 * T1+ A2 - T+ oo + Ay - Ty = by,

nebo jako na jednu maticovou rovnici

a1 a19 ... Qip T bl
921 A29 ... QA2pn ) i) . bQ
Al Gma - O, Ty, b

(piitom matice A mé& rozmér m/n, vektor neznémych Z md rozmér n/1 a vektor b jako
vysledek jejich sou¢inu ma rozmeér m/1).

Piiklad 32 FEuwistuje tedy vztah mezi systémem linedrnich rovnic s matici A a linedrnim
zobrazenim s matici A:

Napf. fesit systém linearnich rovnic (piiklad 11)

1 2 3 x 9
2 =1 1 -1yl =18
3 0 -1 z 3
9
znamena hledat vzor vektoru pravych stran b= | 8| vzhledem k linedrnimu zobrazenf
3
x
¢ zadanému matici A. Otézka zni: Jakému vzoru | y | pfitazuje linedrni zobrazeni ¢ :
z
9 x
R3 — R3 obraz [ 8 |7 Odpovéd zni: takovymi vzory [ y | jsou vsechna feseni daného
3 z

Vyftesenim SLR zjistime (ad priklad 11), ze hledany vzor je jediny:
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Déle napt. fesit systém rovnic

1 1 2 =5 x 3
2 5 =1 -9 y| | -3
2 1 -1 3 2| | -11
1 -3 2 7 w -5
x 3
znamena hledat vzor ‘Z pro obraz b= __131 vzhledem k linedarnimu zobrazeni
w -5

¢ R* — R*zadanému matici A.

V prikladu 12 jsme zjistili, ze téchto vzoru je nekoneéné mnoho:

T —5—2p
yl| | 2+3p
z 34+ 2p
w 0+p

A nakonec (tfeti moznost odpovédi na nasi otdzku), resit systém rovnic (ad pf. 14)

1 2 3 4 x 5)
13 5 7 y| |1
1 0 —1 =2 2| | -6
00 0 O w 0
T 5
znamend hledat vzor Z k obrazu b = i% vzhledem k zobrazeni ¢ : R* — R*
w 0
zadanému matici A.
)
Z pt. 14 lze vidét, ze zadny takovy vzor neexistuje — to znamend, ze i% Z Im(p).
0

7.2 Cviceni 7

e cviceni na : ERU pomoci nasobeni matici reguldrni, inverzni matice, maticova me-
toda feseni SLR, Gauss-Jordanova metoda reseni SLR.
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8 Tyden 8

8.1 Kapitola 8: Matice prechodu mezi bazemi, zména matice
zobrazeni pri zméné baze

8.1.1 Matice prechodu mezi bazemi téhoz vektorového prostoru

Podivejme se v dalsim na jedno specialni zobrazeni, a sice zobrazeni V' — V| které je
identitou — ovSem matici tohoto zobrazeni nebude jednotkova matice, jak jsme si Tekli
v predchozi kapitole, Zze tomu je u identického zobrazeni, nybrz obecné urcitd matice,
kterou budeme nazyvat matici prechodu. Duvodem toho, ze matice této identity nebude
jednotkova, je to, ze sice zobrazime vektor na sebe sama, ale pfitom zménime bazi, na
zakladé které soutadnice tohoto vektoru vyjadiujeme.

Definice 24 Oznacme e = (€1,€3,...,€,), [ = (f1, f2, -, Jn) dvE rizné baze téhoZ vekto-
rového prostoru V- dimenze n.
Protoze se jednd o bdze, lze vektory €; jednoznacné vyjddrit souradnicems v bdzi f:

€; = f1-pyj+ fo-pay+ ot foPuj
...kde p1j, paj, s Py Js0u souradnice vektoru € v bdzi f. Maticové pak:
in-Piﬁg (81)

Matice P se nazyvd matice prechodu od baze f k bdzi e (nékdy téz matice transformace
baze f na bdzi e).

Véta 18 a) Matice prechodu Py_e je requldrni.

b) Jakdkoli requldrni matice P vytvori z bdze f ,novou bdzi“ e

c) Vyndsobenim vztahu 8.1 matici P~™' zprava dostdvdme, Ze matice P~ je také matici
prechodu, a sice v opacném sméru! (od bdze e k bdzi f):

¢ Pl =f (8.2)
Dukaz:

ad a) Pokud by fadky P byly lin. zavislé, byly by zavislé i fadky matice e, tj. (protoze
hodnost matice se zachové transponovanim — véta 4) byly by zavislé i sloupce matice
e, a to nejsou — tvori bazi.

ad b) Plyne ze vztahu 8.1 a z toho, Ze sou¢in dvou reguldrnich matic je zase matice

reguldrni'®.

16Cauchyho véta: det(A - B) = det(A) - det(B). Ditkaz této véty viz BP Danesova, str. 25. Obéas se
hodi pouzit dusledek této véty, a sice: ... pokud dilé¢i matice maji nenulovy determinant, ani determinant
jejich soucinu se nemuze rovnat nule.
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ad c) Plyne z reguldrnosti vsech matic v rovnosti pouzitych a toho, ze ve sloupcich matic
e, f jsou vektory bazi.

Podivejme se nyni, jak se prepocitaji souradnice vektoru & € V' pii zméné baze:

Vektor 7 1ze jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektori €; (a koeficienty této
kombinace jsou soutadnicemi Z v bazi e) a soucasné lze ¥ jednoznacéné vyjadiit jako lin.
kombinaci vektort f; (a koeficienty této kombinace jsou soufadnicemi & v bazi f):

T=ay-€1+ay €+ ..+an-n=01-fi+Bofot ot Bm fm

Dosadime-li do praveé uvedeného vztahu €; pomoci vztahu 8.1 po sloupcich, dostaneme:

al'Zﬁ'pkl+a2'z.ﬁﬂ'pk2+-~-+an'2ﬁ€'pkn:/Bl'ﬁ+62'ﬁ+"'+5m'f;1
f k i

Porovnanim koeficient u f; na obou strandch dostaneme systém rovnic:

ap-pii+az piot+ ... tay, p, = B,
ay - pa1 Qg Pt oy P = Po,

Q1 Pn1 + Q2 Do+ .. + QP = 5m;

tedy dostali jsme SLR s neznamymi ag, ..., a,,. Maticové:

o b

Pse- @2 _ | /- P zleva (8.3)
/e bm) |
o1 b
ay | _ P, Ba (8.4)
n/ e B f

(oznageni v indexu matice P je pouze pomocné — jedna se o jednu matici P a jeji inverzi

P,

Véta 19 Prevadéni souradnic vektort pii zméné baze: a) Pro vztah 8.1 mezi
bazemi plati, Ze souradnice vektoru prepocitavdme pomoci vztahu 8.3.
b) naopak pro vztah 8.2 mezi bazemi souradnice vektoriu prepocitavame pomoct vztahu 8.4.

Poznamka: Prepocitavani souradnic vektoru lze chépat jako identické zobrazeni téhoz
vektoru na sebe sama. VSimnéte si prosim nasledujici korespondence plynouci z praveé
uvedené véty: Pri vyjadreni souradnic vektoru v jiné bazi potirebujeme matici
prechodu v opaéném sméru!!! Napriklad vztah 8.3 vyjadii souradnice vektoru v bazi
f, ale potrebuje k tomu matici prechodu f — e, coz je v dosavadnim oznaceni matice P
— ¢ili matice prechodu f — ¢ je potieba k vyjadren{ souradnic vektoru v bézi S
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Piiklad 33 (Hordk, str. 54) Najdéte matici prechodu od bdze f k bdzi e pro

1 1 1 2\ [3\ [4
§—<1,1,0>i—<3,1,3>,
1/ \o/ \o 2/ \2) \3

1
protoze potrebujete vyjadrit souradnice vektoru | 4 v bdzi f.
-2
Resent: Hleddme matici P typu 3/3 tak, Ze pro piechod od baze J k bazi e plati vztah
8.1:

e = [P, tedy
1 1 1 2 3 4 P11 P12 D13
1 10 = 3 1 3] |pa D2 pos
1 00 2 2 3 P31 P32 D33

~ > ~ 7 . 7 .
Ptehod'me pouze obé strany této maticové rovnice:

2 3 4 P11 P12 P13 111
3 1 3] -|pa pr ps3]|]=1(|1120
2 23 P31 P32 P33 1 00

S vyuzitim vyznamu nasobeni matic a rozepsanim tohoto nasobeni po sloupcich vlastné
soucasné fesime tii systémy linearnich rovnic:

2 3 4 D11 1 2 3 4 D12 1 2 3 4 D13 1
31 3| {pu]=1|1], |3 1 3|-{pe|=1{1], |3 1 3]-|Ips|=10
2 2 3 D31 1 2 2 3 D32 0 2 2 3 D33 0

Kazdy ze systémi najde jeden sloupec matice P. Protoze OVSEM vsechny tii systémy
maji stejnou matici A, lze je Fesit soucasné (feseni provedeme Gauss-Jordanovou meto-
dou, tj. matici A upravime pomoci ERU na matici jednotkovou), vektory pravych stran
napiSeme vSechny tfi za svislou ¢aru:

2 3 4[1 1 1 6 9 123 3 3 .
31 3[1 10 ~ |3 1 3/1 1 0] 2-r ~
2.2 3/(100)/) —nr 0 -1 —1]{0 -1 -1 (—1)
2 3 4] 1 1 2 3 4] 1 1 1
~l0 -7 6|-1 -1 3 |~|0 1 1] 0 1 1 ~
0 1 1| 0 1 0 =7 —6|—-1 —1 =3 /) +7-1
2 3 4] 111\ —-3-1m—ry 200/ 2 -8 -6\ -1
~l011] 011 —rs ~ | 010 1 -5 -3 ~
00 1|-16 4 00 1|-1 6 4
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100 1 -4 =3 1 -4 =3
~1010] 1 -5 -3 |=P=|1 -5 =3
001|-1 6 4 -1 6 4

Ve sloupcich matice P jsou soufadnice vektort €; v béazi f. Diky nalezeni matice
prechodu Py, nyni muzeme pfepocitdvat (jak plyne z véty 19) v opacném smeéru.

1
Napriklad vektor | 4 pomoci 8.3 prepocteme do bdze [ takto:
-2
1 b
Pzﬁg * 4 - 62
-2/, Bs) ;
1 -4 -3 1 A —9
1 -5 =3]-| 4 = |B| =(-13
-1 6 4 -2 . B3 s 15 ’
Priklad 34 Variace na priklad 33: Mate zaddny tytéz bdze e, [ jako v prikladu 33 a
-9
vektor | —13 | . Vypoctéte jeho souradnice v bdzi e, pokud je zaddna matice prechodu
15
f
1 -4 -3
Proe=|1 -5 -3
-1 6 4

1. zpusob Teseni, asi rychlejsi: Mohli bychom si napsat pfevodni vztah 8.3 a doplnit
do néj, co zname:

1 —4 -3 (07] -9
1 -5 3] -lax] =1|-13
-1 6 4 ag) . 15 ’
To je vlastné SLR, jehoz vyfeSsenim dostaneme
(65} 1
(6] = 4
(13 € _2 [+
2. zpusob feSeni: pomoci inverzni matice prechodu ng 5
1 -4 -3|1 0 O 1 -4 -3 1 00
1 -5 =3|0 1 0 -7 ~ 0 —1 0/—-1 1 0 (—1) ~
-1 6 40 0 1 +rq 0 2 1 1 01 +2 .19
1 -4 -3 1 0 0 +4-r9+3-13 1 00 2 2 3
~ 1 0 1 0 1 -1 0 ~ 010 1 -1 0
0 0 1] -1 2 1 00 1|-1 2 1
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[N}

2
:>Pejf: (1 -1
-1 2
3
0
1

8.1.2 Slozeni linearnich zobrazeni

Definice 25 SlozZenim dvou linedrnich zobrazeni vznikne opét linedrni zobrazeni:
o : V= V' (smaticit A), ¢ : V' — V" (s matici B) = slozené zobrazeni oy : V — V"
(s matici B - A) je zobrazeni:
o (V) :=Y(p(V)) ( cteme: zobrazeni 1 po @)

Napovéda: Nasobeni B - A matic dil¢ich zobrazeni provadime ve stejném potadi, jako je
napsano poradi zobrazeni ¥ o .
Piiklad 35 Méjme linedrni zobrazeni ¢ : R® — R3 zadané matici:

101 0 -1

A=101 2 1 2
203 -1 1

a zobrazeni ¢ : R® — R? zadané matici:

1 0 2
B:<1 -3 1)'

= Slozené zobrazeni 1 o ¢ : R> — R? je zadané matici:

5 0 7 -2 1
B'A_(3 -3 -2 —4 —6)'

Tedy slozenim prirazent

x x
) Y1 1 01 0 —1 )
3| =7 Y2 | = 01 2 1 2 o
Ty Y3 2 0 3 -1 1 Ty
Ts5 Ts5
a
hn a2\ (1 0 2 W
wl o (2)=(0 % 1) (»
Ys Ys
dostaneme prirazent
T T
2 2\ (5 0 7 -2 1 2
sl B (zz) (3 -3 -2 —4 —6) s
Ty Ty
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8.1.3 Zména matice linearniho zobrazeni pii zméné baze

Piiklad 36 Podivejme se nyni na obecny priklad zmeény matice linedrniho zobrazeni pri
zmeéné bazi vstupniho a cilového prostoru:

Uvazugme linedrni zobrazeni o : R3 — R? zadané v béznijch bdzich:

1 0 0
g=< o).(1]. {0 )1=<(3)®>
0 0 1
(11 =2\
matzczA—(l 9 3),15].

(-4 (-0
2 = . 2 =
s 1 2 3 3 Yo

Jak se zméni matice tohoto zobrazend, pokud bdze e prostoru R, f prostoru R? zménime

na baze e, f':
1 1 1
e_'=< o).(1].(2 >L=<G)(_21)>
1 1 0

Resen{: Slozime tfi linedrni zobrazent:
- piepocet baze v prostoru R?® (pomoci matice prechodu),
- zobrazeni ¢,
- prepocet baze v prostoru R? (pomoci dalsi matice prechodu).

Shrnuti prikladu: Obecné fec¢eno, pii zméné baze jednoho ¢ obou prostoru dojde ke
zméné matice linedrntho zobrazeni ¢ — slozi se s jednim ¢i dvéma linearnimi transforma-
cemi vstupniho ¢i cilového prostoru zpusobenymi zménou baze:

¢ v bazich e, f...zadané matici A, pfepocet vektort: yy = A - x,

¢ v bazich ¢, f...zadané matici A - P, prepocet vektort: yy = A- P - T

¢ v bézich e, f'...zadané matici @ - A, pfepocet vektort: yp = Q- A - 7,

¢ v bazich ¢, f'...zadané matici Q - A - P, piepocet vektoru: y5' = Q- A- P -z’
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» M Wy bdach e, (g) 4
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Definice 26 Linedrni zobrazeni 1 : V. — V' se nazgvd linedrni transformace (vstupni i
cilovy prostor je jeden a tentyz).

Linedrni zobrazeni 1 : V- — V' se nazgvd automorfismus (vektorového prostoru na sebe
sama), je-li navic bijektivnd.

Prikladem automorfismu je pravé prepocet souradnic vektoru zpusobeny zménou baze
(automorfismus — A je regularni a ¢tvercova).
Priklad 37 Urcete, jak se zméni matice

1 0 1
A=12 -1 1
0 3

—_
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na bazi

Regeni: Podobné pifkladu 36 s tim rozdilem, Ze zpétny prepocet baze je zaddn matici
inverzni ke vstupnimu prepoctu baze.

L))

: & NG
(xi)&} Y v bazi e: - ‘l *

. . ;1
]— X A i1 o 4 By ‘Jq s =
] B-x :(}_ -4 4 (1.1 =4 g__ 2 L
| "~ 0o 4 4 Ay Hs [ ST’E"“*
= —_—fTNy
co = % - I nod evo
o9y —_— e.ri. | o= .
o o " E Y-
209, —— —_— BoT
|ie= T | ~aT
N aplre . -
o R —_—— . e~ a
PP L W o == lolzos T22
-3 ] 2
o= —_— il 1||_ >... -
— i <~s g 2 F%
\". - —— ﬂll_- =
~ |3 - - crersE Wl ooT
-
T - O — g+ owo 90T
— ¥ |
v e 3 =0
ol
T= — .q_i -0 E_':.'_
- ) an L B Y
- Y y bisi € wabice P

|
I |
]

‘ . P =T }:; --__--:_1_?_
L EEE T
i 1 ¢12 2 o2 o\ M\ (¥ bl
cflEIE) ™ (3 2 2R

Definice 27 Ctvercové matice A, B jsou podobné, kdyz pro néjakou requldrni P plati:

B=pP'. AP

Poznamka: Podobnost je relace ekvivalence na mmnoziné ¢tvercovych matic. Prave
prepoctena matice B v ptikladu 37 je podobna k zadané matici A lin. transformace.

Tedy podobné matice A, B jsou matice téze linearni transformace — pouze se jednd o
vyjadreni této transformace v ruznych bazich.

Silné doporucuji: nékolikrat (pro ruzné otézky) si projdéte odpovédnik opakujici
obsah pfednasek 7 a 8:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/0dp/pred07_08_otazky_ano_ne.qref
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8.2 Cviceni 8
e cviceni na linedrni zobrazeni a jeho jadro a obor hodnot

Uloha 8.1 Linedrnd zobrazeni ¢ : R> — R3 je zaddno obrazy vektorii:

1 1 0 0 1 2
0 — 2 1, 1 — 11, 2 — 1
0 3 0 —1 —1 1

a) Naleznéte vyjadrent zobrazeni ¢ pomoci matice A.

1
b) Naleznéte viechny vzory vektoru | 1 | wvzhledem k zobrazeni .
1

Uloha 8.2 Linedrni zobrazeni v : R3 — R* je zaddno matici

N — —
— N = O
o O

a) Naleznéte bdzi a dimenzi jeho jadra Ker ().

b) Naleznéte bazi a dimenzi jeho obrazu Im(1)).

Uloha 8.3 Linedrnd zobrazeni ¢ : R> — R3 je zaddno obrazy vektorii:

0 0 1 1 1 1
2 — 11, 0 — 01, 1 — 2
0 1 0 1 2 3

a) Naleznéte vyjadrent zobrazeni ¢ pomoci matice A.

-1
b) Naleznéte vsechny vzory vektoru 2 | wvzhledem k zobrazent .
2
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Uloha 8.4 Linedrni zobrazeni v : R* — R3 je zaddno matici

110 2
B= -1 01 -1
2 2 4 3
a) Naleznéte bazi a dimenzi jeho jadra Ker(1).
b) Naleznéte bazi a dimenzi jeho obrazu Im(1)).
3 2 1
Uloha 8.5 Linedrni zobrazeni ¢ : R> — R® je zaddno matici A= | 1 0 2
1 2 -3

a) Zjistéte, na jakou mnozinu bodu se pri tomto zobrazeni zobrazi primka p = {[1+1t,2 —
t,1—t],];t € R}.

b) Vyjddrete zobrazeni ¢ pomoci obrazi tii vektori.

Uloha 8.6 Pro linedrni zobrazeni b : R3 — R* je

2 1 (1)
ger@)= (2. [ 0]]. mw=|]]
1 1 1

Sestrojte matici zobrazeni 1. Pokud zjistite, Ze takovych zobrazent existuje vice, staci nalézt
jedno z nich.

Uloha 8.7 Linedrni zobrazeni p : R®* — R? je zaddno matici A =

N O N
N = O
—

a) Napiste vyjadrent zobrazeni ¢ pomoci vzorce.

b) Naleznéte vsechny vzory vektoru | 2 | wvzhledem k zobrazeni .
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Uloha 8.8 Pro linedrni zobrazeni b : R* — R3 je

: ; 1 1
Ker(y) = o || 1 , Im(y) = 01,11
) 1 1 0

Sestrojte matici zobrazeni 1. Pokud zjistite, Ze takovych zobrazent existuje vice, staci nalézt
jedno z nich.

1 0
1 1
1 -1

Uloha 8.9 Linedrni zobrazeni p : R> — R? je zaddno matici A =

— O N

a) Zjistéte, na jakou mnozZinu bodi se pri tomto zobrazeni zobrazi rovina av: 2x — 3y +
z+1=0.

b) Vyjddrete zobrazeni ¢ jednoznacéné pomoci obrazi tii vektori.

Uloha 8.10 Linedrni zobrazeni ¢ : R®> — R® je zaddno matici

21 0
B=101 1
4 1 -1

Zjistete, zda je toto zobrazent
a) injektivni (pomoci baze a dimenze jeho jadra: ¢ je injektioni < Ker(p) = {0} ).
b) surjektivni (pomoci jeho obrazu Im(v)).

Uloha 8.11 Linedrnd zobrazeni ¢ je zaddno matict

120 1
B=2 01 -1
012 2
1
Naleznéte vsechny vzory vektoru v = | 1 vzhledem k tomuto zobrazend.
1

Uloha 8.12 Linedrnd zobrazeni ¢ : R® — R? md jddro

1
Ker(p)={p-| 1 |; pe€ R}
1

Napiste jeho konkrétni matici (staci jednu z moznosti, pokud reSend existuje vice) tak,
aby zobrazeni ¢ bylo surjektivni.
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9 Tyden 9

9.1 Kapitola 9: skalarni soucin vektori, velikost vektoru, kosi-
nova véta, odchylka vektori, Schwarzova nerovnost

9.1.1 Jiny pohled na determinant

N

a) Uz pii definici vektorového prostoru se objevuje nasobeni (skaldr krat vektor), coz je
zobrazeni T'x V' — V g jistymi tfemi dalsimi vlastnostmi (toto zobrazeni bychom
mohli nazvat jako akce télesa 7' na mnoziné V),

b) Kazda redlnd matice A typu m/n predstavuje linedrni zobrazeni ¢ : V — W, kde
dim(V) = n,dim(W) = m, toto zobrazeni splnuje tzv. podminky linearity:

pla-id+F-0) =a- @)+ - ¢(0)
c) Na determinant det(A) se lze divat jako na zobrazeni det : V™ — R, které pfifazuje n
radkum matice A redlné cislo det(ay, as, ..., ay),

- zobrazeni, které pritazuje n vektorum ¢islo se nazyva forma,

- plati D2:
det(Al, .., Gl oey Ay oevy ) = —det(@l, ..., @y, ..., Gy ..., Gy,)

...zdmeéna potadi dvou vektoru zmeéni znaménko obrazu, této vlastnosti rikdme,
ze forma je antisymetricka,

- plati D3: kazda soutadnice zobrazeni det spliuje podminku linearity:
det(ay, .., -+ -0, ....d,) = a-det(ai, ..., U, ...a,) + [ - det(ai, ..., U, ...dy,)

...Tfikdme, ze forma det je multilinearni = linearni v kazdé slozce.

= celkem muzeme uzavtit, ze determinant lze chapat jako antisymetrickou mul-
tilinearni formu, ktera n vektorum dimenze n priradi podle téchto pravidel realné
¢islo.

d) V této kapitole se budeme zabyvat zobrazenim typu skalarni sou¢in — zobrazenf V2 —
R, které pritazuje dvéma vektorum skalar a spliiuje jisté vlastnosti.

9.1.2 Definice skalarniho souéinu

Definice 28 Pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma V? — R se nazjvd skalarni

soucdin:

a. skal(u,d) > 0,Yu € V kromé nulového vektoru (d # 0)... pozitivné definitni,
(pozndmka: u této podminky vstupuge do operdtoru skal jen jeden, trebaze dvakrat!!!)



96 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

b. skal(u,v) = skal(V, @)...symetricka,

c. splnuje podminky linearity v kazdé sloZce — je multilinedrni pron = 2 ¢ili je bilinearni:
skal(a- i+ - U,W) = «-skal(i, @)+ (- skal(v, W)
skal(d,a0- T+ B - W) = «-skal(d,?) + B - skal(u, W)

...linearita vzhledem ke druhé slozce (= druhd z rovnosti) uz plyne ze symetrie a z
linearity v pront sloZce, takZe by se nemusela v definici uvddét.

d. a pro formu jesté dodejme, Ze skaldrni soucin je redlnd forma, tj. prirazuje dvéma
vstupnim vektorum rediné cislo (vysledkem skaldrniho soucinu vektori je skaldr).

Definice 29 Prostor (V;+;-), na kterém je definovan skaldrni soucin, se nazgvd Eukli-
dovsky vektorovy prostor.

Priklad 38 Nékteré priklady vektorovych prostori a skaldrniho soucinu vektori:

a) V = C{a;b)...prostor redlngch spojitych funkei na intervalu (a;b).

Pro f(x),g(x) € C{a;b) lze definovat:

skal(f(x / flx

Takto definovany skaldrni soucin opravdu spliuje vsechny ctyri poZadované vlast-
nosti: ad d) vysledkem urcitého integrdlu je redlné ¢islo; ad c) linearita skaldrniho
soucinu plyne z linearity integrdlu:

/ab(a-f1($)+ﬁ-fz(93)) r)de = a- /fl z)dr + 3 - /fz (z) da.

ad b) integrdl ze soucinu funkci f, g nezdlezi na jejich poradi, ¢ili plati vlastnost
symetrie; ad a) a plati téz vlastnost pozitivni definitnosti:

skal(f( / fA(z)dz >0
pro f(z) 0.

b) VR3 je skaldrni soucin vektori definovdn standardné:

skal(i, V) := uy - v1 + ug - vy + uz - v3

tato bilinedrni forma opét spliuje vSechny étyri vlastnosti (pozitivni definitnost,
symetrii, linearitu v kazdé slozce, vlastnost formy = vysledek je redlé ¢islo).
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Tento béziné uzivany skaldrni soucin lze napsat i ve vektorovém/maticovém tvaru:

Gl U1 100
skal(@,0) == (w1 ug ug)-|v2 | = (1 wp wg)-E-|va| =(ur up ug)-{0 1 0
U3 U3 0 01

V' predchozim zdpisu je dulezité, Ze vektor u je napsdn jako radkovy vektor a v
jako sloupcovy vektor, jinak by totiZ nebylo mozné jejich maticovy-vektorovy soucin
provést. Protoze disledné (asponi od Sesté predndsky dusledné, protoZe od té doby
provddime maticové ndsobeni), U vidy oznacuje vektor sloupcovy, tj. v ucebnici s

U1
presnym znacenim vidy wvidite soucin skal(u,v) = (u1 Us u3) - | v
U3
vyjddren jako skal(@,v) = 4’ -¥ (tj. vektor psany do Fddku oznacujeme jako vektor

transponovany).

c) Matice E v prikladu b) by mohla byt nahrazena libovolnou symetrickou matici A, jejiz
vsechny hlavni minory jsou kladné'’, tj. plati:

11 a1z 413
>0, |ag; age asgz| >0, ..., |A’ > 0.
a3; azz2 ass

ail a2

aip > O,
a21 A2

.. 4y. Klasicky definovany skaldrni soucin (b) neni jedind moznost, (¢) naznacuje i
dalsi moznosti. Kazda bilinedrni forma definovand vztahem

(%1
(%

skal(u, V) == (uy, ugy ...y tp) - A - (9.1)

Un

by mohla byt vzata jako definice skaldrniho soucinu, jestliZe matice A je symetrickd a
pozitivné definitni matice. Uspornyj vektorové-maticovy zdpis: skal(u,v) == u’ - A-¥.

Definice 30 Ctvercovd matice A 7ddu n je

a) symetrickd, pokud a;; = aj; (prvky soumérné vzhledem k hlavni diagondle jsou totoZné,
tj. plati A = AT),

b) antisymetrickd, pokud a;; = —aj; (proky soumérné vzhledem k hlavni diagondle se lis(
o znaménko).

"Matice, jejiz véechny hlavni minory jsou kladné, piedstavuje zobrazeni, které je pozitivné definitni.
Tato podminka o hlavnich minorech tedy zarucuje pozitivni definitnost takto definovaného skaldrniho
souc¢inu. Jesté to bude feceno jednou ve vété 22.
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c) pozitivné (kladné) definitni, kdyz Vi € R"™ kromé nulového vektoru (Z # o) plati:

X1

X2

(1, %9, ..., @py) - A - >0 (9.2)

Tn

(vektorové-maticové lze nerovnost psit T - A- T > 0).

Véta 20 (Shilov, str. 209) Symetrickd (¢tvercovd) matice A je pozitivné definitni <
vsechny jeji hlavni minory jsou kladné, tj. plati:

ail G2 013
>0, |as; Qoo aoz| > 0,,’A| > 0.

31 Aaz2 G33

a1 Qa2

ayp >0,
21 Q22

Definice 31 Necht (V;+;-) je Euklidovsky vektorovy prostor (= wvektorovy prostor se
skaldrnim soucinem) a necht (uy, ..., ux) je posloupnost vektori.
Pak Grammova matice je matice vSech moznijch skaldrnich soucini:

skal(uy,uq) skal(ui,us) ... skal(ui,ug)
G, ..., up) = <skal(%7¢,u?)>kxk = Skal(%%ul) skallig, i) .. shal{u, i)
skal(uy,uy) skal(ug,uz) ... skal(ug,uy)

Grammuv determinant detG(ui, ..., u;) je determinant z Grammovy matice.

Véta 21 (samozrejmd) Ze symetrie skaldrniho soucinu a definice Grammouvy matice hned
plyne, Ze Grammmouva matice je symetricka matice.

K ¢emu je Grammova matice dobra? Je to matice, pomoci niZz muzeme v mnoha
pripadech definovat skalarni sou¢in vztahem 9.1, tj. v mnoha ptipadech pro ni plati
vSechny vztahy a vlastnosti, které plati pro skaldrni soucin. Ve kterych mnoha piipadech?
V téch, kdy Grammova matice je matice pozitivné definitni, protoze to je jenom nékdy:

Véta 22 (Zlatos, str. 255) V Euklidovském vektorovém prostoru: Vektory uy, ..., uj jsou
linedrné nezdvislé < jejich Grammouva matice je pozitivné (kladné) definitni.

Cili pro kazdou uspofddanou k-tici linedrné nezévislych vektoru je G(ui, ..., uy)
matici, pomoci niz Ize definovat skalarni sou¢in na k-rozmérném podprostoru
L(ui, ...,ux) témito vektory generovaném, vztahem skal(Z,7) := 7T - G(uy, ..., ur) - ¥,
protoze Grammova matice je symetrickd a pozitivné definitni, a tedy timto vztahem
definuje pozitivné definitni (a) symetrickou (b) bilinearni (c) formu (d) skaldrniho soucinu.
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9.1.3 Fyzikalni a geometricky vyznam skalarniho soucinu

Fyzikalni vyznam skalarniho soucinu v aritmetickém vektorovém prostoru:
pokud posunujeme skiin do vzdalenosti a sméru d a tlacime na ni kolmo na smér posunuti,
nevykoname zadnou praci, tj.:

W=F.d=0

AR o W

AY
[4

5 o
L o
|
Tedy se zd4, ze na préaci vykonanou ve sméru d bude mit vliv ta ¢dst sily F , kterd bude
pusobit ve stejném sméru jako d.

/S LSS
g‘E/JQ'S (3‘71 S0

— : >
Fq |3 = =7 3
e, PR
(A

Kdyz pusoblme na skiin v 81kmem smeéru, silu F lze rozlozit na soucet sil F) 1, Fg

Sfla F 1 nevykond ve sméru d 74dnou pram (viz predchozi obrazek).

Na préaci ve sméru d mé vliv jen sila F2 Z toho plyne pouceni, ze skalarni soucin
VyJadruJe miru vlivu vektoru F ve sméru d (mira vliva Fj je vyjadrena prumétem kolmym
F do sméru d).

12l = [F]]-cose
W=F-d=|[F||-[|d|]-cose = |ld[| - |[F[| - cose = [|d] - [|Fz]

Prace vykonana pii posunuti ve sméru a délce d pusobenim sily F je rovna skalarnimu
souéinu d - F.

(Pfi skaldrnim souéinu sestrojujeme prumét kolmy jednoho vektoru do sméru druhého
vektoru.)

Geometricky vyznam skaldrniho souéinu: obsah obdélnfku o strandch ||d|| a
(IIF]] - cos ).
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9.1.4 Velikost vektoru a jeji vlastnosti

Diky vlastnosti pozitivni definitnosti (a) ze skaldrniho soucinu, aplikované na jediny vektor
s vysledkem nezaporného cisla pravé muzeme dobte definovat velikost vektoru .

Definice 32 Norma (= velikost) vektoru 4 na FEuklidovském prostoru se definuje

||| == \/skal(d@, ).

Poznamka 1: Na pojmech skalarni sou¢in dvou vektoru a velikost jednoho vektoru je
krasné to, ze vypoctené redlné ¢islo nezavisi na bazi zvolené pro skaldrni soucin (tj. pro
Grammovu matici).

Tj. tyto pojmy jsou ptikladem tzv. invariant® neboli veli¢in, které nezavisi na volbé
baze v daném Euklidovském vektorovém prostoru.

Poznamka 2:Na prostoru R? poéitame velikost vektoru vlastné na zakladé Pythago-
rovy véty, protoze trojuhelnik vznikly prumétem na jednu z os souradného systému

e
IR0 =4 My M

Poznamka 3: Nicméné predchozi definice umoznuje definovat velikost na jakémkoli
vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem (tedy zjednodusené feceno, vztah pro
velikost vektoru je zobecnénim Pythagorovy véty), a sice pomoci vlastnosti (a) skaldrniho
soucinu, kterd priradi jakémukoli vektoru @ € V' kladné ¢islo pro @ # ¢ a nulu pro @ = 0.

Ad ptiklad 5: I na prostoru spojitych funkei na intervalu, jehoz dimenze je nekonecna,
1ze docela dobte definovat velikost vektoru (funkce) pomoci skalarntho souéinu:

b
1f(@)]] == v/ skal(f (), f(x)) = \// J*(x) dzx

(pozitivni definitnost skalarniho sou¢inu zarucuje, ze pod odmocninou bude nezéporné
¢islo, vysledkem odmocnéni je tedy vzdy ¢islo redlné).
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Véta 23 Viastnosti normy (= wvelikosti) vektoru: pro ||v]| na Euklidovském vektorovém
prostoru plati:

a) ||u|| >0, pricemz ||u|| = 0 < @ = & (pozitivni definitnost),
b) [la-dl| = |af - [[@]| (homogenila),
c) ||+ 3| <||a|| + ||U]] (trojihelnikovd nerovnost),

d) pro @ # 0 lze vektor @ tzv. normovat = ,prodlouzit ¢i zkratit* na velikost 1 nasledovné:
Jestlize U je vektor obecné nenulové velikosti, tak vektor ﬁ U je vektorem s velikosti
rovnou 1.

Poznamka ad (c). Trojihelnikovd nerovnost je jakymsi zobecnénim klasické
trojuhelnikové nerovnosti v roviné, viz obrazek s oznacenim stan trojihelnika pomoci
vektoru, jejichz velikosti v nerovnosti vystupuji:

9.1.5 Odchylka vektori a Schwarzova nerovnost v R"

Poslednim pojmem, ktery jesté ma dobry smysl zobecnit, je odchylka vektoru «, #; u
volnych vektoru v roviné (ad piiklad 3) je to tdhel, ktery vektory sviraji, jestlize jeden
rovnobézné posuneme tak, aby poc¢atecni bod obou vektoru byl stejny:

-
— Ay Py
— -
MZ- M N /F",_“"
%)
w

V R" 1ze odchylku vektoru vyjadiit pomoci kosinové véty:

A =a®>+b>—2ab-cosa
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prechazi v nasem oznaceni do tvaru
17— al* = [|71* + ll@]]* — 2/|7]| - |@]| - cos .
Levou stranu této rovnosti lze psat
skal(V — @, — @) = [|0]* + ||@]|* — 2[|4]| - [|@] - cos
a upravit na
|11 + [Jl|* — 2 - skal(d, &) = ||T]|* + [|a]|* — 2[|7] - ||| - cos ¢,
jesté zjednodusme na tvar
—2 - skal(u,v) = =2||d]| - ||V]| - cos, respektive skal(w,v) = ||d|| - [|V]| - cos .
Odtud plynou dvé véci: a) vyjadienim

skal(u, U)

IERED

cos Y = (9.3)

dostavame vzorec pro odchylku dvou vektoru ve smyslu orientovanych usecek; ~
b) protoze 1 < cosp < 1, lze rovnost skal(u,v) = ||| - ||U]| - cos ¢ zprava i zleva doplnit
nerovnostmi
=l - 9]l < skal(u, v) < [lal| - |v]],

coz je zndmo jako Schwarzova nerovnost |skal(d,v)| < ||d| - ||T|| vektort ve smyslu
orientovanych usecek (a dokonce vime, ze rovnost nastava pro ¢ = 0).

9.1.6 Odchylka vektorii a Schwarzova nerovnost v obecném euklidovském
prostoru

Lze néjak obecné definovat odchylku vektoru a dokazat Schwarzovu nerovnost i pro ty
vektorové prostory, kde je skalarni soucin definovéan jinak nez v R"? Ano, vétsinou tak,
ze dokazeme Schwarzovu nerovnost pro vektory (z obecné definice naseho predmétu) a
odvodime z ni vzorec pro odchylku obecné chapanych vektoru:

Véta 24 (Schwarzova nerovnost) Na euklidovském vektorovém prostoru V'  plati
Yu, v e V:

|skal(a, )] < [[a]] - [|o]| (9:4)

(a rovnost nastdvd, kdyz oba vektory jsou linedrné zdvislé, tj. i@ = k - U, neboli jejich
odchylka je rovna nule).
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Dikaz: Neni slozity, ale vyzaduje pojem ortogonalni projekce vektoru ¢ do sméru
vektoru u, takze ji dokazeme az v nasledujici kapitole. [J.

Poznamka. Stale v obecném pripadé nemame tihel ¢ — k nému dospéjeme takto: 9.4
upravme vydélenim'® na tvar

a nyni si uvédomime, ze hodnota zlomku %m lezi v intervalu (—1;1), stejné jako

defini¢ni obor funkce arccos z, a tedy kazdé hodnoté zlomku % Ize pritadit hodnotu

cos ¢ a dostavame stejny vzorec 9.3 nyni v jakémkoli obecném vektorovém prostoru.

Definice 33 Pro nenulové vektory u,v z Fuklidovského prostoru lze definovat jedno-
znacné odchylku ¢ vztahem:

skal(d, U)

Cosp 1= ————=
] - (|91

tj. pro hodnotu zlomku z intervalu < —1;1 > priradi funkce arccos(x) thel ¢ interval
< 0;m > jednoznacné, tj. na < 0;m > existuje pravée jedno ¢ splnujici dany vztah.

Poznamka: Zname-li odchylku, muzeme vyjadrit hodnotu skalarniho soucinu obou
vektori:
skal(@,) = |[] - 17| - cos .

Ad priklad (38-a): V' = C(0; §) je prostor redlnych spojitych funkci na intervalu (0; 7).

Kdyz vezmeme f(x) = sinx, g(x) = cosz, jakd je odchylka téchto dvou vektoru v
obecném smyslu? Potiebujeme tii véci:

N | —

skal(f(x /f dx—/zsinx-cosxda::---: ,
0

1f(@)]| = [Isinz|| = \//02 flz)?de = \//0281n2xda:: =
lg(z)|| = [[cosz| = \//029(37)2d33= \//02005233(133:--- =

18Pfedtim musime piedpoklddat, ze i # 0 a T # & ... ale tuto situaci lze vyf¥esit tieba tak, Ze odchylku
vektoru, z nichz alespon jeden je nulovy, lze definovat jako 0.

S

<[S




104 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

a dosazenim do vzorce pro cos ¢ dostaneme

 skal(@,v) 52
T T T

2

odtud ¢ = arctg% = 0,5669 rad, coz je asi 11, 5°.

9.2 C(Cviceni 9

e matice prechodu, zména matice zobrazeni pii zméné baze

Uloha 9.1 Prepiste zobrazeni ¢ : R® — R3 z prikladu ¢islo 8.1 zadané vzhledem ke
standardni bazi na vstupu @ na vystupu do tvaru zadaného na vstupu i na vystupu vzhledem

k bdzi

vyjddrete souradnice vektoru v vzhledem k bdzi

1 1 0
a= -1 1,1 2], 1
0 1 2
Uloha 9.2
2 1 0 0
v=1 1 pro bdzi o = 01, 11, 0 ;
0/, 1 1 3
vyjddrete souradnice vektoru v vzhledem k bdzi
2 0 1
B = 2 1, 2 1, 1 .
1 -2 0
Uloha 9.3
2 1 0 0
U= 1 pro bdzi o = 2 1, 1], 1 :
-1/, 3 1 -1

2 1 1
8= 21, (o], |1
1 1 0

Uloha 9.4
1 1 1 0
v=| —1 pro bdzi o = 1], 01, 1 ;
0 2 —1 1

«

vyjddrete souradnice vektoru v vzhledem k bdzi

~1 2 1
B= —1|,(o],[1
1 3 0



Algebra 2 (MA 0005) 105

Uloha 9.5 Prepiste zobrazeni ¢ : R*> — R? zadané vzhledem ke standardni bdzi na
2 1

-1 3

~(1)(1)

Uloha 9.6 Prepiste zobrazeni ¢ : R> — R? zadané vzhledem ke standardni bdzi na
11

2 4

vstupu 1 na vystupu matici D =

VRS

) do tvaru zadaného na vstupu i na vystupu

vzhledem k bdzi

vstupu 1 na vystupu matici D = ( ) do tvaru zadaného na vstupu i na vystupu

vzhledem k badzi
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10 Tyden 10

10.1 Kapitola 10: Ortogonalita vektort a jeji vyuziti

V piikladu fyzikélniho vyznamu skalarniho souc¢inu byla fe¢ o kolmém priumeétu — musime
se tedy chvili vénovat pojmu kolmost. Ke kolmému prumétu vektoru do podprostoru se
dostaneme ve tietim oddilku této kapitoly.

Definice 34 a) Vektory u,v v Euklidovském prostoru jsou ortogondlni, kdyz plati:
skal(u,v) = 0.

Poznamka: Nékdy se zaménuji pojmy ortogonalnost a kolmost. Kolmost definujeme
v R™ pro vektory u,v, které jsou nenulové. Ortogonalnost piipousti, aby néktery z
vektoru @, U (nebo oba) byl nulovy, je to tedy obecnéjsi pojem nez kolmost.

Casto je pii praci s bazemi vektorovych podprostort vhodné, aby v nich byly vektory,
které jsou navzajem ortogonalni.

Definice 45 b) Bdze podprostoru, nebo libovolnd posloupnost nezdvislych vektoru je:
a) ortogondlni, jestlize kazdé dva vektory z této posloupnosti jsou ortogondln,
b) ortonormdlini, jestlize je ortogondlni a velikost vsech vektoru je normovand (= 1).

Poznamka: Grammova matice ortogonalni baze vektoru je diagonalni, grammova
matice ortonormalni baze je jednotkova.

Pokud uz mame ortogonalni matici, 1ze definovat i ortogonalni zobrazeni. Ortogonalni
zobrazeni pak bude prirozené reprezentovano ortogondlni matici.

Definice 45 ¢) Ctvercovd matice A je ortogondlni, jestlize jeji sloupce jsou navzdjem
ortogondlnd.

Linedarni zobrazeni ¢ : V. — W je ortogonalni zobrazeni, jestlize zachovdvad vysledek
skaldrniho soucinu, tj.:

skal (i, V) = skal(p(@), p(V))

Poznamka: Protoze norma vektoru se definuje pomoci skalarniho soucinu, ortogonalni
zobrazeni zachovava i normu = velikost vektortu. Tedy ortogonalni zobrazeni zachovava i
odchylky vektoru, protoze odchylka se definuje pomoci skalarniho souc¢inu a normy.

Dalsi poznamka: Pojem ortogonalniho zobrazeni je vuéi praci s maticemi trochu
zavadéjici, protoze kazdé ortogonalni zobrazeni je zaddno ortonormalni matici. Mohli
bychom tedy spise mluvit o ortonorméalnim zobrazeni, ale tento pojem se nepouziva —
ortogonalni znamena ,,zachovavajici thly“, i kdyz pro tento 1cel potiebuje byt definovano
matici ortonormalni.
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10.1.1 Ortogonaliza¢cni Grammuv-Schmidttv proces

Pojdme nyni k otézce nalezeni ortonormélni/ortogondlni béze jistého vektorového pod-
prostoru, kdyz je ndm znama jeho baze wuj,us, ..., ur, kterd ortogonalni neni. Obecné
nasledujici véta plati i pro vektory linearné zavislé — jeji dukaz je konstruktivni a bude
vysvétlen na piikladu.

Véta 25 Grammaiv-Schmidtiv ortogonalizacni proces: Necht i, us, ..., ur jsou vektory
euklidovského prostoru = existuji po dvou ortogondlni vektory €1, e, ..., € tak, Ze plati

L(uy,us, ..., u) = L(€1, €3, ..., €1).

Poznamka: V ramci predchozi véty lze Tici, ze vlastné nalezené vektory €1, €3, ..., €x
tvofi mnozinu ortogondlnich generdtoru vektorového prostoru L(uj,us, ..., uy). Jestlize
nékteré z vektoru ¢; jsou nulovymi vektory, jejich vypusténim dostaneme ortogonalni
bézi €1, €3, ..., € vektorového prostoru L(uy,us, ..., uy), kde I < k. Tedy celou ptedchozi
vétu lze formulovat i nasledovneé:

Jestlize ui,us, ..., u) jsou vektory euklidovského prostoru, pak existuji po dvou orto-
gonalni nenulové vektory €7, €3, ..., ¢; tak, ze | < k a plati

L(uy, uy, ..., ur) = L€, é3, ..., €).

Piiklad 39 Naleznéte ortogondlni bdzi podprostoru U = L(u, uy, u3):

S = O =

Reseni: Mohli bychom nejprve vyfadit néktery z vektort, pokud je zavisly na téch
ostatnich; kdyz se tomu vyhneme, podivejme se na to, jak si s tim nasledujici algoritmus
poradi:

...prvni z konstruovanych vektoru nechame byt,

©
p—_
oy
I
g
S
I
— o = o

b) Hleddme
€ =p1- € +us/ - €

...musime ur¢it nezndmou konstantu p;, vyuzijeme ortogonality €7, €5 tedy toho, ze
plati skal(eég, é3) = 0:

o L. —skal(eq, us —4 2
0 = py - skal(é1, €1) + skal(é1,uz) = p1 = W =% =73



108 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

Nasli jsme tedy vektor:

[\
=N = O

c) Hleddame
€3:=p1-€+p2-e+uz/ e
€31 =p1-€1+pr-E+uz/ €
~. ~ ’ s s s 7z s~ ,~ v 7 o . ~
... pTi urc¢eni neznamych konstant py, po vynasobime zvlast tutéz definiéni rovnici uz
zkonstruovanymi vektory €7, €5 — zatim sice €3 nezname, ale protoze skal(ei, e€3) = 0,

skal(é3,é3) = 0, tak €3 z rovnic vypadne a dostaneme 2 rovnice pro 2 nezndmé
konstanty py, pa:

0 = py-skal(éq, 1) + po - skal(él, é) + skal(éq, u3)
0 = py-skal(el,es) + po - skal(ey, €3) + skal(éy, u3)
1
4 4
0=0 - —— = =1
+ P2 373 D2
Nasli jsme vektor:
0 —1 1 0
1 |1 i 0 0
o= . 3 =
1 1 0 0

Pokud jsme nevyloucili uz zavisly na vektorech wui,us, tak Grammuv-Schmidtuv
proces najde e3 = 0, a ten do baze nebereme, i kdyz je ortogonalni k €7 i k €5.

Odpoved: L(uy,us,u3) je vektorovy podprostor dimenze 2 a jeho ortogondlni béze je

napr.:
0 -1
. 1] . 1
ci=1q]:2= 3
1

Wl

1
3

(Atd., pfi vétsim poctu vektoru hleddme eq := p; - €1 + po - €5 + p3 - €3 + Uy a kdyz
tuto definiéni rovnost vyndsobime zvlast vektory €1, €5, €3, dostaneme tii rovnice pro tii

neznameé pq, pa, p3-)
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10.1.2 Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru
Definice 35 Mnoziny vektoru A, B jsou ortogondlnt, kdyz:

Va e A, beB: vektory a, l;jsou ortogondlnf.
(Znacime A L B.)

Z linearity skalarniho sou¢inu plyne, ze mnoziny A, B jsou ortogonalni praveé tehdy,
kdyz jsou ortogondlni i vektorové podprostory (A), (B) jimi generované. Proto ma smysl
nasledujici definice:

Definice 36 Kdyz U je wektorovy podprostor euklidovského prostoru V, tak
ortogondlni doplnék U+ podprostoru U v prostoru V se definuje jako mnoZina viech
vektoru ortogondlnich k U :

Ut ={7 eV :ska(¥ i) =0ViecU}
Véta 26 a) Ortogondlni doplneék U~ je vektorovy podprostor,
b) V =U + Ut (tzn. primy soucet, tj. UNUL =0, dim(V) = dim(U) + dim(U%)),
c) (UH):=U,
d) (U+9)t=U0+nS+,

e) (UNS)t=U*+ 5t
...(d,e je vlastné jakousi analogii de Morganovijch pravidel (viz Zdklady matematiky,
kap. 4) pro vektorové podprostory U, S euklidovského prostoru V.

Piiklad 40 V prostoru R* je ddn podprostor

1 1 2

. 0 o 2 5 1
U:<1: -1 , U = 3 y U3 = 0 >

2 —2 2

Najdéte ortonormdlni bdzi podprostoru U+.

Reseni: Nejprve z vektort uj,ud,us eventudlné vyloucime vektor zdvisly na téch
ostatnich; pokud bychom na to zapomnéli, algoritmus si s tim stejné poradi. Déle
zapiseme do rovnic kolmost vektoru ¥ na kazdy z vektoru w7y, s, us:

Pro 7 € U+ plati:

skal(Z,u1) = 0
skal(Z,u3) = 0

2
skal(Z,u3) =
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To je SLR:
Ty —x3+2rx4 = 0 1 0 —1 210
T+ 22+ 33— 204 = 0 —rp o~ 02 4 —410 2~
2x1 + 22 + 20, = 0 —2-1 01 2 =2|0/) —5-1
10 -1 20 to= s
~fo1 o2 20 st T
00 0 00 o
Ty = t
Tedy fesenim SLR jsme nasli vektory z U+:
. 2
= E
1

...linearni kombinace bazickych vektoru, zortogonalizujeme Gr.-Schm. procesem:

1 1 —2
- —2 - —2 2 -
€1 = 1 |&2=h 1 0 /- €i
0 0 1
—1
- 0
=0 = 6pp—6=>p=1=e6= 1
1

Vektory znormalizujeme a piipravili jsme

Piiklad 41 Naleznéte bdzi podprostoru W+
genni soustavy:

bézi prostoru U+:

T

, je-li W zaddn jako podprostor reseni homo-

3x1 4+ 31 + 223 + Ty 0
31’1 — 2512'3 — 93’}4 =0
T3+ x4 = 0

Reseni: W je mnozina vsech vektoru 7, pro které plati:

3 3
31 ) 0
skal< 9 ,x) = O,Skal< 9
7 -9

= O O

,f) :O,skal<

\.&l
N———
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3 3 0
1 - , 3 0 0
...tedy W~ je pravé podprostor generovany vektory NEEIEE
7 -9 1
Oveérime pouze, zda tyto vektory jsou linearné nezavislé:
3 0 —2 =9 3 0 -2 =9 g g 8
33 2 7| - ~ |03 4 16 :JVL::< Sl o] )
00 1 1 00 1 1 . 9 1

10.1.3 Ortogonalni projekce vektoru do podprostoru

vvvvvv

¢i nejcastéji pouzivany, a sice pojem tzv. ortogonalni projekce vektoru do podprostoru.
K ¢emu to potiebujeme?

a) Pokud chceme napf. urcit odchylku vektoru od podprostoru, promitneme tento (ne-
nulovy) vektor kolmo do daného podprostoru, a urc¢ime odchylku vektoru a jeho
prumétu,

b) Ortogonélni projekeci budeme pottebovat pii konstrukei n-rozmérného objemu,

c) Pii vypoctu skaldrniho ¢ vektorového soucinu pracujeme s kolmymi pruméty vektoru
do sméru druhého vektoru (u skaldrniho souc¢inu) a do sméru kolmého na druhy

vektor (u vektorového soucinu). Rozklad vektoru na soucet dvou vektoru, které jsou
na sebe kolmé, lze tedy spocitat s vyuzitim kolmého prumeétu.

Definice 37 Ortogondlni projekce nenulového vektoru v do podprostoru U je wvektor I
takovy, Ze:

F+ij=7
kde 7 € U, € U™

"\

r
/TE‘ v

A

(Vse se odehréava v euklidovském prostoru, protoze bez skalarniho sou¢inu neni
umoznén pojem kolmosti.)

Konstrukce ortogonélni projekce bude vysvétlena na prikladu.
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4
Priiklad 42 Naleznéte ortogondlni projekci vektoru v = :; do podprostoru genero-
4
vaného vektory:
1 1 1
- |1 N N
1= 2= g W= | 9
1 3 -1

Reseni: Podivejme se, zda u7, u3, u3 jsou linearné nezavislé, a vybereme z nich bazi:

111 1 11 1 1 111 1
100 3 —ry o~ 0 -1 -1 2 (=1) ~ 01 1 =2
12 2 -1 -7 o 1 1 =2 +7ra 000 O
1 0
, . 1 . 1
:>bazeU:<w1: =1 >
1 -2

Protoze projekce T € U, lze & vyjadrit jako linearni kombinaci w?, wh:

T=a W +ag-wy = U =7+ y, kde skal(Z,y) = 0. Dosazenim za & do vyjadieni
vektoru ¢’ mame
172041'11714‘062'11?2—'—]7.
Nyni vyndsobenim této rovnosti zvlast vektory w, w, dostaneme dvé rovnice, ze kterych
vypadne ¥, protoze y L U = L(wy, ws):

skal(V,w)) = - skal(wy,w)) + ag - skal(wy, wy) + 0

U
skal(U,ws) =« - skal(wy, wy) + ag - skal(wy, wy) + 0

4 1 0
. —1 . 1 - 1 N 42041'4—|—062 O N -1 — _9
L N R B B —12=0;-04ay-6 @ =La=
4 1 —9
1 0 1
1 1 —1
=1r=1 1 —2. 1 =1 _
1 —9 5
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Poznamka: Vektor i lze nyni uz snadno vyjadrit:

1 1 3
e e I
-3 -1 —2
4 5 1

Priklad je hotov. [J

Projekce vektoru v do sméru jednoho vektoru u: toto je specidlni piipad
predchoziho prtikladu, ktery najde vzorec projekce do jednorozmérného prostoru. Ve
skriptech neni odvozeno, ale odvozeni je na videu 09, v dobé 1:17:30 az 1:22:30.

Ziskdvame vzorec

7
) = 2 10.1
pa(V) = —— - (10.1)

Duikaz Schwarzovy nerovnosti (véty 24): viz video 10, ¢as 1:32:00 az 1:44:00, s
vyuzitim ptredchoziho vzorce 10.1 pro projekci vektoru ¢ do sméru vektoru .

Silné doporucuji: nékolikrat (pro ruzné otézky) si projdéte odpovédnik opakujici
obsah ptrednasek 9 a 10:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/0dp/pred09_10_otazky_ano_ne.qref

10.2 Cviceni 10: Ortogonalni doplnék, ortogonalizace, orto-
gonalni projekce
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11 Tyden 11

11.1 Kapitola 11: Vlastni ¢isla a vlastni vektory linearniho zob-
razeni; konstrukce matice zobrazeni pomoci vlastnich vek-
toru

Zde je mozna uziteéné zminit jeden dalsi pojem: vektor, ktery se zobrazi na svuj vlastni

nasobek, se nazyva vlastni vektor; a dana nasobend hodnota se nazyva vlastni hod-
nota.

Definice 38 Viastni vektor linedrni transformace ¢ : V. — V je takovy NENULOVY
vektor U, ktery se zobrazi na svij vlastni ndsobek, tj.

A-v=\-7.

Cislo A z prdvé uvedené rovnosti nazyvame vlastni hodnotou ndleZejici k vektoru v vzhle-
dem k zobrazeni p.

11.1.1 Vlastni cisla a vlastni vektory linearni transformace — geometricky
nazor (hlavné viz priklad 43)

Priklad 43 Vlastni ¢isla osové soumérnosti nalezena z geometrického nazoru:
viz video 11, doba 8:00 az 16:00.

Véta 27 a) vy, ...v;, jsou vlastni vektory redlné matice A, kazdy s jingm vlastnim céislem
= jsou linedrné nezdvislé.

b) Vlastni vektory odpovidagici jedné vlastni hodnoté tvori vektorovy podprostor.

Dukaz:

ad a) Dokazme indukei: za prvé: m = 1..vektor ¢ je linedrné nezavisly, protoze je
nenulovy:;

za druhé — dokazme indukéni krok:

tvrzeni plati pro m — 1 vlastnich vektoru matice A =
= tvrzeni plati pro m vlastnich vektoru matice A.

Predpokladejme sporem, ze nenulovy vektor v,, je zavisly na vektorech v7, vs, ...,
Um—1, tJ
U?n:Oél'171+042'?72+...+04m_1'17m_1

a soucasné néekteré a; # 0.
Vynéasobme danou rovnost matici A a vyuzijeme prevodu pomoci A - v; = \; - 0;:

A Uy = Q1 " A1~ 01 + Qo Ay Ua+ oo+ Q1 - A1 * U1
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Pokud od této rovnice odecteme \,,-nasobek rovnice
U = Q1 - 01 + Qg » U3 + oo + Q1 * U1,

dostaneme:

—

0= (1/1()\1 — )\m) . ’U_i + ...+ am—l(/\m—l — )\m) *Um—1-

Na zéakladé indukéniho predpokladu nyni musi byt vSechny koeficienty rovny 0,
protoze 1, ..., Uy,—1 jsou linedrné nezavislé = \; = \,,...spor s tim, ze vSechny \;
jsou ruzné.

ad b) Prostor vlastnich vektoru pro jedno stejné A je uzavien na linedrni kombinace:

A0y

>\'U_’ — — — — — —
S ! = A (a10] + ag03) = a1 - A- 01 + ag - A - 05 = Magvg + ags)
A'UQ = )\"UQ

...a101 + apvy je vlastni vektor pro totéz A. Dukaz je hotov.

11.1.2 Nalezeni vlastnich cisel a vlastnich vektort algebraicky

Vyjdeme z definiéniho vztahu

A-
(A-

E)-

<y
|
QL >
e
<y

<y

>

...vlozenim jednotkové matice E se prava strana rovnosti nezméni, ale nam se tim
padem podari vytvorit na obou stranach rovnosti matice stejného rozméru, které muzeme
od sebe odecist.

Prevodem pravé strany na levou a vytknutim o' vidime, ze vektor ¢'lezi v jadru zobrazeni
A — X\ E, protoze se timto zobrazenim zobrazi na nulovy vektor!!!

V jadru Ker(A — X - E) vzdy lezi vektor v = 0, ale ten néds nezajiméd, protoze nulovy
vektor se nepovazuje za vlastni vektor.

Vlastni vektory v jaddru Ker(A—X- E) lezi tehdy, kdyz systém (A—\-E)-U = ¢ m4 ne-
kone¢éné mnoho reseni. Tj. nalézt vlastni vektory u ¢tvercové matice A je totéz jako nalézt
nenulové vektory jadra Ker(A—\-FE), tj. nalézt nenulova feseni systému (A—\-E) - = 0.

Aby tedy nenulova teseni systému (A — A\ - E) - ¥ = ¢ vubec existovala, musi tento
systém mit vice nez jedno (nulové) feseni — tj. podle Frobeniovy véty musi mit tento SLR
feSeni nekonecné mnoho, tedy piislusny schodovy tvar matice musi mit aspon jeden nulovy
radek, ¢ili matice (A — X\ - E) je singularni, néktery fadek je zavisly na téch ostatnich, tj.
determinant této matice je roven nule.

Odtud plyne nasledujic ALGEBRAICKY postup nalezeni vlastnich cisel a
vlastnich vektori:

krok 1 : Nejprve najdeme vlastnf ¢isla: Resfme rovnici det(A—\-E) = 0... jedind rovnice
s jedinou neznamou A ... najdeme tim vSechna vlastni ¢isla.
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krok 2 : Do systému (A — X\ - E) - ¥ = ¢ dosadime konkrétni ¢islo \ a piislusné vlastni
vektory nalezneme jako nenulova feseni tohoto SLR.

0 3) zadaného

Piiklad 44 Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory lin. zobrazeni A = (3 5

L 1\ . 0
v bdzi €1 = 0 ea={q)

(zobrazeni ¢ : R? — R%je transformaci roviny).

Reseni: viz pfednéska. Postup je velmi podobny postupu v nésledujicim piikladu, jen
se jedna o jednodussi piiklad nez ten nasledujici, protoze je zde o dimenzi méné.

0 0 =2
Priiklad 45 Naleznéte viastni ¢isla a vlastni vektory lin. zobrazeni A= | 0 —2 0
-2 0 3
1 0 0
zadaného v bazieir = [0, es=[1],e3=10
0 0 1

(zobrazeni ¢ : R® — R3je transformact trojrozmérného prostoru).

Reseni: Prvni krok — najdeme vSechna vlastni ¢isla vyfeSenim rovnice pro nezndmou

A

det(A—X-E) = 0
0-XA 0 —2
dt| 0 —2-X 0 =0
—2 0 3—-2X
(B=A) - (N+2\)+4-(A+2) = 0
A+2)-BA=A2+4) = 0

:>>\1 = -2

-3+xv94+16 3 5
/\273 = 2+ :éiéﬁ/\gz—l,)\gzél

Druhy krok: Najdeme vlastni vektor piislusny ke kazdému vlastnimu ¢éislu:

A1 = —2: TeSime SLR:

U1 0 2 0 =210 2 0 =210
(A= (=2)-E)-[ve] =10 00 0/0 ~ 00 0/0
U3 0 -2 0 510 +r 00 3|0
0 0
= v =0,vp=tvz=0teR=vlastnismér:t- |1 | =>v1=|1
0 0
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Ay = —1: feSime SLR:

U1 0 1 0 —210 1 0 —210
(A= (=1)-E)-lva | = {0 0 -1 010 ~ 0O -1 00
U3 0 -2 0 4]0 +2-1r 0O 0 0|0
2 2
= Uy = 2,090 = 0,093 = t;t € R = vlastni smér: t- [ 0 |. Tedy = v3 = | 0
1 1
A3 = 4: fesime SLR:
U1 0 4 0 =210
(A—4-E)- (v =10]: 0 -6 0]0 N( 3 _(6) g 8)
U3 0 -2 0 —-110
_1 _1
2 2
= U3 = —%5,v3 = 0,033 = t;t € R = vlastni smér: ¢+ [ 0 |, vektor o3 = [ 0 | je
1 1

prislusnym vlastnim vektorem. Vlastni vektory i vlastni ¢isla jsou nalezeny.

11.1.3 Diagonalni matice linearni transformace
Dtive nez se pustime do dalsich véci, dokon¢ime nyni zkouméni vlastnich ¢isel a vlastnich

vektoru vzhledem k ortogonalité (teorie 4+ nésledujici priklad viz Kovar, str. 122-128):

Vratme se k situaci ngjaké linedrni transformace ¢ : V' — V' zadané ve dvou ruznych
béazich: maticif A v béazi e a matici P~!- A- P v bazi ¢/, viz kapitola 8:

baze e 3 3 baze ¢
~ 2 a RY 4 13
_331 A il
&' ¥ FP I%
» ! revool |
T sodinduic. |

| O s
3! 5
J\_} 3 :
ﬁ._

(RN sy =T |
b| i 5-PF}P bdz&é

(A, B...podobné matice = matice stejné linedrni transformace v ruznych bazich.)

Bez dukazu uvedeme nékolik vét a jeden priklad, ke kterému sméfujeme.
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Véta 28 Podobné matice A, B (tedy takové matice, Ze existuje requldrni matice P, Ze
B = P71 A P) maji stejné vlastni hodnoty.

Tj. vlastni hodnoty linearni transformace jsou invarianty — neméni se se zménou baze.

Véta 29 Redlnd ctvercovd symetrickd matice md prdvé n navzdjem ruznych vlastnich
hodnot a vlastni vektory prislusejici riznym vlastnim hodnotam jsou navzdjem ortogondlnsi.

A vrcholem bude nasledujici véta, kterd ve svém tvrzeni uvadi i navod na TfeSeni
nasledujiciho prikladu.

Veéta 30 Pro kazZdou symetrickou redlnou matici A, kterd reprezentuje linedrni transfor-
maci @ 1V — V existuje ortonormdlni bdze slozend z vlastnich vektori matice A, ve které
ma transformace ¢ diagondlni matici D sloZenou z vlastnich c¢isel na své hlavni diagondle.

Navic matice prechodu H je ortogondlni a jeji inverzi ziskdme pouhym transponovdnim
H-'=HT.
D=H"-A-H

Ad ptiklad 45: Najdéte diagonding reprezentaci D linedrnd transformace ¢ : R® — R3
zadané symetrickou matici

0 0 =2
A=10 -2 0
-2 0 3

Nalezneéte také ortonormdlni bdzi, vzhledem k niZ je ¢ diagondlni, a ovérte, Ze platli

D=H"-A-H.

Reseni: Matice D se skladd z vlastnich ¢isel, které jsme nasli v pifkladu 45: Vlastni

0
hodnoté A\ = —2 odpovida vlastni vektor v; := | 1
0
2
Vlastni hodnoté Ay = —1 odpovida vlastni vektor | O |, ktery jesté normujeme, protoze
1
jej budeme chtit pouzit do ortonormalni baze:
2 L (2 >
H{o]ll=vVi+0+T1=VE=m=—-|0|=(0 | =
1 \/3 1 1
NG
_1
2
A konecné, vlastni hodnoté A3 = 4 odpovida vlastni vektor | 0 |, ktery jesté normu-
1
jeme:
1 y 1 -~
2 1 5 92 2 5
{0 |ll=y;+l="=u5=—"7 [0]|=| 0 |=d
1 4 2 Ve 2
NG
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Sestaveni konstrukce predchozi véty: Na diagonale matice D jsou vlastni ¢isla linedrni
transformace zadané matici Ave stejném poradi, v jakém jsme dali do baze €’ jejich
normované vlastni vektory:

BN g B33 e BOE

e
" —_—
o=q o
E,\:QETE -0 o0
o U
L L
x
W
0\f1e\( s v Tooy - F (?) ) (‘/0&)
I = = . - [+]
e=l1]o || © D—(o =4 J)-H 8H 4 ohl APy
— ol ¥5 o 0 4 5

Proé plati H=' = H"? Protoze
H" - H = (skal(;,7}))i j=123 = E.
(Vysvétleni: 01, v5, U3 jsou navzajem ortogondlni, a pritom jejich velikost = 1. Proto
i # j:skal(v;,v;) =0
i =j:skal(v;,05) = ||[ui][? =1* =1

(Z jednoznacnosti inverze u regularni matice — algebra 1, véticka 4 — dostaneme, ze
H'=HT)

}:>HT-H:E

Poznamka: Ne kazdé linedrni zobrazeni V' — V je diagonalizovatelné; uvedenym
postupem dokézeme najit D, pokud je A symetricka.

Piiklad 46 Pokud je jesté ¢as, muzZeme se pustit do celkového prikladu, kdy matici osové
soumeérnosti vzhledem k ose y = 5 sestavime (viz zdvér videa 11, posledni pilhodina)

a) z vlastnich ¢isel a pomoci bdaze vlastnich vektoru a matice prechodu ziskdme matici
této soumernosti vzhledem ke standardni badzi.

b) na zdkladé zobrazeni néjaké bdze a Tesenim wurcitého systému linedrnich rovnic —
standardnim zpusobem.

Poznamka: kdyz hledame vlastni ¢isla a vlastni vektory u matice, kterd neni
symetricka, neni zaruceno, ze ke kazdému vlastnimu ¢islu méa prostor vlastnich vektoru
dimenzi 1 — neboli jinymi slovy, u matice A fadu n nemusi existovat n navzajem ruznych
vlastnich ¢isel, ale méné, a pak prostor vlastnimu ¢islu odpovidajicich vlastich vektoru
mé dimenzi vétsi nez 1. Piiklad a vysvétleni viz Zlatos, str. 413-418 (Zlatos, Algebra,
najdete velké pdf na internetu). Jinymi slovy, ne vzdy lze matici linedrni tramsformace
diagonalizovat. Jestlize A je symetricka, tak ano, ale v pripadé obecné matice A se nam
nékdy nepodaii najit dostatecny pocet vlastnich vektoru, aby vytvorily bazi, ve které je
matice transformace diagonalni. Tzv. Kanonicky Jordanuv tvar J matice A nemusi tedy
vzdy byt diagonalni matici.
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11.2 Cviceni 11: Vlastni ¢isla a vlastni vektory linearniho zob-
razeni

Uloha 11.1 Linedrni transformace na vektorovém prostoru je zaddna vztahem

T o 8331 + 9%2
Y ) N —6I1 - 7.1’2 '

Naleznéte vsechny jeji vlastni hodnoty a pro kaZdou vlastni hodnotu najdéte také aspor
jeden vlastni vektor.

Uloha 11.2 Linedrni transformace ¢ : R*> — R? je zaddna matici
4 2
c-(5 1)
a) Najdéte vlastni vektory (sméry) a viastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

b) llustrujte na konkrétnim vektoru, co to znamend, Ze je vlastnim vektorem, a na jiném
konkrétnim vektoru, co to znamend, Ze neni vlastni vektorem vzhledem k zobrazeni

©.
Uloha 11.3 Linedrnd transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici
3 1
c=(13)
a) Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

b) Illustrujte na konkrétnim vektoru, co to znamend, Ze je vlastnim vektorem, a na jiném
konkrétnim vektoru, co to znamend, Ze neni vlastni vektorem vzhledem k zobrazeni

©.
Uloha 11.4 Linedrni transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici

2 1

c_(12).

Najdeéte vlastni vektory (smeéry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.
Uloha 11.5 Linedrni transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici

5 -3

c_(_3 5)

Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.
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Uloha 11.6 Linedrni transformace ¢ : R®> — R3 je zaddna matici

10 0
C=|(-13 0
3 2 =2

Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

1
Uloha 11.7 a) Je zaddn vlastni vektor @ = | 0 | linedrnd transformace zadané matici
1
-2 0 0
C= 3 1 =3
2 0 —4

Najdeéte k nemu prislusnou vlastni hodnotu.

b) Najdéte viastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) osové soumérnosti v roviné

s osou soumérnosti y = 5. Ndpovéda: Nemusite hledat matici zobrazeni ani nic
pocitat, staci jen vyuzit

e geometrickych vlastnosti dané osové soumeérnosti;

e definice vlastniho vektoru (a geometricky vyznam této definice).
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12 Tyden 12

12.1 Kapitola 12: Vlastni ¢isla podruhé; Grammova matice po-
druhé; vektorovy soucin vektoru

12.1.1 Neorientovany objem v Euklidovském vektorovém prostoru

Viz video 12, druha polovina. V otazce v predmétu Algebra 2 je mozné tento oddil vyne-
chat, protoze z této kapitoly budu zkouset jen jedinou definici, a sice definici vektorového
soucinu pomoci objemu orientovaného.

12.1.2 Obecna definice vektorového souc¢inu pomoci orientovaného objemu

Vybudujeme pomalicku pojeti orientace, pak pojeti orientovaného objemu, a nakonec na
zékladé skalarniho soucinu vektort definujeme operaci vektorového soucinu (n—1) vektoru
v n-rozmérném prostoru.

Definice 39 Dvé bdaze vektorového prostoru jsou souhlasné orientované, pokud matice
prechodu mezi nimi mad kladny determinant;

Dvé bdze vektorového prostoru jsou mesouhlasné orientované, pokud matice prechodu
mezi nimi ma zdaporny determinant.

Poznamka: Relace souhlasné orientace mezi dvéma bazemi (tj. bindrni relace na
mnoziné ¢tvercovych matic daného fadu!) je relaci ekvivalence, protoze:

- kazdé béze je souhlasné orientovana sama se sebou:

detE =1

- a~ = [~ a..relace je symetrickd (opét vyuzivame v tichosti pominutou Cauchyho
vétu, ze determinant soucinu matic je roven soucinu dil¢ich determinantu):

detP -detP ' =detE =1 = detP >0< detP~' >0

- a~fp,0~v= a~ ..relace je tranzitivni:
Possp + P3oy = Passy
...vztah mezi maticemi prechodu:
detP,_p - detPg_,, = detP,_,,
a vysledek soucinu kladnych ¢isel je opét kladny.

Strategie kladné orientace: Vybereme jednu hezkou bézi (zpravidla standardni) a
prohlasime ji za kladné orientovanou. Pak vSechny béze s ni orientované souhlasné maji
téz kladnou orientaci.
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Piiklad 47 a) Kladné orientovand bdze v prostoru jedné dimenze L(©): bdze U md stejny
smér jako vektor u,

b) Kladné orientovand baze v prostoru dimenze 2, tj. L(uy,u3): otdéime u) do sméru s
proti sméru pohybu hodinoviych rucicek,

c) Kladné orientované baze v prostoru dimenze 3, tj. L(uj,us,us3): pravidlo pravé ruky:
kdyz otacime uy do sméru us proti sméru rucicek, tj. ve sméru prstiu pravé ruky,
vidime toto otdcent jako proti sméru rucicek z vrcholku vektoru uy (= palec ukazuge
ve sméru vektoru u3).

Definice 40 Orientovany k-rozmérny objem: (V;+;-) je k-rozmérny euklidovsky prostor
a Uy, Us, ..., uy je jeho kladné orientovand bdze, kterd je navic ortonormdind.

Pak orientovany k-rozmérny objem pro libovolnou posloupnost vektori (7,7, ..., Zk)
definujeme jako determinant:

skal(zy,uy) skal(zy,uy) ... skal(zy,uy)
v(;lk(x_i,@,...,f;g):det skal(z1,us) skal(y,uy) ... skal(xg,us)
skal(zy,uy) skal(zy,uy) ... skal(xy,uy)

...8ipka voly znaci orientaci.

Poznamka: Orientovany objem je tedy definovan jako jisty determinant; jednotkou
tohoto objemu je objem k-rozmérné krychle vytvoiené vektory ui, ..., u; kladné
orientované ortonormadlni baze'” - sloupce matice, z ni7 determinant poéitame, jsou
tvoreny soufadnicemi vektoru 7, ..., £ v bazi uy, ..., .

Priklad 48 Pokud

1 0 0
0 1 0
_i: 0 73: 0 ’ ,U_];: 0
0 0 1

tak: VA € RF** plati:
det(A) = vol(s1(A), s2(A), ..., se(A)),

tj. det(A) je roven k-rozmérnému ORIENTOVANEMU objemu uréenému sloupci této
matice.

Poznamka: Definice 40 nam ukazuje jiny zpusob pojeti determinantu: pokud se ,po-
hybujeme* v euklidovském prostoru R™ (prostor n-tic redlnych ¢isel je euklidovsky), tak
det(A) lze chipat jako orientovany n-rozmérny objem rovnobéznosténu vy-
tvoreného sloupci matice A.

190dsud az do konce kapitoly je toto piedpokladéno: Ze vektory a1, ..., uj, vytvéieji kladné orientovanou
ortonormdlni bazi prostoru.
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Véta 31 a) Orientovany objem vektoru 2, ..., Ty je invariant — nezdvisi na volbé kladné
orientované ortonormalni bdze,

b) V orientovaném k-rozmérném euklidovském prostoru V' je mezi neorientovanym obje-
mem (jen viz video 12, druhd polovina) a orientovangm objemem (def. 40) souvislost,
kterou bychom ocekdvali: 157 se maximalné znaménkem, tedy

Volg (27, ..., k) = |volg(Z1, ..., Tk)|-
Pritom x7,...,Z,  tvori kladné orientovanou bdzi 'V prdvé tehdy, kdyz
volg (27, ..., Tx) > 0.
c) Dusledek édsti (b): a7, ..., Ty jsou linedrné nezdvislé < voly (27, ..., Tx) # 0

Poznamka: Orientovany k-rozmérny objem se nékdy nazyva vnéjsi souc¢in. Pomoci
vnéjstho soucinu se pak obecné definuje pojem vektorového soucinu vektoru:

Definice 41 Mé¢jme kladné orientovanou ortonormalni bdzi o = (uy,...,U,), n > 2,
orientovaného euklidovského prostoru V.

Pevné zvolené vektory a7, ..., T,—1 definuji linedrni formu ¢ : V. — R:

w(?j) = UOln(.T_i, ) *fnfla ?7) = (:l:_ix_éfn,lg’)

...vektoru § je prirazen vnéjsi soucin (2105...0, 1Y) (0znacujeme v kulaté zdvorce bez
jakéhokoli znaménka operace) a podle teorie linedrnich forem na vektorovém prostoru
(podrobnéji viz Zlatos, str. 307):

NF eV VGeV : p(if) = voln(a, ..., Tnv, ) = (F12%...Tn_17) = skal(T, 7).

Tento jednoznacné urceny wvektor U se mnazyvdi vektorovy souéin vektort
T1, Ty ooy L1 (také ortokomplement = ortodoplnék vektoru x1, Ty, ..., Tp_1).
Znacime Ty X To X ... X Tp_1 =: U.

12.1.3 Specidlni piipad vektorového soucinu vektori pron=2an=3
Podivejme se, jak se definice 41 prezentuje pron =2 an = 3:
Pro n=2 : Pro pevné zvoleny vektor # € V se pro ruzné vektory y spocte orientovany

objem voly(Z, §) pomoci skaldrniho soucinu skal (¥, i), kde ¥ je vektorovym soucinem
jediného vektoru 7, tj. pritazeni vektorového sou¢inu & — ¢ je unarni operaci.
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NI re T e
X

T 3 - st (F)i) Ao W = xX ... rekbonory reuln,
R gemtmsam Jowoleo Nekhenn 3T
Sinh, (Nﬁz%(mx' K=\
KT M%MWW@

Pro n=3 : Pro pevné dané vektory z7, 5 existuje jediny vektor ¢, ozna¢me v := T X ¥.

|

Pii zdméné poradi vektoru 7'y, Z5 se zméni orientace baze o = (¥, Z3), tj. vektorovy
soucin jako soucast orientovaného objemu zmeéni znaménko, tj. vektorovy soucin je
antisymetrické zobrazeni:

flegz_fQXfl
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Véta 32 Viastnosti vektorového soudinu £1 X To X ... X Tn—1 U orientovaném euklidovském
prostoru V, dim(V') = n (Zlatos 310-311), nad télesem R redlngch cisel:

a) Vektorovy soucin €1 X 25X ... X T, _1 je multilinedarni ((n-1)-linedrni) antisymetrické zobrazeni:

| AL, Vg

b) Vektory 21,23, ..., Tn_1 jsou linedrné zdvislé < &1 X T3 X ... X T_1 = 0,

c) Pokud 2,33, ...,Tn—1 jsou linedrné mnezdvislé, tak U = x X 23 X ... X Ty je
normdlovy vektor nadroviny L(Z1, T3, ...,%n_1), a vektory x3,23,...,Tp_1,0 tvori
kladne orientovanou bdzi,

d) Pron > 2 vn-rozmérném orientovaném euklidovském prostoru V platiVz, ..., @1 €

V:

||21 X ... X Zpq|| = voly_1 (27, .y Tpr) = \/det G271, 2%, .., Tp1)
(tedy neorientovany objem vektori i, 5, ..., T,_1 spocte velikost jejich vektorového
soucinu,).
12.1.4 Fyzikalni vyznam vektorového soucinu

Prikladem fyzikalniho vyznamu vektorového soucinu je otacivy moment M télesa kolem
pevné osy pii pusobeni sily F':

o obadeud” dvelic

Timto zpusobem dvefe nepootocime ani o centimetr. Pomocnik snazici se dvefe otevrit
nebo zavtit svou silu vynaklada zbytecéné, otacivy moment této sily vzhledem k ose otaceni
je nulovy vektor

Kdyz sila F bude pusoblt sikmo a nikoli rovnobézné se sténou dveri, lze ji rozdélit na
soucet dvou dilcich sil Fl, F2

—

wa obAceu dvei”
W
3 g

Sila F, predstavuje pusobenl neefektivniho pomocmka sfla I naopak pusobi ve sméru
kolmém na osu otaceni, tj. F je ta ,cast® sily F ktera ovliviiuje otacivy moment télesa.

Pokracujme déle k definici momentu sily vzhledem k ose otaceni:

—

M = ©xF
M= |7]]- [|F]] - sina
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=)

- Otacivy moment M piuisobi ve sméru osy otaceni — v tom sméru, ktery urcime podle
pravidla pravé ruky: kdyz prvky sméruji ve sméru otaceni osy, palec ukazuje ve
smeéru vektoru M,

- Velikost momentu zavisi na vzdalenosti ||7]| pusobisté P od osy otéceni, a dile na
prumétu Fi sily F' do sméru kolmého na pusobisté 7 (tj. na velikosti prumétu || F| -
sin a):

M| = [I7] - [[E] - sina = [[7]] - [|F]

Tedy orientace M je takova, aby vektory 7, F , M v daném poradi tvorily kladné
orientovanou bazi prostoru (otaceni prvniho vektoru smérem ke druhému vektoru
vidime lépe, kdyz posuneme 7 do bodu P, aby vektory 7, F' mély stejny pocatecni
bod).

Na moment M mé tedy vliv jen slozka F, kolm4 na pruvodi¢ bodu pusobeni sily —
tj. pfi vektorovém sou¢inu vyuzivame ,informace®, které vzniknou kolmym prumétem
jednoho vektoru do sméru kolmého na druhy vektor.

Zobrazenf 7 x F je multilinedrn{ (bilinedrni):
(-7 + [ -73) xF=a-7, xﬁ+ﬁ'r§xﬁ.
Zobrazeni ¥ x F je antisymetrické:
FxF=—FxF.

Silné doporuéuji: nékolikrat (pro ruzné otézky) si projdéte odpovédnik opakujici
obsah prednasek 11 a 12:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/podzim2023/MA0005/0dp/predll_12_otazky_ano_ne.qref
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12.2 Cviceni 12: hlavni provérka tohoto predmétu

Na zakladé pokynu cviciciho.

13 Otazky k tstni casti

Dvanact otazek ma vyssi dulezitost a méli byste je znat velmi dobfe — jsou to otazky cislo
2,4,5,6,7,8,9,12, 16, 17, 21, 23; bez jejich znalosti nebude vétsinou mozné na zkousce
existovat (jsou to otdzky zkousené u bakaldrskych zavéreénych zkousek). Ostatni otdzky
také bysté méli znat a pripadné ztratite-ziskate body, ale nékteré vypocetni otazky uz
byly zduraznény na cvic¢eni, takze nejsou zarazeny mezi top dvanact.

13.1 Cramerovo pravidlo pro reseni SLR

e (10 bodu) totalni vzorec pro feseni SLR — odvozeni pro systém dvou rovnic o dvou
neznamych;

e (5 bodu) Priklad: pomoci Cramerova pravidla vypoctéte feseni SLR:

x —z = 0,
3z +y = 1,
—r+y+z = 4.

e (5 bodu) Jak byste pouzili Cramerovu metodu v piipadé, ze ma mensi pocet rovnic
nez neznamych? Vysvétlete na piikladu (¢tvercovou matici na levé strané bychom
ziskali doplnénim ¢tvrtou rovnici, jejiz vsechny koeficienty i prava strana jsou rovny
nule) [ndpovéda: v feseni se bude vyskytovat jeden parametr; vysvétleni viz BP
Danesovd, str. 64-65]

rT+y+2z—-5w = 3,
20+ 5y — 2z — 9w -3,
2 +y—2+4+3w = —11.

e (10 bodu) Dokazte (zduvodnéte) podrobné pravidlo D4 pro upravy determinantu:
Determinant se nezméni, kdyz k danému fadku pricteme nasobek ... (pti zduvodnéni
budete potiebovat skutecnost, zZe determinant se dvéma stejnymi fadky se rovnd nule
... toto téz podrobné zduvodnéte).
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13.2 Definice determinantu

e (10 bodu, klicova ¢ast otazky) Definice: determinant Ctvercové matice, véetné
urceni znaménka u sou¢inu prvku v jednom ¢lenu pomoci poctu inverzi sloupcovych
indexu.

e (5 bodu) Piiklad: uréeni znaménka u sou¢inu pomoci geometrického nézoru poctu
hran piibuznych vedlejsi diagonale ze vsech moznych hran spojujicich prvky, které
vybereme do téhoz souc¢inu. Muzete vysvétlit na piikladu:

W O N =
— O N
— = = O
=W O N

e (5 bodu) zduvodnéte (D1), pro¢ se transponovéanim determinant neméni, a jak
vypoéteme determinant matice ve schodovém tvaru (a pro¢ to tak muzeme udélat).

e (10 bodu) Vysvétlete: Determinant je antisymetrickd (D2) multilinedrni (D3) forma.
Zejména napiste vzorcem nebo piikladem podminku linearity determinantu D3.

13.3 Dalsi pravidla pro tpravu determinantu

e (10 bodi) D3: determinant jako zobrazeni je linedrni v kazdé slozce (vysvétlete
a dokazte; v dukazu budete potiebovat pracovat s definici determinantu obecné
pomoci jisté sumy);

e (10 bodu) Rozvinte determinant Laplaceovym rozvojem podle druhého sloupce
(staci provést jeden krok tohoto rozvoje do souc¢tu determinantu faddu 5, nemusite
pocitat dal)

102030
51427 3
1040090/
8 15376]|
9154 338
1070090

e (10 bodu) Ukazte, jak lze pokracovat v prikladu s Laplaceovym rozvojem vyse
tim zpusobem, ze pii slouc¢eni prvnich dvou z téchto ti{ determinantu patého radu
uzijeme linearitu D3.
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13.4 Vektorovy prostor

(10 bodu, klicova &ast otazky) Definice vektorového prostoru V nad télesem T.
Priklady (jak se na téchto VP definuje s¢itani vektoru a ndsobeni vektoru skaldrem?):

a) aritmeticky vektorovy prostor (5 bodu),
b) prostor polynomu stupné nejvyse 3 (5 bodu),
c) prostor funkei spojitych na intervalu (5 bodu),

d) nejmensi mozny vektorovy prostor (0 bodu, ale méli byste védét).

(5 bodu) meziotazka: srovnejte vektorové prostory b), ¢) z hlediska béze a dimenze.

13.5 Zavislost a nezavislost skupiny vektori — baze, dimenze,

souradnice

(5 bodu) Def.: linedarni kombinace vektort; def.: linedrné zavisla posloupnost vek-
toru;

(15 bod, klicova cast otazky — bez téchto ti{ definic nelze u zkousky existovat)
Def.: baze a dimenze vektorového prostoru, souradnice vektoru v zadané bazi.

(10 bodu) Priklady dimenze a béze (u piikladu b),c) z predchozi otdzky).

bonusova otazka: Jestlize posloupnost vektoru wy, ws, ..., u; je linedarné zavisla,
kolik feSeni pro nezndmé a; € R ma vektorova rovnice (na jeji pravé strané je
nulovy vektor)

a1-171+a2-ﬁg+---—l—ak-ﬁk:6?

13.6 Vektorovy podprostor

(5 bodu) Def.: vektorovy podprostor: co staci ovérit, abychom védéli, ze podmnozina
vektorového prostoru je sama uz vektorovym prostorem?

(5 bodu) Priklady vektorového podprostoru (co je, co neni vektorovy podprostor);

(10 bodu, klicova ¢ast otazky) Je prunik dvou podprostoru vektorovy podprostor?
(pokud ano, dokazte; pokud ne, vyvratte) Je sjednocen{ dvou podprostoru vektorovy
podprostor? (pokud ano, dokazte; pokud ne, vyvratte) Pokud ne, Ize definovat néjak
podprostor urc¢eny sjednocenim? Jak?

(10 bodu) Co je to linearni obal mnoziny vektoru, poptipadé podprostor generovany
mnozinou vektoru? Uvedte dva pifklady linedrniho obalu mnoziny vektori, jeden v
roviné a druhy ve tiirozmérném prostoru.
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13.7 Hodnost matice, nehomogenni SLR

e (5 bodu) Co je to hodnost matice (def.)? Jak souvisi pojem hodnosti matice s po-
jmem dimenze jistého nejmenovaného (ktery mate jmenovat) vektorového prostoru?

(10 bodu, klicova ¢ast otdzky) Jaké tii situace mohou nastat u SLR (obecné
nehomogennich rovnic) vzhledem k poctu feseni a kdy kterd z nich nastava? Pouzijte
terminologii matice systému a rozsitené matice systému. Co fika Frobeniova véta?

(5 bodti) V piipadé nekoneéné mnoha feseni: Jak pocet parametru souvisi s hodnost{
matice systému?

(5 bodu) priklad feseni SLR Gaussovou eliminaci: vyteste nasledujici systém rovnic:

r4+y+2z—>5w = 3,
20 4+5y —z—9%w = -2

(5 bodu) Co lze fici o mnoziné feseni SLR? Mnozina feseni SLR je (z algebraického
hlediska co za strukturu?) ...

13.8 Homogenni SLR, princip superpozice
e (10 bodu) Co je to SLR-hom? Jaké situace mohou nastat u SLR-hom podle poctu
jejich Teseni? Jaké feSeni u SLR-hom existuje vzdy? Tvoii mnozina feseni SLR-hom
vzdy vektorovy prostor? Pokud ano, dokazte, pokud ne, vyvratfte (klicova ¢ast
otazky)

e (5 bodu) Co je to regularni-singuldrni matice a jak tento pojem souvisi s a) deter-
minantem z této matice, b) hodnosti této matice, ¢) poctem feseni SLR-nehom s
touto matici?

e (5 bodu) Obecné a partikuldrni feseni SLR-nehom, obecné a partikuldrni teseni
SLR-hom. Vse Ize vysvétlit i na prikladu v nasledujici odrézce.

e (10 bodt) Vysvétlete a provedte princip superpozice pii feseni SLR na pifkladu:

$1+21’2+3$3—|—{E4 = 5,

T —I2+45L’3 —21'4 = —1.
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13.9 Scitani a nasobeni matic — analyza pomoci pojmu z algl

e (10 bodu, klicova cast otdzky) Uved'te a zduvodnéte vlastnosti operace séitani
matic (které matice lze s¢itat? kterd matice je neutraln? jak se najde k matici A
inverze vzhledem ke s¢iténi?).

e (5 bodu) Jak se definuje operace ndsobeni matic a jaké matice lze ndsobit?

e (10 bodu, klicova cast otazky) Uvedte a dokazte vlastnosti operace nasobenf
matic (prednostné tedy ndsobeni na mnoziné ¢tvercovych matic).

e (5 bodu) Shrnuti (kli€ova East otazky): Mnozina (M, x,,+,-) ¢tvercovych ma-
tic fddu n je ... dokoncete vétu a uvedte konkrétni pifklad netrividlnich déliteli
nuly v této struktufe (uved'te celou rovnici, ve které se tito netrividln{ délitelé nuly
vyskytuji).

13.10 Elementarni radkové tpravy

e (5 bod) Co je to elementérni fadkova tdprava (def.)?

e (5bodit) Co je pro ERU charakteristické vzhledem k SLR? Elementérni tipravy SLR

e (15 bodu) Véta: kazdou ERU lze reprezentovat vynasobenim jistou regularni matici
zleva — ukazte na ptikladu matice

1
A= 2
0

— =N
N DN W

e (5 bodu) K jaké tipravé matice A dojde, jestlize ji vyndsobime zprava matici

P=| -

O N =

o = O

_— o O
~

Nestaci vysledek, v§imnéte si, k jaké konkrétni fadkové nebo sloupcové tpravé dojde.
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13.11 Maticova metoda pri reSeni SLR

(5 bodu) Co je to maticovd metoda feSeni systému linedrnich rovnic?

(5 bodu) Vypocet inverzni matice Jordanovou metodou — vysvétlete na piikladu

T —z = 0,
3 +vy = 1,
—xr+y+z = 4.

(10 bodu) Zduvodnéte matematickou vétu, pro¢ ERU pouzité na jednotkovou matici
najdou matici inverzn{ (proved'te dukaz).

(10 bodu) Lze uzit maticovou metodu pii feSeni systému nasledujictho, kde treti
rovnici ziskdme odec¢tenim dvojnasobku prvni rovnice od druhé rovnice?

r+y+2z—>5w = 3,
20 + 5y — 2z — Yw
3y —dz4+w = -9

I
|
w

13.12 Linearni zobrazeni

(5 bodu, bez této definice u zkousky nelze existovat) Uved'te definici linedrntho
zobrazeni mezi vektorovymi prostory. Dopliite struénym grafickym nazorem (bylo
pouze na videu 07, obrazky zatim nejsou v textu prednésky).

(10 bodu, bez tohoto piikladu nelze u zkousky existovat) Zadéni linearniho
zobrazen{ pomoci predpisu — pomoci matice — pomoci obrazu baze. Uved'te pifklad
linedrniho zobrazeni R® — R2.

(5 bodu) Priklad zobrazeni mezi vektorovymi prostory, které neni linedrni.
(5 bodu) Veéta: zakladni vlastnosti linearniho zobrazeni.

(5 bodu) meziotdzka: které zakladni zobrazeni na ZS neni linedrni zobrazeni, ale
afinni zobrazeni?
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13.13 Jadro a obor hodnot linearniho zobrazeni

e (10 bodu, klicova €ast otazky) Def.: jadro a obor hodnot linedrniho zobrazeni,
nejlépe véetné obrazku, ale i definice symbolickym zapisem.

e (10 bodu) Na piikladu vysvétlete, jak jadro a obor hodnot konkrétniho linedrniho
zobrazeni najdeme:

31 — Vg + 203 — vy
0: R* - R @) =| 2v;+3vy+v3+ vy
5U1 + 21}2 + 31]3

e (5 bodu) Véta: vlastnosti jadra a oboru hodnot, vztah jejich dimenze a dimenze
celého prostoru vzoru.
e (5 bodu) Veéta: linedrni zobrazeni je injektivni préavé tehdy, kdyz ... (a z matice
zobrazeni se to poznd, pravé kdyz ... )
13.14 Pi#iklady linedrniho zobrazeni na ZS vysokoskolsky
Priklad A) otéceni roviny se stfedem v pocatku:

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadieni (linedrni zobrazeni) otoCeni roviny se
stiedem v pocatku o thel 30 stupnu neboli (viz kapitola nebo video 07).

Piiklad B) osova soumérnost s osou prochazejici pocatkem:

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadieni (linedrni zobrazeni) osové soumérnosti v

roviné s osou y = ¢ (viz cviceni nebo az video 11, od casu 1:38:00).
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13.15 Matice prechodu mezi bazemi téhoz VP
e (15 bodu) Je zadén vektor

1 1 2 0
v=1 2 v bazi o= 01, 11, 0 :
1 1 1 2

«

vyjadriete souradnice vektoru v vzhledem k bazi

0 1 2
8= t],{o}],[o
1 2 2

pomoci jisté matice prechodu P.
e (10 bodu) Jaké je nyni vyjadieni vektoru ¢ v bazi 5 v nasem piikladu?

e (5 bodu) Pro g zadanou vektory

1 0 0
8= of,11],]0
0 0 1

by byla matice prechodu P =...

13.16 Skalarni souc¢in vektoru

e (10 bodu, bez této definice nelze u zkousky existovat) Vysvétlete: Skaldrni
soucin vektort je a)symetricka b) bilinedrni ¢) pozitivné definitni d) forma na daném

Euklidovském vektorovém prostoru. Co je to Euklidovsky vektorovy prostor?

e (5 bodu) Uvedte pifklad skaldrnfho souc¢inu na prostoru a) n-tic realnych &isel; b)

spojitych funkef na intervalu (a; b).

e (10 bodu) Jaky je geometricky vyznam skaldrniho souc¢inu?

e (5 bodu) uved'te néjaky fyzikalni viznam skaldrniho souc¢inu. Pokud nevite, zkuste
vyTesit nasledujici tlohu: Tatinek tahne sané se tfemi détmi o celkové hmotnosti 45
kg pod thlem 20° vzhledem k zemi po dokonale hladkém ledu silou 210 N. Jakou
praci vykona pii posunuti sani o 3 metry? (nemusite dosazovat do kalkulacky, jen

vyjadiete vypoctem bez dosazeni)
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13.17 Velikost vektoru, odchylka vektoru

e (10 bodu, klicova ¢ast otazky) Definice velikosti a jeji zakladni vlastnosti (véta).

e (10 bodu) Vyslovte a dokazte Schwarzovu nerovnost. Kdy v ni nastdvé rovnost a
proc? (véta 24, dukaz je na videu 10, doba 1:32:00 az 1:44:00, s vyuzitim vzorce 10.1
odvozeného na videu 09, doba 1:17:30 az 1:22:30 ).

e (10 bodu, klicova ¢ast otazky) Definice odchylky dvou nenulovych vektoru: z ¢eho
moznost existence tohoto pojmu vyplyva, a jak souvisi se skalarnim souc¢inem? V
jakém intervalu se muze odchylka dvou vektoru pohybovat? Jak se lisi odchylka
vektoru od odchylky primek v aritmetickém vektorovém prostoru?

13.18 Ortogonalni vektory, ortogonalni doplnék

e (10 bodu) Ortogonalni vektory, ortogonalni matice, ortogonalni zobrazeni — definice;
Ortogonalni mnoziny, ortogonalni podprostory — definice.

Ortogonalni doplnék podprostoru — definice.

e (10 bodu) V Euklidovském prostoru R® je ddn podprostor

1
-1 1
W =1L 0

Y Y

-1
1

—_ O = O

1
0
0

Naleznéte bazi a dimenzi jeho ortogonalniho dopliku W+,

e (10 bodu) ... hledéni ortogonalniho doplitku m4 stejnou metodu jako hledani jadra
jistého linearniho zobrazeni; otédzka tedy zni: kdyz se podivate na ptiklad hledani or-
togonalniho doplinku v predchozi odrézce: a) nalezeny ortogonalni doplnék je jadrem
jistého linearniho zobrazeni mezi vektorovymi prostory — odkud kam zobrazuje toto
zobrazeni, tj. z jakého prostoru do jakého? b) jaka je matice tohoto linedrniho zob-
razeni?
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13.19 Gramuv-Schmidtav ortogonalizaéni proces
e (5 bodu) Vysvétlete, co je to Grammuv-Schmidtiuv proces.

e (15 bodu) V Euklidovském prostoru V' naleznéte ortogonélni bazi podprostoru

1 1 3

2 1 2

W=1L 2 1’ -5 |’ 8
-1 3 —7

e (5 bodu) Co to znamend, kdyz néktery z vytvafenych vektort bude nulovym vek-
torem?

e (5 bodi) Co je to ortonormdlni béze vektoru a jak by se tato béze ziskala z béze
ortogonalni?

13.20 Ortogonalni projekce vektoru do VPP

e (10 bodu) Vysvétlete, o co se jednd, véetné obrazku.

4
e (15 bodu) Naleznéte ortogondalni projekci vektoru v = :; do podprostoru
4
1 0
1 1
1 -2

e (5 bodil) Naleznéte také souradnice vektoru i z ortogondlniho doplitku U+ z definice
ortogonalni projekce (v nasem piikladu).

13.21 Vlastni ¢isla (hodnoty) a vlastni vektory (sméry) linedrni
transformace

e (10 bodu ... algebraicka definice ... bez ni na zkouSce nelze existovat) Def.:
vlastni ¢isla a vlastni sméry linedrni transformace vektorového prostoru.

e (10 bodu ... geometricky pohled) Najdéte navzdjem linedrné nezavislé vlastni smeéry
osové soumérnosti vzhledem k ose y = ¢ (piiklad 43).

e (10 bodu ... algebraicky piiklad) Naleznéte (piiklad 44, 45) aspon jeden vlastni
smér-vektor a jemu odpovidajici vlastni hodnotu pro linedrni transformaci R* — R?
zadanou matici
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13.22 Vyuziti matice zobrazeni v riznych bazich

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadreni (linedarni zobrazeni) osové soumérnosti v

roviné s osou y = 3 na zdkladé TeSeni jist¢ho systému rovnic, bez matic prechodu

(video 11, od casu 1:38:00).

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadreni (linedarni zobrazeni) osové soumérnosti v
roviné s osou y = 7 na zakladé vlastnich ¢isel a vektoru a dvou matic prechodu (viz
video 11, doba 1:24:00 az 1:38:00).

13.23 Vektorovy soucin vektoru

e (10 bodu; povinna ¢ast otazky) Vektorovy soucin vektoru v dimenzi 3: zdkladni
informace stredoskolského rézu, tj.

4 2
a) jak se spocita vektorovy sou¢in vektort = | =1 | av= [ 5|7
-3 7

b) jak se ur¢i smér tohoto vektorového soucinu?

c) jaky geometricky vyznam mé velikost tohoto vektorového souc¢inu?

e (10 bodu, povinna ¢&ast otézky) Definice vektorového souc¢inu pomoci jistého
skaldrniho soucinu: uvedte definici a vysvétlete na obrézcich pron =2 an = 3.

e (10 bodu) Uvedte fyzikdln{ vyznam vektorového soucinu (idedlné: moment sily
vzhledem k ose otdceni) a vypoctéte nasledujici priklad:

Délka ramene pedalu jizdniho kola je 0,152 m. Chodidlo cyklisty tlaci svisle na
pedal silou o velikosti 111 N. Urcete velikost momentu sily vzhledem k ose otaceni
svird-li rameno pedélu se svislym smérem (viz obrazek) thel a) 30°, b) 90°, c¢) 180°.
Ve kterém z ptipadu bude moment sily 7 x F mit velikost nejvétsi-nejmensi? (7 je
vektor pruvodice od osy otdceni k mistu pripojeni pedélu).

2 i )
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Petikova,J. 1998 Matematika — piiprava k maturité a k pfijimacim zkouskdm na VS.
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nékteré ulohy z analytické geometrie, od strany 100.

Poole,D. 2015 Linear algebra — a modern introduction. Stamford, USA, 4th Edition. V
angli¢tingé, nejschudnéjsi ucebnice pro studenty. 620 stran + dodatky + odpovédi
na cviceni s lichym ¢islem.

Shilov,G. 1997 Linear Algebra. Dover Publications, pocet stran cca 400, anglicky
preklad ruského textu, ale v knihovné na Kounicové 65a (Moravskd zemskd
knihovna Brno) najdete i pfeklad do Gestiny u stejného autora (Silov), i kdyz kniha
se mozna jmenuje jinak. Starsi prednaska linedrni algebry.

Zlatos,P. 2011 Linedrna algebra a geometria. Bratislava 2011, text dostupny na inter-
netu, pocet stran 808. Text je moznd piilis obsdhly, ale najdete v néjaké forme
vSecko, co se tyka algebraického pohledu na geometrii.



	Týden 1
	Přednáška 1: Determinant a jeho vlastnosti, Cramerovo pravidlo
	Odvození vzorců Cramerova pravidla pro n=2 a n=3
	Obecná definice determinantu, výpočet determinantu z definice
	Některé vlastnosti determinantu

	Cvičení 1

	Týden 2
	Přednáška 2: Další metody výpočtu determinantu
	Cvičení 2: Analytická geometrie v rovině – prověrka

	Týden 3
	Přednáška 3: Vektorový prostor, souřadnice vektoru v dané bázi, Gaussova eliminační metoda
	Definice vektorového prostoru
	Báze a dimenze vektorového prostoru, souřadnice vektoru v zadané bázi
	Druhá metoda řešení SLR – Gaussova eliminace
	Co lze řící o řešitelnosti systému lineárních rovnic

	Cvičení 3

	Týden 4
	Kapitola 4: Vektorový podprostor a jeho generátory, průnik a součet vektorových podprostorů
	Definice vektorového podprostoru
	Průnik a součet vektorových podprostorů
	Báze vektorového podprostoru; leží daný vektor v daném podprostoru?
	Báze a dimenze součtu a průniku podprostorů

	Cvičení 4

	Týden 5
	Kapitola 5: Inverzní matice, maticová metoda a Gauss-Jordanova metoda řešení SLR, sčítání matic
	Třetí metoda řešení SLR – maticová metoda
	Čtvrtá metoda řešení SLR – Gaussova-Jordanova
	Operace sčítání matic

	Cvičení 5

	Týden 6
	Kapitola 6: násobení matic, SLR nehomogenní a homogenní, princip superpozice
	Operace násobení matic
	Řádkové úpravy lze realizovat pomocí vynásobení maticí
	Řešení a řešitelnost homogenního systému lineárních rovnic
	Pátá metoda řešení SLR – princip superpozice

	Cvičení 6

	Týden 7
	Kapitola 7: Lineární zobrazení mezi vektorovými prostory
	Definice lineárního zobrazení a tři způsoby jeho zadání
	Příklady lineárních zobrazení R2R2
	Vlastnosti lineárního zobrazení, jádro a obor hodnot lineárního zobrazení
	Vztah mezi systémem lineárních rovnic a lineárním zobrazením

	Cvičení 7

	Týden 8
	Kapitola 8: Matice přechodu mezi bázemi, změna matice zobrazení při změně báze
	Matice přechodu mezi bázemi téhož vektorového prostoru
	Složení lineárních zobrazení
	Změna matice lineárního zobrazení při změně báze

	Cvičení 8

	Týden 9
	Kapitola 9: skalární součin vektorů, velikost vektoru, kosinová věta, odchylka vektorů, Schwarzova nerovnost
	Jiný pohled na determinant
	Definice skalárního součinu
	Fyzikální a geometrický význam skalárního součinu
	Velikost vektoru a její vlastnosti
	Odchylka vektorů a Schwarzova nerovnost v Rn
	Odchylka vektorů a Schwarzova nerovnost v obecném euklidovském prostoru

	Cvičení 9

	Týden 10
	Kapitola 10: Ortogonalita vektorů a její využití
	Ortogonalizační Grammův-Schmidtův proces
	Ortogonální doplněk vektorového podprostoru
	Ortogonální projekce vektoru do podprostoru

	Cvičení 10: Ortogonální doplněk, ortogonalizace, ortogonální projekce

	Týden 11
	Kapitola 11: Vlastní čísla a vlastní vektory lineárního zobrazení; konstrukce matice zobrazení pomocí vlastních vektorů
	Vlastní čísla a vlastní vektory lineární transformace – geometrický názor (hlavně viz příklad 43)
	Nalezení vlastních čísel a vlastních vektorů algebraicky
	Diagonální matice lineární transformace

	Cvičení 11: Vlastní čísla a vlastní vektory lineárního zobrazení

	Týden 12
	Kapitola 12: Vlastní čísla podruhé; Grammova matice podruhé; vektorový součin vektorů
	Neorientovaný objem v Euklidovském vektorovém prostoru
	Obecná definice vektorového součinu pomocí orientovaného objemu
	Speciální případ vektorového součinu vektorů pro n=2 a n=3
	Fyzikální význam vektorového součinu

	Cvičení 12: hlavní prověrka tohoto předmětu

	Otázky k ústní části
	Cramerovo pravidlo pro řešení SLR
	Definice determinantu
	Další pravidla pro úpravu determinantu
	Vektorový prostor
	Závislost a nezávislost skupiny vektorů – báze, dimenze, souřadnice
	Vektorový podprostor
	Hodnost matice, nehomogenní SLR
	Homogenní SLR, princip superpozice
	Sčítání a násobení matic – analýza pomocí pojmů z alg1
	Elementární řádkové úpravy
	Maticová metoda při řešení SLR
	Lineární zobrazení
	Jádro a obor hodnot lineárního zobrazení
	Příklady lineárního zobrazení na ZŠ vysokoškolsky
	Matice přechodu mezi bázemi téhož VP
	Skalární součin vektorů 
	Velikost vektoru, odchylka vektoru
	Ortogonální vektory, ortogonální doplněk
	Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces
	Ortogonální projekce vektoru do VPP
	Vlastní čísla (hodnoty) a vlastní vektory (směry) lineární transformace
	Využití matice zobrazení v různých bázích
	Vektorový součin vektorů


