Cviceni A

Popiste explicitné podmnoziny v R, tj. vSude piredpokladejte x € R:

1.{z:2<2} 2. {z:z<2az>-2} 3.{x:2—-2<0nebox > -2} 4.
{z:2-2<3z+1} 5. {r:2—-2<3zx+1<22+2} 6.{z:2—-2<3z+1<
2r+2a3r—1<z—-2<2zx+1} 7.{z:2>-2<0} 8. {z:(x—2)?>0}
9. {z : |x =2 >0} 10b. {z : |x — 2| < &}, pro né&jaké obecné 6 € R 11.

{z:(z+2)3x+1) <0} 12. {z:%<0} 13. {x:%<0} 14.

. 42 -1
{x. 3$I—:1+i_+4<0}
154. Najdéte suprema a infima mnozin z pfedchozich ptikladi.
164. Reste stejnou tilohu s pfedpokladem, Ze vSechny uvedené mnoZiny jsou
podmnoziny Q, Z, pfip. N.
17. Umite fesit podobné ulohy v C?
18b. Dokazte, Zze supremum je jediné, pokud existuje.
Najdéte suprema, infima, nejvétsi a nejmensi prvky (pokud existuji a pokud to
ptijde) néasledujicich podmnoZin v R:
19. {£:neN} 20. {2:nez} 21. {1:necQ} 22. {L:necR} 23.
{(-1)":neN} 24.{(-1)"n:neN} 25. {% ‘ne N} 26. {1+ (~1)":
neN} 27. {n+(-1)":neN} 28.{1+1:neN} 294 {(1+2)":neN}
30. {%:n,mENan<m}
i Oznacte mnozinu z piikladu 30 jako M, a analogicky pro libovolné ¢ € Z
definujte M, = {% :mmeNac<n< m}. Potom
31. najdéte indexy ¢ # d tak, aby M. = M; 32. najdéte indexy e a f tak, aby
M. # My 33. najdéte nejvétsi a nejmensi prvky, suprema a infima mnozin M.
v zavislosti na ¢

34. Popiste sjednoceni a prinik vSech intervalii tvaru (0, %) pron € N.

35. Délejte totéz pro uzaviené intervaly stejného tvaru.

36. Totéz pro intervaly (—2, L), (n,c0) a pod.

n’n
37. Reste tytéZ tlohy pro 0 # n € Z, Q, piip. R.

38f. Vysvétlete, proc je déleni 0 zapovézeno.

Uvédomte si, Ze nerovnost |a — b| < ¢ pro a,b, ¢, € R znamend pravé totéz, co
tvrzeni ,,vzdalenost a od b na realné ose je mensi nez c“. Pak FeSte nerovnosti
pro x € R:



39.|z+1| > x+1 40.|z+1| > |z|+1 41.|z+1| > |z+2| 42.|3z+1| > |z+2]
43.3z+1> |z|>3z—1 44. [z+1|+|z+2| <12 45.|jz+1|—|z+2|| <12

x+2 T+2
46. 5 > 4 47, 2 <5 48, [o(1 - 2)[ < 0.05 49. [2? —4] >0 50.

|lz2 —4] <1 51.|sinz| <0.5 52.|sin®z —1| >0 53. a podobné...

54f. Dokazte, Zze pro libovolné a,b € R plati |a| — [b] < |a — b).
55. Pro ktera a, b plati rovnost?

56. Uvédomte si, Ze tilohy ,,popiste explicitné mnozinu {x € R : 22 +2—6 > 0}«
a ,feSte nerovnost 22 + x — 6 > 0 pro € R* jsou tipIné stejné. Pak feste 15 a
16 vzhledem k zadanim 39 az 53.

574. Dokazte, ze pro kazdé 0 < a € R a n € N existuje jediné ¢islo 0 < x € R,
pro které plati ™ = a a které pak znac¢ime symbolem /a.

V nasledujicich piikladech je k,n € N a a,b € R. Dokazte, zZe pro libovolné n
plati:
58. (ab)® = a™b™ 59. Vab = {/a/b, pokud vjrazy smysl davaji 60b. 1 +

n

24 tm= 3 k=MD gy SN2 nDEn g Nk et
k=0

2 a—1
k=1 k=1

630. (a+b)" =a™+ (7)a" 1o+ (g)ag*sz +...+ ()" 64. Napiste predchozi
vysledek jako >~ ... 65h. (1+a)"” > 1+na,proa > —1 66f. n" ™t > (n+1)",

pokud n >3 67f. n! < (”TH)n 68. %%---2’5;1 < \/ﬁ

695. Pro n € N je n-ty ¢len posloupnosti a definovan jako a, = nL_H Podle
definice pojmu limity dokaZte, Ze lima,, = 1.1

Podobné, pro nasledujici posloupnosti dokazte, ze lim a,, = 0:
70. a, = S 71,4, =21 72.4,=(-1)" 0.999"

73. Podobné, pro a,, = Inn dokazte, ze lima,, = co.
74. Podobné, pro a,, = (—1)"n dokazte, Ze lim a,, neexistuje.

754. Rozmyslete si, zda plati liminf a,, = lim A,,, kde A,, = inf{ay : k > n}, a
podobné pro limsup. ..

i Pro posloupnosti a,, n € N, najdéte supa,, inf a,, limsupa, a liminfa,,
pfipadné lim a,,, pokud existuje:

76.a, =1-1 7T7.q, =190 78, q, = 2220045 79 ¢, = (~1)""1 (2+ 2)

80. a, = n(-D"  81. q, = %sian 82. a, = 1+ nsin’y  83. ap, =
n72n+1

Vn+l—yn 84.a, = YZHLn 85 g, = 25 86.a, = P 8T.

n2+1
g dt ! ! » L
an = W 88. a, = % 89. a dalsi podobné piiklady z

doporucené literatury. . .

1Symbolem lim a,, se véude rozumi limita lim a,, pokud neni vyslovné fe¢eno néco jiného.
n—oo



90. Vymyslete posloupnost, kterd konverguje k ¢islu %.

914. Dokazte, 7e pro kazdé 0 < a € R a ¢ € R existuje a, tj. takové ¢islo
0<xeR, zex" =c.

924. Dokazte, ze posloupnost a, = (1 + %)n je rostouci a shora ohranicena a
zZe posloupnost b,, = (1 + %)"H je klesajici a ohranicena zdola. Pak ukazte, ze
obé posloupnosti maji stejnou limitu.2

Najdéte nasledujici limity:

93.1lim (1 —1)™  94.lim (1+22)" 95.1im (1—3)™""

964. Pro libovolné k,n € N definujte a,, , = 1+1+4; (1 — %)Jr% (1- %) (1- %)+
-t % (1 - %) (1 - %) T (1 — %) Spocitejte lim a, ; a pokuste se vyjadrit

klim O k-

Pro ay i z minulého piikladu dokazte:
97. app = (1 + %)n 98h. an i < (1 + %)n, pron >k >2

99. Tlak v recipientu vyvévy klesne po jednom zdvihu pistu o 3%. Kolik se
mize udélat zdvihi, aby tlak neklesl pod 2/3 ptivodni hodnoty?

1004. Dokazte, ze rozumite paradoxu o Achilovi a zelvé: pfedpokladejte napt-.,
ze Achiles je 6-krat rychlejsi a necha zelvé naskok 60 zelvich kroki; spocitejte,
jak daleko od startu Zelvu dohoni.

Poznamky. Seznam piikladii nemusi byt Gplny a béhem casu se muze jesté
ménit—sledujte datum na prvni strané!

Symboly f, f a b slouzi v textu k oznaceni tloh, které by rozhodné nemély
byt piehlédnuty bud proto, Ze se k nim pozdéji vracime, nebo jsou dulezité
a/nebo zajimavé samy o sobé. PouZity symbol soucasné naznacuje obtiZnost
feSeni vzhledem k jeho obvyklému vyznamu.

n+1
Jinak pro vSechna n € N plati (Z—ﬁ) > 2,

2Tuto limitu budeme vsude dél znadit povédomym symbolem e, tj. lim (1 + %)n =
lim (1 + %)n_H = e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959 ... ......



