Test A

(vybér z hroznt)

19-20. Fjna 2005

1. (2 body) Najdéte infimum mnoziny {z € R : 22 < 5}.
2. (10 bodu) Zjistéte, pro ktera redlnd ¢isla  plati nerovnost

r—3 <1
[z +2] 2

3. (10 bodti) Dokazte, Ze pro libovolné ptirozené ¢islo n plati

24+44+6+---+2n=n(n+1).

4. (18 bodt) Podle definice pojmu limity dokazte, Ze

n+100 1

lim .
n—oo 3n — 8 3



nd »
Reseni A
aktualizovano 2. ledna 2006

1. Mnozinu M = {z € R : 22 < 5} mtzeme ekvivalentné popsat jako M = {z €
R : |z| < v/5} nebo explicitné jako interval M = (—+/5,1/5), takze inf M = —/5
a mame 2 body.

2. (a) Pro £ = —2 neni leva strana nerovnosti viibec definovand a pro vSechna
r # —2 je nerovnost (2 < i ekvivalentni nerovnosti
|z+2] 2

2 — 6 < |z + 2|,

kterou se budeme nyni zaobirat. V zavislosti na znaménku ¢isla x + 2, tj. argu-
mentu absolutni hodnoty, fesime nasledujici dvé nerovnosti:

Nerovnost 1: Pro x < —2 je |[x 42| = —x — 2, takZe FeSime 22 — 6 < —x — 2 <>
Jx <4 =1z < %. Cesky: vechna 2 < —2 vyhovuji nasi nerovnosti, protoze
-2< 4

3

Nerovnost 2: Prox > —2 je |x+2| = x+2 a politdme 22 —6 < z+2 <= x < §,
tj. vSechna = > —2, kterd vyhovuji nasi nerovnosti, musi byt soucasné mensi
nez 8.

Zavér: Dohromady, z € R je feSenim zadané nerovnosti pravé tehdy, kdyz

€ (—00,~2) U (~2,8) = (—00,8) \ {~2}.

(b) V pokro¢ilejsi fazi studia, nap¥. za polovinou semestru, miizeme tlohu chépat
taky jako ,urcete, pro kterd x € R méa funkce
z—3

f(l“):m

hodnoty mensi nez %“. Pokud jsme schopni néjak rychle funkci f analyzovat,
ma tento pristup evidentni vyhodu ve své nazornosti, viz obrazek 1.
Analgza: Rychle napsana rychld analyza funkce f miZe vypadat tfeba takto:

e D(f) =R\ {—2}; uvazujeme pouze z € D(f), tj. x # —2,
e f(x) =0<= z =3 aprotoze 0 < %, je z = 3 jedno dobré feseni,

e pro vSechna x < 3 (a samoziejmé x # —2) je f(z) <0< %, takze vSechna
x € (—00,3) \ {—2} jsou taky FeSenim nasi nerovnosti.

Ndpad 1: Po této tvaze stac¢i uvazovat pouze x > 3, tj. feSime pouze jednu
nerovnost z postupu (a) misto toho, abychom délali tutéz praci dvakrat. ..



Ndpad 2: Pro x > 3, nebo obecnéji pro x > —2, muZeme misto nerovnosti
flz) < % uvazovat radéji rovnost! f(x) = ;—;;’ = %, ktera plati pravé tehdy,
kdyz 2z — 6 = x + 2, tj. x = 8. Celkem tedy méme, Ze f(z) = % < x=38a

1. ProtoZe je funkce f spojité (!) na celém defini¢nim
oboru, musi byt taky f(z) < % pro vSechna = mezi 3 a 8, obecnéji pro x €
(—2,8).
Zaver: Celkem tedy dostéavame stejny vysledek jako v predeslém postupu, tj.
x € R je feSeni zadané nerovnosti prave tehdy, kdyz

€ ((—00,3]\ {~2}) U (3,8) = (—00,8) \ {-2}.

Cvicent: Cvicné muzeme dopocitat néco navic, abychom méli presnéjsi predstavu
o chovani funkce f:

e pro x > —2je f'(x) = ﬁ > 0, takZe funkce je skutecéné rostouci na

tomto intervalu (neroste vSak neomezené: lim f(x) = 1),
r—00

e dile napt. lim f(z) = —oo, lim f(z) = 1, proz < ~2je f'(z) =
—(I%)g < 0 a tak podobné,

e samoziejmé je jako obvykle vhodné pro kontrolu vysledku dosadit nékolik
C¢isel za x a pFesvédcit se, zda studovand nerovnost skuteéné plati/neplati. . .

3. Tvrzeni asi snad skutecné plati, protoze pro prvnich par n = 2,3, 4,5 mame:

2+44=6 = 2.3,
2+4+6=12 = 3.4,
2+446+8=20 = 4-5
24+44+6+8+10=30 = 5-6

a tak dale. Viele doporucujeme podobné ovéfovani pro mala n vzdycky udélat,

zejména proto, Ze je to zpravidla jediny prirozeny zpusob, jak pfijit na néjaky

pfimy argument, ktery by dokézal tvrzeni obecné:

(a) Vsimneme si, ze soucet prvniho a posledniho (n-tého) éisla v fadé je stejny

jako soucet druhého a predposledniho, ten je stejny jako soucet tietiho a pred-
n

predposledniho, atd...... 2 Celkem mame takovych part 5, ovSem pokud n je
sudé. Strucné mizeme toto pozorovani napsat jako

24446+ +2n—4)+2n—-2)+2n=
2+2n)+(@d+2n—2)+(6+2n—4)+--- =

(2+2n)~g:n(n+1).

Lcoz by mélo byt o dost milejsi, protoze se nechybuje v tpravach, nasobime-li ndhodou
zapornymi Cisly. ..
2¢iselnd posloupnost (2, 4,6, ...) je aritmeticka
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Obrazek 1: nerovnost o] < % z ptikladu 2

Pokud je n liché, tj. n = 2k 4+ 1 pro néjaké k € N, pak mame k parid se souctem
2 4 2n a jeden lichy s¢itanec n + 1 (ten uprostied). Soucet celkem tedy ¢ini

E2+2n)+(n+1)=Mn+1)2k+1)=n(n+1),

coz je tentyz vysledek, jako pro n sudé. Sestrojili jsme tedy primy diukaz tvrzeni,
ktery funguje pro libovolné prirozené cislo n. ..

(b) Kdo si potrpi na matematickou indukci, mtize postupovat takto:

Krok 1: Nejdiiv se dokaze, ze tvrzeni plati pro nejmensi mozné n, tj. n = 1:

2=1-(141),
coz je jisté pravda.
Krok 2: Nyni stac¢i dokazat, ze pokud naSe tvrzeni plati pro néjaké pfirozené

¢islo n, pak plati i pro ¢islo nasledujici, tj. n + 1. Jinymi slovy, chceme dokazat
nasledujici implikaci pro libovolné n € N:

24446+---+2n=nn+1)=2+4+6+---4+2(n+1)=(n+1)(n+2).



Toto tvrzeni presvédcivé dokazeme primou tpravou

24446+ +2(n+1)=
= 24446+ ---+2n)+2(n+1)=
= nn+1)+2(n+1)=(n+1)(n+2),

kde jsme ve vhodny okamzik vhodné pouzili (!) indukéni predpoklad.

Zdvér: Dohromady, tvrzeni plati pro n = 1 (podle prvniho kroku) a odkud
(opakovanim kroku dva) plati pro n = 2,3,......... , tj. skuteéné pro vSechna
prirozend cisla n.

4. Mame posloupnost (a,,) redlnych ¢isel definovanou jako a,, = %zl_oé) a mame
dokazat, ze hodnoty této posloupnosti konverguji k cislu % Nikdo by nemél

pochybovat o spravnosti tohoto tvrzeni, mame je vSak dokazat podle definice. . .
Definice: Podle definice limity mame ukéazat, Ze vSichni ¢lenové posloupnosti
(an) s dostateéné velkymi indexy n jsou ¢isla libovolné blizka pravé hodnoté %
Jinymi slovy, mame dokézat, Ze pro libovolné redlné ¢islo € > 0 umime najit
takovy index ng € N, Ze vSechna a,, s indexem n > ng jsou hodnoté % bliZ nez
. Posledni pozadavek formalné piseme jako

n+100 1

nt 12 1
3n 8 3‘“ (1)

a z tohoto vyrazu se snazime vyjadrit n v zavislosti na e, aby bylo zfejmé, ktera
n této podmince vyhovuji. Odtud je jiz snadné zjistit, zda existuje ng tak, aby
pro vSechna n > ng nerovnost (1) platila, ¢ nikoli. ..

Viyjpocet: Upravou vyrazu v absolutni hodnoté dostavame ekvivalentni nerovnost

308
9n — 24

‘<€.

Pro dostatecné velka n je vyraz v absolutni hodnoté kladné ¢islo, takze budeme
uvazovat nerovnost

308
on 24 = °
POZOR, tyto dvé nerovnosti jsou ekvivalentni pouze kdyz 9n—24 > 0, tj. n > 3,
takze od tedka musime mit na paméti, Ze vysledné ng musi zejména vyhovovat
této podmince!
Nyni jiz elementarnimi (a hlavné ekvivalentnimi) Gpravami dostévame:

308 < .
9n — 24
308 < 9en — 24¢
308 + 24¢
= 2)
€

Zavér: Protoze vSechny tpravy byly skuteéné ekvivalentni (1), mame nyni spo-
¢itano, ze pro vSechna n > 3, ktera jsou soucasné vétsi nez %, plati i



ptivodni nerovnost (1). Pro libovolné £ > 0 tedy miizeme jako ono spravné ¢islo
ng z definice vzit napf. prvni pfirozené ¢islo, které je vétsi nez 3 a soucasné vetsi
nez posledné zminovanéd hodnota, coz taky mtzeme chytie zapsat jako

{ {308 + 245" }
ng = max<{ 3, | ————— .
9e

e Rozhodné zkuste pro kontrolu pocitat napft. s oblibenou hodnotou ¢ =
0.01, tj. vyjadfit ng podle pravé odvozeného pravidla a presvédcit se, ze
pro n > ng jsou hodnoty a,, skutecné v toleranci % +0.01.

Cviceni:

e Taky se zkuste neprosto stejnym postupem jako dosud presvédcit, ze

lim ’;"'—100 se nerovna ani < ani 0 ani 1 ani cokoli jiného. . . (kromé l)
n—oo 3n—38 2 3

e Nadsenci se mtizou taky presvédcit, ze ve skutecnosti je {%] > 3 pro
libovolné ¢ > 0, takze zavér predchoziho pocitani miZzeme napsat taky

takto:
{308 + 245-‘
ng=|——|.

e



